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1. INTRODUGAO

Nesse material apresento os resultados obtidos junto a dissertagdo de
mestrado do Programa de mestrado Profissional em Ensino de Matematica intitulada
“Ensino de Esfera através de Applets do Software Geogebra” cujo objetivo foi avaliar
as potencialidades para o ensino do sdélido Esfera de uma Sequéncia Didatica junto a
alunos do 3° ano do ensino médio. A partir de levantamentos prévios, dos resultados
e das conclusbdes observadas gerou-se esse produto educacional disponibilizado
nesse texto. Observa-se que, com o passar dos anos, 0 ensino de geometria vem
passando por um momento delicado no que diz respeito ao seu ensino. Partindo das
producdes relacionadas ao tema na educacdo matematica e por meio de uma consulta
realizada junto a alunos e professores sobre ensino e aprendizagem de geometria,
ficou explicito o0 abandono do tema no ensino médio, o que vem deixando uma série
de lacunas junto aos alunos que tem contato com a geometria espacial, como
exemplo: dificuldades para visualizar figuras, fazer desenhos, reconhecer os
elementos dos solidos geométricos, efetuar calculos de area e volume, entre outros.
Nesse contexto, esses problemas tém impedido que o processo de
ensino/aprendizagem se desenvolva da forma adequada.

Diante do panorama apresentado, pensado nos profissionais de ensino de
matematica que tenham interesse em pesquisar sobre esses problemas apresentados
e que buscam orientagdes de como proceder para desenvolver o estudo de geometria
espacial, se fez necessario uma consulta aos documentos oficiais em busca das
diretrizes para o ensino do tema. Os Parametros Curriculares Nacionais, documento
do ano de 1998, orienta que o ensino de geometria deve se dar de forma
contextualizada, de tal forma que o aluno posso associar a geometria com a mundo
que o cerca, possa ser associado a outras areas do conhecimento e para que o
estudante possa utiliza-la para resolver problemas matematicos ao final do ensino
basico.

No que se trata ao ensino do solido esfera no ambito nacional é notdria a
importancia durante o ensino médio, visto que habilidades relacionadas ao ensino de
geometria espacial encontram-se presentes nos Parametros Curriculares Nacionais
para o Ensino Médio (PCN+), na proposta da Base Curricular Comum Nacional
(BNCC), na Matriz de Referéncia do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e, no



estado do Para, na Matriz do Sistema Paraense de Avaliacdo e Qualidade do Ensino
(SisPAE), justificando-se assim a importancia de seu ensino de forma plena.

Com a finalidade de atender as demandas supracitadas, buscou-se alternativas
metodolégicas dentro da Educacdo Matematica que viessem a contribuir para
melhoria do aprendizado e com a pratica do ensino de geometria de forma alternativa
ao considerado como ensino tradicional. Para tanto, escolheu-se a Teoria das
Situagdes Didaticas de Guy Brousseau (1989) juntamente com as Concepgdes sobre
Sequéncias Didaticas (SD) pois, segundo estudos prévios realizados, a combinagao
entre a Teoria das Situacdes Didaticas e a Construcdo de Sequéncias Didaticas tem
apresentado resultados promissores no que diz respeito a melhoria do processo de
ensino e aprendizagem em matematica.

Para construgao da (SD) escolhemos o modelo proposto por Cabral (2017), no
qual encontramos a ideia de Unidade Articulada de Reconstru¢cado Conceitual (UARC)
por se tratar de uma das produgcdes mais atuais quando se trata de Sequéncias
Didaticas e utilizamos em cada atividade da (SD) applets do software Geogebra, pelo
fato de mesmo estar disponivel de forma gratuita e ser uma ferramenta que possibilita
criacbes em matematica com fins especificos, possibilita a visualizagao, manipulacao
e 0 processo de construgao de resultados, o que de praxe vem a contribuir com a

melhoria do processo educacional.



2. SEQUENCIA DIDATICA

A Sequéncia Didatica disponibilizada nesse texto foi elaborada a partir da
dissertacédo apresentada como requisito para obtencgao do titulo de mestre em Ensino
de Matematica e trata-se de um estudo detalhado sobre o sélido geométrico esfera,
envolvendo levantamento de produgdes cientificas sobre o ensino e aprendizagem de
geometria, pesquisa junto a alunos do 3° ano ensino médio e junto a professores sobre
0 ensino e aprendizagem de esfera, consulta ao que esta proposto nos documentos
oficiais que regem a educagéo basica brasileira, analise dos livros didaticos e um
levantamento minucioso sobre o0 objeto matematico em questao.

Por meio dos levantamentos citados anteriormente foram obtidas informacdes
que resultaram na elaboracao de Sequéncia Didatica, que foi aplicada em uma turma
de 3° ano do ensino médio de uma escola publica estadual do Para, localizada no
municipio de Ananindeua.

Os resultados dessa aplicagao passaram por um processo de analise detalhada
que veio a comprovar a eficiéncia da Sequéncia Didatica como excelente instrumento
para o ensino de esfera e por esse motivo foi aqui disponibilizado para professores de
matematica que venham a tratar do tema em sua pratica.

Para uma correta utilizagdo desse material, alguns aspectos no sentido tedrico
e metodoldgicos devem ser seguidos, para tanto recomenda-se a leitura do capitulo 2
da dissertacdo Ensino de Esfera través de applets do Software Geogebra disponivel

nas referéncias.

2.1 ORIENTAGOES AOS PROFESSORES

Para melhor funcionalidade da metodologia proposta alguns aspectos devem
ser levados em consideragao. Recomenda-se ao professor dividir a turma em grupos
de trabalho pois, dentro de cada atividade, a producéo de cada aluno deve ocorrer por
meio de interagdes historico-sociais com os demais, através de estimulos a Zona de
Desenvolvimento Proximal (ZDP) como proposto por Vygotsky. Além disso, nao se faz
necessario que o professor interaja com os alunos de forma a repassar conhecimento.

Nesse momento, o professor deve assumir a posicdo de orientador no



desenvolvimento das atividades conduzindo assim os alunos a fazer descobertas por
conta propria.

Quando for aplicar a Sequéncia Didatica o professor deve deixar claro para os
alunos que é por meio das interacdes e com a elaboragao de ideias construidas nas
atividades que vai se chegar no que se deseja ensinar, firmando-se assim o contrato
didatico.

Como a sequéncia de atividades foi construida de forma diferente do que
tradicionalmente se tem em sala de aula, é de praxe que na primeira atividade os
alunos precisem de orientagdes quando ao seu desenvolvimento, sendo que mesma
necessita de certa autonomia por parte do aluno no seu desenvolvimento. Nesse
sentido, recomenda-se ao professor orientar o aluno na busca por tal autonomia.

Durante a aplicagdo das atividades o professor deve fazer minimo de
intervengdes possiveis. Entretanto, caso perceba que determinado grupo esta
perdendo o foco sobre intencdes da atividade, deve intervir do modo a redirecionar as
intencdes para que se chegue aos objetivos pretendidos.

Pensando construgdo do objeto matematico, planejamento e execugao das
atividades disponibilizo a seguir um quadro com a descrigdo e os objetivos a serem

alcangcados em cada uma delas.

Quadro 1: Descricao e objetivos por atividade

Atividade Descricao Objetivos
o . _ Reconhecer a esfera através a
Definir o sélido esfera por meioda | 1 B .
~ o rotagéo de um semicirculo
rotacdo de um semicirculo em : _ : _
_A identificar o Raio e o didmetro da
1 torno do seu didmetro. Fazer o 2
esfera
aluno reconhecer os elementos da : :
Nomear o objeto por meio de suas
esfera. 3 o _
caracteristicas e formalizar o nome.
Descobrir de forma indireta a Perceber a relacao entre o valor do
relacao entre o raio da esfera e a raio da esfera e o valor da area de
2 area da superficie esférica e sua superficie.
redescobrir a férmula para o Redescobrir a formula para calculo
calculo da superficie esférica. da area da superficie esférica.
Descobrir de forma indireta a Perceber a relagdo entre o valor do
3 relagdo entre o raio da esfera e raio da esfera e o valor do seu
seu volume e redescobrir a volume.
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férmula para o calculo do volume . Redescobrir a formula para calculo
da esfera. do volume da esfera.
8 Perceber a relagéo existente e o raio
Descobrir de forma indireta a € a area do fuso esferica.
relagdo entre o raio, o angulo de Perceber a relagéo existente e o
4 giro e a area da cunhe esféricae | 9 angulo de giro e a area do fuso
redescobrir a féormula para o esférico.
célculo da area do fuso esférica. . : :
Redescobrir a formula para calculo
10 da area do fuso esférico.
11 Perceber a relagéo existente e o raio
Descobrir de forma indireta a € 0 volume da cunha esférica.
relagdo entre o raio, o angulo de Perceber a relagéo existente e o
5 giro e a area da cunhe esféricae | 12 | angulo de giro e o volume da cunha
redescobrir a férmula para o esférica.
célculo da area do fuso esférica. . : :
13 Redescobrir a formula para calculo
do volume cunha esférica.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

2.2 A SEQUENCIA DIDATICA PROPOSTA

As atividades propostas neste trabalho constroem-se a partir da ideia de
intervengao estruturante. O planejamento de agbes e organizagdo de cada um dos
elementos compdem a Sequéncia Didatica proposta nesse trabalho foram construidos
através das ideias propostos por Cabral (2017). Ao leitor interessado no
aprofundamento das ideias aqui discutidas, recomendamos a leitura do livro do autor
intitulado é “Sequéncias Didaticas: Estrutura e Elaboracao”.

Segundo o autor, considerando um objeto matematico como a area S de uma
superficie, a reconstrugao conceitual desse objeto consiste no processo pelo qual esta
area pode ser obtida a partir de uma unidade padrao denominada Unidade Articulada
de Reconstrucao Conceitual (UARC).

Para reconstruir um conceito matematico, deve-se escolher inicialmente uma
primeira UARC, a qual o autor denomina de unidade de primeira geragao (UARC-1),

a qual se tem como “ponto de partida”. Ela, eventualmente, ndo precisa ser um
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problema como de praxe, existe a flexibilidade de comecar por qualquer posi¢cao
dentro do objeto matematico cujos conceitos se deseja reconstruir.

Para Cabral (2017) a escolha da URCA-1 deve levar em consideragao diversos
aspectos como a experiéncia do professor, os conhecimentos prévios dos alunos e
objeto de estudo. Cabe ao professor verificar esses parametros e fazer a escolha.

A partir da UARC-1, o professor deve escolher uma UARC-2 (unidade
Articulada de Reconstrugdo Conceitual de 2° geracéo), sob a condicao de que esta
esteja imediatamente conectada a UARC-1. Seguindo as mesmas condi¢gdes
anteriormente citadas, a medida que cada UARC de ordem superior se estabelece o
conhecimento é reconstruido/revertido.

Cabral (2017) considera que a cada UARC’s estabelecida o processo de
aprendizagem a reconstrugdo conceitual € potencializada, de tal forma que,
sequencialmente, em uma n-ésima UARC a reconstrucao do conceito € evidenciada.

Uma UARC consiste na organizagdo do conteudo em quatro intervengdes:
Intervencéo Inicial (I;), quando o professor apresenta a proposta inicial a fim de que
o aluno de maneira empirico-intuitiva perceba regularidades funcionais de um
conceito; Intervencdo Reflexiva (Ig), quando promove-se questionamentos
relacionados a um ou mais aspectos ligados ao objeto de estudo a partir da
intervencdo inicial; Intervencdo Exploratéria (Ig), quando se objetiva o
aprofundamento diante de resultados obtidos durante a Intervencdo Reflexiva,
estimula-se o aluno experimentagao a fim de evidenciar tais resultados; Intervencao
formalizante (Ig), quando de posse dos resultados obtidos pelos alunos o professor
apresenta o objeto de estudo através da linguagem formal da matematica.

Durante a constru¢cdo de uma UARC, o primeiro momento (Intervencéo Inicial)
é de fundamental importéncia visto que ele potencializa o espirito investigativo,
propicia o surgimento de conjecturas. Elas podem ser classificadas em dois tipos:
Exploracdo Potencial (I, — EP), a qual permite ao professor promover uma série de
procedimentos investigativos (simulagdes, experimentagdo, levantamento de
hipéteses) que sao tipicos da construgao do saber matematico e a Conexao Pontual
(I; — CP), a qual a partir de uma situagéo o aluno é estimulado a descobrir relagcdes
que direcionem a reconstrucdo de um conceito especifico.

Posteriormente a consolidagdo de uma UARC, com a intencionalidade de
verificar a aprendizagem do objeto construido, o professor podera inserir as chamadas

Intervencgdes avaliativas, que sdo de dois tipos: Intervengao Avaliativa Restritiva (I5g),
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que tem a finalidade de avaliar a aprendizagem de conceitos e propriedades; e a
Intervengdo Avaliativa Aplicativa (I44) cuja finalidade é a resolugdo de problemas de
aplicacdo. Estas etapas sdo consideradas pos-formais visto que nelas o aluno ja
reconstruiu o conhecimento que deseja ser ensinado.

Finalizando, temos a Intervengdo Oral de manutengdo Objetiva (IOMO) que
correspondem a momentos do didlogo entre professor e aluno, “cuja finalidade é
manter os objetividade planejado, manter o foco da reconstrugdo pretendida pela
sequéncia didatica”. (CABRAL, 2017, p. 47). Estas intervencbes, tem um carater
auxiliar, no intuito de ajustar a produgcdo dos alunos aos objetivos da sequéncia,
alinhar conceitos obtidos e, por fim, fixa-los.

Todo o conjunto formado pelas Intervengbes que compdem uma UARC,
juntamente com as intervengdes Avaliativas e as Intervengdes Orais de Manutengao

Objetiva, compde o que Cabral (2017) denomina de Intervencao Estruturante.

FIGURA 1: Intervengdes Estruturantes de uma Sequéncia Didatica

Pré-Formal

~  UARC

SRR

Intervengbes =) - Procedimentos
Estruturantes " Avaliativos

7 Dialogica

Fonte: Elaborado pelo Autor (2020)

As intervencbes estruturantes citadas anteriormente forma usadas para
estruturar em termos de UARC’s as atividades da SD envolvendo o sdlido esfera. Tais
intervengdes apresentam conceitos mais amplos, cujo aprofundamento encontra-se
em Cabral (2017) citado nas referéncias desse trabalho. A seguir temos disponiveis
as atividades com possiveis respostas elaboradas pelos alunos dentro do objetivo a

ser alcancado em cada atividade.



13

ATIVIDADE 1 - ESFERA

Objetivos: Reconhecer a esfera e seus elementos a partir da rotagdo de um
semicirculo em torno de um eixo que contém o seu didmetro.

Carga Horaria: 45 minutos.

Conteudo Matematico: Definicdo de esfera e reconhecimento de seus elementos.
Material: Ficha da atividade, Papel, Caneta e computador com o Aplicativo
“‘GEOESFERAT1”

Procedimento:

[Il] No aplicativo GEOESFERA1, clique sobre o botao iniciar rotacdo, observe os

pontos que surgem durante a rotacdo do semicirculo e anote a distancia de cada um

deles ao ponto central O no quadro a seguir.

Ponto A B Cc D E F G H I

Distancia

[l:] Qual a figura observada ao final da rotag&o?
R: Uma esfera.
[l.] Qual a distancia de cada um dos pontos (A, B, C, D, ..., I) ao centro O?

R: Sao todas iguais a 4.
[IR] A distancia de cada ponto (A, B, C, D, ..., I) ao centro O corresponde a qual

elemento do semicirculo?
R: cada distancia equivale ao raio do semicirculo.

[IR] A distancia de cada ponto (A, B, C, D, ..., I) ao centro O corresponde a qual

elemento do semicirculo?
R: a distancia equivale ao diametro do semicirculo.
[IF] O professor partindo das descobertas obtidas orienta os alunos para formalizagéo

das observagdes encontradas.

Observagoes do Professor
Esfera é o soélido geométrico delimitado por todos os pontos que estdao a mesma
distancia R (R > 0) de um ponto central. Tal distancia € denominada raio da esfera e

o ponto central é chamado de centro da esfera.
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ATIVIDADE 2 - AREA DA SUPERFICIE

Objetivo: Descobrir a relagao entre o raio da esfera e a area da superficie esférica.
Carga Horaria: 1 hora e 30 minutos

Material: Roteiro da Atividade, Papel, Caneta e computador com o Aplicativo
“GEOESFERAZ2".

Procedimento:

[l]] Insira o valor do raio R da esfera no aplicativo GEOESFERA 2 e complete cada

linha do quadro abaixo com os valores do Raio ao Quadrado (R?) e da Area da

Superficie Esférica fornecidos pelo aplicativo.

Raio (R) Raio ao Quadrado (R?) Area Da Superficie Esférica (A)

1

2

3

[lc] Observando os valores obtidos em cada linha do quadro, o que ocorrer com o

valor da area da Area da Superficie Esférica (A) quando aumenta o valor do Raio (R)?
R: Aumenta

[Ik] Em cada linha do quadro, a partir dos valores do Raio ao Quadrado (R?), como

podemos obter o valor da Area da Superficie Esférica (A)?
R: A = 47R?
[I-] O professor partindo das descobertas obtidas orienta os alunos para formalizagéo

das observagdes encontradas.

Observagoes do Professor

A Area da Superficie Esférica é dada por A = 47R?.
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ATIVIDADE 3 - VOLUME

Objetivo: Descobrir a relacao entre o raio da esfera e o volume da esférica.

Carga Horaria: 1 hora e 30 minutos

Material: Roteiro da atividade, papel, caneta e computador com o aplicativo
“GEOESFERA 3.

Procedimento:

[I,] Insira o valor do raio R no aplicativo GEOESFERA 3 e preencha o quadro a seguir

com os valores de R® e do volume da esfera (V) fornecidos pelo aplicativo.

Raio (R) Raio ao Cubo (R?) Volume da Esfera (V)

1

O N O] | WO|DN

[lc] O que ocorre com o valor do volume da esfera (V) a medida que aumenta o valor
do raio (R)?

R: Aumenta

[lk] Comparando os valores de R® e os valores obtidos para o volume da esfera, qual
a relacao observada?

4.7-R3
R: V ="
esfera 3
[I-] O professor partindo das descobertas obtidas orienta os alunos para formalizagao

das observagdes encontradas.

Observacgoes do Professor

4.7-R®

O volume da esfera pode ser encontrado por meio da formulaV o, = 3
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ATIVIDADE 4 - FUSO ESFERICO

Objetivo: Descobrir a relagao entre o raio, angulo de giro e a area do fuso esférico
Carga Horaria: 1 hora e 30 minutos

Material: Roteiro da atividade, papel, caneta e computador com o aplicativo
“GEOESFERA 4”.

Procedimento:

[|i] Insira os valores do raio (R) e do angulo de giro (em graus) no aplicativo

GEOESFERA 4 e complete o quadro a seguir com os valores do raio ao quadrado
(R?), do angulo de rotagao (em radianos) e da area do fuso esférico (A), a seguir

responda os itens.
ANGULO DE ANGULO DE

RAIO (R) ROTAGAO () R? ROTAGAO () AREA DO FUSO ESFERICO (A)
(EM GRAUS) (EM RADIANOS)
30
30
30
45
45
45
60
60
60

W N =] W N = W N =~

[lE] Aumentado o valor do Raio (R), o que ocorre com o valor da Area do Fuso
Esférico (A)?

R: Aumenta

[lE] Aumentado Angulo de Rotac&o (a), 0 que se observa em relagdo a Area do Fuso
Esférico (A)?

R: Aumenta

[|R] Observando os valores do quadro, utilizando os valores de R? e do angulo de (a)
(em radianos), como podemos obter o valor da Area do Fuso Esférico (A)?

R: A=2.a-R?.

[I-] O professor partindo das descobertas obtidas orienta os alunos para formalizagéo
das observacgdes encontradas.

Observagoes do Professor
O Fuso Esférico corresponde a parte da Area da Superficie Esférica que é obtida
quando rotacionamos uma semicircunferéncia de raio R, através de um angulo a, em
torno de seu didmetro. A Area do Fuso esférico pode ser encontrada por A =2-a.-R?
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ATIVIDADE 5 — CUNHA ESFERICA

Objetivo: Descobrir a relagao entre o raio, angulo de giro e a area do fuso esférico
Carga Horaria: 1 hora e 30 minutos

Material: Roteiro da atividade, papel, caneta e computador com o aplicativo
“GEOESFERA 3.

Procedimento:

[h] Insira os valores do raio (R) e do angulo de giro (em grau) no aplicativo

GEOESFERA 5 e complete o quadro com os valores do raio ao quadrado (R®), do

angulo de rotagao (em radianos), do Volume da Cunha Esférico (V) e responda aos

itens.
ANGULO DE R B
B ANGULO DE ROTAGAO | VOLUME DA CUNHA
RAIO ROTAGAO R® .
(EM RADIANOS) ESFERICA

(EM GRAUS)
1 30
2 30
3 30
1 45
2 45
3 45
1 60
2 60
3 60

[lE] Aumentado o valor do Raio (R), o que se observa em relagdo ao Volume da
Cunha (V)?

R: Aumenta

[lE] Aumentado o valor do Angulo de Rotac&o (a.), 0 que se observa em relacéo ao
Volume da Cunha (V)?

R: Aumenta

[lR] Observando os valores do quadro, utilizando os valores de R* e do angulo de (a)

(em radianos) em cada linha, como se pode obter o valor do volume da cunha esférica
(V)?
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[||:] O professor partindo das descobertas obtidas orienta os alunos para formalizagao

das observagdes encontradas.

Observagoes do Professor
A Cunha Esférica € o sdlido gerado pela rotagdo de semicirculo de raio R, através de
um éngulo a, em torno de um eixo que contém o seu didmetro. O volume da Cunha
2-a-R?
3

Esférica pode ser encontrado por V =

2.3 APLICATIVOS ASSOCIADOS A CADA ATIVIDADE

A titulo de ilustragdo e para organizagao do professor junto as atividades aqui
a propostas, nesse item, disponibilizaram-se as telas dos aplicativos associados a
cada atividade. Para o funcionamento dos aplicativos é necessario a instalagado do
software Geogebra Classico 5 disponivel de forma gratuita para download no
enderecgo https.//www.geogebra.org/download. Cada um dos aplicativos indicados a
seguir encontram-se disponiveis em CD na parte final do livro e para download no

endereco http://ccse.uepa.br/ompem/?page_id=21 .

FIGURA 2: Tela do aplicativo GEOESFERA 1

7 Atividade 1.9gb = X

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

~ Janela de Visualizacdo x| ~ Janela de Visualizacéo 3D

GEOESFERA 1

OBS: AO LADO TEMOS UM SEMICIRCULO
DERAIOR=4

INICIAR ROTAGAO

| LIMPAR ROTACAO

Fonte: Elaborado pelo Autor (2020)



FIGURA 3: Tela do aplicativo GEOESFERA 2
€7 Atividade 2.9gb X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda [Rest. Tamanho
~ Janela de Vi do2 ~ Janela de Visualizagédo 3D X |
M~ 2~ |N | Grande  ~ | #]a] ] A C~ Dy Oy Kv I
GEOESFERA 2

ENTRE COM O VALOR DO RAIO
R=3

VALOR DE R?
9

AREA DA SUPERFICIE ESFERICA

Fonte: Elaborado pelo Autor (2018)

FIGURA 4: Tela do aplicativo GEOESFERA 3

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
» Janela de a

n
GEOESFERA 3

ENTRE COM O VALOR DO RAIO
R=8
VALOR DE R?
512

VOLUME DA ESFERA

Fonte: Elaborado pelo Autor (2018)




FIGURA 5: Tela do aplicativo GEOESFERA 4

€7 Atividade 4.9gb

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
~ Janela de Visualizagdo

Xl |~ Janela de Visualizagdo 3D

GEOESFERA 4
VALOR DO RAIO (R) =3

ANGULO DE GIRO (EM GRAUS) =120

ANGULO DE GIRO (EM RADIANOS)
1207
180
AREA DO FUSO ESFERICO

10807
90

A =

»

x

Entrar...
X

Fonte: Elaborado pelo Autor (2018)

FIGURA 6: Tela do aplicativo GEOESFERA 5

7 Atividade 5.9gb

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
~ Janela de Visualizagdo

X | v Janela de Visualizacdo 3D

GEOESFERA 5
VALORDORAIO (R) =3
60
ANGULO DE GIRO (EM RADIANOS)

™

3

VOLUME DA CUNHA ESFERICA

sir
9

»

Fonte: Elaborado pelo Autor (2018)
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2.4 ATIVIDADE PARA IMPRESSAO E USO EM SALA DE AULA

ATIVIDADE 1 - ESFERA

No aplicativo GEOESFERA1, clique sobre o botao iniciar rotacao, observe os pontos
que surgem durante a rotagao do semicirculo e anote a distancia de cada um deles

ao ponto central O no quadro a seguir.

Ponto A B C D E F G H |

Distancia

Qual a figura observada ao final da rotagao?

Qual a distancia de cada um dos pontos (A, B, C, D, ..., I) ao centro O?

A distancia de cada ponto (A, B, C, D, ..., 1) ao centro O corresponde a qual elemento

do semicirculo?

A distancia entre os pontos A e B na figura obtida equivale a qual elemento do

semicirculo?

Observagoes do Professor
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ATIVIDADE 2 - AREA DA SUPERFICIE

Insira o valor do raio R da esfera no aplicativo GEOESFERA 2 e complete cada linha

do quadro abaixo com os valores do Raio ao Quadrado (R?) e da Area da Superficie

Esférica fornecidos pelo aplicativo.

Raio (R)

Raio ao Quadrado (R?)

Area Da Superficie Esférica (A)

1

2

Observando os valores obtidos em cada linha do quadro, o que ocorrer com o valor

da area da Area da Superficie Esférica (A) quando aumenta o valor do Raio (R)?

Em cada linha do quadro, a partir dos valores do Raio ao Quadrado (R?), como

podemos obter o valor da Area da Superficie Esférica (A)?

Observagoes do Professor




ATIVIDADE 3 - VOLUME
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Insira o valor do raio R no aplicativo GEOESFERA 3 e preencha o quadro a seguir
com os valores de R® e do volume da esfera (V) fornecidos pelo aplicativo.

Raio (R)

Raio ao Cubo (R?)

Volume da Esfera (V)

1

2

O que ocorre com o valor do volume da esfera (V) a medida que aumenta o valor do

raio (R)?

Comparando os valores de R® e os valores obtidos para o volume da esfera, qual a

relacdo observada?

Observacgoes do Professor
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ATIVIDADE 4 - FUSO ESFERICO

Insira os valores do raio (R) e do angulo de giro (em graus) no aplicativo GEOESFERA
4 e complete o quadro a seguir com os valores do raio ao quadrado (R?), do angulo

de rotacdo (em radianos) e da area do fuso esférico (A), a seguir responda os itens..

ANGULO DE ANGULO DE
RAIO (R) ROTAGAO (a) R? ROTAGAO (a) AREA DO FUSO ESFERICO (A)
(EM GRAUS) (EM RADIANOS)

30
30
30
45
45
45
60
60
60

W N = WO N = W N -~

Aumentado o valor do Raio (R), o que ocorre com o valor da Area do Fuso Esférico
(A)?

Aumentado Angulo de Rotagdo (a), 0 que se observa em relagdo a Area do Fuso
Esférico (A)?

Observando os valores do quadro, utilizando os valores de R? e do angulo de (o) (em

radianos), como podemos obter o valor da Area do Fuso Esférico (A)?

Observagoes do Professor
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ATIVIDADE 5 - CUNHA ESFERICA

Insira os valores do raio (R) e do angulo de giro (em grau) no aplicativo GEOESFERA
5 e complete o quadro com os valores do raio ao quadrado (R?), do angulo de rotagao

(em radianos), do Volume da Cunha Esférico (V) e responda aos itens.

ralo | ANGULODEROTAGAO [ ANGULO DE ROTAGAO VOLUME DA CUNHA
(EM GRAUS) (EM RADIANOS) ESFERICA
1 30
2 30
3 30
1 45
2 45
3 45
1 60
2 60
3 60

Aumentado o valor do Raio (R), o que se observa em relagdo ao Volume da Cunha
(V)?

Aumentado o valor do Angulo de Rotac3o (o), 0 que se observa em relagdo ao Volume
da Cunha (V)?

Observando os valores do quadro, utilizando os valores de R® e do angulo de (a) (em
radianos) em cada linha, como se pode obter o valor do volume da cunha esférica
(V)?

Observagoes do Professor
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3. ASPECTOS MATEMATICOS SOBRE ESFERA

Nesse capitulo, apresento alguns aspectos relevantes relacionados ao solido
geomeétrico esfera, visto que por meio dos levantamentos feitos na dissertagdo que
gerou esse produto, encontramos informagdes que apontam para uma formagao
superficial relacionada ao tema e pouca producdo disponivel para acesso a
professores da area que desejem desenvolver o tema através de uma metodologia
diferenciada. Nesse sentido, apresenta-se algumas definicbes e as demonstragdes
das formulas relacionadas ao solido via topicos abordados no ensino médio e, a titulo
de aprofundamento, através do uso de calculo diferencial e integral. Para tanto, as
ideias aqui apresentadas foram inspiradas nas produgdes de Lima et al. (2005), Dolce
(2005), Piskunov (2000) e Medeiros (2014).

3.1 ESFERA, SUPERFICIE ESFERICA E SECCAO ESFERICA.

Segundo Dolce e Pompeu (2005) denomina-se esfera o sdlido de revolugao
gerado pela rotagdo de um semicirculo de centro O e raio R em torno de um eixo que

contém o seu didmetro.

FIGURA 7: Esfera de revolugao

Fonte: Elaborado pelo Autor (2020)

Considere um ponto O e um numero real R >0, denomina-se de superficie
esférica de centro O e raio R o conjunto de pontos P do espago tais que a distancia
OP =R. (DOLCE E POMPEU, 2005, p. 250)



FIGURA 8: Superficie da esfera
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Fonte: Elaborado pelo Autor (2020)

FIGURA 9: Seccao esférica

Fonte: Elaborado pelo Autor (2020)

esfera a secg¢ao esférica corresponde ao circulo maximo da esfera.

RZ=¢?+d’° =8> =R°-d
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Denomina se de secgéo esférica a area da regido determinada por um plano
secante a esfera. (DOLCE E POMPEU, 2005, p. 251)

Toda secgao esférica € um circulo. Se o plano secante passa pelo centro da

Sendo R o raio da esfera, d a distancia entre o centro da esfera e o centro da
seccao esférica e s o raio da seccao esférica, aplicando o teorema de Pitagoras no
AOPN temos:
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3.2 VOLUME DA ESFERA

O Principio de Cavalieri afirma que se dos solidos de mesma altura tém suas
bases sobre um plano a e quando seccionados por outro plano paralelo a esse plano
o as secgdes determinadas sobre esses solidos possuem areas iguais, entdo os

so6lidos tém o mesmo volume.

FIGURA 10: Principio de Cavalieri

Area= A’ h

~*Areaz A

Volume do sdlido 1 = Volume do sélido 2

Fonte: Elaborado pelo Autor (2020)

Segundo Medeiros (2014) o solido determinado pela uniao de cones de mesma
altura cujas bases coincidem com as bases de um cilindro de raio R chama-se
clépsidra. Por outro lado, solido geométrico formado pela regido interna ao cilindro e

externa a clépsidra chama-se de anticlépsidra.

FIGURA 11: Clépsidra e Anticlépsidra

R R

h=2R

Cilindro Equilatero

Clépsidra

Anticlépsidra

Fonte: Elaborado pelo Autor (2020)
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FIGURA 12: Volume da esfera

Fonte: Elaborado pelo Autor (2020)

Considerando um cilindro equilatero (h = 2r) e uma esfera de raio r apoiados
sobre mesmo plano (FIGURA 10). A intersec&o do plano paralelo a base do cilindro

com a anticlépsidra corresponde a uma coroa circular cuja area € dada por

Ao = T[(R2 —r2) e a interse¢cdo desse mesmo plano com a esfera corresponde a

area de seccao esférica de raio s, a qual é calculada por A — ms2.

secgao esférica —
s 2 2 2 .
Entretanto, pelo teorema de Pitagoras temos que S°=R°-r°, ou seja,

A =1T(R2—r2).

seccao esférica

Dessa forma, pelo principio de Cavalieri o volume da esfera é igual ao volume
da anticlépsidra gerada a partir do cone equilatero.

Dessa forma, concluimos que

V

esfera

=V,

anticlépsidra

=V, 2-V,

cilindro equilatero — cone

2 3
Vestera = T R®- (2R)-2- (L3RJ =2n-R®- 21T3R

3
vV 4rt-R

esfera —
3

3.3 AREA DA SUPERFICIE ESFERICA

Considere o sélido delimitado por duas regides planas (bases) paralelas de
area A, cuja altura é x unidades.



31

Segundo Dolce e Pompeu (2005), sendo V o volume do sdlido descrito acima,
a area de sua base pode ser obtida através da razdo v quando x é suficientemente
X

préximo de zero.

FIGURA 13: Nocao intuitiva de volume

Fonte: Adaptado de Dolce e Pompeu (2005)

Através dessa nocdo podemos determinar o valor da area da superficie esférica

conforme o lema a seguir.

FIGURA 14: Area da superficie esférica

Fonte: Elaborado pelo Autor (2020)

Tomando por base a ideia intuitiva volume, considere duas esferas
concéntricas de raios r e (x + r) conforme a FIGURA 11.

Dessa forma, os volumes das esferas maior e menor sdo dados por

3 3
Vv :4T;r oV :41'[(F+X)

menor maior 3

O volume do sdlido gerada pela diferenga entre o volume V da esfera maior e

da menor é dado por:
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An(x+r)®  4mrd
Vesfera menor — 3 - 3

V=V

esfera maior —

VZ%T[(XH)s—FSJz%-[x3+3x2r+3xr2+r3—r3]

V:%T-[ 3+3x2r+3xr2]
V:%-[x2+3xr+3r2]

.V . 4r
= lim— = I|m—~[x2+3xr+3r2]
x—0 X x—0

A

superficie esférica

2

A =4T1r

superficie esférica

3.4 AREA E VOLUME DA ESFERA POR MEIO DO CALCULO

As férmulas para calculo da area da superficie e do volume da esfera também
pode ser obtida quando tomamos por meio do calculo diferencial e integral.

FIGURA 15: Area e volume da esfera por meio do célculo

yll y

Fonte: Elaborado pelo Autor (2020)

Para isso, considere o arco de circunferéncia de centro na origem e raio R,

dado pela fungdo f(x)=+R?—x? definida no intervalo [0, R], onde destacamos o

segmento AB de comprimento infinitesimal dg conforme a figura a seguir.
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Se rotacionamos o segmento AB entorno do eixo x obtemos um tronco de
cone, cuja area lateral infinitesimal dA € dada por dA = t-dg-(f(a)+f(b)). Como dg &
infinitesimal, os valores de f(a) e f(b) se tornam “suficientemente proximos” para todo
valor de x no intervalo [a, b], de tal forma que, f(a) = f(b) = f(x) (Piskunov, 1979, p.
490). Deste modo, podemos obtemos que dA =2m-dg-f(x) (I).

Pelo grafico apresentado na FIGURA 12, através do teorema de Pitagoras,

obtemos:

dg = \Jdy? + dx? = \/&%T +1de2 - \/{[g—if +1J dx:( (F(x))? +1jdx m

Substituindo (lI) em (l), encontramos dA:2n-f(x)-(«/(f'(x))2+1)dx ().

Como f(x)=vR? —x?, entdo f'(x) = _(X) ¢ substituindo tudo em (11) obtemos:

JR? —x?

2
2
dA =2t JRZ —x2 - \/[%J 1 dxzzn.\/Rz—xz-,/sz _+1dx
R* —x - X

dA =2n-R-dx

A area do sélido delimitado pelo grafico é encontrada somando-se as areas dos

troncos de cone assim obtidos no intervalo [0, R], ou seja
R R
AL=[dA=[2m-R-dx=2n-R-R-2m-R-0=2n-R?
0 0

Dessa forma, o grafico delimita a area da superficie de metade de uma esfera
obtida com sua rotagdo em torno do eixo x. Logo para se obter a area da superficie
da esfera inteira basta multiplicar AL por 2. Portanto, A =2.AL =41-R?.

superficie Esférica

Conhecida a area, o volume da esfera pode ser encontrado por

R
=E7ZR3.
3

R R ) 4 s
V = jAdA:j47zR dA=| 2 zR
0 0 3

0
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3.5 FUSO ESFERICO

Denomina-se de fuso esférico a area da superficie gerada pela rotacdo de uma
semicircunferéncia, segundo um angulo o, em torno de um eixo que contém seu

didmetro.

FIGURA 16: Fuso esférico

Fuso Esférico

Fonte: Elaborado pelo Autor (2020)

Sendo r o raio da semicircunferéncia e o 0 angulo de rotagédo em torno do eixo
que contém o diametro, a area do fuso esférico € diretamente proporcional ao angulo

de giro e pode ser obtida pela proporgao a seguir.

e Se o estiver em graus, temos

AAs\upen‘. esférica _ 360° —~ A _ (41Tr2)-a _ nrza

o fuso esférico 360 90 (O( em graus)

fuso esférico

e Se o estiver em graus, temos

2
Asuperf. esférica 2 A _ (4mre)-a
A = R\fuso esférico — T

=2r?a (a em radianos)

Afuso esférico a



3.6 CUNHA ESFERICA
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Denomina-se Cunha esférica ao sélido gerado pela rotagao de semicirculo, sob

um angulo @, em torno de um eixo que contém o seu diametro.

FIGURA 17: Cunha esférica

Cunha Esférica

Fonte: Elaborado pelo Autor (2020)

Assim como o fuso esférico, o volume da cunha esférica também é diretamente

proporcional ao angulo de giro a e pode ser obtido por meio das propor¢des a seguir.

¢ Se o estiver em graus, temos

4ir
.(x 3
V.unha o« 3 _mra

= V =
V 360° = cunha esférico 360 270

esfera

(a em graus)

¢ Se o estiver em graus, temos

4mr® o
V a 3 2r3a
cunha __ _ _ H
—V 2— = Vunha esférico = 5 =3 (a em radianos)
esfera T T
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4. CONSIDERAGOES GERAIS

De posse do conjunto de estudos realizados e levantamentos feitos para
elaboracdo da dissertacao intitulada “Ensino de Esfera por meio de Applets do
Software Geogebra” conseguiu-se por meio de metodologias ja testadas e com bons
resultados validados, elaborar uma proposta de ensino utilizando-se uma Sequéncia
Didatica para ensino de esfera por meio da constru¢ao de UARC’s como proposto por
Cabral (2017).

A aplicagédo da Sequéncia Didatica ocorreu de tal forma que se buscou atender
ao maximo, dentro do experimento realizado junto aos alunos, as Teorias
Educacionais que deram suporte a sua elaboragao. Por meio das analises realizadas
sobre os dados obtidos do experimento, verificou-se que houveram indicios de
aprendizagem que evidenciam a aquisicdo de conhecimento conforme os objetivos
tracados dentre de cada atividade, o que reforca o potencial das teorias que serviram
de aporte a dissertagao que serviu de base para construgdo desse produto.

Durante o processo de aplicacdo das atividades da Sequéncia Didatica
algumas observagdes foram feitas e a partir delas pode-se chegar al algumas
reflexdes. Entre elas, destaco a postura dos alunos diante de uma atividade
diferenciada, que no primeiro momento causou certa estranheza, visto que as aulas
geralmente sdo ministradas no modelo tradicional e o aluno ndo esta acostumado a
ser autbnomo na realizacdo das tarefas propostas. Por outro lado, € perceptivel a
motivagdo, por ser uma atividade que faz uso de tecnologia e traz possibilidades que
normalmente nao sao vistas em salda de aula.

Vale ressaltar que por se tratar de uma metodologia diferenciada,
inicialmente € comum que das primeiras atividades demandem mais tempo de
execucgao, entre tanto, conforme as observacgdes feitas nota-se que esse tempo tende
a reduzir bastante com o desenvolver do processo.

Ao leitor interessado em conhecer as teorias usadas e os resultados obtidos na
construgcao dessa proposta de ensino indica a leitura dos capitulos 2 e 6 da
dissertacdo base desse material. Entendo que outras Sequéncias Didaticas voltadas
para o ensino de esfera podem ser elaboradas a partir da proposta aqui a presentada.
Portanto, fica em aberto a livre utilizagcido a estudantes e profissionais de educacgao na

area de matematica para futuras contribui¢gdes e continuidade de estudos.
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