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1. APRESENTACAO

O estudo de geometria € a parte do ensino em que analisamos e
estudamos as formas e caracteristicas dos entes planos e espaciais, estando
presente na vida do ser humano desde a antiguidade, segundo Boyer (1996, p. 5), “o
desenvolvimento da geometria pode ter sido estimulado por necessidades praticas
de construgdo e demarcacgdo de terras, ou por sentimentos estéticos em relagdo a
configuragdes e ordem”.

Citando os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) sobre a importancia do

ensino de geometria e as suas contribuicdes para a aprendizagem do aluno:

O aluno desenvolve um tipo especial de pensamento que lhe permite
compreender, descrever e representar, de forma organizada, 0 mundo em
que vive. [..] O trabalho com noc¢des geométricas contribui para a
aprendizagem de nuameros e medidas, pois estimula a crian¢a a observar,
perceber semelhancgas e diferencas, identificar regularidades e vice versa.
Além disso, se esse trabalho for feito a partir da explora¢do dos objetos do
mundo fisico, de obras de arte, pinturas, desenhos, esculturas e artesanato,
ele permitira ao aluno estabelecer conexdes entre a Matematica e outras
areas do conhecimento (BRASIL, 1997, p. 39).

Segundo Lorenzatto (1995, p. 5), sobre a importancia e justificativa do ensino
de geometria, temos que: “A necessidade do ensino de Geometria pelo fato de que,
um individuo sem esse conteddo, nunca poderia desenvolver o pensar geométrico,
ou ainda, o raciocinio visual, além de ndo conseguir resolver situacdes da vida que
forem geometrizadas". Ainda segundo Lorenzatto (1995, p. 5), "Nao poderao ainda
se utilizar da Geometria como facilitador para a compreensao e resolucdo de
guestdes de outras areas do conhecimento humano”.

No ambiente educacional em nossa realidade atual, varios métodos de ensino
vem sendo pesquisados e aplicados como € o caso do uso das tecnologias.
Podemos citar alguns exemplos dessas tecnologias diversas que estdo sendo
utilizadas como facilitadores no ensino e aprendizagem dos alunos, como 0s
computadores, os softwares, tablets e celulares, citando Rancan (2011, p. 17), “as
criancas de hoje percebem o fluxo constante de informacfes com as quais convive
e, por consequéncia, como este novo mundo tecnologico esta transformando a

maneira pela qual aprendem”.



As Tecnologia da Informacdo e Comunicacdo (TIC) na educacdo torna-se
uma possibilidade de recurso didatico, que pode tornar as aulas mais atrativas,
fazendo com que os alunos construam o conhecimento de uma forma diferenciada.
Mas para que esses recursos didaticos sejam realmente utilizados € necessario que
tanto as escolas como os professores saibam empregar e aplicar todo o potencial
desses recursos, com objetivos concretos e justificativas sélidas para a construcao

do processo de ensino e aprendizagem. Para Imbérnom (2010, p.36):

Para que o uso das TIC signifique uma transformacédo educativa que se
transforme em melhora, muitas coisas terdo que mudar. Muitas estdo nas
maos dos proprios professores, que terdo que redesenhar seu papel e sua
responsabilidade na escola atual. Mas outras tantas escapam de seu
controle e se inscrevem na esfera da direcdo da escola, da administragcéo e
da prépria sociedade.

Demo (2008), sobre as Tecnologias de Informacdo e Comunicacao, ressalta
que: “Toda proposta que investe na introdugéo das TICs na escola s6 pode dar certo
passando pelas mé&os dos professores. O que transforma tecnologia em
aprendizagem, ndo é a maquina, o programa eletrbnico, o software, mas o
professor, em especial em sua condigdo socratica.”

As tecnologias voltadas para o ensino de matematica e geometria surgiram
como uma forma alternativa que o professor, com o papel de mediador do
conhecimento, encontra para dinamizar os conteidos em sala de aula e também
fazer com que os alunos venham a ser incentivados a buscar e construir o
conhecimento. Para Gladcheff, Zuffi & Silva (apud PACHECO e BARROS, 2013,
p.8), a utilizacdo de softwares em aulas de matematica no ensino pode consentir
diversos objetivos: ser fonte de informacao, auxiliar o processo de construcdo de
conhecimentos, ampliar a autonomia do raciocinio, da reflexdo e da criacdo de
solucdes.

Diante do exposto, apresentamos a presente sequéncia didatica para o
ensino de geometria de posicdo com énfase no ensino de reta e plano como produto
educacional resultado da pesquisa desenvolvida de Bechara (2019). A pesquisa
teve como objetivo utilizar o software geogebra como ferramenta para auxiliar o
ensino e aprendizagem de geometria de posicdo, com énfase no ensino de reta e
plano. A metodologia empregada foi do tipo experimental, utilizando as tecnologias

de informacdo e comunicacdo, em que foi aplicado uma sequéncia didatica



utilizando o software geogebra como ferramenta auxiliadora a luz da Engenharia
Didéatica.

Sendo assim, tivemos a finalidade de colaborar com o desenvolvimento do o
ensino e aprendizagem de geometria espacial de posicdo e o produto apresenta
uma proposta de atividades envolvendo os principais conceitos, postulados e
propriedades dos topicos de reta e plano utilizando como metodologia as tecnologias
de informagdo e comunicagcdo, como uma forma diferenciada para apresentar e

ensinar os alunos.



2. ESTUDO SOBRE A GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO

A revisao de estudos possui a finalidade de apresentar estudos e pesquisas
realizadas anteriormente, como forma de propor métodos e propostas, com a
intencdo de levantar hipéteses e resolver problemas identificados no decorrer do
ensino. O foco principal desse levantamento de estudos € o ensino de geometria
espacial de posicdo, onde cada referéncia verificada utilizada, auxiliou no
desenvolvimento da pesquisa. Citando Vosgerau e Romanowski:

Os estudos de revisdo consistem em organizar, esclarecer e resumir as
principais obras existentes, bem como fornecer citacbes completas
abrangendo o espectro de literatura relevante em uma area. As revisdes de
literatura podem apresentar uma revisdo para fornecer um panorama
histérico sobre um tema ou assunto considerando as publicagces em um
campo. Muitas vezes uma andlise das publicacées pode contribuir na
reformulacdo histérica do dialogo académico por apresentar uma nova
direcdo, configuracdo e encaminhamentos. (VOSGERAU e ROMANOWSKI
2014, p. 167)

O estudo de Geometria Espacial de Posicao possibilita o desenvolvimento da
capacidade de abstracdo, auxilia na resolucdo de problemas praticos e permite
reconhecer propriedades das formas geométricas. Porém citando Souza Filho e
Brito (2006) que confirmam que na atualidade o ensino de Geometria é feito de
forma mecanica, fazendo com que o aluno perca o interesse pelo conhecimento,
pois ele ndo encontra um significado para a compreenséo do conteudo.

Segundo Lorenzato (1995) a Geometria estd ausente ou quase ausente da
sala de aula. Segundo esse autor, sdo inUmeras as causas que provocam esse
acontecimento, uma delas é a falta de conhecimentos especificos da Geometria
pelos proprios professores, ou seja, o professor ndo podera ensinar o que ele nunca
aprendeu.

As dissertacdes utilizadas tiveram como critérios, a metodologia de pesquisa,
0 conteudo de geometria, os axiomas, as propriedades e as atividades relacionadas
a geometria espacial de posicdo. As palavras digitadas como procedimento de
pesquisa foram: Sequéncia didatica em geometria; Ensino de ponto, reta e plano;

Geometria Espacial de Posi¢cdo. Os documentos foram obtidos no banco de teses e



dissertacbes da Pontificia Universidade Catdlica de Sao Paulo (PUC-SP) e no
Google Académico.

As dissertacdes foram divididas nas seguintes sessbes: Resolugédo de
Problemas, Modelagem Matematica e Uso das tecnologias da informacdo e
comunicacao, onde foi destacado cada proposta , metodologia, objetivo, questao de
pesquisa, desenvolvimento, resultado e conclusédo de cada pesquisa.

O desenvolvimento deste estudo consistiu através de algumas etapas: busca
de material para a revisdo de estudos, analise do material para a inclusdo ou
exclusdo através de critérios pré estabelecidos, divisdo dos trabalhos incluidos em
categorias e analise das pesquisas onde foram destacados propostas, metodologias,
objetivos, questbes de pesquisa, desenvolvimento, resultados e conclusdes de cada
pesquisador estudado.

A pesquisa foi elaborado a partir de uma revisdo da literatura no periodo
entre 1998 e 2017, visando a busca de obras nacionais e fazendo um panorama e
evolucado entre estudos classicos e 0s mais recentes sobre o tema através do
periodo de 20 anos. As palavras chaves utilizadas foram " Sequéncia didatica em
geometria” ," Ensino de ponto, reta e plano”, " Geometria Espacial de Posicdo".
Foram critérios de excluséo: trabalhos publicados antes de 1998 e os que ndo se
referiam a geometria espacial de posicao.

Na busca realizada na ferramenta Google Académico, na pagina oficial do
Mestrado Profissional em Mateméatica — PROFMAT e nos anais do Encontro
Nacional de Educacdo Matematica — ENEM, foram encontrados 8 trabalhos entre
artigos e dissertacbes. Apds uma breve leitura e analise dos textos, notou - se que
alguns nao preenchiam os critérios deste estudo, pois contemplavam outros tépicos
da geometria espacial e foram excluidos. Foram selecionados 5 dissertacdes que
preencheram os critérios proposto, foram lidos na integra ( Quadro 1), onde foram
categorizados em trés linhas de pesquisa: Resolucdo de problemas; Modelagem
Matematica e Uso das tecnologias da informagéo e comunicag&o. E como etapa final
da revisdo as pesquisas foram analisadas minuciosamente e destacados o0s

resultados e conclusoes.



Quadro 1 - Textos Selecionados

Titulo Fonte Categoria Autores Ano
Aprendendo e | Dissertacdo- | Resolucdo de | GOVEA, 1998
Ensinando Pontificia Problemas Filomena
Geometria. com a | Universidade
Demonstracdo: Uma | Catdlica de
contribuicdo para a | Sao
pratica pedagdgica | Paulo
do professor de
matematica do
ensino fundamental
Uma Sequéncia | Dissertacdo- | Resolucdo de | MELLO, 1999
Didatica para a | Pontificia Problemas Elizabeth
Introducdo de seu | Universidade Gervazoni
Aprendizado no | Catdlica de Silva de
Ensino da | S&o
Geomeétrica Paulo
Demonstracdes em | Dissertacdo- | Modelagem FERREIRA, 2008
geometria euclidiana: | Pontificia Matematica Fernanda
uma sequéncia | Universidade Aparecida
didatica como | Catolica de
recurso Minas Gerais
metodolégico  para
seu ensino
Geometria Espacial | Dissertagdo- | Uso das | GOMES, 2016
de Posicdo: Do | Universidade | tecnologias da | Rafael
Concreto ao | Federal de | informagéo e | Oliveira de
Raciocinio Dedutivo | Santa Maria | comunicagéo
com uma Passagem
pela Tecnologia
Uso do Gegebra 3D | Dissertacdo- | Uso das | SOUZA, 2017
no ensino de | Universidade | tecnologias da | Grabriel
Geometria Espacial | Federal de | informacgéo e | Moreno
Juiz de Fora | comunicacéo Ferreirda de

Fonte: Autor (2018)

Pesquisas sobre geometria espacial de posicdo ainda encontra-se escassa,
pois como é o topico inicial de geometria espacial, € explorada de maneira intuitiva,
fazendo com que as pesquisas foquem em outros topicos da geometria espacial.
Entdo as cinco dissertacdes selecionadas focam o ensino e aprendizagem de
geometria espacial de posicéo, explorando axiomas, teoremas e propriedades que

Sao necessarias para todo o estudo posterior da geometria espacial.
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3. USO DAS TECNOLOGIAS DE INFORMACAO E COMUNICACAO

Os métodos para o0 ensino de matematica vem se ampliando e modificando
com o passar do tempo, como forma de dinamizar o processo de ensino e
aprendizagem e como forma de minimizar a dominancia do ensino de forma
tradicional, podemos identificar essas mudancas a partir do que € citado nos

documentos dos parametros curriculares nacionais (PCN), segundo o documento:

[...] no ensino de matematica devesse "identificar as principais
caracteristicas dessa ciéncia, de seus métodos, de suas ramificacdes e
aplicagbes; conhecer a histéria de vida dos alunos, sua vivéncia de
aprendizagens fundamentais, seus conhecimentos informais sobre um dado
assunto, suas condi¢des sociolégicas, psicologicas e culturais; ter clareza
de suas préprias concep¢des sobre a Matematica, uma vez que a pratica
em sala de aula, as escolhas pedagégicas, a definicdo de objetivos e
contetidos de ensino e as formas de avaliacdo estdo intimamente ligadas a
essas concepgbes.(BRASIL, 2001, p.37).

O uso das tecnologias de informacdo e comunicacéo (TIC) na educacao
surge como uma ferramenta potencializadora no processo de ensino e
aprendizagem de alunos e professores, de forma que a sociedade de forma geral
esta utilizando a tecnologia para a resolucdo de problemas do cotidiano. Citando
Tornaghi (2010), de forma resumida o autor nos mostra como se deu 0 inicio do uso

das tecnologias na educacado nas escolas publicas brasileiras.

O uso de tecnologias na escola publica brasileira inicio-se timidamente, com
projetos pilotos em escolas no final de 1980. Nesses projetos, algumas
experiéncias ocorriam com o0 uso do computador em atividades disciplinares
e em muitas outras extracurriculares e ocorriam em horéarios diferentes
daquelas em que os alunos frequentavam a escola. Nas duas situacdes, era
possivel observar que as praticas apresentavam -se com base em uma das
seguintes abordagens: (i) instrucionista, na qual o computador pode ser
usado na educacdo como maquina de ensinar ou como maquina para ser
ensinada; ou (ii) construcionista, por meio da qual o aluno constréi, por
intermedio do computado, o seu proprio conhecimento (TORNAGHI, 2010,
p.145).

Podemos ainda observar nos documentos do PCN, a utilizagdo da tecnologia
faz com que alunos e professores tenham uma oportunidade de investigar e

explorar, nas aulas de matematica, os tépicos que possibilitam o favorecimento da
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argumentacdao e validacdo de resultados , tornando - se uma forma para o despertar

do interesse do aluno nas préticas em sala de aula e também nas praticas sociais.

E esperado que nas aulas de Matemética se possa oferecer uma educagéo
tecnologica, que ndo signifique apenas uma formacéo especializada, mas,
antes, uma sensibilizacdo para o conhecimento dos recursos da tecnologia,
pela aprendizagem de alguns conteldos sobre sua estrutura,
funcionamento e linguagem e pelo reconhecimento das diferentes
aplicac6es da informatica, em particular nas situacées de aprendizagem, e
valorizacdo da forma como ela vem sendo incorporada nas praticas sociais.
(BRASIL, 1998, p. 46).

A utilizacdo das TIC como um recurso didatico possibilita a adequacédo as
diferentes necessidades e individualidades de cada aluno, oportunizando o professor
a criar ambientes virtuais de aprendizagem de forma diferenciada e de acordo com a
necessidade de cada assunto a ser ensinado, fazendo uma contribuicdo para a
assimilacao dos conteudos. A internet e o computador sédo ferramentas que atraem a
atencao do aluno, proporcionando a habilidade de captar e assimilar as informacdes.

Vogt e Soares (2016, p.5) relatam que:

E preciso considerar que as tecnologias - sejam elas novas (como o
computador e a Internet) ou velhas (como o giz e a lousa) condicionam 0s
principios, a organizacdo e as praticas educativas e impdem profundas
mudangas na maneira de organizar 0os conteldos a serem ensinados, as
formas como serdo trabalhadas e acessadas as fontes de informacgéo, e o0s
modos, individuais e coletivos, como irdo ocorrer as aprendizagens.

Segundo Valente (1993), afirma que o computador tem que ser utilizado como
uma nova ferramenta educacional e ndo apenas como uma maquina de ensinar,
pois os alunos precisam buscar e usar as informa¢des que os norteiam, ao invés de
memorizar as informacfes. O computador torna- se cada vez mais uma ferramenta
gue favorece os alunos no desenvolvimento do raciocinio e da reflexdo, através da
interacdo e manipulagdo da ferramenta, ha a possibilidade no desenvolvimento da
capacidade do aluno em buscar, selecionar a informacgéo e solucionar os problemas
de forma independente.

Ainda em concordéancia Valente (2008), observa que a escola deveria utilizar-
se cada vez mais das tecnologias, para que os alunos pudessem aprender a se
expressar através do uso dessa tecnologia, pois ao fazer essa integracdo o

processo de ensino e aprendizagem torna-se mais atrativa e significativa,
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promovendo a conquista de novos conhecimentos que permite o aluno a insercéo no
contexto de seu cotidiano. Esses recursos estdo a disposicdo do professor para
auxiliar em sua pratica pedagogica, sendo um facilitador do entendimento do aluno,
com isso os professores devem estar preparados e capacitados na utilizacao desse

recurso para que os objetivos sejam atingidos.

Os professores precisam saber como usar 0sS novos equipamentos e
softwares e também qual é seu potencial, quais sdo os seus pontos fortes e
seus pontos fracos. Essa tecnologias, mudando o ambiente em que os
professores trabalham e o modo como se relacionam com outros
professore, tém um impacto importante na natureza do trabalho do
professor e, desse modo, na sua identidade profissional (VALENTE, 2008,
p.76).

Neste contexto cabe ao professor criar as situacdes para desenvolver a
aprendizagem do aluno, desenvolvendo atividades com o objetivo de construir o
conhecimento do aluno, ao invés de apenas transmitir uma informacédo, entdo ao
utilizar um software, o professor tem que estar preparado e familiarizado com a
tecnologia que ira utilizar, preparando as atividades com antecedéncia relacionando
a tecnologia com o topico estudado, citando Valente (1999), caso o professor néo
esteja preparado em utilizar o recurso para desafiar o aluno, ndo sera a tecnologia
quem ira cumprir este papel. Outro papel importante do professor na construcéo do
conhecimento do aluno, é a necessidade de se colocar no lugar do educando e de

como a atividade desenvolvida sera impactante na construcdo do conhecimento.

No seu trabalho cotidiano em sala de aula, alguma vez ja parou para
pensar como 0 seu aluno aprende? Ou, ao contrario, vocé se preocupa
apenas no "como ensinar’, ou seja, na criacdo de estratégias que
favoregam a transmissdo do conhecimento? Lembre-se de que
aprendizagem é um processo individual e social que a pessoa constréi na
interacdo do com o0 meio e com o outro. Dai a importancia das interacdes e
de situacbes que promovam a reflexdo, a tomada de consciéncia e a
reconstru¢do do conhecimento (TORNAGUI, 2010, p.42).

Em concordéancia, os PCN (1998), destacam o papel do professor e de seu
poder de decisdo de quando e como sera utilizado as tecnologias em sala de aula e
que o professor também tem como papel, fazer a ponte entre o conhecimento e o

aluno. Segundo o documento: "O professor é sempre responsavel pelos processos
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gue desencadeia para promover a construcdo de conhecimentos, e nesse sentido é
insubstituivel”. (BRASIL, 1998, p. 155).

O uso eficiente da informética educativa, aliado ao incentivo da escola na
parte estrutural, o professor com a formagdo adequada e o aluno motivado em
aprender, possibilita e proporciona desde um entendimento mais profundo acerca
dos campos conceituais até uma abertura para analise de possiveis erros que
possam ser analisados e corrigidos pelo uso das tecnologias. Os softwares
matematicos sdo utilizados apenas como ferramentas para o auxilio do professor no
ensino de conceitos para os alunos e, ndo como um substitutos, entdo o professor
deve escolher e usar de forma adequada o software matematico, com o objetivo de
buscar possiveis solu¢cdes para problemas no campo conceitual em que o aluno
podera apresentar e, proporcionar uma interacdo dos alunos com as novas

tecnologias.
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4. O SOFTWARE GEOGEBRA

O Geogebra é um software livre, ou seja, o criador do software disponibiliza
de forma gratuita o programa para qualquer usuario que deseje utiliza-lo. Ele possui
um sistema de Geometria Dindmica, permitindo que a pessoa que utilize o programa
realize construcdes e insira equacdes e coordenadas e fazendo alteracdes quando
necessarias.

O Geogebra foi criado e desenvolvido por Markus Hohenwater, da
Universidade Austriaca de Salzburg em 2001, possui a funcdo de ferramenta de
ensino e aprendizagem de matematica. Atualmente o software encontra — se na
versdo 6.0.523.0, sendo aplicativo multiplataforma, ele pode ser instalado em
computadores com o0s sistemas operacionais Windows, Linux ou Mac OS e em
Smartphones e Tablets com sistema Androide ou |OS. Disponivel para download no

link: http://www.geogebra.org/download.

Geogebra é um software de matematica para utilizar em ambiente de sala
de aula, que relne GEOmetria, alGEBRA e calculo. Recebeu muitos
prémios internacionais incluindo o prémio de software educativo Aleméao e
Europeu. (FERREIRA, 2010, p.03)

Segundo Vieira (2013), o software GeoGebra possui ferramentas de
geometria, de algebra e do calculo. Fornece principalmente duas visdes diferentes
de um mesmo objeto matematico estudado, podendo ser visualizado na janela
grafica e na janela de algebra. A janela de visualizacao gréfica € aonde os objetos
sdo construidos, podendo ser editado a cor, espessura das linhas, medir angulos,
distancias, entre outras funcdes. Na janela de algebra € visualizado a representacao
algébrica do objeto construido na janela visualizacdo gréfica.

A area de desenho ha um sistema de eixos cartesianos onde o usuario faz as
suas construgcbes geométricas, podendo ser alternado entre a janela 2D e a janela
3D, de forma simultdnea aparecem as coordenadas que indicam as equagfes
correspondentes na janela de algebra.

O campo de entrada de comandos é aonde sao escritas as coordenadas,
equacdes, comandos e fungdes, e estes sdo mostrados na area de desenho.

Entre varias func¢des do software, pode — se construir objetos como planilhas,

pontos, vetores, segmentos, retas, figuras planas, figuras espaciais, poligonos,


http://www.geogebra.org/download
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seccOes conicas, coordenadas cartesianas e polares, graficos de funcdes e curvas
parametrizadas, o célculo de derivadas e integrais, podendo ser manejados de
forma dinamica de tal forma que suas propriedades sao conservadas.

Na area educacional o uso do software permite os alunos testem e validem os
problemas propostos pelo professor, possibilitando revisar ou buscar conceito de
conteudos anteriores de forma simples e dinamizada, permitindo a potencializacéo
do ensino e aprendizagem. Citando Pereira (2012), que fez uma pesquisa utilizando

0 geogebra como ferramenta de ensino.

O trabalho com as tarefas geométricas mediadas pelo software GeoGebra
foi primordial para a consolidacdo de alguns conceitos ligados a
circunferéncia, por exemplo. Os alunos tiveram a oportunidade de validar
suas hipéteses, conjecturar sobre possiveis caminhos para a solucao das
tarefas e discutir de forma colaborativa suas solu¢cdes encontradas. A
relacdo entre as conjecturas levantadas no transcorrer da pesquisa,
evidenciou a recorréncia dos alunos as tarefas anteriores ou a conceitos
percebidos durante as plenérias, para dar continuidade a solucdo de uma
tarefa nova a qual se debrucavam, desenvolver uma autonomia para
experimentar e validar as suas conjecturas. Contribuiu, também para revisar
os conceitos de tridngulos, circunferéncia, bissetriz de um angulo, mediatriz
de um segmento e retas paralelas, quando 0s mesmos apresentavam-se
como conceitos necessarios para transcorrer das solugbes propostas.
(PEREIRA, 2012, p.98).



(1)

Arquivo Editar Exibir OpcBies Fermamentas Janela Ajuda

AL P OO 4l N e 2] 4] (2)

b Janela de Algebra =| [+ Janela de Visualizagdo
&

54

4]

(3) ’l

Figura 1 - Interface do software Geogebra
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Entrar.

Entrada: (5)

(1) Menu principal,

(2) Barra de ferramentas;
(3) Janela algébrica;

(4) Area de desenhos;

(5) Entrada de comandos.

Fonte: Geogebra (2019)
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5. GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO

Neste sessdo abordaremos 0s topicos matematicos e geomeétricos do tema
central, que serdo investigados através da construgcdo e aplicacdo de uma
sequéncia didatica, com o objetivo de potencializar o ensino e aprendizagem do

aluno em geometria de posi¢cao, com énfase no ensino de reta e plano.

5.1Entes Geométricos e primeiros postulados

A Geometria que sera abordada € a geometria Euclidiana, constituida por
Euclides (300.AC), em sua obra Os Elementos, em que sdo destacados os
primeiros entes geométricos (ponto, reta e plano) no qual essa geometria é
constituida. Nao precisam ser definidos. E a partir deles temos os postulados (ou
axiomas) que tomamos como verdades ldgicas, para depois construimos todas
as propriedades e teoremas que embasam essa geometria. Como base dos
topicos abordados, das demonstracdes e dos conceitos, utilizamos como
referéncia Dolce (1993).

Os entes geométricos que vamos apresentar sdo o ponto, a reta e o plano,
como sdo elementos primitivos da Geometria, 0s mesmos sdo adotados sem
definicao.

Figura 2 - Ponto , Reta e Plano

]

Fonte: Autor (2019)

O ponto é um elemento que nao possui dimensdo, mas € representado
graficamente, como na figura 5, e podemos representar por uma letra maiuscula
do nosso alfabeto; A reta é representado graficamente, como na figura 5, e
podemos representar por uma letra minuscula do nosso alfabeto e sendo ela

infinita nos dois sentidos; O plano néo possui fronteiras, mas também &



a)

b)
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representado graficamente como estad exposto na figura 5 e representado por
uma letra do alfabeto grego.

A geometria espacial de posicdo e constituida através desses entes
geométricos e suas construcdes, podemos definir o espago como o conjunto de
todos os pontos.

Assim, iniciaremos o estudo da geometria espacial de posicdo através de
alguns postulados que estéo relacionados com o ponto, a reta e o plano.
Postulado da existéncia
Em uma reta existe infinitos pontos, tanto sobre a reta, como externo a ela.

Em um plano existe infinitos pontos, tanto sobre o plano, como externo a ele.
Postulado da determinagéo

Dois pontos distintos determina uma Unica reta que passa sobre eles.

Figura 2 - Postulado da determinacéo

Fonte: Autor (2019).

Trés pontos ndo colineares determinam um Unico plano que passa sobre eles.

Figura 3 - Postulado da determinacéo

a=(EG,F)

Fonte: Autor (2019)
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iii.  Postulado da Incluséo
Se dois pontos estdo determinam uma reta, e esses pontos estdo contidos

em um plano, entdo a reta também esté contida no plano.

Figura 4 - Postulado da incluséo

(G=Hf=GH,G e oH € a)=fc «a

Fonte: Autor (2019)

5.2Posicao relativa entre duas retas

Sejam r e f duas retas quaisquer , podem ser:
a) Retas concorrentes
Duas retas sdo concorrentes, se, e somente se, elas possuem um Unico ponto

de intersecéo.

Figura 5 - Retas Concorrentes

= fnr={P)

Fonte: Autor (2019)
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b) Retas paralelas
Duas retas sao paralelas, se e somente, ou sdo coincidente ou sao

coplanares sem possuir nenhum ponto de intersecéo.

Figura 6 - Retas Paralelas

r=f=r//f

(fcarcaefnr=0)=f//r

Fonte: Autor (2019)

5.3Determinacéo do Plano

Apresentaremos 0s quatro modos em que se determina um plano.
a) A partir de trés pontos nao colineares.

Esse primeiro modo € postulado, entdo consideramos como verdade,
obervado na figura 7.
b) Teorema 1: Determinacdo do Plano a partir de uma reta e um ponto externo a

ela.

Se uma reta e um ponto externo a ela, ou seja, esse ponto ndo pertence a
reta, entdo eles determinam um unico plano que os contém.

Demonstracgéo:

A demonstracéo sera dividida em duas partes, pois uma ira tratar da parta da

existéncia e a outra parte ira tratar da unicidade.
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Sejam P um ponto externo a r, e r uma reta qualquer determinados pelos
pontos A e B, temos:
A, B e P pontos ndo colineares e utilizando o postulado da existéncia (ii),
entdo A, B e P determinam um plano a.
Logo,
a=(A,B,P)entaioAca,Bc aePc a
A+B;AeBer implicaque, rc a. (1)
Podemos concluir que existe pelo menos o plano o construido porr e P.
Sejam r e P, a reta e 0 ponto externo a ela que determina o plano a,
provemos que a € o unico plano determinado.
Tomamos a existéncia de a e o’ por r e P, temos que:
a=(r,P)e A, Ber, implicaque, a = (A, B, P)
a' =(r,P) e A, B er, implica que, o’ = (A, B, P),
Entdo implica que, a = a'.
Logo, existe apenas um unico plano determinado porr e P. (2)

Concluimos a partirde (1) e (2) que : 3 |a|PEaer c a.

c) Teorema 2: Determina¢do do Plano a partir de duas retas concorrentes.

Se duas retas sdo concorrentes, entdo as mesmas, determinam um Unico
plano que as contém.

Demonstracao:

A demonstracédo sera dividida em duas partes, pois uma ira tratar da parta da
existéncia e a outra parte ira tratar da unicidade.

Sejam r e s duas retas concorrentes, P 0 ponto em comum, tomemos dois,
um ponto A em r e um ponto B em s, sendo esses pontos diferentes de P.

Sendo A, B e P pontos néo colineares e utilizando o postulado da existéncia
(i), entdo A, B e P determinam um plano a.

Entéo,
a=(A,B,P);A,PereA=+P,implicaque,r c a
a=(A,B,P);B,PeseB=+P,implicaque,s c a

Logo, pode existir pelo menos o plano a determinado pelas retas concorrentes
res. (1)
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Sejam r e s, a retas concorrentes e P 0 ponto em comum, que determina o
plano a, provemos que a € o Unico plano determinado.

Tomamos a existéncia de a e o’ por r e s, retas concorrentes, temos que:
a=(rs)eA,Per, B,Pes,comA=+B # P, implicaque, a = (A, B, P)
a'=(r,s)eA,Per, BPes,comA=B = P,implicaque, a' = (A, B, P)

Entéo implica que, a = a'.

Logo, existe apenas um unico plano determinado por r e s concorrentes. (2)

Concluimos a partirde (1) e (2) que: 3 |a|rc aesc a.

d) Teorema 3: Determinacado do Plano a partir de duas retas paralelas.

Se duas retas sdo paralelas, de forma distinta, entdo as mesmas determinam
um Unico plano que as contém.
Demonstracéo:

A demonstracdo sera dividida em duas partes, pois uma ira tratar da parta da
existéncia e a outra parte ira tratar da unicidade.

Sejam r e s retas paralelas e r # s entdo temos que:

Por definicdo de retas paralelas, existe um plano a passando por r e s, pois as
mesmas por definicdo, sdo coplanares. (1)

Tomamos a existéncia de o e o’ por r e s, retas paralelas, e sejam os pontos
AeBer,comA=+BeoPontoP € s, temos que:
a=(rs);A,Ber,comA=+BePE€s, implicaque, a = (A, B, P)
a'=(rs);A,Ber,comA=+BePEes,implicaque, a= (A, B, P)

Entéo implica que, a = a'.

Logo, existe apenas um unico plano determinado por r e s paralelas. (2)

Concluimos a partirde (1) e (2)que:3|a|rc aesc a.

5.4Definicao de retas reversas

Podemos considerar duas retas reversas se, e somente se, elas ndo possuem
nenhum plano que as cotenha e ndo sao paralelas entre si.

Observando a figura 7, temos a exemplificacao dessa definigéo.
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Figura 7 - Retas Reversas

te u sdo retas reversas a::.\ f sa.o retas reversas
= . nao existe plano (a, f) e
néo existe plano (t, u) e f=
tnu=o anf=o

Fonte: Autor (2019)

5.5Postulado da Intersecéo e planos secantes

O postulado da intersecdo nos diz que se existe dois planos distintos com um
ponto em comum, entéo existe pelo menos outro ponto em comum.

O teorema da intersec¢ao nos diz que se existe dois planos distintos com um
ponto em comum, entdo a intersecdo desses planos sera Unica reta que passa pelo
ponto em comum.

Demonstragéo:

A demonstracao sera dividida em duas partes, pois uma ird tratar da parta da
existéncia e a outra parte ira tratar da unicidade.

Sejam dois planos a e 3, e o ponto P sendo comum aos dois planos, temos
que:

a# B,comPeaeP e, implicaque,3Q #P, Q€ aeQ € (Postulado
da intercessao).

Se 0 que esta descrito acima for verdadeiro, implicaque, 3i|i=PQ,icaei
c B (Postulado da existéncia da reta).

Logo a reta i determinada pelos os pontos P e Q € comum aos planos.

Para demonstrarmos a unicidade, utilizaremos a técnica de demonstracéo

chamada reducéo por absurdo.
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Supondo que exista um ponto X tal que X € a, X € B e X ¢ i, temos que:
Como X ¢ i e pelo teorema 1 , temos um plano y tal que , y = (X,i). Entédo
podemos observar que:
ica X€E a,y=(,X),implicaque,y=a(l)
ic B, Xe B,y=(,X), implicaque,y=8(2)
Comparando (1) e (2) temos que o = 3 e esses planos coincidem com o plano
Y, 0 que se caracteriza um absurdo, pois a hipétese nos mostra que a # .
Logo, areta i € a intersecao dos planos o e .
|
Dois Planos sdo secantes, quando 0os mesmos apresentam uma reta em

comum, essa reta chamamos de intersecdo desses planos.

Figura 8 - Planos secantes

Fonte: Autor (2019)

5.6Paralelismo de retas

Como ja foi definido anteriormente, duas retas sdo paralelas quando séo
coincidentes ou quando ndo possuem nenhum ponto de intersecdo. Euclides
apresentou em sua obra um postulado sobre o paralelismo.

Postulado: Por um ponto A fora de uma reta dada r passa uma Unica reta

paralela s a essa reta dada.
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Podemos também definir e demonstrar uma propriedade chama transitividade
do paralelismo de retas.

Se duas retas sdo paralelas a uma terceira, entdo todas as retas sao
paralelas entre si.

Demonstracao:

Sejam trés retas distintas e ndo coplanaresr, s e t, temos que:

Pelo postulado das paralelas podemos concluir que r e s ndo possuem
nenhum ponto de intersegao.

Pelo teorema 3, as retas s e t determinam um plano (3, r e t determinam um
plano a, entdot = a N B.

Seja um ponto P em s, teremos por definicdo um plano v, tal que, y = (r, P).

Os planos ae y, que séo distintos, possuem o ponto P em comum, entao
tomemos uma reta comum x, tal que:
r=ny,x=any,c=anferl/lt implicaque, r//xet/lx

Como o ponto P pertence a ambas as retas s e x e as mesmas sao paralelas
a reta t, podemos concluir, pelo postulado das paralelas que x = s.

Entdor// xe x =s,temos quer//s.

5.7Paralelismo entre a retas e planos

Uma reta é paralela a um plano se, e somente se, ndo possuirem nenhum
ponto de intersecao.

all a se, somentese,an o=0.

Figura 9 - Reta "a" paralela ao plano a

Fonte: Autor (2019)
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Para ocorrer a existéncia de retas e planos paralelos, faremos a

demonstracao de duas condicfes: a condi¢cdo suficiente, a condicdo necessaria.

a) Condicao Suficiente

Se uma reta ndo esta contida num plano qualquer e é paralela a uma outra
reta que esta contida nesse plano, entéo ela é paralela ao plano.

Demonstracao:

Sejam a e b retas paralelas, e b esta contida em um plano a, temos que:
allb,an b=9,implicaque, 3= (ab)
bcabcB,a # B, implicaqgueb=an

Seja um ponto P, comum a reta a e o plano «, tal que:
Peaeacf,implicaque,Pef

SePepBePea,entdoP eaeP €b, oque é absurdo, poisan b=9.

Logo, a reta a e 0 plano a ndo tem pontos em comum, entdo a e a Sao

paralelos.

b) Condicdo Necesséria

Se uma reta € paralela a um plano, entdo uma reta contida nesse plano
também é paralela a ela.

Demonstragéo:

Seja uma reta a, paralela a um plano a, temos que:

Se conduzimos pela reta a, um plano  que intercepta a em uma reta b,
teremos a e b coplanares, pois estdo em 3, porém ndo possuem pontos em comum,
entao:

an a=0,bca,implicaque,anb=@.Logo, as retas a e b sdo paralelas.

5.8 Posic0des relativas entre uma reta e um plano

Uma reta e um plano podem assumir trés posicoes relativas.
a) Reta contida no Plano
Ocorre quando a reta e o plano possuem ao minimo dois pontos em comum.

aca,entdioana=a.
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Figura 10 - Reta contida no plano

Fonte: Autor (2019)

b) Reta secante ao Plano
Ocorre quando a reta e o plano possuem apenas um ponto em comum.
ana=B.

Figura 11 - Reta secante ao Plano

Fonte: Autor (2019)

c) Reta paralela ao Plano
Ocorre quando a reta e o plano ndo possuem nenhum ponto em comum.
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ana=aQ.

Figura 12 - Reta paralela ao plano

Fonte: Autor (2019)

5.9Paralelismo entre os planos

Dois planos sédo considerados paralelos entre si se, e somente se, eles nao

possuirem nenhum ponto em comum ou 0s planos sejam coincidentes.

Figura 13 - Planos Paralelos

an p=0
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a=pf

Fonte: Autor (2019)

Para ocorrer a existéncia entre planos paralelos, faremos a demonstragcéao de
duas condicdes: a condicdo suficiente, a condicdo necessaria.
a) Condicdo Suficiente

Se um plano contém duas concorrentes, e essas retas sdo paralelas a um
outro plano, entdo esses planos sao paralelos.

Demonstragéo:

Seja os planos a e B distintos, e as retas a e b concorrentes e contidas em a.
Se considerarmos uma reta i tal que i = a N B, temos que:
alla,acB ei=an B, implicaque,alli
b/la,bcBe i=an B, implicaque, b/li

Porém o as retas a e b por hipétese sdo concorrentes, e se ambas forem
paralelas a i € um absurdo, pois contraria o postulado das paralelas. Logo, os planos

a e  ndo possuem pontos em comum, entao a // .

b) Condicdo Necessaria

Se dois planos distintos sdo paralelos, e se um deles contém duas retas
concorrentes, entdo essas retas sdo paralelas ao plano que nao os contém.

A demonstracdo que prova a condicdo necessaria € similar a demonstracéo

da condicao suficiente, com isso, a condicdo necesséria se torna também suficiente.



30

5.10 Posicéao relativa entre dois planos

As posicdes entre dois planos foram expostas e seus teoremas de existéncias
foram demonstradas nos tdpicos anteriores, nesse ultimo tépico faremos um resumo
expondo as trés posicoes.

a) Planos Coincidentes:

Sao dois planos que ndo possuem nenhum ponto em comum e S&o iguais.
anB=a=f
b) Planos Paralelos distintos

S&o dois planos que ndo possuem nenhum ponto em comum.
anB=90
c) Planos secantes

Sao dois planos que possuem uma reta em comum.

anB=i
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6. SEQUENCIA DIDATICA

Segundo Zabala (1998, p.18), a sequéncia didatica é “um conjunto de
atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacdo de certos
objetivos educacionais, que tém um principio e um fim conhecidos tanto pelo
professor como pelos alunos”.Essas atividades séo ligadas entre si com o objetivo
de ensinar um conteudo definido.

A organizacdo das atividades deve ser feita através de um planejamento de
acordo com o0s objetivos que o professor visa obter para alcancar a aprendizagem
de seus alunos. Para que essa aprendizagem ocorra, é indispensavel que essas
atividades sejam praticas, ludicas ou diferenciadas, de forma que o nivel de
dificuldade de cada questdo seja elevado gradativamente, estimulando os alunos
para conquistar cada desafio proposto e proporcionar a construcdo do
conhecimento.

Zabala (1998) destaca que a construcdo de uma sequéncia didatica com foco
e objetivos claros, torna-se um caminho assertivo para a busca de melhoras nas
praticas pedagogicas educativas. Com isso, o centro do interesse ao construimos
uma sequéncia didatica deve ser o aluno, entdo temos que levar em consideracao
as vivéncias do cotidiano e os conhecimentos anteriores para podemos instiga-los
na busca da compreensao e desenvolvimento da aprendizagem significativa.

Em concordancia Dolz e Schneuwly (2004) dizem que as sequéncias
didaticas sdo instrumentos que auxiliam o professor no direcionamento de suas
aulas e nas possiveis intervencdes pedagdgicas.

Para Pais (2002, p.102) “Uma sequéncia didatica € formada por um certo
ndamero de aulas planejadas e analisadas previamente com a finalidade de observar
situacbes de aprendizagem, envolvendo 0s conceitos previstos na pesquisa
didatica”.

Nesta busca de ferramentas para potencializar o ensino e aprendizagem do
aluno, esta pesquisa apresenta uma sequéncia didatica com o objetivo apresentar
um conjunto de atividades para o auxilio do ensino de geometria de posi¢cdo, com
énfase no ensino de reta e plano. O conjunto de atividades é composto de 15
atividades em forma de uma sequéncia para o auxilio no ensino das definicbes,
propriedades e postulados dos entes geométricos. Algumas das atividades

desenvolvidas seguem como referéncia Sa(2009).
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As atividades de 1 a 3 foram pensadas afim de proporcionar o conhecimento
sobre o postulado da existéncia, a atividade 4 sobre o postulado da existéncia da
reta, atividades de 5,6 e 7 destaca as posic¢oes relativas entre duas retas, atividades
8 a 10 proporcionam o conhecimento sobre o postulado da determinacdo do plano,
atividades 11 e 12 a nocao espacial do plano ao ndo possuir fronteiras e nem
tamanho, atividades 13 a 15 contemplam as relagGes de posicionamento entre retas
e planos, e planos e planos. Cada atividade é apresentada com uma andlise a priori,
onde é proposto os caminhos que os alunos devem seguir para construir o
conhecimento geomeétrico e também o aluno podera alternar, utilizando o software,
entre uma visdo 2D e uma visdo 3D para desenvolver uma nocéo espacial atraves

da manipulacao das construcdes propostas.

Atividade 1

Atividade adaptada de Sa (2009)

Titulo: Retas por um ponto

Objetivo: Estudar a quantidade de retas que passam por um ponto.

Material : Geogebra.

Desenvolvimento: Marcar o maior numero possivel de retas que passem por um

ponto.

Questdes: a) Quantas retas vocé construiu?
b) Poderia construir mais?

¢) Quantas mais?

Concluséo:

)

Anadlise a priori: O aluno devera usar as ferramentas do geogebra ponto e

reta 4| apés construir o ponto na tela do geogebra o aluno devera marcar retas

que passem por esse ponto.
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Provavelmente cada aluno ird& marcar uma quantidade diferente de retas, néo
conseguindo abstrair o infinito numa figura limitada, devido a algum obstaculo
epistemologico de infinito. Nao se apropriando do conceito de reta, ponto e plano.
Por isso cabe ao professor mediar a socializagdo entre os alunos sobre as
guantidades que um conseguiu marcar, para que durante a socializacdo siga a
definicdo de que em um ponto passam infinitas retas. As imagens abaixo ilustram a

ideia abordada.

Atividade 2
Titulo: Pontos que existem numa reta

Objetivo: Verificar a quantidade de pontos sobre uma reta.
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Material : Geogebra.

Desenvolvimento: Marcar o maior numero possivel de pontos sobre a reta.
Questdes: a) Quantos pontos vocé construiu?

b) Poderia construir mais?

¢) Quantos mais?

Concluséo:

. . . , bl 7
Andlise a priori: O aluno devera usar as ferramentas do geogebra ponto e
reta =/, apOs construir a reta na tela do geogebra o aluno devera marcar pontos

sobre a reta.

Provavelmente cada aluno ira marcar uma quantidade diferente de pontos
sobre a reta, a partir da socializacdo entre os alunos sobre as quantidades obtidas
devera aparecer a seguinte definicdo: sobre uma reta ha infinitos pontos. As

imagens abaixo ilustram a ideia abordada.
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Atividade 3

Titulo: Pontos que existem fora de uma reta

Objetivo: Verificar a quantidade de pontos fora de uma reta.

Material : Geogebra.

Desenvolvimento: Marcar o maior numero possivel de pontos fora da reta.

Questdes: a) Quantos pontos vocé construiu?

b) Poderia construir mais?

¢) Quantos mais?

Conclusao:

bl

Anadlise a priori: O aluno devera usar as ferramentas do geogebra ponto e

reta

el

4, apOs construir a reta na tela do geogebra o aluno devera marcar pontos

fora da reta.

Provavelmente cada aluno ira marcar uma quantidade diferente de pontos

fora a reta, a partir da socializagdo entre os alunos sobre as quantidades obtidas

deverd aparecer a seguinte definicdo: fora de uma reta ha infinitos pontos. Entdo o
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professor a partir das duas definicbes obtidas nas atividades 2 e 3, podera formalizar
a definicdo do postulado da existéncia de uma reta. As imagens abaixo ilustram a
ideia abordada.

Atividade 4

Atividade adaptada de Sa (2009)

Titulo: Retas por dois pontos

Objetivo: Estudar a quantidade de retas que passam por dois pontos.
Material : Geogebra.

Desenvolvimento: Marcar o maior numero possivel de retas que passam pelos

pontos marcados.
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Questdes: Marque os Pontos A, B, C , D de forma aleatéria e que ndo estejam

alinhados e responda:

a) Quantas retas passam pelos pontos A e B?
b) Quantas retas passam pelos pontos A e C?
c) Quantas retas passam pelos pontos A e D?
d) Quantas retas passam pelos pontos B e C?
e) Quantas retas passam pelos pontos B e D?

f) Quantas retas passam pelos pontos C e D?

Concluséo:
B
. . . ’ . vy
Andlise a priori: O aluno devera usar as ferramentas do geogebra ponto e
reta 4| ap6s marcar os Pontos A, B, C, D, o aluno devera construir as retas que

passa por esses pontos como cada item determina, a partir dessas construcdes
espera-se que o aluno tenha a percepc¢ao de que em dois pontos passam uma uUnica
reta. Provavelmente o aluno poderia optar em dizer que passam infinitas retas se
considera todas as retas que passam pelos pontos A, B, C e D n&do observando as
condicBes exigidas no comando da questao.

Entdo o professor a partir das discussfes da atividade deve formalizar a
definicdo do postulado da determinacdo de uma reta. As imagens abaixo ilustram a

ideia abordada.
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Atividade 5

Titulo: Posicéo entre duas retas.

Objetivo: Verificar as relacdes entre as posi¢oes de duas retas
Material : Geogebra.

Desenvolvimento: Visualizar através de uma figura as relacées entre os segmentos
de reta.



Qual

Questdes: relacdo podemos
a) Figura 1
b) Figura 2
d) Figura 4
e) Figura 5
c) Figura 3
f) Figura 6

Conclusao:

estabelecer

39

entre (0N segmentos?

Enar

Atividade 6

el

Tal

Marque uma reta utilizando a ferramenta

=|

e utilizando a ferramenta

construa outras retas tomando a primeira reta construida como suporte. O que vocé

pode concluir em relagéo a esses construgdes?
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Atividade 7

el

Marque uma reta utilizando a ferramenta # e utilizando a ferramenta

construa outras retas tomando a primeira reta construida como suporte. O que vocé

pode concluir em relagéo a esses construgdes?

Analise a priori: Na atividades 5 os alunos deveram fazer a relacdo dos segmentos
e retas listados, observando em alguns casos 0s segmentos e as retas se cruzam e
um Unico ponto e em outros casos 0S segmentos e as retas ndo possuem pontos em
comum. Nas atividades 6 e 7 os alunos devem usar os comandos apresentados e
fazer as construcdes e com base na atividade 5 observar as relacdes entre a reta
suporte e as outras construidas. Com as discussdes entre os alunos e o professor
sobre as atividades, o professor devera introduzir os conceitos de retas paralelas e
retas concorrentes, também mostrando o0 caso de retas concorrentes
perpendiculares e com o auxilio do geogebra o professor podera construir junto com
alunos segmentos que passem pelas retas paralelas e mostrar que sempre que as
retas forem paralelas, quaisquer segmentos perpendiculares possuem a mesma
distancia.

As imagens abaixo, respectivamente, ilustram as constru¢cdes das atividades
6e’.
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Atividade 8

Titulo: Retas paralelas na construcdo de um plano

Objetivo: Verificar a determinacdo de um plano.

Material : Geogebra 3D.

Desenvolvimento: Visualizar e construir através de uma figura 3D um plano

Questdes: a) Quantos planos vocé conseguiu construir a partir das retas paralelas?

b) Poderia construir mais?

¢) Quantos mais?

Conclusao:

Andlise a priori: Nesta atividade o aluno utilizara as ferramentas do geogebra 3D

o e

,ponto

, reta

el

‘ , reta paralela

A

e plano \ . Primeiro o aluno

devera marcar uma reta qualquer e um ponto externo a reta, em seguida utilizar a

ferramenta reta pararela e marcar a reta e o ponto marcados para a construcao da

reta paralela a primeira, no final utilizar a ferramenta plano e marcar o plano que

passa pelas as duas retas paralelas. Com isso o aluno percebera que € possivel
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apenas determinar um Unico plano que contém as duas retas. As imagens abaixo

ilustram a ideia abordada.
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Atividade 9

Titulo: Retas concorrentes na constru¢dao de um plano

Obijetivo: Verificar a existéncia de um plano.

Material : Geogebra 3D.

Desenvolvimento: Visualizar e construir através de uma figura 3D um plano.

Questdes: a) Quantos planos vocé conseguiu construir a partir de duas retas

concorrentes?
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b) Poderia construir mais?
¢) Quantos mais?
Concluséo:

Anédlise a priori: Na atividade 8 o aluno utilizara as ferramentas do geogebra 3D ,

reta "‘ e plano —J . O aluno devera construir duas retas que sejam
concorrentes e depois utilizar a ferramenta plano e marcar o plano que passa pelas
retas concorrentes. No final da atividade de constru¢do o aluno ira perceber que é
possivel apenas determinar um Unico plano que contem duas retas concorrentes. As

imagens abaixo ilustram a ideia abordada.

]
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Atividade 10

Titulo: Reta e um ponto externo na construcédo de um plano

Objetivo: Verificar a existéncia de um plano.

Material : Geogebra 3D.

Desenvolvimento: Visualizar e construir através de uma figura 3D um plano.
Questdes: a) Quantos planos vocé conseguiu construir a partir da reta r e o ponto A?
b) Poderia construir mais?

c) Quantos mais?

Concluséo:

Analise a priori: Na atividade 9 o aluno utilizara as ferramentas do geogebra 3D ,

B

Y reta

ponto e plano T . Primeiramente o aluno marcara uma reta
e um ponto externo a ela, em seguida marcara um plano que passe por essa reta e
esse ponto. Ao final pretende-se que o aluno perceba que € possivel apenas
construir uma reta que passe por uma reta e um ponto externo a ela. Nas atividades

7,8 e 9 o professor podera formalizar o postulado da determinacdo de um plano.
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Atividade 11

Titulo: Pontos no plano

Objetivo: Descobrir a quantidade de pontos sobre um plano.

Material : Geogebra 3D.

Desenvolvimento: Construir o maior nimero possivel de pontos sobre um plano.
Questdes: a) Quantos pontos vocé construiu?

b) Poderia construir mais?

¢) Quantos mais?

Conclusao:

)

Andlise a priori: O aluno usara a ferramenta do geogebra 3D , ponto =~ . Como
a propria janela 3D do geogebra apresenta um plano, o aluno devera marcar os
pontos sobre esse plano. Possivelmente cada aluno ira marcar uma quantidade
diferente de pontos sobre o plano, entdo a partir da socializacdo da atividade o aluno
devera perceber que sobre um plano existem infinitos pontos. Como pode ser

ilustrado na figura abaixo.
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Atividade 12

Titulo: Retas no plano

Objetivo: Descobrir a quantidade de retas que passam sobre um plano.

Material : Geogebra 3D.

Desenvolvimento: Construir o maior nimero possivel de retas que passam sobre um

plano.

Questdes: a) Quantas retas vocé construiu?
b) Poderia construir mais?

¢) Quantos mais?

Conclusao:

Analise a priori: O aluno usaréa a ferramenta do geogebra 3D , reta

el

. Como a

préopria janela 3D do geogebra apresenta um plano, o aluno devera marcar as retas

sobre esse plano. Possivelmente cada aluno ira marcar uma quantidade diferente de

retas sobre o plano, entdo a partir da socializacdo da atividade o aluno devera

perceber que sobre um plano passam infinitas retas. Como pode ser ilustrado na

figura abaixo.
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Atividade 13

Titulo: Posicao das retas nos planos
Objetivo: Relacionar retas em planos.
Material : Geogebra 3D.

Desenvolvimento: Observar a figura no geogebra 3D e relacionar as posi¢cdes das

retas sobre os planos.

Questdes: a) Qual a relacdo entre as retas CD e EF?

b) Qual a relacdo entre as retas CD e GH?

c) Qual a relacao entre as retas EF e GH?

d) Qual a relacdo entre as retas CD, EF e GH em relacéo ao plano laranja?
e) Qual a relagéo entre as retas CD e 1J?

f) Qual a relacao entre as retas EF e 1J?

g) Qual a relagéo entre as retas GH e 1J?

Conclusao:
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Atividade 14

Titulo: Posicao relativa entre uma retas e um plano
Objetivo: Identificar as posicdes entre uma reta e um plano.
Material : Geogebra 3D.

Desenvolvimento: Observar a figura no geogebra 3D e observar as relacdes entre
retas e um plano.

a) Qual a relacéo entre a reta AB e o plano azul?



b) Qual a relacéo entre a reta EF e o plano azul?

c) Qual a relacao entre a reta h e o plano azul?

Conclusao:
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Atividade 15

Titulo: Posicéao relativa entre dois planos

Objetivo: Identificar as posicdes entre dois planos.

Material : Geogebra 3D.
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Desenvolvimento: Observar a figura no geogebra 3D e observar as relacbes entre

dois planos.

a) Qual a relacao entre os dois planos na figura 1?
b) Qual a relacéo entre os dois planos na figura 2?
c) Qual a relacao entre os dois planos na figura 3?

Conclusao:

Ao Edrar Exdir Opgbes Femamentas Janela A3
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Analise a priori: As atividades 12,13,14 o aluno com a ferramenta rotacao
ird verificar as relac6es de posicionamento entre retas e planos, e depois com as
devidas discussbes sobre as atividades o professor podera formalizar o conceito de
retas coplanares, retas reversas, retas secantes, plano e reta paralelos , plano e reta
secantes, planos paralelos distintos, planos coincidentes e planos secantes.

Ao finalizar as atividades sugerimos que seja realizado um teste oral, para

estabelecer os postulados, propriedades e teoremas e minimizar os efeitos de
eventuais dificuldades conceituais.
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Questdes Propostas

1. Quatro pontos distintos e ndo coplanares determinam exatamente:
a) 1 plano.
b) 2 planos.
c) 3 planos.
d) 4 planos.

e) 5 planos.

2. (UF — AL) Classifique V como verdadeira ou F como falsa cada uma das
afirmativas abaixo.

a) Duas retas que ndo tém pontos comuns sempre sdo paralelas ().

b) Duas retas distintas sempre determinam um plano ().

c) Uma reta pertence a infinitos planos distintos ().

d) Trés pontos distintos ndo colineares sempre determinam um plano ().

e) Duas retas coplanares distintas sao paralelas ou concorrentes ().

3. (Faap) O galpdo da figura a seguir estd no prumo e a cumeeira esta "bem no
meio" da parede

Cumeeira

Das retas assinaladas podemos afirmar que:

a) te usao reversas.

b) s e uséo reversas

C) te usao concorrentes

d) s e rsao concorrentes

e) te usao paralelas.

4. Quando dois planos possuem apenas uma reta em comum, quer dizer que 0sS
planos séo:

a) Paralelos



53

b) Coincidentes
c) Secantes

d) Coplanares

e) Perpendiculares

5. (UF — AL) Na cadeira representada na figura a seguir, o encosto é perpendicular

ao assento e este é paralelo ao chao.

Sendo assim:

a) Os planos EFN e FGJ sao paralelos.
b) HG é um segmento de reta comum aos planos EFN e EFH.
C) Os planos HIJ e EGN séo paralelos.
d) EF € um segmento de reta comum aos planos EFN e EHG.

6. (UNIPAMPA) Observe a piramide de base quadrada e verifique se as retas
indicadas em cada item sao paralelas, concorrentes ou reversas.
a) ACe AD

b) ABeED

c) BCeED

d) EC e BD

e) BCe AE


http://s3-sa-east-1.amazonaws.com/descomplica-blog/wp-content/uploads/2015/05/cadeira.png
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7. Considere as afirmacdes a seguir.

l. Duas retas distintas determinam um plano.
II. Se duas retas distintas sao paralelas a um plano, entdo elas séo paralelas entre
Si.

lll. Se dois planos sdo paralelos, entdo toda reta de um deles € paralela a alguma
reta do outro.

E correto afirmar que:

a) Apenas |l € verdadeira

b) Apenas lll é verdadeira

c) Apenas | e Il sdo verdadeiras

d) Apenas | e lll séo verdadeiras

e) I, Il e lll so verdadeiras

8. (ENEM 2012) O globo da morte € uma atracdo muito usada em circos.
Ele consiste em uma espécie de jaula em forma de uma superficie esférica feita
de ac¢o, onde motoqueiros andam com suas motos por dentro. A seguir, tem-se,
na Figura 1 , uma foto de um globo da morte e, na Figura 2, uma esfera que
ilustra um globo da morte. Na Figura 2, o ponto A esta no plano do chdo onde
esta colocado o globo da morte e o segmento AB passa pelo centro da esfera e é
perpendicular ao plano do chdo.Suponha que ha um foco de luz direcionado
para o chdo colocado no ponto B e que um motoqueiro faga um trajeto dentro

da esfera, percorrendo uma circunferéncia que passa pelos pontos A e B.

A
Figura 1 Figura 2

A imagem do trajeto feito pelo motoqueiro no plano do chao é melhor

representada por:
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S e

9. Qual das afirmacdes abaixo € VERDADEIRA?

a) Se duas retas distintas ndo séo paralelas, elas sdo concorrentes.

e)

b) Duas retas nao coplanares sao reversas.

c) Se ainterseccdo de duas retas é o conjunto vazio, elas sédo paralelas.

d) Se trés retas sdo paralelas, existe um plano que as contém.

e) Se trés retas distintas sdo duas a duas concorrentes, elas determinam um e um

so6 plano.

10.(UEL 2001) Considere uma reta s, contida em um plano a, e uma reta r e
perpendicular a s. Entdo, necessariamente:

a) r é perpendicular a a.

b) r e s sao coplanares.

c) r é paralelo a a.

d) r esta contida em a.

e) Todas as retas paralelas a r interceptam s.


http://pir2.forumeiros.com/t133333-uel-2001-geometria-espacial-de-posicao#467290
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7. CONSIDERACOES FINAIS

O produto educacional apresentado foi validado através da dissertacdo de
Bechara (2019), com o objetivo de auxiliar o ensino e aprendizagem de
geometria de posi¢cdo, com énfase no ensino de reta e plano através do uso do
software geogebra.

A sequéncia didatica com a utilizagdo do geogebra como ferramenta
auxiliadora no ensino e aprendizagem, apresenta-se como uma proposta de método
diferenciado em que o aluno possa através da interacdo com as construcdes
geométricas feita pelo software, abstrair os conceitos e também venham
potencializar a percepc¢ao espacial dos entes geométricos.

Almejamos que os professores utilizem esse produto em suas aulas
introdutdrias de geometria de maneira a incentivar os alunos a utilizar o computador
como ferramenta educacional e contribuir para potencializar a aprendizagem
significativa dos discentes.

Diante disso, o presente produto educacional pode ser utilizado ndo apenas
no ambiente escolar, pois sabemos que ha escolas com recursos escassos, mas
também a qualquer usuario que tenha acesso a um o computador e através do

geogebra possa construir as figuras geométricas expostas.
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