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Apresentacao

Desde que nascemos, somos levados a interpretar e explorar o ambi-
ente que nos rodeia. Antes mesmo de dominarmos a linguagem, perce-
bemos através da visao e do tato, o espaco e as formas nele presentes.
Para Toledo e Toledo (2009), a escola deixa de explorar essa capacidade
infantil de percepcao espacial nos trabalhos de Geometria, estando sem-
pre mais preocupada com a linguagem e a quantificacao. Grande parte
da nossa formacao matemética, na Educacao Basica, ocorreu neste ce-
nario.

Ao cursar a disciplina Geometria Plana, ainda na graduacao, o con-
tato com teoremas que utilizavam semelhanca de triangulos em suas
demonstracoes, como por exemplo, os teoremas de Pitagoras, Tales,
Ceva, Papus e Menelau, nos proporcionou um gosto particular por Ge-
ometria, em particular por semelhanca de figuras planas. J& na funcao
de supervisor escolar no Programa Institucional de Bolsa de Iniciacao
a Docéncia (PIBID), buscamos realizar nossas agdes apoiados em estu-
dos que enfatizam a importancia do ensino de geometria na Educacao
Bésica.

Nesse sentido, Davis e Hersh (1985) apontam a geometria como o
ramo mais adequado da matematica no que diz respeito ao desenvolvi-
mento de capacidades intelectuais dos alunos, dentre elas podemos ci-
tar a percepcao espacial e a criatividade, sendo a geometria um campo
ideal para o desenvolvimento desse tipo de raciocinio. No mesmo sen-



tido, Lorenzato (1995) salienta a importancia do ensino de geometria
pela grande possibilidade contextualizacao e interdisciplinaridade.

Essa importancia também pode ser observada nos Parametros Cur-
riculares Nacionais (PCN) (1997), quando afirmam que os alunos cos-
tumam se interessar naturalmente pelos contetidos geométricos, pois
tais conhecimentos estimulam a observacao, percepcao e identificacao
de semelhancas, diferencas e regularidades de formas e medidas, sendo
a geometria um campo fértil para se trabalhar com situacoes-problema
e sendo trabalhado a partir da exploracao dos objetos do mundo fi-
sico, como por exemplo, obras de arte, pinturas e desenhos, esculturas
e artesanato, permitird ao aluno estabelecer conexoes tanto com ou-
tros campos da Matematica, quanto com outras areas do conhecimento
humano.

No entanto, a experiéncia profissional, adquirida ao longo de varios
anos frente ao ensino de Matemaética na Educacao Bésica, nos permitiu
observar nos alunos muitas dificuldades no que se refere a aplicacao
de conceitos geométricos como ferramenta na resolucao de problemas
matemaéticos no Ensino Fundamental. Essa dificuldade é notada tam-
bém em estudos feitos por Lorenzato (1995), Pavanello (1993), Pais e
Freitas (1999), Silva (2013), Filho e Souza (2013), Crescenti (2005),
Almouloud e Manrique (2000) e Ferreira (2013).

Tais pesquisas mostram que o ensino de geometria vem passando
por algumas dificuldades, dentre as quais podemos citar o ensino predo-
minantemente tradicional, ou seja, um modelo que se caracteriza pela
reproducao do conhecimento, apresentando-se como um processo infle-
xivel, cerimonioso, que tem como funcao a preparacao moral e intelec-
tual dos estudantes, dando énfase a aulas expositivas, demonstracoes e
sistematizacao do contetdo de forma sequencial, l6gica e ordenada, sem
relacao com outras disciplinas do curriculo e o cotidiano, onde o livro
didatico ainda figura como a principal - ou dnico - recurso metodolo6-
gico utilizado por professores em sala de aula. Esse fator pode indicar
a necessidade do desenvolvimento de novas propostas metodologicas
que possam proporcionar ambientes mais favoraveis para a aprendiza-
gem de geometria, bem como, outros objetos nos diversos campos da
Matemética.

Outro ponto importante apontado pelas pesqisas supracitadas é que
o livro didatico ainda figura como uma das tnicas, ou a tunica, fer-
ramenta metodologica utilizada pelos professores durante as aulas de

mateméatica. Neste sentido, as pesquisas de Fontes e Fontes (2011),
Medeiros (2008), Lomas (2004), Leles (2013) e Albuquerque (2011)
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que realizara andalises em livros didaticos em relacao ao contetudo de
semelhanca de figuras planas mostram que quanto especificamente a
abordagem matemaética, percebeu-se uma evolugao muito grande, em
relacao aos exemplares mais recentes, quanto a maneira como os auto-
res propoe 0s novos assuntos, pois anteriormente, os autores iniciavam
o conteido de semelhanca com a definicao da semelhanca de tridngu-
los, e aplicando exercicios de fixacao na sequéncia. J& nas publica-
coes mais recentes, notou-se a preocupacao de se mostrar aplicacoes
da semelhanca, e mesmo na proposta dos exercicios, que sao basea-
dos em problemas praticos, mesmo que alguns exemplares analisados
ainda apresentem contextualizacao necessaria para uma aprendizagem
efetiva.

Quando ouvimos a opiniao de professores em relacao ao ensino de
semelhanca de figuras planas, percebemos a predominéancia da utiliza-
cao de aulas expositivas como ferramenta educacional, apresentando
definicoes, exemplos e propondo questoes para serem resolvidas pelos
alunos. Os conhecimentos prévios dos alunos poucas vezes sao levados
em consideracao durante as aulas e os métodos de fixacao mais utili-
zados pelos professores é a resolucao de questoes do livro didético e
listas de questoes de elaboracao do préprio professor. Todos os pro-

fessores consultados utilizam a prova como principal método avaliativo
(Pereira, 2017).

Sobre a concepcao de alunos egressos do Ensino Fundamental, per-
cebemos (Pereira, 2017) que os mesmos apresentam grandes dificulda-
des na aprendizagem de semelhanca de figuras planas, confirmando as
informacoes dos professores quanto & metodologia predominante utili-
zada e sala de aula, os métodos de fixacao e avaliativos. Observamos
ainda que o gosto por matematica, a frequéncia com que os alunos estu-
dam matematica fora da escola e a ajuda com as tarefas que os mesmos
recebem sao fatores determinantes no desempenho dos mesmos.

Deste modo, discutimos nesta proposta o ensino de geometria, de
modo particular o ensino de semelhanca de figuras planas, a partir de
uma proposta que enfatiza o carater investigativo do processo de cons-
trucao do conhecimento, de modo a resgatar situacoes problematizado-
ras que favorecam a aprendizagem. Segundo Mendes (2010), experién-
cias manipulativas ou visuais contribuem para que o aluno manifeste
as primeiras impressoes do conhecimento aprendido durante a sua in-
teracao com o objeto, sendo essas primeiras impressoes comunicadas
de forma verbal num processo de socializacao das ideias aprendidas
o que implica na necessidade de uma representacao simbolica dessa
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aprendizagem. Nesse sentido, John Dewey' afirma que nao h& uma
aprendizagem significativa quando o aluno recebe de forma passiva um
conceito transmitido pelo professor, mas sim quando esse aluno exe-
cuta uma acao e por meio dessa acao, o mesmo constrdi e se apropria
do conhecimento de forma plena.

1Ver Westbrook e Teixeira (2010)



Atividades propostas

Neste capitulo apresentaremos o conjunto de atividades que com-
poem a sequéncia didatica proposta para o ensino de semelhanca de
figuras planas e o detalhamento da aplicacao do experimento em sala
de aula.

No quadro 1 mostramos os conteidos conceituais, procedimentais
e atitudinais (Zabala, 1998) trabalhados com as atividades propostas
nesta Sequéncia Didéatica.

Vale ressaltar que nao pretendemos que as atividades aqui propos-
tas sejam vistas como verdades absolutas e sim atividades-modelo que
podem sofrer adaptacoes sempre que o professor achar necessario. Ou-
tro ponto importante é o fato dessas atividades nao abrangerem por
completo todos os conceitos relacionados a semelhanca de figuras pla-
nas, dada a amplitude desse tema, assim atividades adicionais devem

ser inseridas a sequéncia didatica sempre que houver necessidade.

1.1 SEQUENCIA DIDATICA PROPOSTA

As atividades aqui propostas foram divididas em duas partes: a

primeira parte contém atividades envolvendo os conceitos semelhanca



Quadro 1.1: Conteiados trabalhados nas atividades

Conceituais

e Conceito de ampliacao, reducao e deformacao.

e Conceito de semelhancga.

e Teorema fundamental da semelhanca.

e Proporcionalidade entre os lados correspondentes.
e Razao de semelhanga.

e Semelhanca de retangulos.

e Semelhanga de triangulos.

Procedimentais

e Utilizacao correta de instrumentos geométricos.

e Interpretacao algébrica e geométrica dos conceitos de se-
melhantes, razao de semelhanca e proporcionalidade entre
segmentos.

e Aplicacao correta dos conceitos na resolucao de situacoes-
problema.

e Utilizacao correta dos procedimentos aritméticos, algébri-
cos e geométricos.

Atitudinais

e Valorizar a importancia do estudo de semelhanca de figuras
planas.

e Disposicao para a realizacao das atividades individuais e
em grupo.

e Ordem, clareza e cientificidade na apresentacao e defesa
das conclusoes das atividades.

e Desenvolvimento de habilidades e destreza para o manuseio
de instrumentos geométricos.

e Mostrar habitos de cortesia e solidariedade no trato com os
colegas.

e Manter o didlogo aluno - professor - aluno.

Fonte: Autor (2017)
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em figuras planas de modo geral e em retangulos, a segunda parte é

mais especifica e envolve os conceitos de semelhanca em tridngulos.

1.1.1 Primeira Parte

A primeira parte da sequéncia didatica é composta por 4 ativida-
des, nas duas primeiras atividades nos preocupamos em formalizar os
conceitos de ampliacao e reducao de figuras (Atividade 1), favorecendo
a percepcao, por parte dos alunos, para a nocao de semelhanca que se-
gundo Machado (2000) pode ser percebida intuitivamente pelo aluno,

mesma que estes nao conhecam inicialmente os critérios que a definem.

A percepcao do conceito de razao de semelhanca e a percepcao da
proporcionalidade entre os lados correspondentes de figuras semelhan-
tes sao trabalhados na atividade 2 com o intuito de superar a dificuldade
no entendimento destes conceitos identificada nas pesquisas realizados

com professores e alunos mostradas no capitulo 2.

A sequéncia didatica segue com atividades relacionadas & seme-
lhanca entre retangulos por concordarmos com Gonzalez (1997) e Bi-
gode (2016)", que acreditam que a congruéncia entres os angulos corres-
pondentes é de facil percepcao por parte dos alunos, sendo a propor-
cionalidade entre os lados correspondentes, um critério que necessita
ser especialmente trabalhado, com atividades significativas, de modo a

conseguir sua percepcao.

Para o desenvolvimento das atividades, concordamos com Ferreira
(2013) quando afirma que o ensino de geometria ainda se da de maneira
desconectada da realidade e ainda a visao de Leles (2013) sobre a neces-
sidade de apresentar um conceito por meio de uma situacao-problema
e com a presenca de figuras para um melhor entendimento por parte

dos alunos.

IComunicacdo oral ocorrida durante o Encontro Brasileiro de Estudantes de Pos-
Graduagao em Educacao Matematica realizado em Curitiba - PR.
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Atividade 1

Pretende-se estampar em algumas camisas o desenho do Bob Es-
ponja representado na figura A, para isso é necessario aumentar a es-

cala da figura A. Observe as figuras representadas em B, C, D e E.

1. Qual das imagens ( B, C, D ou E ) melhor representa a figura

A, para estampar as camisas? Justifique.

Neste caso, o objetivo da atividade foi utilizar uma situacao do
cotidiano do aluno para relacionar a ideia de “mesma forma” com o
conceito de semelhanca.

Assim é esperado que os alunos nao tenham dificuldade na per-
cepcao de que a imagem melhor representa a figura A é a figura E,
justificando a nao escolha da figura B pelo fato desta ter sido ampliada
apenas verticalmente, ja a figura C foi ampliada horizontalmente, ou
seja, essas figuras sao distorcoes da figura A.

Dessa forma, deverao concluir que as condicoes necessarias para se
fazer a escolha da figura que melhor representa uma figura admitida
como modelo é o fato da figura manter a mesma forma da figura origi-

nal.
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Atividade 2

A Figura 1 foi desenhada na malha quadriculada e a Figura 2 é uma

ampliacao da Figura 1.

Cl
B! E'
C
E
A r— G A' Fl Gu
Figura 1 Figura 2

Supondo que os lados de cada quadrado da malha quadriculada
seja igual a 1 cm, observe a medida de cada segmento e responda as

seguintes perguntas:

A'B’

AB

B'E

BE

FG

FG

4. Qual o valor da razao entre a altura do tridngulo AB'C'E’ e a
altura do triangulo ABCFE

—_

. Qual o valor da razao

2. Qual o valor da razao

3. Qual o valor da razao

5. O que podemos concluir?

Nesta atividade, o objetivo foi fazer com que os alunos percebessem
a proporcionalidades entre os segmentos correspondentes das figuras 1
e 2, e de que modo os alunos poderiam utilizar o valor da razao na
resolucao de questoes.

Deste modo, é esperado que ao serem indagados os alunos nao te-

nham dificuldade e concluir que o valor de todas as razoes é igual a

13



2. E ao criar hip6teses para justificar tal fato, os alunos percebam que

isso aconteceu pelo fato das duas figuras serem semelhantes.

Atividade 3

Observe os retangulos a seguir e responda as perguntas:

A

1. Quanto medem os lados do retangulo A?
Lado Maior: Lado Menor:

2. Qual (ais) retangulo (os) representa (am) uma ampliacdo do re-

tangulo A?

3. Qual (ais) retangulo (os) representa (am) uma redugao do retan-
gulo A?

14



4. Preencha o quadro com os dados dos retangulos acima e calcule

as razoes indicadas.

(LadoM aior) (LadoMenor)
(LadoMatordeA) | (LadoMenordeA)

Retangulo | Lado | Lado

Maior | Menor

HE O Q) ®

5. O que podemos concluir ao observarmos as razoes no quadro

acima?’

Esta atividade tem o objetivo de conceituar a semelhanca entre re-
tangulos, para isso os alunos irao utilizar os conceitos adquiridos nas
atividades anteriores para responder quais os retangulos sao semelhan-

tes ao retangulos A.

Apobs o preenchimento do quadro, é esperado que os alunos notem
a igualdade entre as razoes em A, B, D e E, sendo a razao maior que
1 nos retangulos B e D e menor que 1 no retangulo E, assim deve-se
concluir que esses retangulos sao semelhantes ao retangulo A, sendo B

e D ampliagoes e E, reducao de A.

Atividade 4

Dados os seguintes retangulos responda:
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A
C
D
B
E G
F
H | J

1. Quais os pares de retangulos semelhantes?

2. Preencha o quadro a seguir com as dimensoes dos retangulos

acima e calcule as razoes indicadas:

Retangulo | Lado Maior | Lado Menor ((5335 ]]\\j:;‘;:)) ((IEZZZ %ng:))
A
B
C
D
E
F
G
H
I
J

3. A qual conclusao pode-se chegar analisando os dados constantes

no quadro acima?

16




Nesta atividade, buscamos superar a dificuldade identificada por
Pereira (2017) na resolugao de questoes deste tipo. Os alunos apre-
sentaram grande dificuldade com a resolucao que utiliza o produto dos
meios pelo produto dos extremos (% = g), devido os calculos com ni-
meros decimais. Com o conceito adquirido nesta atividade, o alunos
poderao proceder de uma modo mais simples na resolucao deste tipo

de questao.

Lado maior

Assim, ¢ esperado que os alunos concluam que as razoes £ o— 2"

sao iguais entre os retangulos semelhantes, o mesmo acontecendo com

Lado menor

as razoes Lado mator *

1.1.2 Segunda Parte

A segunda parte da sequéncia didéatica contém atividades que en-
volvem o conceito de semelhanca em tridngulos. Concordamos com
Gonzéalez (1997) quando afirma que o estudo de semelhanca entre tri-
angulos tem uma dificuldade nao existente no estudo de semelhanca
entre retangulos: o fato de que, nos retangulos, os angulos sao todos

iguais, retos, e em triangulos podem ser todos diferentes.

Para superar esté dificuldade, iniciamos a segunda parte da sequén-
cia didatica com uma atividade que envolve semelhanca entre triangulos
equilateros, seguida que uma atividade com triangulos retangulos e, por

fim, triangulos quaisquer.

Atividade 5

Observe os seguintes triangulos equilateros:

17



1. Meca seus angulos e preencha o quadro a seguir.

Triangulo | Lado | Angulo
A

QHE=E0 QW

2. Divida os lados do triangulo A com os lados correspondentes do
triangulo C. Repita o mesmo procedimento para outros triangu-

los. O que podemos concluir?

3. Qual a relacao entre os esses triangulos?

Durante toda a sequéncia didatica, é na atividade 5 que menciona-
mos pela primeira vez a medida dos angulos, com o intuito de que o

aluno volte sua atencao nao apenas para a proporcionalidade entre os
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lados, mas também para a congruéncia entre os angulos corresponden-

tes de triangulos semelhantes.

E interessante que o professor discuta entre os alunos a semelhanca
ou nao entre quadrados, circunferéncias, cubos, cilindros, esferas, pira-

mides, etc.

Com essa atividade é esperado que os alunos percebam que todos
os triangulos contidos na atividade sao semelhantes entre si e que tal
semelhanca se d4 pela congruéncia entre os angulos correspondentes,

também pela proporcionalidade entre os lados correspondentes.

Atividade 6

Observe os triangulos retangulos a seguir:

I
2

1. Os triangulos sao todos semelhantes entre si?

2. Preencha o quadro abaixo com os dados dos triangulos acima e

calcule as razoes indicadas:
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Triangulos | Angulo | Angulo | Cateto | Cateto fgsfffﬁﬁfiff;))
Maior Menor | Maior Menor
A
B
C
D
E
F

3. A qual conclusao pode-se chegar analisando os dados constantes

no quadro acima?

Assim como na atividade 4, nesta atividade buscamos municiar os

alunos com uma importante ferramenta para a resolucao de questoes

envolvendo semelhanca de figuras semelhantes.

Neste sentido, é esperado que os alunos percebam a igualdade entres

Cateto maior

as razoes

Cateto menor

dos triangulos retangulos semelhantes e que nes-

ses pares de tridngulos semelhantes, além dos angulos retos, os outros

angulos também sao congruentes.

Atividade 7

Dados os pares de triangulos semelhantes:

20




1. Compare seus angulos fazendo sobreposicao das figuras. O que

vocé observa?
2. Qual a razao de semelhanca entre os tridngulos?

3. Quais sao as condicoes para que dois triangulos sejam semelhan-
tes?

A qltima atividade da sequéncia didatica tem o objetivo de fazer
com que os alunos identifiquem as condicoes que garantam a seme-

lhanca entre triangulos.
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Assim, é esperado que, ao sobreporem os tridngulos, os alunos con-
cluam que os angulos correspondentes sao congruentes e posteriormente
também concluirao que as medidas dos lados correspondentes sao pro-
porcionais.

Apoés a aplicacao da sequéncia didatica é esperado que os alunos,
de posse dos conceitos trabalhados em cada atividade, tenham um de-
sempenho acima da média na resolucao de questoes referentes ao tema.

A avaliacao que propomos nesta Sequéncia Didatica tem como fina-
lidade constatar, durante o desenvolvimento das atividades, o progresso
dos alunos com relagao aos objetivos estabelecidos. Tudo isso ajudara
o professor a detectar se em cada atividade, a estratégia e os recursos
utilizados foram os mais adequados, caso contrario, realizar os ajustes

necessarios.

Assim, a avaliacao deve ser realizada de trés maneiras em momentos

diferentes: Diagnoéstica ao inicio, formativa no processo e somativa ao
final.

A avaliagao diagnoéstica permitira indagar sobre os conhecimen-
tos prévios que os estudantes possuem e que sao necessirios para a
construcao dos novos conhecimentos. Nesta pesquisa, preferimos asse-
gurar a aprendizagem dos conceitos de razao e propor¢ao, por acreditar
que tais conceitos sao indispensaveis para o estuo de semelhanca de fi-
guras planas. Para tanto, os alunos participaram de uma oficina de

razao e proporcao ministrada pela propria professora da turma.

Ao final da oficina, foi proposta aos alunos a resolucao de questoes
envolvendo os conceitos de razao e proporcao e ainda, questoes de se-
melhanca de figuras planas onde eram necessarios conhecimentos de
razao e proporcao para a resolucao.

Podemos perceber que os alunos nao tiveram problemas para resol-
ver as questoes sobre razao e proporcao, 0 mesmo nao aconteceu com as
questoes sobre semelhanca de figuras planas. Os alunos nao consegui-
ram utilizar os conhecimentos adquiridos na oficina para resolver tais

questoes, podemos entao comprovar que os conceitos de semelhanca
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ainda nao eram conhecidos pelos alunos.

Por fim, com a realizacao da oficina e a proposta de resolucao de
questoes especificas, podemos conhecer quais aqueles conhecimentos
que os alunos possuem para a construcao de novos conhecimentos e
ainda, com base nas suas deficiéncias, orientar as atividades de modo
a supera-las.

Com a avaliagao formativa pretendemos dar seguimento de forma
constante e sistemética a todo o processo de aprendizagem dos alunos.
Nesta etapa de avaliacao, sugerimos que o professor atenda as deman-
das de cada grupo de trabalho corrigindo informacoes e procedimentos
equivocados durante a realizacao de cada atividade.

Para a realizacao desta etapa de avaliacao podemos destacar os se-
guintes aspectos: Compreensao e fixacao dos novos conceitos; habilida-
des matemaéticas; destreza na utilizacao de instrumentos geométricos;
reconhecimento por parte dos alunos da importancia do estudo do tema
para sua vida cotidiana e capacidade de trabalho individual e coletivo.

A percepcao destes aspectos podem ser feitas por meio dos didlogos
do professor com os grupos durante a realizacao das atividades e ainda
de posse das solucoes apresentadas pelos alunos na conclusao de cada
atividade.

Ao fim da aplicacao das atividades, é conveniente reservar um tempo
para comprovar o que os alunos aprenderam em relacao aos objetivos
previstos. Para a realizacao da avaliagao somativa, propomos a re-
solucdo de questoes de um teste (anexo 7?7, pagina ??7) com questoes
relacionadas a situacoes concretas, onde podemos avaliar a capacidade
de interpretacao, a correta aplicacao dos conceitos de semelhanca de
figuras planas, assim como raciocinar logicamente as distintas formas
de resolucao.

Essa etapas de avaliacao foram realizadas nesta pesquisa durante e
apos a aplicacao da Sequéncia Didatica proposta e serao melhor escla-

recidas nas secoes posteriores.
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Toépicos de Semelhanca

A semelhanca entre figuras planas constitui uma ferramenta impor-
tante em muitas areas, como na Engenharia e Arquitetura por exemplo,
na ampliacao e reducao de plantas mapas, maquetes. Neste processo é
fundamental a precisao nas formas idénticas entre duas figuras, obede-

cendo & mesma proporcao entre suas dimensoes.

A Semelhanca de Tridngulos também é um conceito geométrico
muito usado na Matemaética, que nos permite calcular, através da pro-
porcionalidade, distancias inacessiveis ao ser humano. Dizemos, em
nosso cotidiano, que duas pessoas ou dois objetos sao semelhantes
quando estes sao parecidos. Na matematica, este conceito é bem mais
especifico, designando apenas figuras que tenham a mesma forma, po-
dendo ter o mesmo tamanho. Ampliar ou reduzir uma figura sao mé-
todos de se obter outra figura semelhante & primeira, pois apenas mu-

damos seu tamanho e nao sua forma.

O conceito geométrico de semelhanca esta presente em diversas si-

tuacoes do cotidiano.
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Podemos perceber a semelhanca em qualquer tipo de ampliacao ou
reducao que cometemos, como fotos, mapas, documentos. Miniaturas
de carros, de bonecos ou de qualquer objeto também podem respeitar
o conceito de semelhanca. Até mesmo as maquetes podem ser consi-
deradas semelhantes aos ambientes reais, contanto que ambos possuam

os mesmos parametros de formatos.

T, ™,
)
I ]
By T ) N
~| M N o p! (J""\ (..r"\
AL A\l LJ
/ ]
/ T \ /
| | 1l v \'}
1:100 2100 2:300 1:300 2:300

As telas de televisao sao outros exemplos de semelhanca, pois, mesmo
com diferentes polegadas, a maioria delas possui o mesmo formato, o
que permite que transmitam a mesma imagem. Também com a nocao
de semelhanca, podemos entender por que os filmes que passam nas
telas dos cinemas nao possuem as mesmas imagens quando sao passa-

dos em uma televisao. Isso acontece visto que as telas de cinemas nao
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possuem o mesmo formato das telas das televisoes, ou seja, elas nao sao
semelhantes. Com esse conhecimento algumas situagoes foram facilita-
das ao ser humano e é a isso que se da a importancia da semelhanca de

figuras planas.

Antes de iniciarmos com o0s conceitos de semelhanca, alguns teore-
mas sobre retas paralelas se fazem necessario de modo a utilizarmos
esses resultados em demonstracoes posteriores. Os teoremas e demons-
tracoes aqui apresentados foram adaptados de Barbosa (1997), Quin-
tella (sd), Brandao (sd), Rezende e Queiroz (2008) e Neto (1982).

Vale ressaltar que a opc¢ao por inserirmos neste momento tais Teo-
remas e suas devidas demonstracoes se devem ao fato de comungarmos
com as ideias de Pais e Freitas (1999) sobre a importancia do método
dedutivo para o ensino de matematica, mesmo que a sequéncia didatica
aqui proposta nao se volte para este método, acreditamos que o conhe-
cimento dessas demonstracoes sejam de fundamental importancia para
o professor, afinal, segundo Lorenzato (1995) uma das dificuldades do
ensino de geometria é a falta de conhecimentos especificos dos conceitos

geométricos pelos proprios professores.

2.1 SOBRE RETAS PARALELAS

Teorema 2.1. Se um feize de paralelas divide uma transversal em
partes iguais, dividird também qualquer outra transversal em partes

1gUQis.
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=

Sejam as paralelas r, s, t, ue AB=BC =CD, entao a =b = c.
Demonstracao:
Tracemos segmentos paralelos a reta n que passem pelos pontos A,

B e C, respectivamente, com indicado na figura a seguir

m
A/ T
\\ \a
Bl ‘E
“.F \b t

“".G \C y
/ ¥

Consideremos as seguintes medidas dos segmentos de reta:

a=AE,b=BF e c=CQG.

Agora basta provar que os segmentos AE, BF' e CG tém a mesma
medida, ou seja, sao congruentes. A congruéncia destes segmentos
resulta imediatamente da congruéncia dos triangulos AABE, ABCF
e ACDG, pois, por construcao e por hipétese, possuem um lado igual
e angulos correspondentes congruentes. |

O raciocinio ¢ o mesmo para o caso de retas concorrentes represen-

tados da figura a seguir.
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Teorema 2.2 (Teorema de Tales). Um feize de retas paralelas

divide duas transversais quaisquer em segmentos correspondentes

Proporcionais.

Primeiramente consideremos um feixe de trés retas paralelas r, s e

t e duas transversais m e n.

Teremos que

AB AC  BC

An AC B

Demonstracao:
Podemos supor que B esté entre A e B e B’ estd entre A’ e C' como

indicado na figura a seguir.
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A reta A’C corta a reta s no ponto P. Nessas condi¢oes, temos
AC AT

que ANA’PB’ é semelhante a AA’CC’, donde = e também
AP A'B
A’ A
ACPB é semelhante a ACA’A, donde _C = :C
rPC  BC
, AC—-AP AC —AB
Com isso temos — = —
A'P A'B’
/ /
PC _ B'C (2.1)
AP A'B
. AC-PC AC-BC
e também — = —
PC BC
AP _AB
PC BC
P = B:C (2.2)
AP AB
B'C'" B
Comparando (3.1) e (3.2), vem ¢ = C. Assim,
A'B"  AB
AB BC AB+BC  AC
A B’ o A B’ o A'B’ + B'C’ o AC"
|
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Observacao 2.1. A proporcionalidade existe, ainda entre os segmentos
totais das transversais, compreendidos em as paralelas extremas, e dois

correspondentes quaisquer.

Reciproca 2.3. Se um feize dividir duas transversais em parte pro-

porcionais, as retas do feire sdo paralelas.

Apesar desde trabalho se referir a semelhanca de figuras planas,

apresentamos a seguir o teorema de tales no espaco.

Teorema 2.4 (Teorema de Tales no espago). Dados trés planos
a1, ag e ag, paralelos dois a dois, furados por duas retas (ndo ne-
cessariamente coplanares) m e n, nos pontos A, B, C e A, B', (',
respectivamente. Os segmentos determinados nas duas transversais

$a0 proporcionais, isto €,

AB AC BC
A/B/ - A/C/ - B/C/

Demonstracao:
Observemos a figura a seguir que a reta AC’ encontra as em P. Para

o tridngulo AAA’C’ temos (utilizando o teorema de Tales no plano)

m n
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A'B"  A'C'" B'CY

—— (2.3)
AP AC"  PC’
e para o triangulo AACC" temos
AB A B
¢ _ B¢ (2.4)

AP AC' DO’

Assim, dividindo (3.3) por (3.4):

AB AC  BC

A'B"  A'C" B'CY

Teorema 2.5 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade). A
paralela a um dos lados de um tridngulo divide os outros dois lados

em partes proporcionais.

B c

Dado o triangulo AABC e DE paralela a BC, temos que:

AD AR
DB EC

Demonstracao:
Ao tracarmos uma reta r paralela ao segmento BC' passando pelo
vértice A, as trés paralelas r, DE e BC' permitem concluir, em virtude

da propriedade do feixe de paralelas que:
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AD AR

DB EC
n

Reciproca 2.6. A reta que divide dois lados de um tridngulo em partes

proporcionais € paralela ao terceiro lado.

Demonstracao:

Realmente, se pelo ponto D tracarmos uma paralela a BC, os lados
ficarao divididos em partes proporcionais em virtude do teorema direto.
Como, sobre o lado AC, existe um tnico ponto que o divide numa razao

dada, conclui-se que a reta tracada confundir-se-a com DFE. |

Observacao 2.2. A proporcao pode ser formada com os lados inteiros
e duas partes correspondentes quaisquer, pois, se aplicarmos a ultima
proporcao a propriedade da soma dos dois primeiros e dois ultimos

termos, resulta:

(AD +DB) (AE+ EC)

DB EC

Ou



Uma aplicacao importante do Teorema Fundamental da Proporcio-

nalidade é o Teorema da Bissetriz.

Teorema 2.7. A bissetriz do dngulo interno de um tridngulo divide
o lado oposto em segmentos aditivos proporcionais aos dois outros

lados.

Demonstracao:

Prolonguemos o segmento C A e tracemos pelo vértice B, o segmento
BE paralelo a bissetriz AD. Forma-se com isso o triangulo ABCE,
onde AD ¢ paralelo ao lado BE. Logo, podemos concluir que:

n
— 2.5
b AFE (2.5)

Por outro lado, temos:

a0 (alternos internos)
B =6 (correspondentes)
a =G (hipotese)

De onde resulta:



Temos que o triangulo AABE ¢ isosceles, e o lado AE ¢é igual a c.

Substituindo em (3.5), temos:

m n
b c

Teorema 2.8. A bissetriz do dngulo externo de um tridngulo di-
vide o lado oposto, exteriormente, em dois segmentos subtrativos,

proporcionais aos dois outros lados do tridngulo.

112

afp =

m n
b c
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Demonstracao:

Tracemos pelo vértice B, o segmento BE paralelo & bissetriz AD.

Considerando o tridangulo AAC D, podemos concluir, do teorema (3.5),
que:

)~ IF (2.6)

e
Por outro lado, temos:
a=¢§ (correspondentes)
g =6 (alternos internos)
a = (hipotese)
Resulta:
0=¢

Temos que o triangulo AABE ¢ isésceles, e o lado AE é igual a c.
Substituindo em (3.6), temos:

Teorema 2.9. As bissetrizes interna e externa, tracadas do mesmo

vértice de um tridngulo, dividem o lado oposto harmonicamente.
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Demonstracao:

Dos teoremas (3.7) e (3.8), podemos escrever, considerando as bis-
setrizes interna e externa tracadas do mesmo vértice A que:

m n m b
—=—- ou — =-
b c n c
e
mq n1 mq b
— =— ou — = -
b c n1 c
Resulta, das duas igualdades, a proporcao:
m mq
n nq
F,
A
E
C D B T

H
Observagao 2.3. Consideremos o tridngulo isosceles ANABC' e tere-

mos a bissetriz externa AE. O dngulo externo FAB ¢ igual a soma
dos dngulos internos BeC.

Como estes sao iguais por hipotese, resulta:



Logo, obteremos, tomando as metades:
EAB=~B

Assim, a bissetriz externa AFE é paralela ao lado BC e nio intercepta

o prolongamento do mesmo lado.

2.2 POLIGONOS SEMELHANTES

Consideremos o paralelogramo ABC' D, cujos lados tém, respectiva-

mente, 2 e 3 centimetros e os angulos, 60° e 120°.

B C

120°

60°
A 5D

Tracemos o angulo XMY de 60°, e, a partir do vértice M, tome-
mos os segmentos MQ e M N, respectivamente iguais as metades dos
lados do paralelogramo ABCD; finalmente completamos o paralelo-
gramo M N PQ. Obtemos entao um quadrildtero que tem a mesma
forma e as mesmas propriedades do primeiro e que difere dele apenas

por suas dimensoes.

B C X

120° /;

60°
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Os dois poligonos sao denominados semelhantes. Para indicar a
semelhanca usaremos o simbolo
Os poligonos semelhantes sao caracterizados por satisfazerem a dois

grupos de condicoes:

e Os angulos sao respectivamente iguais.

—

No exemplo da figura acima temos M = E, N
Ce CAQ ~ D.

I
o
)
I

e Os lados sao proporcionais. Assim, temos:

AD  BC AB cD 2

MQ NP MN PQ 1

Nos poligonos semelhantes, os angulos iguais sao chamados de ho-
mologos, os vértices dos angulos iguais denominam-se vértices homolo-
gos e os lados que unem dois vértices homologos denominam-se lados
homologos. Da mesma forma duas diagonais homologas sao as que
unem vértices homologos. Dai a definicao:

Definicao: Dois poligonos sao semelhantes quando tém os dngulos
respectivamente congruentes e os lados homdlogos proporcionais.

Como vimos, os lados homoélogos dos poligonos semelhantes sao pro-
porcionais, isto é, a razao entre dois lados homoélogos é constante. Esta

razao constante é denominada razao de semelhanca.

Observagao 2.4. Quando reduzimos uma figura, a constante de pro-
porcionalidade ¢ sempre menor do que um, em relacao a figura origi-
nal, j7d quando a ampliamos a constante de proporcionalidade é sempre

mator do que um.

Proposicao 2.10. Se a razao de semelhancga entre dois tridngulos for
k, a razao entre suas alturas, medianas, perimetros, dois elementos
lineares e homdlogos, os raitos das circunferéncias inscritas e 0s raios

das circunferéncias circunscritas também serao iguais a k.
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E importante ressaltar a diferenca entre semelhanca e outro conceito
matematico que pode ser confundido com a mesma, a congruéncia. Diz-
se que duas figuras sao congruentes quando, além da mesma forma,
ambas tenham o mesmo tamanho. Portanto, s6 podemos dizer que
duas figuras sao congruentes quando podemos transpor uma sobre a
outra de tal forma que suas dimensoes coincidam. Apesar disso, a
congruéncia ¢ um caso particular de semelhanca.

Em figuras congruentes, a constante de proporcionalidade entre os

lados homologos sera sempre um.

2.3 SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Teorema 2.11 (Lei de Tales). A paralela tragada a um dos lados
de um tridngulo determina um segqundo tridngulo semelhante ao

primeiro.

Seja o triangulo AABC e DE paralelo a BC, temos que o triangulo
NABC é semelhante ao triangulo AADE.
Demonstracao:

Devemos provar que os dois tridngulos satisfazem as duas condigoes

da definicao de poligonos semelhantes.

A

B F C

1. Os angulos sao respectivamente iguais.
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Realmente, o angulo A é comum dos dois triangulos; C' e D sao

correspondentes assim como os angulos B e E.

2. Os lados homologos sao proporcionais.

Como DE é paralelo a BC, temos:

AD AE

AC AB

Tracando EF paralelo a AC, concluiremos que:

AL _CF
AB BC

ou, substituindo CF por seu igual DFE, como lados opostos do
paralelogramo CDEF:

AE DE
AB  BC

Comparando as igualdades (3.7) e (3.8), concluimos que:

AD AE DE
AC AB BC

|

O Teorema de Tales demonstra a existéncia dos triangulos seme-
lhantes e é de grande aplicacao. A seguir iremos estudar as proprie-
dades que a Semelhanca de Triangulos possui, as quais nos auxiliam

expressivamente na resolucao de exercicios sobre o contetido.

Proposicao 2.12. Em qualquer tridngulo, unindo-se através de seg-
mentos de reta os trés pontos médios de seus lados, obtemos outro tri-
dngulo semelhante ao primeiro e com perimetro igual a metade do pe-

rimetro do primeiro.
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Na figura, L, M e N sio, respectivamente, os pontos médios de AC,
AB e BC.

Portanto: ALMN AABC e

2PN = §2PABC

Proposicao 2.13. Em qualquer tridngulo, unindo-se através de um
segmento de reta os pontos médios de dois lados, obtemos um segmento
paralelo ao terceiro lado e de medida igual a metade da medida do

terceiro lado.

M N

Na figura, M e N sdo, respectivamente, pontos médios de AC e

S BC
AB. Logo MN || BC'e MN = TC

Proposicao 2.14. Em um tridngulo retingulo qualquer, a altura rela-
tiva a hipotenusa divide o mesmo em dois outros tridngulos retdngulos,

semelhantes entre si e em relacao ao tridngulo original.
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Ja que os trés tridngulos possuem angulos congruentes, pelo caso

AA (angulo, angulo) de Semelhanca de Triangulos, percebemos:

NABC ADBA ADAC

Corolario 2.15. Em um tridngulo retdingulo,

e a altura relativa a hipotenusa é a média geométrica entre os seg-

mentos em que € dividida a hipotenusa;

e cada cateto é a média geométrica entre a hipotenusa e o segmento

da hipotenusa que € a projecao deste cateto sobre ela e

e 0 produto dos catetos € igual ao produto da hipotenusa pela altura

relativa a ela.
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Casos de semelhanca

Nao é necessario conferir se todos os angulos de dois triangulos sao
congruentes e se todos os lados dos mesmos sao proporcionais para
saber se ambos sao semelhantes, basta que eles apresentem algumas
das condicoes necessarias.

Estudaremos, a seguir, trés casos que facilitam determinar quando
triangulos sao semelhantes.

O seguinte teorema afirma que se dois angulos de um tridngulo sao
congruentes a dois angulos de outro triangulo, os dois tridngulos sao

semelhantes.

Teorema 2.16. Caso AA Dados dois triangulos NABC e AEFG,

se A=F e B=F, entao os tridngulos sao semelhantes.

Demonstracao:

Como a soma dos angulos internos de um tridngulos é 180°, entao a
igualdade dos angulos Ae Eedos angulos B e I acarreta na igualdade
dos angulos C e G. Resta provar que os lados sao proporcionais. Para

isto, tomemos na semirreta EF o ponto H de modo que FH = AB.

G

A B E F

Tracemos um segmento paralelo FGpelo ponto H. Esta corta a

semirreta ﬁ num ponto J, formando um tridngulo AEHJ, que pelo

~

fatode A~ E, AB=EH e B~ F =~ EHJ, é congruente ao triangulo

NABC.

EH  EJ
Do teorema (3.5) temos que — = —. Como FH = AB e
EF EG

EJ = AC entdo temos:
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AB AC
EF EG
AC CB
De maneira analoga demonstra-se que — = — |
EG GF

A partir deste caso de semelhanca, podemos perceber que todos os
triangulos retangulos e isosceles sao semelhantes, j4 que sempre terao
os angulos congruentes de 90°, 45° e 45°.

O teorema a seguir afirma que se dois triangulos possuirem um
angulo congruente formado entre dois lados de medidas proporcionais,

os dois triangulos sao semelhantes.

Teorema 2.17 (Caso LAL). Se em dois tridngulos NABC e
~ ~ AB AC N . N
AFEFG tem-se A = F e — = —, entao os tridngulos sdo se-
FF  EG
melhantes.
Demonstracao:

Construindo um triangulo AHIJ de modo que HI = EF, H~A

~

eTEB

112

A B E t ' H t 1

De acordo com o teorema (3.16), os tridngulos AABC e AHIJ sao

semelhantes. Temos que:

AB AC
HI HJ
S — AB AC
Como HI = EF, a hipotese — = — e a igualdade (3.9) impli-
EF EG
cam que:
HJ = EG
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Como, por construcdo, HI = EF e H=~Acx E, podemos con-
cluir, pelo primeiro caso de congruéncia de triangulos, que os triangu-
los AEFG e AHIJ sao congruentes. Como ja sabiamos que AABC' e
AHI.J eram semelhantes, podemos concluir que AABC e AEFG sao
semelhantes. |

O teorema a seguir afirma que se todos os lados de um triangulo
forem proporcionais aos lados de outro, os dois tridngulos sao seme-

lhantes.

Teorema 2.18 (Caso LLL). Se em dois tridngulos NABC e
AEFG tem-se

AB BC (4
EF TG GC

entao os dois tridngulos sao semelhantes.

Demonstracao:
Vamos construir o tridngulo AHIJ de modo que H<= ﬁ, HI =FEF
e HJ] = EG.

Segue-se entao da hipétese que
AB AC
HI HJ

Portanto, de acordo com o teorema (3.17), os tridngulos AABC' e
AHIJ sao semelhantes.

Também decorre que

AN
Sy
Q
Sy

= = (2.10)



Da hipétese do teorema e da igualdade (3.10) segue que I.J = FG.
Como ja tinhamos por construcao HI = EF e HJ = FG, entao,

pelo terceiro caso de congruéncia de tridngulos, obtemos que AABC
e AEFG sao congruentes. Como AHIJ e AABC sao semelhantes,
concluimos que AABC e AEFG também sao semelhantes. |
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