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APRESENTACAO

Caro(a) Professor(a):

O presente trabalho propde uma sequéncia didatica para o conteddo de Anélise
Combinatoria, que pode ser aplicada em turmas do Ensino Médio. A sequéncia didatica
proposta é o produto da dissertacdo de mestrado profissional intitulada de JOGOS EM UMA
SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE ANALISE COMBINATORIA.

A intencdo, ao compartilhar esta proposta de ensino, é colaborar com o que vem se
caracterizando como uma necessidade na Educacdo Matematica, em relacdo ao ensino deste
conteddo, que é comum ter dificuldades para estudantes e, também, para muitos professores.

As atividades que compdem a sequéncia didatica, nomeada de Dinamica
Combinatoria, foram aplicadas em uma turma do 2° ano do Ensino Medio, visando a
construcdo do conhecimento, com fundamentacdo do fazer e compreender (PIAGET, 1978),
por interacdo com jogos de tabuleiro, atividades de raciocinio l6gico e estudos orientados.

A estruturacdo Dindmica Combinatdria contempla o que Zabala (1998) afirma ser o
mais favoravel para se desenvolver a construcdo do conhecimento, e contém os itens a seguir:

1. apresentacdo de uma situacdo problematica;

. problemas ou questdes;

. respostas intuitivas ou suposicoes;
. fontes de informacao;

. busca de informacao;

. elaboracdo de conclusdes;

. generalizagoes;

. exercicios de memorizacgao;
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. prova ou exame;
10. avaliacdo.
Com este trabalho, busca-se preencher a necessidade de compreenséo dos alunos, por
meio do desenvolvimento dos conceitos, numa visdo construtivista que, para Zabala (1998), é
pessoal de cada ser humano e deve ser incentivado e moderado por alguém que busque o
despertar de quem queira aprender. Na constru¢cdo do conhecimento associada ao fazer e

compreender (PIAGET, 1978), quando o aluno interage diretamente com os meios que lhe
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favorece a construcdo dos conceitos, estes acabam se tornando, de certo modo,
compreendidos de maneira abrangente, concretizando-os em agdo e em pensamento e nao
apenas em memorizacao.

A Dinamica Combinatoria é composta de sete etapas, com as quais busca-se explorar
desde a problemética historica até a formalizacdo dos conceitos estudados em sala de aula. O
desenvolvimento da sequéncia integra, também, atividades de avaliacdo, que servem de
orientacdo para o professor analisar se estdo sendo alcancados os objetivos de aprendizagem
em cada etapa. Espera-se, com esta proposta, contribuir para uma aprendizagem com
compreensdo do contetudo de Analise Combinatoria, propiciando aos alunos a construcéo do
conhecimento e nao simplesmente um estudo pautado em meméaria e reproducdo de modelos

de resolucdo de problemas e de exercicios de préticas rotineiras.

DINAMICA COMBINATORIA

A Dindmica Combinatdria esta dividida em sete etapas, que buscam contemplar em
sua aplicacdo desde a origem histérica da Analise Combinatéria, com problemas que
motivaram este estudo, até a formalizacédo e aplicacdo das técnicas de contagem. A sequéncia
inicia-se na Etapa 0, que traz o contexto histérico e alguns problemas motivadores para o
estudo deste conteudo, servindo também esta etapa para a organizacao das outras seis.

A Etapa 1 explora o raciocinio logico, por meio de jogos pré-selecionados,
disponiveis na internet, visando identificar e incentivar os alunos para a utilizacdo de
estratégias e para a resolucao de problemas inspirados nos jogos.

A Etapa 2 contempla a aplicacdo do Jogo Quadrado, que possui, como uma de suas
principais finalidades, desenvolver o conceito da Arvore de Possibilidades, embasando assim
o0 Principio Fundamental da Contagem, por meio de questionamentos sobre jogadas, a serem
simuladas em pensamento, que poderiam ocorrer no jogo. Apds 0s questionarios, é proposto
que o professor abra um espaco para discussdes de duvidas, e outras atividades extras para 0s
alunos praticarem a aplicacdo do Principio Fundamental da Contagem.

A Etapa 3 é desenvolvida a partir do Jogo Senha, que visa explorar o conceito das
Permutacdes Simples e dos Arranjos Simples, por meio de questdes elaboradas, a partir de

possiveis situacdes do jogo. Tambem aqui € importante que sejam exploradas outras situacoes
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para os alunos praticarem as correspondentes técnicas, ou como muitos fazem aplicar o
Principio Fundamental da Contagem.

Na Etapa 4, busca-se propiciar a construcdo da ideia de agrupamento que se
distingue apenas pela natureza dos elementos, ou seja, serdo exploradas situacdes em que a
ordem dos elementos ndo provoca diferenca no grupo. O Jogo Bicolorido é utilizado para
fazer a diferenciacdo de segmentos de reta que formam as arestas e as diagonais de um
poligono. Os alunos buscam compreender aqui qual é o principio basico para a aplicacdo da
técnica de Combinacao Simples na formacéao de agrupamentos.

A Etapa 5 € proposta com um estudo orientado, em que os alunos, atuando nas suas
equipes, dedicam-se a um estudo da formalizacdo dos conceitos e das técnicas de contagem.
Os conceitos selecionados pelo professor sdo sorteados entre 0s grupos, para a realizagdo do
estudo e organizacdo de material e dos componentes para uma apresentacdo de trabalhos,
aberta a questionamentos, para os colegas da turma. Na preparacéo da apresentacédo, os alunos
selecionam ou elaboram exercicios, para que os colegas possam resolver e discutir a aplicacao
de cada técnica de contagem.

A Etapa 6, ultima da Dindmica Combinatoria, busca, por meio do Jogo Trilha
Combinatodria, de autoria do pesquisador, desafiar os alunos a aplicarem o0s conceitos que
estudaram, jogando e resolvendo os problemas. Esse Jogo pode servir para o professor como
instrumento de avaliacdo da aprendizagem, pois as jogadas implicam solucionar problemas
gue envolvem as técnicas ou o principio da contagem, numa trilha com percurso ludico de

desafios e competitividade.

Etapa 0 da Dindmica Combinatdria

No primeiro momento, visa-se fazer uma introducdo ao trabalho a ser desenvolvido
na Dindmica Combinatéria, com a qual serdo explorados 0s conceitos fundamentais da
Analise Combinatoria. Com o contexto historico e as questdes desafiadoras, tem-se a intengéo
de animar e despertar a curiosidade e o interesse dos alunos para participarem, de maneira
efetiva, do trabalho que sera desenvolvido com eles. Nesse primeiro encontro, acontecem,
também: a organizacao das equipes, a escolha de nomes e instrucdes sobre o preenchimento

do diario de bordo para registros de cada equipe. A Etapa 0 acontece no tempo de uma aula,
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com duracdo prevista de uma hora, tendo o professor o papel de provocador e organizador das

acOes gerais e iniciais da sequéncia.

0.1 Objetivos:

— conhecer os pilares que fundamentam a Anélise Combinatéria por meio de fatos
histdricos, como estratégia para despertar o interesse pelo estudo;

— resolver alguns desafios logicos contextualizados, elaborados para sensibilizar
sobre a importancia do raciocinio, como estratégia de resolucdo de problemas neste
conteudo.

0.2 Descricdo da Atividade

0.2.1 Histodria

Vasquez e Noguti (2010)! acreditam que a Analise Combinatéria tenha sua origem
na Antiguidade, antes mesmo dos registros historicos, e foi, através do matematico grego
Arquimedes, que viveu em Siracusa, na Sicilia, no século Il a.C., que se passou a ter
conhecimento acerca dos problemas de contagem. Ele propds um problema de combinacédo de
pecas em um tabuleiro, que ficou conhecido como Stomachion (Figura 1). Embora ndo se
conheca ao certo o significado dessa palavra, sabe-se que tem a mesma origem da palavra
estdbmago. N&o ha registros seguros, também, de que, realmente, tenha sido Arquimedes quem
inventou o jogo ou se ele apenas explorou o problema proposto, em algum manuscrito mais

antigo.

WVASQUEZ, Cristina Maria Roque; NOGUT], Fabiane Cristina Hopner. Analise combinatéria: alguns aspectos
histdricos e uma abordagem pedagogica. Anais do VIII ENEM, Pernambuco, 2004.



Figura 1 — Jogo Stomachion?

Fonte: Pinterest (2016).

Problema proposto no jogo: Saber de quantas formas suas partes menores
poderiam formar o mesmo quadrado.

A resposta, que é 17.152 formas, foi calculada e comprovada em 2004 por Reviel
Netz, um estudioso deste jogo, que propds um problema combinatério a um grupo de
matematicos. Netz buscou guid-los neste estudo e, com auxilio de alguns computadores,
conseguiram comprovar a resposta, o que envolveu um tempo de seis semanas de trabalho.?
Seu trabalho foi publicado no mesmo ano da comprovacdo da solucdo do problema, com o
titulo Towards a Reconstruction of Archimedes. *

Outro problema, segundo Vasquez e Noguti (2010), que envolvia um raciocinio
apurado e conceitos de memorizacdo, pode ser encontrado no papiro egipcio de Rhind (cerca
de 1650 a.C.), conhecido como problema 79, que segue:

“Ha sete casas, cada uma com sete gatos, cada gato mata sete ratos, cada rato teria
comido sete safras de trigo, cada qual teria produzido sete hekat® de gréos; quantos itens tém
ao todo?”

Com a leitura, percebe tratar-se de uma progressdo geométrica de razdo 7 e, no caso,
a resposta é 19.607.

Apesar de problemas de contagem serem encontrados desde o século Ill a.C., a
Teoria Combinatoria sé surgiu no final do século XVI com a necessidade de se calcular
possibilidades em jogos de azar. A Analise Combinatéria sé seria formalmente escrita em

meados do século XVII e inicio do século XVIII, pelos matematicos Pascal (1654 e 1665),

2 Disponivel em: <http://4umi.com/play/stomachion/square.php?show=68&m=s>. Acesso em: 31 set. 2016.

3 Disponivel em: <http://revistagalileu.globo.com/Galileu/0,6993,ECT669583-2680,00.html>. Acesso em: 31
out. 2016.

4 Disponivel em: <http://turing.une.edu.au/~ebowen/Stomachion/NAW2004SCIAMVS.pdf>. Acesso em: 31 set.
2016.

SHekat é uma unidade de medida de gréos utilizada no Egito antigo que equivale a 4,8 litros.



http://4umi.com/play/stomachion/square.php?show=68&m=s
http://revistagalileu.globo.com/Galileu/0,6993,ECT669583-2680,00.html
http://turing.une.edu.au/~ebowen/Stomachion/NAW2004SCIAMVS.pdf
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Leibniz (em 1666), Kircher (em 1669), Wallis (em 1673) e Bessy (em 1693). Esse estudo deu
origem a Teoria das Probabilidades. Outros pesquisadores matematicos tiveram grande
influéncia no desenvolvimento e na formalizacdo desta parte da Matematica, conforme esta

apresentado na Figura 2.

Figura 2 — Mateméticos criadores da Analise Combinatoria
Pierre de Fermat Blaise Pascal

(1623 - 1662)

Fonte: Elaboracéo do autor (2016).

0.2.2 Primeiros problemas para despertar a curiosidade

1) Se Pedro, ao resolver sair para uma festa, para escolher que roupa vai usar, ele
separa duas calcas e trés camisas, que considera proprias para a ocasido, de quantas maneiras
diferentes vocé pode se vestir, escolhendo trés camisas e duas calcas?

A resposta € 2.3 = 6 maneiras e pode ser calculada com raciocinios variados.

2) Acontece, algumas vezes, de caixas eletrdnicos conterem apenas notas de
determinados valores. Imagine um saque no valor de R$ 100,00, num caixa eletrénico s6 com
notas de R$ 5,00 e R$ 10,00. De quantas formas diferentes a maquina pode disponibilizar o
dinheiro?

A Tabela 1 mostra a solucéo do problema.



Tabela 1 — Solug&o do problema

Casos R$ 10 |[R$ 5,00
1° [ 1 |18
2° | 2 | 16
3° | 3 |14
4° | 4 |12
5 | 5 |10
10°| 10 | N
11°| N | 20

Fonte: Elaboracgéo do autor (2016).

3) Havera4 um sorteio com dois prémios, dos tipos mostrados na Figura 3, de um
carro, como primeiro prémio e de uma bicicleta como segundo, a ser realizado com 10
participantes. De quantas maneiras distintas essas pessoas podem ganhar este prémio, sendo

gue a pessoa que ja ganhou um prémio ndo pode concorrer a outro prémio?

Fonte: Sites Google (2016)




Possivel solucdo: 10x9 = 90 maneiras

4) O setor de emergéncia de um hospital conta, para plantdes noturnos, com trés
pediatras, quatro clinicos gerais e cinco enfermeiros. As equipes de plantdo devem ser
constituidas por um pediatra, um clinico geral e dois enfermeiros.

a) Quantos pares distintos de enfermeiros podem ser formados?

O problema indica uma combinagdo dos cinco enfermeiros em grupos de dois.
Assim, pode-se ter Cs2 = 10 duplas possiveis de enfermeiros.

b) Quantas equipes de plantdo distintas podem ser formadas?

Temos: trés pediatras, quatro clinicos e cinco enfermeiros.

Cada equipe deve ter: um pediatra, um clinico e dois enfermeiros.

Pelo principio da contagem, cada equipe tem uma de 3 pediatras, uma de 4 clinicos e
uma de 10 duplas de enfermeiros, resultando em 3 x 4 X Cs2 =3 x 4 x 10 = 120 equipes.

5) Segundo a reportagem extraida da revista Super Abril ano de 2004:

Qual é a ldgica das letras nas placas dos carros?®

A ordem das letras e dos nimeros tem a ver com o lugar em que o veiculo é
emplacado. Esse esquema comecou a ser adotado em fevereiro de 1990, quando as placas
amarelas (com duas letras e quatro nimeros) foram substituidas pelas cinza (com trés letras).
Cada estado tem suas combinacdes préprias (veja-se Quadro 1), distribuidas pela frota local
em ordem cronoldgica de licenciamento ou emplacamento. E possivel encontrar placas com
cidades e combinagdes “trocadas”. Isso acontece porque, se um veiculo ¢ emplacado
originariamente em um lugar e o endereco do proprietario muda, troca-se apenas a indicacédo
de cidade e estado. Ou seja, um carro licenciado em Camagari, Bahia, com a combinagdo JOL
pode perfeitamente estar rodando com a indicacdo “Sao Paulo, SP”. Isso porque o primeiro
emplacamento ocorreu na Bahia. E possivel escolher as letras e 0s nimeros da chapa do
automovel. Assim, mulheres chamadas Beatriz podem encomendar a combinacdo BIA e
donos de BMW ostentar placas BMW. Mas também ndo é a festa da uva: em S&o Paulo, por
exemplo, sdo proibidas combinagdes que formem palavras consideradas obscenas ou
constrangedoras, como CUS, GAY e CKH.

Quadro 1 — Placas de automdveis’

® Disponivel em: <http://super.abril.com.br/comportamento/qual-e-a-logica-das-letras-nas-placas-dos-carros>.
Acesso em: 13 set. 2016.

" Figura retirada em 13/09/2016, no site: <http://www.carrosnors.com.br/inicio-de-placas-de-veiculos-por-
estado/>.


http://super.abril.com.br/comportamento/qual-e-a-logica-das-letras-nas-placas-dos-carros
http://www.carrosnors.com.br/inicio-de-placas-de-veiculos-por-estado/
http://www.carrosnors.com.br/inicio-de-placas-de-veiculos-por-estado/
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Analisando as placas do Quadro 1, pode-se perceber que todas sdo compostas por 3

letras e 4 algarismos numeéricos. Sabendo que nosso alfabeto é composto por 26 letras e nosso

sistema de algarismos numéricos € composto pelos numeros inteiros, que variam de 0 a 9,

qual é o numero total de placas de automoveis que se pode formar, como as placas do

Quadro?

26. 26. 26. 10. 10. 10. 10 = 26°.10*
Através destes problemas, sera introduzido o tema de estudo, buscando despertar a

curiosidade dos alunos; pode-se observar as formas sugeridas de solugdes, visando a pensar

com muita atencdo, propor e testar hipdteses sdo componentes do raciocinio matematico

imprescindiveis para obter as respostas.

0.3 Formacéo das equipes e combinacdes para a Dinamica Combinatoria

— Formar sete equipes e definir nomes: (exemplo Equipe Alfa de integrantes Alfa 1,

Alfa 2 e Alfa 3).

— Combinar quem sera o relator, em cada atividade, e responsavel pelos registros no

diario da equipe.

— Para finalizar cada etapa, os alunos realizardo uma tarefa extraclasse, como tema de

casa, para a resolucdo de exercicios que constam no “livro integrado’

bibliografia proposta pela escola com forte recomendacao de ser utilizado.

>, que € a
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— No inicio da aula que segue a cada tema de casa, serdo sorteados um exercicio e
um componente de cada equipe, que deve entregar o exercicio para a verificacdo da

realizacdo da tarefa solicitada.

Etapa 1 da Dindmica Combinatdria

A primeira etapa acontece com a realizacdo de trés jogos acessiveis pela internet.
Assim, os alunos serdo encaminhados ao laboratorio de informatica da escola, onde
explorardo trés jogos virtuais que envolvem habilidades légicas, para se chegar a solucdo dos
desafios propostos. Esta primeira etapa tera a duracdo de uma hora, para a execucao dos trés
jogos e, no final de cada um, para o aluno preencher um questionario, respondendo sobre a
forma que utilizou para solucionar os desafios de cada jogo. Nos minutos finais, sera proposto
um novo desafio; esse na forma de um problema sobre o principio da contagem, para o qual o
aluno deverd apresentar uma solucdo, na forma de uma breve descricdo do que pensou e

realizou. O professor participara, organizando e administrando o tempo da aula.

1.1 Objetivos de aprendizagem:

— criar estratégias, transformando-as em possibilidades para tomar decis6es, buscan-
do solucionar de maneira eficaz situacfes que envolvam problemas de raciocinio 16-
gico;

— identificar e explorar caracteristicas especificas do jogo, como forma de criar habi-
lidade para solucionar problemas légicos.

1.2 Descricdo do jogo

Jogo 1 — Yellow Out: O jogo do estacionamento, onde ha um determinado carro no

estacionamento que deve ser retirado, com 0 menor nimero possivel de movimentos.

Figura 4 — Layout do Jogo Yellow Out?®

8 Disponivel em: <http://www.terra.com.br/webgames/yellowout/yellowout.htm>. Acesso em: 15 ago. 2016.


http://www.terra.com.br/webgames/yellowout/yellowout.htm
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LEVEL 1
MOVES O

Fonte: Site do Terra (2016).

Jogo 2 — Twibik: Desafio de atencdo e raciocinio rapido, no qual deve-se buscar

associacdo entre as pecas que vao sendo disponibilizadas em lugar daquelas que s&o retiradas.

Figura 5 — Layout do Jogo Twibik °

NEW SHAPE
DISCOVERED

Fonte: Site do Terra (2016).

Jogo 3 — Pulo do Sapo: Um jogo de atengdo no qual é preciso criar uma estratégia

para deslocar um grupo de trés sapos para a margem oposta daquela onde se encontram.

° Disponivel em: <http://www.terra.com.br/webgames/yellowout/yellowout.htm>. Acesso em: 15 ago. 2016.


http://www.terra.com.br/webgames/yellowout/yellowout.htm
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Figura 6 — Layout do Jogo Pulo do Sapo *°

Fonte: Site de Jogos (2016).

Os alunos, no decorrer dos jogos, devem preencher uma tabela de registro, que segue
em anexo a este documento, na qual buscam analisar pontuacgdes, tempo de resolucdo dos
jogos, nivel de desempenho do aluno em relagcdo ao jogo e nimero de solugdes, conforme o
jogo disputado. O objetivo dos alunos é preencher a tabela e esta ligado a verificacdo do

desempenho dos mesmos e servira como subsidio de analise para a dissertacdo de Mestrado.

1.3 Objetivos do jogo

Jogo 1: O objetivo do jogo Yellow Out é retirar o carro amarelo do estacionamento,
efetuando a menor quantidade de movimentos possivel. Para isso, € preciso mover outros
carros que estdo blogueando o caminho. Estes, algumas vezes, também tém a passagem
bloqueada por outros carros do estacionamento.

Jogo 2: No Twibik, o objetivo é eliminar a maior quantidade de pecas. Para isso,
deve-se clicar nas pecas idénticas, que se apresentam numa mesma linha ou coluna. Como
dificultador do desafio, podem ocorrer situacfes em que ndo ha opgdes, decorrendo, entdo,
duas possibilidades: uma, a de remover uma peca aleatoria ou, outra, a de embaralhar as pegas
até surgirem novas opcoes.

Jogo 3: No Pulo do Sapo, o propésito é transferir trés sapos para a margem oposta de
onde se encontram. Neste jogo, € acionado, principalmente, o raciocinio l6gico e é importante
tramar uma estratégia, como capacidade de solucionar problemas, por meio de atengdo, senso
de direcdo, planejamento, organizagéo e coordenacdo motora.

1.4 Orientagdes para os jogadores de como jogar

10 Disponivel em: <http://jogos.testeqi.com.br/o-pulo-do-sapo/>. Acesso em: 15 ago. 2016.


http://jogos.testeqi.com.br/o-pulo-do-sapo/
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1.4.1 Jogo Yellow Out

Vocé pode mover 0s carros tantas vezes quantas quiser e em qualquer diregéo.

Como jogar:

1. espere o jogo carregar e clique em “Play”;

2. escolha o nivel em que deseja comegar o jogo e clique em “Start Game”;

3. clique no carro que deseja mover e arraste-o até a posicao escolhida;

4. cada etapa termina quando o carro amarelo parar em cima das setas que indicam a

saida.

1.4.2 Jogo Twibik

N&o existem regras especiais, basta encontrar e clicar em duas pecas iguais.

Como jogar:

1. espere o jogo carregar e clique em “Play Game”;

2. clique em “Normal” para jogar tranquilamente, sem se preocupar com o tempo;

3. clique em “Action” para jogar contra o tempo (mais emocionante hehehe);

4. quando o jogo carregar, cligue em pares de pecas idénticas que situam numa

mesma linha ou mesma coluna. Todas as pecas entre elas irdo ser removidas do jogo.

1.4.3 Jogo Pulo do Sapo

N&o existem regras especiais a serem descritas, somente devemos passar 0S sapos
machos para o lado direito e os sapos fémeas para o lado esquerdo, podendo atravessar
somente um de cada vez, pois apenas uma pedra esta livre para o pulo. Ndo podemos voltar a
jogada apos ser executada, podemos apenas reiniciar um novo jogo, finalizando assim a
jogada anterior.

Como jogar:

Utilize o mouse, clique no sapo para ele pular.

1.4.4 Atividade p6s-jogo
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Jeniffer vai participar da promocdo de uma loja de roupas que esta oferecendo um
vale-compras de R$ 1.000,00 para o participante que apresentar por primeiro 0 maior nimero
de combinacdes distintas, a0 menos em uma pec¢a, com o Kit de roupas escolhido pela loja. O
kit € composto de: seis blusas, quatro saias e dois pares de sapato. Quantas sdo todas as
maneiras distintas com as quais Jeniffer deverd combinar as pecas do vestuario, para ter

chance de concorrer ao prémio?

Etapa 2 da DinAmica Combinatdria

Esta etapa consiste na realizagdo do Jogo do Quadrado,!* que foi desenvolvido pelos
professores e pesquisadores Josiane de Carvalho Rezende, José Marcos Lopes e Jodo Vitor
Teodoro, com o intuito de explorar o raciocinio combinatério e o calculo de probabilidades.
A atividade acontece em equipes de trés componentes, definidos por sorteio pelo professor,
que ird auxiliar o desenvolvimento das atividades que requerem duas horas. O que se espera
com estas atividades € o desenvolvimento da ideia do Principio Fundamental da Contagem,
gue serve como principio introdutdrio, para resolver problemas de Analise Combinatoria. Os
alunos terdo a oportunidade de explorar o jogo e avaliar se 0 mesmo € ou ndo de azar,

respondendo ao questionario pds-jogo.

2.1 Objetivos de aprendizagem:

— com esta atividade visa-se ao aprimoramento de atitudes de cooperativismo,
partilha e respeito, estabelecendo relacBes de boa convivéncia com os integrantes da
equipe;

— com 0 jogo, busca-se propiciar que alunos levantem hipdteses e planejem
estratégias de jogadas, para construirem uma arvore de possibilidades,
desenvolvendo, assim, o pensamento multiplicativo;

— almeja-se desenvolver o célculo mental, como forma de encontrar uma solucao

rapida para os problemas apresentados na atividade.

11 Disponivel em: <http://www.sbmac.org.br/eventos/cnmac/xxxii_cnmac/pdf/372.pdf>. Acesso: 5 out. 2016.


http://www.sbmac.org.br/eventos/cnmac/xxxii_cnmac/pdf/372.pdf
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2.2 Descricao do jogo

No Jogo do Quadrado, utiliza-se 0 mesmo tabuleiro do Jogo da Velha, e os
movimentos de captura de pec¢as possuem algumas semelhancgas com os das pecas peéo e torre
no Jogo de Xadrez.

MATERIAL: Tabuleiro com 3x3 casas e duas pecas distintas, uma para cada

jogador; usa-se este modelo para marcar a posicdo de cada jogada.

Figura7 — Tabuleiro utilizado
no Jogo do Quadrado

Fonte: Elaboragdo do autor.

2.3 Objetivos do jogo:

— eliminar a peca ou chegar ao ponto de partida de seu adversario, andando apenas
uma casa, na horizontal ou vertical, em cada jogada;
— servir como instrumento pedagdgico para auxiliar na resolucdo de problemas

combinatorios basicos.

2.4 Orientacg0Oes para jogar

INICIO DO JOGO: O jogo é disputado por dois jogadores, cada qual tem apenas
uma peca. O Jogador 1 coloca a sua pega na extremidade esquerda inferior do tabuleiro, e 0
Jogador 2 coloca a sua pec¢a na extremidade direita superior do tabuleiro. O jogo inicia com o
Jogador 1, que é definido por sorteio.

REGRAS:

1%) n&o se pode voltar ao ponto de partida, mesmo podendo voltar para trés;
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2%) é permitida a eliminacgdo da peca, somente quando esta estiver em uma diagonal;

3% a eliminacgdo da peca adversaria, tal como a ocupacdo do seu ponto de partida, é
obrigatdria quando surgir a ocasiao;

4%) 0 nimero maximo de movimentos permitido para cada peca € de oito. Se, até o

final do oitavo movimento, o jogo néo finalizar, define-se o empate.

Figura 8 — Posicdo inicial do Jogo do Quadrado

Fonte: Elaborag&o do autor.

2.5 Atividade pds-jogo

Ap0s a realizacdo do jogo, segue-se com um conjunto de problemas, com o objetivo
de desafiar os estudantes a operarem com as ideias basicas de problemas de contagem e a
construirem, para cada situacdo, a arvore das possibilidades de cada jogada. Assim, serdo
formulados alguns problemas sobre o Jogo do Quadrado, em que aparecem essas idéias,
guando ao serem resolvidos. Dessa forma, os problemas serdo utilizados para ensinar
matematica, o que € diferente de ensinar matematica para, depois, resolver problemas. Os
alunos deverdo conjecturar sobre possiveis solucdes em linguagem propria. No final, os
conceitos matematicos aprendidos serdo sistematizados pelos alunos em linguagem propria da
matematica, e esses receberdo uma lista extra de exercicios e problemas, selecionados do livro
integrado, para serem realizados em casa e entregues na aula seguinte a do Jogo do Quadrado.

Questionamentos:

1) Seréa que o Jogador 1 sempre vence? Por qué?

2) E possivel ocorrer empate? Por qué? 3) O jogo é de azar ou de estratégia? Se, a0

invés de oito, aumentarmos 0 numero de jogadas para nove, quais 0S possiveis

resultados do jogo?

Problemas:
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Um tabuleiro numerado de 1 até 9 pode ser utilizado, com o intuito de facilitar o
registro das jogadas, como esta exemplificado na Figura 9. Com isso, resolva os seguintes
problemas:

Figura 9 — Tabuleiro com numeracéo

Fonte: Elaboracéo do autor.

Problema 1. Suponha que, apds o quarto movimento, a peca do Jogador 1 esteja no
quadrado 1, a do Jogador 2 esteja no quadrado 9 e que, neste momento, seja a vez do Jogador
1 efetuar o seu movimento. Para garantir a vitoria, esse jogador deve posicionar sua peca em

qual quadrado?

Problema 2. Ap6s o segundo movimento, o tabuleiro encontra-se conforme esta
mostrado na Figura 10.

Figura 10 — Posigao das pecas ap0s a segunda jogada

Fonte: Elaboragdo do autor.

Que numero minimo de movimentos finaliza o jogo? Quem vence o jogador “x’?
Problema 3. Em seu primeiro movimento, o Jogador 1 pode escolher o quadrado 4 ou
0 quadrado 8. Se esse jogador escolheu o quadrado 4, entdo o Jogador 2 poderd vencer o

jogo? Justifique sua resposta.
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Problema 4. Existe uma estratégia vencedora para o Jogador 1? Em caso afirmativo,

descreva-a exemplificando.

Problema 5. Quantos e quais sdo os resultados possiveis do Jogo do Quadrado? Tente

representar todas essas jogadas.

Etapa 3 da Dinamica Combinatdria

Na terceira etapa da Dinamica Combinatéria, busca-se explorar um novo jogo,
conhecido como Jogo Senha, no qual serdo desenvolvidos alguns conceitos que embasam as
técnicas de contagem: permutacdo e arranjo. Essa etapa acontece no decorrer de duas horas,
durante as quais os alunos trabalhardo em equipes, organizadas pelo professor, que também

tera o papel de esclarecer duvidas e auxiliar os alunos, durante a rotina de sala de aula.

3.1 Objetivos de aprendizagem:

— explorar e associar as atividades do jogo com conceitos de técnicas, como as de
arranjo e de permutacao simples;

— programar estratégias para a resolucdo dos problemas propostos no jogo;

— tomar decisdes adequadas, por meio da analise antecipada de possiveis jogadas;

— chegar a conclusdes e a solucbes de problemas trabalhando em equipe.
3.2 Descricéo do jogo
O Jogo Sena foi desenvolvido em 1970 pelo israelense Mordechai Meirovitz e o

objetivo com as jogadas é descobrir a sequéncia que compde a senha de quatro cores,

repetidas ou ndo, dentre seis cores distintas.

Figurall — Tabuleiro original do jogo *?

12 Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Mastermind>. Acesso em: 5 out. 2016.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Mastermind

O jogo serd adaptado, para a aplicagdo em sala de aula, com o uso de cartelas
(Figuras 12 e 13) e sera utilizado l&pis de cor no lugar das pegas coloridas do jogo.

Fonte: Wikipédia (2016).

Figura 12 — Cartela do desafiado
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Fonte: Elaboragdo do autor.

Figura 13 — Cartela do desafiante
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Fonte: Elaboragdo do autor.

3.3 Objetivo do jogo
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No jogo, participam dois jogadores, 0 desafiante e o desafiado, este com o objetivo
de descobrir a senha proposta pelo desafiador na sua cartela, que a mantém voltada para
baixo. Em cada fileira, uma ap06s outra, compondo jogadas sucessivas, 0 desafiado propde
uma sequéncia de quatro cores, repetidas ou ndo. O desafiante pinta ao lado, na cartela do
desafiado, circulos com a cor preta, se estiverem corretas a cor e a posicao; deixa circulos em
branco, se ha cores corretas, mas em posi¢des erradas, e marca “x” em tantos circulos quantas
cores ndo correspondem as da senha. O desafiado tem nove oportunidades (até preencher a
nona fileira da cartela), para adivinhar a senha, ou, se tal ndo ocorrer, o desafiador revela a

senha, mostrando a sua cartela, que mantinha voltada para baixo.

3.4 Orientac0es para jogar:

— definir desafiante e desafiado;

— 0 desafiante dispde de oito cores, exceto branco e preto;

— 0 desafiante forma uma senha de corres, pintando sua cartela, no sentido da seta;

— 0 desafiado tenta adivinhar a senha do desafiante, pintando uma sequéncia de cores
na primeira fileira;

— ao lado da fileira de cada jogada, o desafiador pinta um circulo preto, a cada cor e
correspondente a posicdo correta; deixa um circulo em branco a cada cor correta,
mas em posi¢do errada, e marca um “x” a cada cor que ndo pertence a senha. A
ordem dos circulos pretos, brancos ou com “x” ndo necessariamente ¢ a da senha;

— 0 desafiado tem nove tentativas para descobrir a senha. Caso ndo acerte a senha, 0
mesmo contabilizara nove pontos;

— numa segunda rodada, invertem-se os papéis de desafiante e desafiado, vencendo o

jogo aquele que acertar a senha com menor numero de tentativas (fileiras pintadas).

3.5 Atividade pds-jogo

Ao término do jogo, os alunos, sentados em grupo, responderdo a um questionario,
com situacdes ligadas ao jogo, as quais devem associar conceitos relacionados com arranjos
simples ou permutacfes simples. Apos responder o Questionario 2, 0s mesmos irdo realizar

alguns exercicios extra, que serdo selecionados de seu livro integrado.
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Questionario 2

1) Utilizando trés cores, para preencher trés espacos, sem repeticdo, quantas senhas
diferentes podemos formar?

2) Utilizando quatro cores, para preencher quatro espagos de uma senha, sem
repeticdo, quantas senhas diferentes é possivel formar?

3) E, se pudéssemos escolher entre cinco cores, quantas senhas diferentes é possivel
formar?

4) No caso do jogo, onde formaram senhas escolhendo entre seis cores, qual é o
numero total de senhas possiveis repetindo as cores? Caso ndo haja repeticdo das
cores, qual é o nimero total de senhas que podemos formar?

5) Usando seis cores e, fixando a primeira cor, por exemplo amarela, quantas senhas
diferentes podemos formar?

6) Se pudermos escolher entre seis cores para quatro espacos, com repeticdo, quantas
senhas diferentes € possivel formar?

7) Dispondo de quatro cores distintas, de quantos modos diferentes podemos formar

uma senha, sendo que as cores adjacentes ndo podem ser iguais?

Etapa 4 da Dinamica Combinatdria

Nesta etapa da Dindmica Combinatdria, serdo explorados agrupamentos que se
diferenciam pela sua natureza, ou seja, a atividade sera desenvolvida visando a introducao ao
conceito da técnica de contagem chamada de combinacdo simples. Para explorar este
conceito, serd utilizado o Jogo Bicolorido, criado, inicialmente, para explorar conceitos
geométricos e que foi readaptado para explorar, também, conceitos combinatorios. A
atividade tera a duracdo média de uma hora e sera desenvolvida em equipes. O professor sera
o mediador das atividades, podendo auxiliar o desenvolvimento dos jogos e do questionario
p6s-jogo. No final da atividade, o mesmo podera abrir um debate sobre o0s conceitos
estudados.

4.1 Objetivos de aprendizagem:
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— explorar o conceito de combinagGes simples associado a construcdo de segmentos
dispostos através dos vértices de um poligono ja dado;
— desenvolver métodos de resolugdo com estratégias que propiciem a construgdo do

pensamento combinatorio.

4.2 Descric¢éo do jogo

O Jogo Bicolorido original foi proposto na obra de Gardner (1985) e, posteriormente,
Borin (1996) utilizou-o com o intuito de introduzir e desenvolver conceitos de ceviana,
concorréncia de cevianas e pontos notaveis de um tridngulo, que sdo temas importantes da
Geometria Euclidiana para o Ensino Fundamental. Porém, o jogo utilizado para esta atividade
advém de uma pesquisa realizada por Carla Soares Silva, em 2010, que o adaptou para
explorar conceitos de combinagdo simples, numa configuragdo de tabuleiro, como esta

mostrado na Figura 14, que segue:

Figura 14 — Tabuleiro do Jogo Bicolorido
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Fonte: Elaborag8o do autor.

4.3 Objetivo do jogo
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No jogo, o objetivo é formar tridngulos monocromaticos, quer dizer, com vertices de
mesma cor, com 0s pontos dispostos no tabuleiro da Figura 14. O primeiro que conseguir

formar um tridngulo vence o jogo.

4.4 OrientacOes para jogar

4.4.1 Materiais: canetas hidrocor ou lapis de colorir (com, no minimo, duas cores)

4.4.2 Regras do jogo:

— define-se quem inicia o jogo de forma amigavel, como, por exemplo, num “par” ou
“impar”;

— todas as duplas iniciam o jogo no tabuleiro de quatro pontos, passando,
gradativamente, para outros, com mais nimero de pontos;

— 0s jogadores, cada qual com uma caneta hidrocor, ou lapis de colorir, de cores
distintas, devem construir, sucessiva e alternadamente, segmentos de reta com
extremos nos pontos do tabuleiro. Esses segmentos podem ser lados ou diagonais do
poligono representado, no tabuleiro, por seus vértices;

— em cada etapa, sera declarado vencedor aquele que fechar, por primeiro, um

triangulo monocromatico com a cor de sua caneta.

4.5 Atividade p6s-jogo

Apds o jogo, serd entregue aos alunos um conjunto de perguntas, com as quais
busca-se explorar conceitos de combinacgdo, associados a possiveis construcbes geométricas
relacionadas ao jogo no tabuleiro. Ap6s responderem as perguntas, os alunos desenvolverdo
algumas atividades, selecionadas no seu livro integrado.

Perguntas

Responda as perguntas que seguem, considerando 0s pontos citados, como pontos
distintos de uma mesma circunferéncia.

a) Partindo de quatro pontos néo colineares A, B, C e D, quantos segmentos de reta

podemos formar?
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b) Com cinco pontos ndo colineares A, B, C, D e E, quantos segmentos podemos
formar?

c) Com seis pontos nao colineares A, B, C, D, E e F, quantos segmentos podemos
formar?

d) E, com sete pontos ndo colineares A, B, C, D, E, F e G, quantos segmentos
podemos formar?

e) Seguindo essa mesma logica, quantos segmentos podemos formar com oito, nove
e com 10 pontos ndo colineares?

f) E com n pontos, quantos segmentos podemos formar?

g) Dos segmentos formados no item a, quantos séo lados e quantos séo diagonais do
quadrilatero ABCD?

h) Em b, quantos sdo lados e quantos sdo diagonais do pentagono ABCDE?

i) Quantos segmentos sdo lados e quantos sdo diagonais do hexdgono ABCDEF?

j) E os segmentos formados com sete pontos, quantos sdo lados e quantos sdo
diagonais do heptagono ABCDEFG?

k) E quantos triangulos podemos formar, em cada situacdo informada nos itens A, B,
C,D,EeF?

I) (Desafio) Para um poligono regular de n lados, quantos tridngulos internos ao

poligono conseguimos formar?

Etapa 5 da Dinamica Combinatdria

Nesta etapa, os alunos, organizados em grupos, realizardo a fundamentacdo das
técnicas de contagem, aprofundando seus conhecimentos em fontes de referéncia, como livros
e materiais disponiveis na internet, sobre conceitos que fundamentam as técnicas de
contagem, que estruturam a Analise Combinatoria. Os resultados da pesquisa serdo
socializados, em sala de aula, mediante apresentacdo de slides, com os demais colegas. Esta
etapa terd a duracdo de até 6 horas-aula, para a realizacdo de pesquisas, estudos, organizagao,
apresentacdes em sala. Nessa aula, o professor tem papel de grande importancia, pois devera
auxiliar os alunos com duavidas referentes aos procedimentos operatorios, indicando quais

fontes de pesquisa deste estudo sdo confiaveis.
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5.1 Objetivos de aprendizagem:

— conhecer os conceitos que fundamentam as técnicas de contagem, caracterizando-
0s, segundo os aspectos que os identificam e os diferenciam;

— desenvolver habilidades relacionadas a uma atividade de pesquisa e ao trabalho em
equipe, no decorrer da construcao e apresentacdo de um objeto de estudo, que servira
de base tedrica para estudos posteriores;

— reconhecer aplicagdes dos conceitos pesquisados em diversos contextos ou na reso-
lucdo de problemas, por meio de ideias e conceitos expressos, ou ndo, por férmulas
que formalizam as técnicas de contagem;

— construir habilidades de autonomia, visando a desenvolver a aprendizagem por

meio da pesquisa.

5.2 Descricdo das atividades

No desenvolvimento desta etapa, os alunos aprofundardo conhecimentos
relacionados com conceitos da Analise Combinatoria.
Os estudantes da classe serdo organizados em sete equipes, para pesquisar sobre 0s
seguintes temas:
definicdo do conceito de fatorial,
equac0es envolvendo o uso do fatorial;
permutacdes simples;
permutacdo com repeticao;
arranjos simples;

combinagdes simples;

N o gk~ w D E

permutacdes circulares.
As equipes desenvolverdo e apresentardo a pesquisa, orientados pelo professor, em
sala de aula, no laboratério de informatica e na biblioteca, seguindo um roteiro de pesquisa

elaborado pelo professor.
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5.3 Roteiro para estudos:

1)  estudar os conceitos em, no minimo, trés ou mais fontes;

2)  procurar e explorar outros materiais de apoio, como video-aulas ou softwares,
por exemplo, como apoio para compreender e explicar os conceitos;

3)  esclarecer, com o professor, todas as davidas que o grupo ndo conseguir resol-
Ver;

4)  elaborar um texto explicativo dos conceitos, com exemplos e exercicios de
aplicacdo;

5)  selecionar e preparar trés exercicios de aplicacdo dos conceitos, para apresentar
e resolver com os colegas, em sala de aula;

6) apresentar as referéncias bibliograficas, adequadamente;

7)  elaborar o texto escrito nos moldes do Manual da Familia do Colégio;

8)  preparar, para a apresentacdo do trabalho aos colegas, com, no maximo, oito

slides, que servirdo de base tedrica na apresentacao.

5.4 Apresentacdes dos trabalhos

Os trabalhos serdo apresentados, em sala de aula, tendo cada grupo 20 minutos para
apresentar as ideias e 0s conceitos principais, em linguagem dissertativa, representacdes
geométricas, explicacbes e correspondentes conceitos formalizados em linguagem

matematica.

5.5 Avaliacao

Os trabalhos serdo avaliados segundo os critérios: clareza e criatividade na
apresentacdo dos conceitos, conhecimento do conteddo, diversidade dos tipos e graus de
dificuldade das atividades propostas aos colegas, organizacdo e capricho na elaboracdo do
trabalho escrito, redagdo em linguagem correta, respeito aos colegas nas apresentacdes,
participacao nas atividades que estardo sendo propostas pelos grupos.
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Para a definicdo da nota de desempenho no trabalho, segundo os critérios de
avaliacdo, seré considerada a seguinte distribuicdo de um total de 10 pontos:

— Trabalho escrito: 4 pontos

— Apresentacao: 6 pontos

— Falta de respeito ou de participacdo na apresentagédo de colegas: menos 2 pontos.

Etapa 6 da Dinamica Combinatdria

Esta € a etapa da finalizagdo do trabalho e, como atividade em sala de aula, os alunos
estardo envolvidos numa disputa, com diversdo e conhecimento, na realizagéo do Jogo Trilha
Combinatoria 3, planejado para uma aplicacdo descontraida dos conhecimentos relacionados
ao conteudo de Analise Combinatoria. Tal atividade tem previsdo de duracdo de uma hora e
serd desenvolvida por meio de desafio para uma disputa entre as equipes que vivenciaram a
Dindmica Combinatéria. O professor deve ser o mediador do funcionamento do jogo,
auxiliando na interpretacdo das regras e nas davidas quanto a solucéo das atividades propostas
pelo jogo; pode-se dizer que ele serd uma espécie de juiz que auxiliaria em algumas decisdes

por parte da atividade, dizendo o que é valido ou ndo, a partir das regras ja citadas.

6.1 Objetivos da aprendizagem:

— aprimorar e integrar conhecimentos, através das jogadas do percurso da Trilha
Combinatoria;
— promover a integracdo dos alunos, incentivando o espirito da competicdo saudavel
e respeitosa, sobre conhecimentos relacionados ao conteudo de Analise
Combinatoria;
— avaliar, por meio das solu¢cdes dos problemas propostos na Trilha, se ha indicios de

que ocorreu aprendizagem.

6.2 Objetivo do jogo

13 Jogo elaborado pelo mestrando.
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No jogo, tem-se como objetivo a aplicacdo de conhecimentos de Analise
Combinatoria, resolvendo problemas selecionados, em langamento de dados.

6.3 Materiais do jogo

— dois dados ndo viciados; cartdes com desafios na forma de exercicios e problemas
que contemplam o contetido de Analise Combinatoria;
— pedes, que podem ser objetos de marcagdo, como carrinhos de brinquedo, pecas de

um tabuleiro de damas ou de xadrez, entre outros.

6.4 Regras do jogo:

1° os participantes sorteardo quem inicia o langamento dos dados, sendo essa a
equipe que sortear o maior numero ao lancar um s6 dado. Os demais seguem jogando
conforme a ordem decrescente dos nimeros sorteados;

2° a movimentacdo das pecas, no percurso da trilha, dar-se-a4 segundo a combinacéo

n!

simples (CE = ) dos numeros dos dados lancados, sendo n 0 maior valor e p 0 menor

plln—ph

valor, considerados os dois dados lancados;

3°apbs a movimentacdo do pedo, tendo ele parado em uma casa azul, vermelha ou
amarela, a equipe resolve o desafio de uma carta, da que esta acima na pilha de cartas, voltada
para baixo, que tem como referéncia a cor da casa em que 0 pedo parou;

4° para avancar, e ter direito a jogar os dados na proxima rodada, a equipe devera
acertar a pergunta da carta; caso erre, devolvera a carta e ficara fora da proxima rodada;

5° no fim da rodada da qual a equipe ficou fora, esta sorteara outra carta de mesma
cor e, se acertar, retornara a trilha. Se errar novamente, fica valida novamente a 42 regra;

6° se a equipe cair na casa com cor preta, estara impedida de retirar qualquer carta e
vai para a cadeia;

7° para sair da cadeia, na jogada seguinte, a equipe devera solucionar o problema da
carta de cima do baralho preto;

7.1° caso a equipe erre o problema da carta do baralho preto, volta para a cadeia e
permanece presa por duas rodadas, e assim por diante, até solucionar o problema contido na

carta;
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8° todos saem do marco Inicio e vence o0 jogo aquele que chegar, por primeiro, no

marco Chegada.

6.5 Tabuleiro do jogo

Figura 15 — Tabuleiro do Jogo Trilha Combinatéria
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Fonte: Elaboragdo do autor.
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