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1 APRESENTACAO

Este produto educacional é fruto de uma dissertacdo apresentada ao programa de
Mestrado Profissional em Educacdo Matematica da Universidade Federal de Juiz de Fora, e
de uma vontade pessoal em desenvolver um material a ser utilizado por futuros professores da
disciplina que desejam ampliar seus conhecimentos em Geometria. Vale ressaltar que sdo
omitidas as fontes das informac@es ora utilizadas, ja que estas se encontram nessa dissertacao.

A maioria das licenciaturas do Brasil oferecem aos estudantes o conteudo de
Geometria Plana do ponto de vista euclidiano. Por se saber da existéncia de Geometrias
denominadas ndo euclidianas, este estudo prioriza por entender como estas surgiram, e se
seria pedagogico trabalha-las nas licenciaturas, visando fomentar discussGes sobre outras
ciéncias geométricas.

Sabe-se hoje da existéncia de varias Geometrias nao euclidianas. Como tema deste
produto, escolheu-se, em particular, a Geometria Projetiva, uma vez que ela possui
caracteristicas comuns com a euclidiana, mesmo sendo néo euclidiana.

Quando se afirma que uma Geometria é ndo euclidiana isso significa que ela nega o

quinto postulado de Euclides acerca de uma consideracao sobre as paralelas.

Quinto Postulado de Euclides

""Se uma linha reta cortar duas outras retas de modo que a soma dos dois angulos internos de
um mesmo lado seja menor do que dois retos, entdo essas duas retas, quando suficientemente
prolongadas, cruzam-se do mesmo lado em que estdo esses dois angulos''.

Esse enunciado foi estudado durante muito tempo, pois varios matematicos
acreditavam ndo se tratar de um postulado e sim de um teorema, que poderia ser demonstrado
pelas postulacdes feitas anteriormente, ja que sua compreensdo nao era tdo trivial quanto a dos
anteriores.

Os primeiros matematicos a suspeitarem que o quinto postulado era independente dos
demais foram Gauss, Bolyai e Lobachevsky, nos séculos XVIII e XIX. Estes cientistas
investigaram, assim, novas concepgdes sobre a quantidade de paralelas que passam por um
ponto fora de uma reta, percebendo que as geometrias formuladas nessas concepcdes séo
consistentes do ponto de vista matematico. Portanto, o espago ndo se restringe a ser pensado

euclidianamente.




2 O CURSO

O propésito deste produto é disponibilizar material sobre o tema Geometria Projetiva
do ponto de vista axiomatico, elencando suas diferencas estruturais com relacdo a Geometria
Euclidiana, as suas potencialidades pedagdgicas e demonstrar como ela pode colaborar na
resolugdo de problemas geométricos. O curso foi estruturado em capitulos, desenvolvendo-se
um novo olhar sobre a geometria, no qual o espago € visto de uma perspectiva inovadora,

baseada em matematicos pioneiros do sec. XIX, ja citados.

2.1 O que € a Geometria Projetiva?

A Geometria Projetiva foi instituida como ciéncia no século XIX, ndo havendo uma
linearidade cronoldgica em seu processo de constituicdo. Ja no primeiro século da era Crista,
Menelau produziu um teorema que pode ser considerado o primeiro marco projetivo, e como
é demonstrado neste estudo, sua reciproca trata de questes envolvendo colinearidades.

O conhecido gedmetra francés, Poncelet (1788 - 1867), estudou algumas propriedades
das figuras geométricas que ele denominou propriedades projetivas. Explica-se, a seguir, no
gue consistem essas propriedades.

Seja A uma figura arbitréaria, situada em um plano «; f um outro plano e O um ponto
do espaco. O ponto O, conjuntamente com cada ponto M da figura A, determina uma reta OM.
Esta reta intersecta o plano 8 em algum ponto M’ que sera denominado projecao do ponto M
(sobre o plano £ de centro 0). As projecdes de todos os pontos da figura A no plano S
formam uma figura A’, denominada projecdo da figura A. A operacdo que permite obter a
figura A’ recebe o nome de projecao central do ponto 0.

Variando a escolha do ponto O e do plano S pode-se obter, mediante projecdes
centrais da figura A, um conjunto infinito de figuras que, em parte, serdo parecidas com a
figura A, mas que em muitos aspectos diferenciam-se substancialmente desta. Por exemplo,
projetando um triangulo equilatero pode-se obter um outro de forma arbitraria. Note-se isso

acontecendo no GeoGebra.



Ponto B

® A=(192-1.21,1)
-® B=(039,-2.7,1)

® C=(-244,-3.27.1)
- D={0.13,-0.63,1)

® E=(0.24,1.12,1.8
-® F=(-062,-0.69,2.
- G=(-0.83,-0.06,1.
-® H=(-0.81,-0.04,1.
-® 0=(1.73,2.64,4)

Reta

f: X=(192,1.21,
g: X=(-0.39,-2.7,1

-® k: X=(1.73,264,4
-® 11 X=(1.73,264,4)
-@ m: X=(1.73,2.64, 1 Mo plano de cor azul o tidngulo ABC & equilatero

Segmento de lados cujas medidas séoh i gj
-® h=213
-® =213
-@ J =213
-® n=1.05
-@ p= 0.79
-® q=15

A projecéo central do tridngulo ABC de centro O no plano em rosa é o triangulo EFH,
cujos lados tém medidas n, p e . Comprovando gue ele nao e equilatero.

Percebe-se, assim, que algumas propriedades das figuras ndo se transmitem em
projecdo, como a medida dos segmentos. Ao se projetar um segmento de medida a pode-se
obter outro de medida tdo grande ou tdo pequena quanto se queira.

Por outra parte, as figuras possuem propriedades que se conservam em qualquer
projec¢do, sendo que existem magnitudes relacionadas as figuras que também s&o transmitidas
em projecdo. Tais propriedades e magnitudes sdo denominadas invariantes de uma projecéao.

As propriedades das figuras que sdo invariantes com respeito a qualquer projecdo
foram definidas por Poncelet como propriedades projetivas, consideradas como objeto de
estudo da geometria projetiva.

Um exemplo dessa invaridncia seria a “colinearidade”. Assim, Se 0S pontos
P, P,, ..., B, de uma figura A estdo sobre uma mesma reta, suas projecdes P'y, P, ...,P',
também estardo alinhados. Portanto, a colinearidade é uma propriedade projetiva, pois é
transmitida em projecdo. Na figura abaixo, percebe-se a invariancia da colinearidade em

projecéo.



Os pontos colineares ABC séo projetados em A'B'C'
que também séo colineares.

Uma outra propriedade projetiva € a "incidéncia”, ou seja, num plano «, se duas retas
se intersectam num ponto A, suas proje¢des num plano S, por um ponto O, se encontrardo
num ponto A’, que é a projecdo do ponto A. Na ilustracdo abaixo, percebe-se a invariancia da

incidéncia.

Na Geometria Projetiva, 0s elementos como pontos, retas e planos continuam a
desempenhar um papel elementar. Porém, sdo definidos também os pontos, retas e planos do
infinito. Trata-se, nesse estudo, que as retas paralelas euclidianas se encontram nesses pontos
do infinito, também chamados de pontos ideais ou pontos improprios. O espaco projetivo é

constituido de pontos ordinarios (euclidianos) e de pontos ideais (projetivos).



Diz-se que uma reta "a™ é incidente com um ponto A, quando "a" passa por A e vice-
versa; um ponto A € incidente com uma reta "a" quando ele pertence a reta "a". Considera-se
também que duas retas sdo incidentes em um ponto "A" quando elas se intersectam em A.

Uma reta projetiva "a" é constituida de pontos ordinarios e de um Ponto Ideal, que
pertence também a um feixe de retas paralelas a "a". Verifica-se, abaixo, que o Ponto Ideal

P,, € 0 ponto de encontro das paralelas euclidianas tragadas.

InformacBes sobre a existéncia das paralelas podem ser observadas na obra
"Geometria Euclidiana Plana”, de Jodo Lucas Marques Barbosa (2010), na qual o autor
demonstra que duas retas paralelas ndo podem se encontrar em um ponto ordinério, posto que
existe uma Unica paralela para uma reta dada que passa por um ponto fora dela.

Supondo-se que os pontos ideais de retas ndo paralelas sdo distintos, o plano projetivo
possui uma quantidade infinita de pontos ideais. O conjunto de todos pontos ideais de um
plano é chamado de "reta do infinito" e o conjunto de todos os pontos ideais do espago se
denomina "plano do infinito".

A terminologia usada se justifica pelos seguintes fatos:

i) Dois planos paralelos possuem pontos ideais comuns, assim, a razdo da
denominacdo "reta do infinito" se explica pela percepcao que se tem da intersecdo de planos,
que é uma reta.

i) O conjunto de todos os pontos ideais do espaco determina uma reta do infinito
guando ¢é intersectado por um plano ordinario. Por isso, define-se esse conjunto como "plano
do infinito".

O tratamento axiomatico que é dado a Geometria Projetiva se assemelha, em parte, ao
que foi feito por Euclides nos "Elementos”, exceto pelas consideracOes feitas sobre as

paralelas:



Linhas paralelas ou equidistantes séo linhas retas, que existindo no mesmo plano, se sendo
produzidas de ambas as partes, nunca chegam a tocar.

Se uma linha reta cortar duas outras retas de modo que a soma dos dois angulos internos de um
mesmo lado seja menor do que dois retos, entdo essas duas retas, quando suficientemente
prolongadas, cruzam-se do mesmo lado em que estao esses dois angulos.

No plano projetivo, diz-se que duas retas distintas sempre sdo incidentes, ou seja,
sempre se intersectam. Quando essa intersecdo se da num ponto ordinario, considera-se que
elas sdo concorrentes, e quando a intersecdo € um Ponto Ideal elas sdo tomadas por paralelas,
ou seja, continuam sendo chamadas de paralelas, porém, de uma nova perspectiva, pois no
plano projetivo as "paralelas” ndo existem.

Em "Geometria Euclidiana Plana”, de Jodo Lucas (2010), encontra-se a
caracterizacdo para que duas retas sejam consideradas paralelas. Pelo quinto postulado, que
trata da unicidade da paralela, basta que os angulos correspondentes sejam congruentes. Tal

argumento é validado na presente proposta.

Assim, no plano projetivo é Unica a reta que contém um ponto ordinario e um Ponto
Ideal.

2.2 Areas de Figuras Planas

Como o objetivo aqui é criar uma sequéncia didatica acerca do tema Geometria
Projetiva, a preocupagdo central estd em como demonstrar fatos que interessam
projetivamente. O primeiro passo, entdo, € definir a area de uma figura plana, que funcionara
como aporte tedrico para demonstracao de varios resultados utilizados no contexto projetivo.

Vale ressaltar que na Geometria Projetiva busca-se lidar com teoremas que envolvem
a colinearidade e a incidéncia de retas, que sdo invariantes segundo a projecdo. Pretende-se,

sim, lidar com medidas de segmentos e com areas para demonstrar as propriedades que




constituem o foco do interesse, quer seja, mostrar que colinearidades e incidéncias sé&o
preservadas em Varias situacdes. Assim, assume-se uma postura ndo euclidianas no sentido de
lidar com uma axiomatica distinta, centralizando o interesse em questbes diferentes do
euclidianismo.

Nesse intento, a Geometria Euclidiana é utilizada como ferramenta para lidar com

teoremas que tratam das colinearidades e de incidéncias.

2.2.1 Definicéo

Para tratar das areas de figuras planas, postula-se como vélidas as seguintes
propriedades, assim como fez Antonio Caminha Muniz Neto (2012):, na obra "Tépicos de

Matematica Elementar - Geometria Plana"

a) Poligonos congruentes tém areas iguais.

b) Se um poligono convexo é particionando em um namero finito de outros poligonos
convexos, entdo a area do poligono maior é a soma das areas dos triangulos.

c) Se um poligono (maior) contém outro (menor) em seu interior, entdo a area do
poligono maior é maior que a area do poligono menor.

d) A érea de um quadrado de lado 1 € igual a 1.

Com esses enunciados, pode-se facilmente demonstrar que um quadrado de lado

medindo n ,n € N é n?.
De fato:

Particionando cada lado do quadrado original em n segmentos de medida unitéria,
obtém-se n fileiras e n colunas, formando-se assim n.n = n? quadrados de lado unitario.

Assim, denotando por A,, a area do quadrado de lado n, conclui-se que:

Considerando-se agora um quadrado de lado % com m,n € N e area Am. , pode-se
n

2
demonstrar que sua area é (%) .

De fato:
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Empilhando n? quadrados de lado % em n filas e n colunas, forma-se um quadrado de
lado %n = m . Tal quadrado possui area igual a m?. Pelo postulado 2, tem-se que n?. Am =

m2. Portanto, A% o (m)z.

n? n
Assim, fica demonstrado, até agora, que se [ € Q for a medida do lado de um
quadrado, sua area medira 2. Sera demonstrado, portanto, que se [ € R for a medida do lado

de um quadrado sua area medira [2.
E de fato:

Utilizando-se os conceitos da andlise, tem-se, pela densidade dos nimeros racionais na

reta, que existem x; e y, racionais positivos, tais que, para k € N,
1
Xk <l<ykeyk_xk<E

Considerando-se que sdo construidos dois quadrados de lados xj € y, 0 primeiro
contido no quadrado dado e o segundo contendo, e utilizando o postulado 3, verifica-se que €
verdadeira a expressdo x2 < A; < yZ. Como x, < I < y,, depreende-se que xi < [2 < y? .
Portanto, ambos os niimeros 4, e [? pertencem ao intervalo ]x2, y2[, de modo que,

A=V <yp—xf- |4 -1 < (v — A——lz<1 L
|4, | < yi —xi = |4 | < ke — x1)- (k +x5) = |4 |—k- xk+k+xk

|A lﬂ<1<1+2 )<1<1+n>
=k T = \k
Como para todo k € N existem x, e y, presume-se que 0 < |4, — [?| < % (% + Zl).

Como limkﬂ,%. (% + Zl) = 0, constata-se que 4, — [2 = 0, ou seja, 4; = [°.

A seguir, demonstra-se, de forma analoga, que a area de um retangulo se da pelo
produto das medidas de suas dimensdes.

Comecando com um retdngulo de lados medindo m e n, com m,ne€

N. Particionando-o0 em m.n quadrados de lado 1 , tem-se que sua area € igual a m.n. Em

seguida, toma-se um retangulo de lados medindo % e % com my,ny,m,,n, €N, e com
1 2

n,.n, copias desse retangulo, monta-se um retdngulo maior de lados medindo m; e m,.

Sendo "A" a area de cada um dos retdngulos menores, vé-se que:

my.m, my my
ny.n,, A=my.m, - A= - A=—.—
ny. Ny ny n,
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Finamente, pode-se tomar um retangulo de lados medindo ae b, com a,b € R, e,
para k € N, racionais positivos xj, Vi, Uy, U tais que x;, < a < yi, U < b < v e y — xp <
1 1
E, VU — Ug < ; .

Sendo A a area do retangulo, um argumento analogo ao feito para quadrados garante
que A e a. b pertencem, ambos, ao intervalo Jx;uy, yi vk [, € dai, paratodo k € N,

|A — ab| < yrvk — XUy = YV — X Vg + XV — XUy = Ve (Vi — xx) + X (Vg — Ug)

|A b|<1( + )<1( +1+ ><1<b+1+)
a k.Uk Xk k Uy X Xk k X a

14 b|<1<1+ +b)
a k k a

A expressdo obtida é valida para todo k € N. Como limy,_,, —. (% +a+ b) =0 tem-

Bl

se que A = ab.

2.2.2 Area de um triangulo retangulo

Assumindo-se como validos também os postulados sobre a congruéncia entre dois
triangulos; considerando-se um triangulo retangulo de lados medindo a e b .; e tomando-se
um retangulo com os lados congruentes ao do tridngulo, percebe-se que, ao tracar a diagonal,
resultam dois triangulos congruentes pelo caso LAL.

A b B

C D

o~

Como as areas dos triangulos ACD e ABD séo iguais, conclui-se que a area de cada

triangulo retdngulo serd a metade da area do retangulo. Assim:

A_a.b
2

Obs.: Representaremos por [ABC] a area do triangulo ABC.
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2.2.3 Area de um triangulo qualquer

Considerando-se um tridngulo ndo retangulo ABC, percebe-se que sua area é igual ao

semi-produto das medidas de um lado qualquer pela altura relativa a ele.

A

]

B X D Yy C

Ao se tracar a perpendicular ao lado BC , passando por A, obtém-se o ponto D. Divide-

se, assim, o triangulo ABC em dois triangulos retangulos, ABD e ADC. Logo, a area A do

tridngulo ABC serd igual a:

x.h .h h.(x + C.h
[ABC] =—+y7—>[ABC] =¥—)[ABC] :T

Se o triangulo for obtusangulo, a expressdo mostrada também € verdadeira quando se
considera a base um lado adjacente ao angulo obtuso. Seja o triangulo ABC, com BAC obtuso.

A projecdo ortogonal do ponto B na reta AC se dano ponto D, exterior ao segmento AC.

vy

—
P

E——-—---..--

T

[4BC] = [BCD] - [4BD] - [4BC] = & +2y )h_ x'zh - [4BC] = "'Zh + y-zh _ x-zh

y.h

[ABC] = T

Proposicao:
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Considerando-se o triangulo ABC, abaixo, e a ceviana AD., percebe-se que a razdo

entre as areas dos triangulos ABD e ADC é igual a razdo entre as medidas dos segmentos BD

e DC.

x.h

[ABD] = — e [ADC] = h

<

Dividindo-se membro a membro as expressoes, obtém-se:

[ABD] _x.h/2 [ABD] «x
[ADC] ~ y.h/2  TADC] _y _ TADC]

A

B

&

Obs.: Se os dois triangulos tivessem um lado em comum, poderia se proceder de forma
analoga para mostrar que a razao entre as areas seria a razdo das medidas das alturas relativas

a esse lado comum.

2.3 Teorema de Tales e AplicacGes

Percebe-se, nos livros de geometria, que cada um tem uma maneira de enunciar 0s
postulados e demonstrar os teoremas. Este produto apresenta uma forma prépria, entendendo
que o Teorema de Tales é uma ferramenta de grande valia para se obter medidas euclidianas,
e sendo ele necesséario para demonstrar um resultado muito utilizado: a semelhanga entre
triangulos. Apresenta-se, a seguir, uma sequéncia de demonstracdes que levam ao Teorema de

Tales de uma forma alternativa.
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2.3.1 Teoremas de Ceva e Menelau

Inicialmente, sdo enunciados e demonstrados estes dois teoremas, que serdo utilizados

mais posteriormente.

Teorema de Ceva

"Se em um triangulo qualquer ABC no qual trés cevianas se encontram num ponto O, entdo

F.CE.AD = FC.EA.DB"

A
E
D
B F ¢
Demonstracao:
[ABF] _ BF _ [BOF] _ [ABF|-[BOF] _ BF _ [ABO] _ BF
[AFC] ~ FC ~ [0FC] [AFC]-[0FCc] ~ FC [aoc] ~ FC

Raciocinando de forma analoga para outros triangulos, obtém-se:

[450] [Boc] [Aoc] F.CE.AD = FC.EA.DB

[A0C] " [A0B] " [BOC]

Al
l
[N
Il

SIS

A3

AD CE CE
DB EA’ "EA

De posse desse resultado, da-se a possibilidade agora de demonstrar o Teorema de Menelau.
Teorema de Menelau

No triangulo abaixo, mostra-se que AD.OF.BC = AO.FC.DB.

I
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Sabe-se, pelo Teorema de Ceva que BF.CE.AD = FC.EA.DB (*).

Observe-se no triangulo ABF , cortado pela secante DO, que intersepta os lados do triangulo

nos pontos D, O e no prolongamento de BF em C.

[AOB] A0 [BOF] BF [AOB] EA
-, — ¢ - =

[BOF] OF ' [0BC] BC |[0BC] CE

Como 4981 _ 4051 1BOF] o \)lta que 22 = 22 B2 oy seja, 0. BF.CE = OF.BC.EA (+)
[oBC] [BOF] [0BC] CE OF "BC'

Dividindo membro a membro as expressoes (*) e (+), vé-se que:

b _ Fc.DB , ou seja, AD.OF.BC = AO.FC.
AO OF.BC'

3
s

Demonstra-se ainda que, caso a secante intersecte 0s prolongamentos dos lados, a expressao
também € verdadeira. Considerando-se, por exemplo, o triangulo ABC, abaixo, e a secante
DEF,

Demonstra-se que AD.BF.CE = AE.BD.

=

De fato:
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No tridngulo ECF , € possivel usar Menelau , considerando a secante BAD. Assim,

.CA.

EA.CB.F

|

3

S
=
©

No tridangulo BDF , pode-se usar Menelau , considerando a secante EAC. Assim,

N
o
=
3
()
Il

3
)
N
=
&
e

Dividindo membro a membro as expressdes anteriores, obtém-se que:

.CB.FD ED.CA.FB __
—_— = - EA.

.DA.FE BA.DE.FC

= CA.FB.DA.FE

3
o
N
oS
)

B

Utilizando-se os resultados das areas, depreende-se que:

Observe-se, na figura, que os tridngulos BAF e EBF possuem o lado BF em comum,
portanto, a razdo entre suas areas serd a razdo entre as medidas das alturas relativas a esse

lado comum.

E
»

Assim, € possivel formular que:
[BAF] _AQ

[EBF] EP
Os triangulos ABC e EBC também possuem o lado BC em comum, portanto, a racdo entre

suas areas sera:
[ABC]

[EBC]

=P

« . " , CA
Mas sabe-se que a razdo entre as areas desses triangulos sobre o segmento EC ¢ —
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oS
o]
)

[BDF] [BAF] C FD BA CA FD BA

CcA
_ ) T = == ) =
CE

[EBF] [BDF] CE FE BD CE FE CA CE

Portanto, da expressdo EA.FD.BA.FC = CA.FB.DA.FE e da anterior, equaciona-se:

EAFDBAFC CA.FB.DAFE _BD __ __ __  __ __ __ __ ____
- FEA.—.FC = FB.DA - AD.BF.CE = AE.BD.CF
FE.CA FE.CA CE

Logo, o resultado se mantém verdadeiro, caso a secante intercepte os prolongamentos dos

lados.
A reciproca do Teorema de Menelau também € verdadeira, demonstrando-se no triangulo
ABC, abaixo, que:

Se AD.BF.CE = AE.BD.CF

Considerando-se a reta que passa pelos pontos D e E, e 0 ponto F', intersecdo dessa reta com

o prolongamento da reta que perpassa pelos pontos B e C. Na secante D, E e F' pode-se usar

Menelau , assim, AD.BF'.CE = AE.BD.CF' (&). Dividindo-se membro a membro as
expressdes (*) e (&), obtém-se que ?:—i = % Conclui-se, desse modo, que os pontos F e F’

coincidem, pois s6 existe um ponto na reta BC que divide o segmento BC numa determinada
razdo. Portanto, os pontos D, E e F estdo em linha reta. Procede-se da mesma forma quando a

secante intersecta os prolongamentos dos lados.

2.3.2 Célculo e Geometria

N&o se estd aqui afirmando que os matematicos da época relacionaram essas duas
areas da matematica para lidar com reflexdes sobre os elementos do infinito. Foi percebido,
no desenvolvimento desse nosso estudo, que as ideias do calculo infinitesimal podem
colaborar com o entendimento de uma observacdo que é fundamental nesse material.

Utilizando-se os elementos da Analise Real, é possivel demonstrar um fato importante sobre
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0s pontos ideais. Para tanto, serdo associados pontos de uma reta que contenha os pontos A e
B a nameros reais.

Na reta real abaixo, sdo demarcados dois pontos, A e B, associados a numeros reais
"a" e "b", com a < b. Defini-se que AB = BA = |b—a| = b — a. seja P,, 0 Ponto Ideal da

reta que contém os pontos A e B.

Sendo "r" 0 nimero real associado ao ponto R e "X" o nimero real associado ao ponto
. _ AX - . .
X ordinario, demonstra-se que limy_,p_ == 1 (escrever X — P, significa que é possivel se

obter pontos ordinarios da reta que se afastam cada vez mais dos pontos Ae B) que sera
xX—a

tratado da mesma forma que limx_,mE

=1, com x > a e x > b. Pela definicdo dada no

livro de Elon Lages, dado € > 0, existe um numero r , tal que se x > r, entéo |S — 1| <e.
De fato:

Basta tomar r = w

. O primeiro passo é mostrar que r > b. Verifica-se que a

diferenca r — b é sempre positiva.

r—bh= b.(se+1)-a _p= b.s+b—a-b.c _ b;a >0

& & &

O segundo passo é mostrar que se x > r , entdo |g — 1| <e.

b(£+1)—a b—a
x>r—>x>f—>s.x>b.s+b—a—>s.(x—b)>b—a—>m<e

T r1-1<eo2"% 1<
- — — - —_—
b € b €

Comoﬂ>B—X,tem-sequex—a>x—b,ouseja,g—1>O, logo |%—1| <e.

Portanto, existe um ponto R da reta que contém A e B, tal que se X estiver a direita de
R arazdo das distancias se aproxima do valor 1 o quanto se desejar.

A reta projetiva tem uma propriedade abstrata, mas légica do ponto de vista
matematico. Serd definido que ambos os lados de uma reta projetiva tendem para o Ponto

Ideal. Assim, a reta projetiva € considerada uma "curva". Os axiomas de ordenagdo séo
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postulados nessa perspectiva. Sabe-se que o Ponto Ideal é abstrato, mas a figura abaixo da

uma ideia de como é uma reta projetiva.

Py

Assim, tanto pela direita quanto pela esquerda, as retas projetivas se “encontrardo™ no
seu Ponto Ideal.

Seja f(X) uma expressdo que envolve medidas de segmentos, no qual o ponto
ordinario "X" tendera ao Ponto Ideal. Vale ressaltar que aqui ndo se trata de movimentacao de
um ponto sobre uma reta. Fixados A e B numa reta é possivel obter pontos que se afastam
cadavez maisde A e B.

Toma-se por base que o limite da expressdo f(X), quando X — P, , existira quando
limy_, ;o f(X) =lim,_,_, f(x). Observa-se que essa expressao f(x) estd no campo da

andlise, enquanto f(X) encontra-se no ponto de vista geométrico. Para tornar claro, na
I AX AX x—a

expressao limy_,p_ == percebe-se que f(X) = = © flx) = — Portanto, comegcam a ser

inseridas as ideias do célculo diferencial e integral para entes geométricos.

Poderia se proceder da mesma forma quando x — —oo , no objetivo de demonstrar que

g— 1| < &. Assim, os "limites laterais” no Ponto Ideal possuem o mesmo valor. Logo
: AxX
llmX_)poo ﬁ =1.
. . ~ AP —
Convencionou-se em usar no material a notagdo —= Para representar o limite, quando
[ce]

um determinado ponto ordinario da reta tende para o Ponto Ideal, ou seja, % =1

Esse resultado é de suma importancia nas conclusées alcancadas sobre uma segunda

possibilidade de entendimento do Teorema de Tales.

Observando-se o triangulo ABC abaixo, fixado um ponto D no segmento AB, unindo

com um ponto Fdo prolongamento do segmento BC , obtém-se o ponto E do lado AC.
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A
D
FE
F
C
B
Utilizando Menelau, tem-se que %: 1. Pode-se assim imaginar o primeiro

membro da expressdo como uma funcdo geométrica “constante”, em que 0 ponto F seja a

"variavel" em questdo. Quando F tende ao Ponto Ideal, depreende-se que:

llm i 1
F-Pw AE.BD.CF
Como limp_p 22E = 22CE 6 Jim, , 2L = 1 existem, constata-se que s=—=.1 =
© AE.BD AE.BD © CF AE.BD

. , 4D BD
1,iIsto é, = = —.
AE CE

Nota-se que esse resultado € o Teorema de Tales visto de uma nova perspectiva,
baseada no Teorema de Menelau e nas consideracbes sobre o Ponto Ideal. Portanto, o
Teorema de Tales, por esse olhar, pode ser caracterizado como um caso particular do
Teorema de Menelau, ou seja, quando a secante € paralela a um dos lados do triangulo.

Tem-se a consciéncia que o Teorema de Tales é a ferramenta de varios teoremas
mostrados na Geometria Euclidiana, tais como os teoremas das bissetrizes interna e externa, a
semelhanca entre dois tridngulos e a poténcia de um ponto em relacdo a uma circunferéncia.
Acredita-se que seja conhecida a semelhanca entre dois tridngulos e a poténcia de um ponto.
Caso o leitor queira obter informac6es complementares sobre os assuntos, fica, novamente, a
sugestdo de consultar o livro “Geometria Euclidiana Plana”, de autoria de Jodo Lucas.

Porém, na sequéncia, sdo tracadas algumas consideracfes sobre os teoremas das
bissetrizes interna e externa, pois percebe-se a falta de informagbes na literatura sobre o
circulo de Apol6nio, que é um lugar geométrico interessante e que € abordado no presente

estudo.
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2.3.3 Teoremas da bissetriz interna e externa

No tridngulo ABC , abaixo, mostra-se que a bissetriz interna relativa ao vértice A

encontra o lado BC no ponto D tal que % = g_—c

o

B D '8

Demonstragéo:

Tracando uma reta paralela a bissetriz interna pelo ponto C, resulta o ponto C’, no

prolongamento do lado AB. Como as retas séo paralelas, os angulos BAD, AC’C e ACC’ ttm a

|

x
Q

SISl

mesma abertura a. Utilizando Tales depara-se que =—. Como o triangulo ACC' é

S
E

isosceles, 0s segmentos AC e AC' sdo equipolentes. Portanto, — = 2% Procedendo de forma

BD DC

analoga para a bissetriz externa, demonstra-se que a bissetriz externa relativa ao vértice A

intersecta o prolongamento do lado BC no ponto E , de forma que 2:? =

A |
Sl &

B [" B

Percebe-se, assim, que ao tracar as bissetrizes interna e externa relativas a um vértice
A . BD _BE . .
de um tridngulo podem ser obtidos os pontos B e E , tal que === Posteriormente, é visto

que os pontos D e E sdo denominados de conjugados harmonicos em relagdo aos pontos B e
C.
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Obs.: As bissetrizes interna e externa formam um angulo de 90°, pois a soma do
angulo interno com seu externo € igual a um raso. Assim, suas metades somam 90°.

Serd mostrado que a reciproca desse teorema também é verdadeira, ou seja, se D e E

. . ~ BD _BE N A . <
satisfazem a expressao —=—,es€0 angulo DAE for igual a 90°, as retas AD e AE sé&o,

respectivamente, as bissetrizes interna e externa.

Na figura acima, a reta CY é paralela a reta AE , e a reta CX é paralela a reta DA. Por

: - . BD _CD BE _CE : i
intermédio de Tales chega-se ao seguinte: =T =e===, Dessas duas igualdades conclui-

se que g = j:—i, pois por hipotese % = g. Com isso, AX = AY, ou seja, A é o ponto médio
do segmento XY. Os tridngulos YSA e ATX sdo congruentes pelo caso ALA, assim YS = AT.
Como o quadrilatero ATSC é um retangulo, SC = AT. Logo, S é o ponto médio de YC. Os
tridngulos YSA e CSA sdo congruentes pelo caso ALA, ou seja, YAS = a . Portanto, o
segmento AD pertence a bissetriz interna do angulo BAC. Como os tridngulos YSA, CSA e
ATX so congruentes, resulta que AXT = a. Logo, CAT = TAX = 90° — a. Desta forma, é
possivel concluir que o segmento AE é a bissetriz do angulo externo CAX.

Como o vértice A "enxerga" o segmento DE segundo um angulo de 90° , diz-se que
ele pertence ao arco capaz de 90°, ou seja, a uma circunferéncia. Tal arco sera denominado
Circulo de Apolbnio, que € o lugar geomeétrico dos pontos cuja razdo das distancias a dois

pontos fixos é constante.
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2.3.4 Teorema de Pascal

Outra ferramenta usada na presente explanacdo de trabalho projetivo é o Teorema de
Pascal, que est& enunciado abaixo:

“Em todo hexagono inscrito a uma circunferéncia, os trés pontos de encontro dos lados
opostos estdo em linha reta”.

O desenho abaixo ilustra o enunciado.

Pretende-se mostrar que 0s pontos J, N e K sdo colineares.
De fato:

No triangulo ILM, considere-se as trés secantes AB,CD e EF. De posse do teorema de

Menelau, estabelece-se que:

Secante AB: Secante CD:

IA.L].MB = 1IB.LA.M] (1)

N.LD.MC = IC.LN.MD (3)

~

Secante EF

IF.LE.MK = IK.LF. ME (2)

Pela poténcia de ponto, advém que:

MB.MC = ME.MD ,LF.LA=1LD.LE e IA.IF = IB.IC (4)
Multiplicando membro a membro as expressdes (1), (2) e (3), e simplificando os
fatores mostrados em (4), € obtida a igualdade:

IN.L].MK =

N.MJ

=]
h
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Emprega-se aqui a reciproca do Teorema de Menelau no triangulo ILM, ou seja, 0S
pontos /, N e K séo colineares. Prova-se, assim, o Teorema de Pascal.

Nos estudos de grupo, conforme € possivel observar em Dutra (2016), o
desenvolvimento de uma atividade para esse teorema junto a um software gréafico permite
estender os resultados iniciais sobre um hexégono para o pentagono, quadrilatero e tridngulo,
uma vez que um lado inscrito pode ter seus extremos infinitamente aproximados, e na medida
em que a secante que ele determina passar ao estatuto de tangente ao circulo.

Assim, num exemplo, o seguinte resultado: “as tangentes tiradas pelos vértices de um
tridngulo, em relacéo ao seu circulo circunscrito encontram, cada uma, a reta do lado oposto
do vértice, em 3 pontos alinhados”, que pode ser visto como um corolario do teorema de

Pascal original.

2.4 Razdo Anharmonica

A partir de agora, passa-se a tratar do tema da razdo anharmonica, que é a base para
alguns resultados projetivos importantes alcancados.

As informagdes contidas neste texto acerca da razdo anharmonica foram adaptadas do
livro "Elementos de Geometria"”, de Fic (1941), o qual constitui, segundo se acredita, uma
importante fonte, porém este ndo discute o espaco projetivo de uma perspectiva axiomatica.
Para tanto, foi desenvolvida uma adaptacdo do enfoque vetorial do livro, o qual se cré, pela
presente proposta, ndo seja adequado, pois aqui a geometria projetiva é considerada de uma
forma sintética, valendo destacar que ndo se deixard de operar com segmentos de medidas
reais. Para construcdo desta parte, foram consultadas varias obras, que séo distintas no que

tange a estruturacao da teoria.

2.4.1 Definicdo

A literatura registra que Pappus, um matematico egipcio, realizou estudos sobre a
razdo anharmdnica, também chamada de razdo cruzada, ou razdo dos 4 pontos, que é
fundamental na constituicdo dessa teoria. A razdo anharménica de quatro pontos A, B, C, D
em linha reta € o quociente que é obtido dividindo-se a raz&o das distancias mensuradas entre
0 primeiro ponto e os dois ultimos pela razdo das distancias do segundo ponto aos dois

altimos. *

! Definicdo dada por Chasles (1793 — 1880), em sua Géométrie Superieure.



25

Denota-se a razdo anharmdnica de quatro pontos colineares A, B, C e D pelo simbolo

(ABCD). Assim, pela definicéo feita, tem-se 0 que segue:

A B C D
® ® s ¢ *
e e -
i
LT T T -—
n
gy T T -

(ABCD) = — - _AC-BD
~ AD "BD AD.BC

Um fato interessante é que o Ponto Ideal podera ser um dos quatro de uma razéao
anharménica. Sendo P,, o Ponto Ideal de uma reta que contém os pontos A,B e C, a razdo

anharménica (ABCP,,) sera definida por:

A__X__C. P,

AX.BC P,.BC

D)
oo

(ABCP,) = Xll)rpw

, . . ~ BPs , - . ~ A=
J& foi mostrado anteriormente que a razdo —= ¢ igual a 1. Assim, a razdo anharmdnica
[c]

(ABCP,,) sera dada por %-

2.4.2 Razao Harmonica

Quatro termos formam uma propor¢do harménica ou uma quadrupla harmdnica
quando a razdo anharmonica assume por valor o real 1, ou seja:
BC ac

(ABCD) = A€ . B¢ _ 1 L AC_
AD BD AD

3Nl

Os pontos A e B sdo denominados conjugados harmdnicos em relacdo aos pontos C e

Observacdo:
Os pontos C e D que dividem harmonicamente um segmento AB necessariamente

separam o par de pontos A e B, dado que, no interior do segmento AB , s existe um ponto

que o divide numa determinada razao.
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Teorema:

"Quando duas razbes anharmdnicas iguais tem trés pontos comuns, 0 quarto também

sera comum."
De fato:
Se (ABCD) = (ABCD") entdo AL Be_ 4 B¢ Suprimindo o fator comum A_—C,
AD BD AD/ BDr BC
vem que:
AD B AD'
BD BD’

Portanto, D e D' coincidem, pois, supondo-se C no segmento AB, D e D' estardo no
prolongamento, e SO existe um Unico ponto que divide o segmento numa determinada razao.
Uma vez determinada a razdo entre as medidas de dois segmentos que seja igual a

< A . Aic | BC
razdo anharmonica de quatro pontos dados, sejam A, B, C e D 0s quatro pontos e = 55 8

BD
razdo considerada, é possivel extrair que:

Tome-se 0 ponto O no exterior da reta que passa pelos quatro pontos e uma reta

paralela a OD, interceptando OA em N e OB em M, respectivamente. Os tridngulos ANC e

AOD sao semelhantes, assim, = %. Analogamente, para os tridngulos BMC e BOD, tem-

Sl

BC TM . .. ~ .
se que, — = —. Dividindo-se membro a membro as duas expressoes, obtem-se:

i BC TN

AD BD CM
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Logo, (ABCD) =%. Estd determinada, assim, uma razdo das medidas de dois

segmentos que resulta na razdo anharmaonica entre quatro pontos dados.

Resolucédo de Problema:

Sendo dados trés pontos de uma razdo anharmoénica conhecida, determinar o quarto

ponto.

Considerando-se abaixo trés pontos A, B e C de uma razdo anharmonica % dada. No

. . ~ . ~ A - 1
desenho ilustra-se a situacdo descrita com a escolha da razdo anharménica >

Para se obter o quarto ponto é utilizada a ideia do problema anterior. Assim, sao

. . CN 1
marcados dois pontos N e M, colineares com C, de forma que =7 A escolha desse pontos
é trivial, visto que é possivel construir duas circunferéncias de raios u e 2u. A intersecao entre

AN e BM gera o ponto 0. Tracando-se uma reta paralela a MN que passa pelo ponto O |

obtém-se na reta o ponto D, que é solucdo do problema.

2.4.3 Feixes anharmonicos

Chama-se feixe anharménico a figura formada por quatro raios retilineos tirados por

um so ponto no mesmo plano.

Teorema:
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"Toda transversal que corta um feixe dado de quatro raios é encontrada em quatro
pontos cuja razdo anharmonica é constante."
Para provar basta mostrar que duas secantes quaisquer ABCD, A'B'C'D" ddo a mesma

razéo.

De fato:

No desenho abaixo, vé-se que a razdo anharménica (ABCD) =%, pelo que foi
mostrado anteriormente. Sabe-se também da razdo anharménica que (A'B'C'D") = % .

Sendo paralelas as retas CN e C’N’, os triangulos NCO e N'C'0’ sdo semelhantes.

. TN _ ™Mo A .M
AsSIm == = —=. Analogamente, ocorre para os triangulos MCO e M'C’'0, ou seja, = =
MO . . N )
= Dividindo-se membro a membro as duas expressdes obtém-se o que segue:

CN C'N’
CM C'M

Portanto, (ABCD) = (A'B’'C'D"). O feixe é chamado de anharménico, pois a razdo
anharmonica é uma invariante em um feixe de quatro raios. Pelo resultado acima, é possivel
deduzir, entdo, que a razdo anharmonica num feixe de quatro raios é constante.

Na figura anterior, fica claro que os sistemas ABCD e A'B'C'D’ sdo perspectivas, ou
que ocorre a projecdo central um do outro. Os resultados mostrados anteriormente podem ser
escritos entdo da seguinte forma:

"A razdo anharmonica conserva-se em perspectiva”
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Ou, mais simplesmente ainda:

"A razdo anharmonica é projetiva"

2.4.4 Pontos correspondentes

Pontos correspondentes sdo aqueles que ocupam a mesma ordem em duas séries de
pontos que tém a mesma razdo anharmonica.

Na figura abaixo, sendo (ABCD) = (A'B'C'D"), vé-se que A e A’ sdo correspondentes,

€ 0 mesmo acontece com B e B'.

1

Qe -—--—----

F A B

Sobre duas retas pode ser considerado um ndmero qualquer de pontos
correspondentes; a razdo anharmonica de quatro desses pontos € igual a de quatro pontos
correspondentes. O ponto F comum a duas divisdes anharmdnicas perspectivas chama-se

ponto duplo ou ponto unido.

Teorema
"Duas divisbes gque tém a mesma razdo anharmoénica e um ponto comum Sao

perspectivas."

Demonstragéo:
Considere-se na figura abaixo duas divisdes FABC e FA'B'C' que possuem um ponto

em comum e a mesma razdo anharmonica.
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Nela, as retas AA" e BB' se encontram em um ponto P. Seja C; o ponto obtido pela
intersecdo das retas FA' e PC. Cria-se, assim, um feixe anharménico, e pelo que ja foi
exposto, (FABC) = (FA'B'C;). Mas, por hipétese (FABC) = (FA'B'C"), ou seja,
(FA'B'Cy) = (FA'B'C") . Assim:

FB.A'C, FB.AC AC, AC
—_— e = ) —— = —
FC,.AB FC.AB FC, FC

Como ¢é Unico o ponto no prolongamento de FA' que o divide numa determinada

razéo, C, e C' séo coincidentes.

2.4.5 Razdo de quatro raios
A razdo anharmdnica de quatro raios do mesmo feixe é a razdo dos quatro pontos que

determina uma secante qualquer. Escreve-se (0, ABCD) = (0,A'B'C'D’).

Teorema:

“Dois feixes t€ém a mesma razao quando tém uma secante comum”.
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Demonstragéo:

Dois feixes tém uma secante comum quando o0s raios se cortam, dois a dois, em pontos
A, B,C,D , situados em uma mesma reta. A razdo do feixe de centro O € dado por (ABCD); 0
mesmo se da com o feixe 0'; logo (0, ABCD) = (0',ABCD).

Definicéo:
Dois feixes anharmonicos que possuem uma secante em comum sdo denominados de

perspectivos, ou seja, dois feixes perspectivos possuem a mesma razdo anharmonica.

Observacdo:

Os dois feixes tétm um raio comum 00’'. O raio comum de dois feixes chama-se raio

duplo ou raio unido.

Teorema:

“Dois feixes que tém um raio comum e a mesma razao anharmonica sao perspectivos”.

Demonstra-se, a seguir, que 0s raios correspondentes se cortam dois a dois em pontos
situados em linha reta.

Sejam dois feixes ,tendo 0, 0’ como Vértices respectivos e 00’ como raio comum.

(0]

- =

Dois pares de raios correspondentes cortam-se em A e B, por exemplo. Tome-se entdo
areta AB.

Seja Vo ponto onde AB intersepta 00', C 0 ponto esta reta corta o raio OC e C' 0
ponto onde ela corta OC’. Basta provar que C e C’ coincidem.

As razdes anharmonicas dos feixes 0 e 0’ sdo (VABC) e (VABC"), respectivamente,
que por hipéteses sao coincidentes, ou seja, (VABC) = (VABC').

Logo os pontos C e C' sdo coincidentes.
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Portanto, dois feixes que tém um raio comum e a mesma razdo anharmonica sdo
perspectivos.

Serdo demonstradas, a seguir, algumas aplicabilidades da razdo anharmonica. Em
geral, ela é utilizada na demonstracdo de resultados que envolvem a colinearidade de pontos
em um feixe de retas.

Em seu livro, Fic comenta, sem entrar em detalhes, que a razdo anharmonica serve
como base para Chasles no livro “Tratado de Geometria Superior” e também no “Tratado das

Conicas”.
Problemas

1) Demonstre o Teorema de Pappus, enunciado abaixo.

“Quando um hexagono tem trés de seus vértices sobre uma reta, e os outros trés vértices sobre

outra reta, os trés pontos de encontro dos lados opostos estdo em linha reta”.

2) Demonstre o Teorema de Desargues, enunciado abaixo.

“Quando dois triangulos tém os vértices dois a dois sobre trés retas concorrentes, os trés lados

cortam-se dois a dois em trés pontos situados em uma mesma reta. ”’
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Solucgdes
1)

O feixe centrado em A , de raios A0, AD, AB e AF é perspectivo em relacdo ao de centro em
C , de raios CO,CD,CB e CF , ja que possuem a secante ODBF em comum. A reta que passa
pelos pontos E e D intersectam o feixe de centro em A nos pontos E,D, M e G. A reta que
passa pelos pontos E e F intersecta o feixe de centro em C nos pontos E, H, N e F. Como 0s
feixes sdo perspectivos (EDMG) = (EHNF). Observa-se que as divisbes EDMG e EHNF
possuem a mesma razdo anharménica e um ponto em comum E. Logo, pelo que se V&, elas
formam uma perspectiva, ou seja, as retas DH, MN e GF se encontram num unico ponto.

Portanto, o ponto Q pertence a reta MN, demonstrando o Teorema de Pappus.
2)

Observe o feixe anharmonico centrado em O e pelas retas w,r,s e t. Como a razéo
anharmonica em um feixe é constante, (P;ADC) = (P;A'D'C"). Os feixes centrados em B, de
raios BP;,BA,BD e BC , e 0 outro de centro B’ , de raios B'P;,B'A’",B'D" e B'C’ sdo
perspectivos, pois possuem a mesma razdo anharmonica, além do raio comum BB’. Assim, as
intersecOes das retas BP; e B'P;,BA e B'A’, BC e B'C' se ddo em pontos que sdo colineares.

Logo, P;, P, e P, séo colineares. Esta assim demonstrando o Teorema de Desargues.




34

2.5 Divisdo Harmoénica

Nesta secdo apresenta-se a divisdo harmdnica como um caso particular da razéo
anharmonica e uma situagdo euclidiana que serd confrontada com outra de forma projetiva.
Na literatura sobre o tema, percebe-se poucas informagdes a respeito da obtencdo geométrica
da média harménica entre as medidas de dois segmentos. Porém os conceitos aqui abordados

poderdo mostrar como o0s teoremas projetivos podem colaborar numa pratica euclidiana.

2.5.1 Definicéo

Diz-se que um segmento AB é dividido harmonicamente por dois pontos M e N
guando a razao das distancias do ponto M aos pontos A e B é igual a razdo das distancias de N
aos mesmos dois pontos, isto €, quando existe a relacao:

AM AN
BM BN

Portanto, o segmento MN também é dividido harmonicamente pelos pontos A e B. Os

pontos M e N serdo denominados conjugados harménicos em relacdo aos pontos A e B.

Chama-se feixe harmonico a figura obtida com a unido de um ponto qualquer O aos pontos A,

B, M, N de um segmento dividido harmonicamente.

N

Cada secante OA, OM, etc., é chamada raio do feixe. OM e ON sao raios conjugados,
assim como OA e OB.

Os gedbmetras da antiguidade apresentavam a relacdo harmdnica de uma outra forma.
Abaixo, segue demonstrada a relacdo algeébrica, na qual o inverso da medida do segmento

AB sera escrita em funcdo das medidas de AM e AN.
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AM AN AM AN -
BM BN B—-A AN — AB
AM.AN — AM.AB = AN.AB — AN.AM — 2.AM.AN = AB.(AM + AN) -
2 _AM+ AN
AB ~ AM.AN
2 1 1
:::-l-:
AB AM AN

Assim, o inverso da medida de AB é a média aritmética dos inversos das medidas de

AM e AN. O segmento AB é denominado média harménica de AM e de AN.

Problema

Utilizando paralelas e compasso obtenha o conjugado harménico de P em relacdo aos pontos
AeB.

Solugéo

Observe a figura abaixo

Seja r uma reta qualquer passando pelo ponto A, s uma paralela a ela, passando pelo ponto B,

e t uma reta qualquer que intersecte r e s nos pontos C e D, respectivamente.

Pela figura, temos que os triangulos APC e BPD s&o semelhantes. Assim % = %.
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Considere o ponto D' na reta s , de forma que DB = D'B e P’ sendo o ponto de encontro das
retas CD' e AB.

oA 2 - . AP AC — =5
Os triangulos AP'C e BP'C também sdo semelhantes. Assim, B—P: = —. Como DB = D'B
- AP AC AP AP . p . a -
concluimos que == = =. Portanto, =— = =—, ou seja, P’ é 0 conjugado harmdnico de P em
BP/ BD PB BP!

relacdo aos pontos A e B.

Teorema

"A metade da medida de um segmento é a média geomeétrica entre as distancias do seu

ponto médio a dois pontos que o dividem harmonicamente."

Na figura acima, podem ser encontrados os dois pontos A e B, seu ponto médio M e
dois pontos C e D que o dividem harmonicamente. O objetivo aqui é mostrar que AM? =
MC.MD.

E de fato:
Sabe-se que 2 =2 4= Assim:
AB AC AD
2 1 1 1 AM + MC + AM + MD

2.AM  AM +MC  AM 1 MD _ AM _ (AM + MC).(AM + MD)
(AM + MC).(AM + MD) = AM.(2AM + MC + MD) -
AM? + AM.MD + AM.MC + MC.MD = 2.AM? + AM.MC + AM.MD -
AM? = MC.MD

Verifica-se que a reciproca desse teorema tambem é verdadeira, ou seja, sendo M o
ponto médio do segmento AB , e se AM? = MC.MD , entdo C e D dividem harmonicamente

0 segmento AB.
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De fato:

- AM  MD AM MD AM + MD A MD
MC AM MC AM MC + AM c A

SIS

AM? =

o
w)

Sendo Mo ponto médio, observa-se que AM = BM. Substituindo na expressdo

seguinte, obtém-se:

BM MD BM MC BM - MC BM MC
—_— —) = = —) = =
MC BM MD BM MD-BM MD BM

|| &
3 &

BM? = MC.MD -

AM _BM 4D _ BD : . .
Como — = — é certo que —= =—, ou seja, C e D dividem harmonicamente o
MC MC AC BC
segmento BD.
Teorema:

"Toda secante paralela a um dos raios de um feixe harmdnico é dividida em duas

partes iguais pelos trés raios"
Demonstragéo:

Na figura abaixo, observa-se 0 segmento AB, separado harmonicamente pelos pontos

MeN.

A / M [ B N

Seja O um ponto ordinario do plano projetivo pelo qual passa um feixe harmonico de
raios 0OA,0B,0M e ON. Como os pontos formam uma quadrupla harménica, entéo
(ABMN) = 1.

Seja r uma reta paralela a 04. 0 objetivo em questdo é mostrar que B’ é o ponto

médio do segmento D'E’.
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Sabe-se que a razdo anharmonica em um feixe de quatro raios € sempre constante.
Sendo re OA paralelas, fica posto que elas concorrem no seu Ponto Ideal (P,). Assim

(PL,B'D'E") = 1, ou seja:

RoD' BD'_
P,E  BE
Ja foi mostrado que % =1,istoé, ﬁ = 1. Logo, B’ é o ponto médio de D'E’.

A reciproca deste teorema também é verdadeira. Um feixe serd harménico quando
uma paralela a um dos raios intersecta os outros trés, de forma que um deles é o médio dos

outros dois.

Demonstracéo:
No desenho a seguir pode ser encontrada a situacdo descrita na hipotese.

A / M I B N

Sendo r uma reta paralela a OA e B’ o ponto médio de D'E’, decorre que a razdo

anharmonica do feixe de retas de centro em O e raios OA,0B,OM e ON é (P,B'D'E") =

Por hipotese, B'é o ponto médio de D'E’. Como %zl, deriva que

PoD! _ BID/

PoEl  BIET

(PL,B'D'E") = 1. Logo, o feixe é harmonico. Pode se concluir, assim, que (ABMN) =1, ou

seja, 0s pontos A e B séo divididos por M e N harmonicamente.
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2.5.2 Quadrilatero completo

Denomina-se de quadrildtero completo a figura obtida prolongando-se os lados
opostos de um quadrilatero. Serd de agora em diante denominado de terceira diagonal o
segmento que une os pontos de encontro dos lados opostos.

Teorema:

"Em todo quadrilatero completo, cada diagonal é dividida harmonicamente pelas

outras duas."

Demonstragéo:
Abaixo, apresenta-se um quadrilatero ABCD e suas diagonais AC, BD e EF, além dos

pontos de encontros demarcados H, G e 1.

E H

D

B

A

Seja P o ponto do segmento AB que intersecta a reta E1.
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Mostra-se que P e F dividem harmonicamente o segmento AB.

No tridngulo ABE , utiliza-se o Teorema de Menelau pela secante DCF, assim:

E

3
>
3
=
3
)
Il

=
=
3
I

Utilizando-se o Teorema de Ceva no triangulo ABE , decorre que:

.BP.

E

S
w!
3
)
Il

S
~
a

Dividindo-se membro a membro as expressdes anteriores, obtém-se:

AP AF
e

B BF

=l =
Sl =

"o

Logo, os pontos P e F dividem harmonicamente o segmento AB, ou seja, (ABPF) =

Considerando-se o feixe harmonico centrado em E, de raios EA, EB, EP e EF, é
possivel concluir, com a ajuda da figura que, (ACIH) = (ABPF) = 1, ou seja, as diagonais
BD e EF intersectam a diagonal AC em pontos gque a dividem harmonicamente.

Procedendo-se de forma andloga é dado concluir que (DBIG) =1, ou seja, as
diagonais AC e EF intersectam a diagonal BD em pontos que a dividem harmonicamente.

De forma anéloga ao que foi feito com os pontos P e H , poderia ter se iniciado a
ilustragdo mostrando que H e G dividem harmonicamente o segmento EF. Utilizar-se-ia, para

tanto, os Teoremas de Menelau no triangulo AEF pela secante BDG e o Teorema Ceva.
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Portanto, as diagonais AC e BD intersectam a diagonal EF em pontos que a dividem

harmonicamente.
Problemas

1) Determine o conjugado harménico do ponto P em relagédo aos pontos A e B, utilizando

somente a régua.

Solucao
1)

Utilizaremos o quadrilatero completo para obter o conjugado harménico de P em relagdo aos

pontos A e B. Observe o desenho abaixo:

Tome-se um ponto C qualquer fora da reta que passa por A e B formando o tridngulo ABC.

Tracando a ceviana CP, marca-se nela o ponto F, além das semirretas BF e AF, que
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intersectam os lados do triangulo nos pontos E e D. A semirreta ED intersecta a reta AB no
ponto P’, conjugado harménico de P em relagdo aos pontos A e B. Observa-se que nesta
construcdo s6 foi utilizada a régua. Se levarmos este desenho para o GeoGebra e

movimentarmos os pontos C ou F , percebemos que o ponto P’ é fixo.
2)
Ja foi visto que se quatro pontos A, P, B e P’ formam uma quadrupla harménica, entao:

2
AB

1
AP’

+

S

E que a medida do segmento AB € definida como sendo a média harménica das medidas dos
segmentos AP e AP'. Assim, para se resolver este problema adapta-se o resultado ao

enunciado.

A P Pf
] - il
- L -

—i —

Basta tomar dois pontos P e P’ com AP = u e AP’ = v e obter o conjugado harmdnico de A
em relacdo aos pontos P e P’. A ferramenta utilizada para obter o conjugado harménico sera o

quadrilatero completo. Observe a figura abaixo:

Escolhendo aleatoriamente um ponto C , fora da reta AP , formamos o triangulo PCP'.

Tracando uma semirreta r que intersecta os lados do triangulo nos pontos E e D, obtém-se
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também o ponto F, ponto de encontro das diagonais do quadrilatero EDPP'. A semirreta CF
intersecta a reta AP no ponto B, conjugado harménico de A em relacdo aos pontos P e P'. A

medida de AB é resultado da média harmonica entre u e v.

2.6 Polo e Polar

Teorema:

"O lugar geométrico dos pontos L, conjugados harmdnicos do ponto P em relacdo as
intersecBes dos lados de um angulo dado e das secantes tiradas por este ponto P, € uma reta
que passa pelo vértice do angulo e pelo ponto de encontro das diagonais dos quadrilateros

formados por duas secantes quaisquer. "

Considerando-se 0 angulo de vértice O pelas semirretas r e s, sdo tracadas duas

secantes t e u, que passam pelo ponto P, intersectando os lados do &ngulo nos pontos A, B, M
e N. Forma-se, assim, o quadrilatero ABMN, além do quadrilatero completo ABMNPO, ja
que P e O sdo os pontos de encontro dos lados opostos. Sendo C o ponto de encontro das
diagonais AN e BM, é dado pelo teorema anterior, que o feixe de retas centrado em O de raios
w,r, Le s é harmonico. Portanto, a reta L € o lugar geométrico dos pontos que sdo
conjugados harmonicos do ponto P em relacdo aos pontos de encontro do angulo descrito

com as secantes tragadas por P.
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Definicéo:

O ponto P chama-se polo da reta OL, em relacdo ao angulo de vértice O pelas
semirretas r e s. A reta OL é a polar do ponto P, ou seja, a polar de um ponto dado é o lugar
geométrico do conjugado harménico de P em relacdo aos pontos de encontro de uma secante

qualquer com as semirretas r e s.

Teorema:
"Por um ponto P, dado no plano de um circulo, tira-se uma secante qualquer PDC; o
lugar do ponto G, conjugado harmonico do ponto P em relagdo as extremidades da corda CD,

é uma reta perpendicular ao didmetro que passa pelo ponto P."

Demonstracéo:

Sendo P um ponto do interior do circulo, considera-se uma reta que passa pelo centro
O e pelo ponto P, intersectando-0s nos pontos A e B. Utilizando-se o quadrilatero completo,
pode ser obtido o ponto L , que é o conjugado harménico de P em rela¢do aos pontos A e B.
Considere-se agora a reta perpendicular ao didmetro passando por L. Uma secante qualquer
PDC intersecta essa reta no ponto G.

Sendo A e B os conjugados harménicos de P e L, vé-se que o circulo de diametro AB é
o circulo de Apolbnio, ja tratado em secOes anteriores. Assim, decorre que a reta BC €

bissetriz do angulo externo PCL e que as medidas das cordas DB e BF s&o iguais. Os pontos
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B e O equidistam de D e F e, portanto, a reta AB € mediatriz do segmento BF. Desta feita,
sobrevém que o ponto L equidista de D e F, ou seja, DLB = BLF = y. Observa-se, portanto,
que, no triangulo CDL , areta LP é bissetriz interna e a reta LG é bissetriz externa, ou seja, 0s

pontos C, D, P e G formam uma quadrupla harmdnica.

Observacdo:

De forma anéloga ao que foi feito, é possivel demonstrar o caso em que o ponto P esta
fora do circulo. A polar de P é a reta perpendicular ao didmetro que passa pelo ponto L,
conjugado harmonico de P em relacdo aos pontos A e B abaixo, e que a secante PCD

intersecta a polar no ponto G , que é conjugado harménico de P em relacdo aos pontos C e D.

Teorema:

"Se um ponto G pertence a polar de um ponto P no interior de um circulo centrado em

0, entdo o ponto P pertence a polar de G, ou seja, a relacdo de polaridade é reciproca.”
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4.’

Demonstragéo:

Se 0 ponto G for o conjugado harménico de P em relacdo aos pontos A e B, entdo é
claro que P é seu conjugado harmdnico e a polar de G passaria por P.

Se G for um ponto distinto de L na polar de P, e tracando-se a reta que passa por O e
G, além da perpendicular a essa que passa por P, obtém-se o ponto P’. Os triangulos OP'P e

OLG séo semelhantes, ou seja:

P __ _

=)

= R?

h

RS
S

Logo, G e P’ sdo conjugados harmonicos em relacdo aos pontos A’ e B'. Logo, P

pertence a polar de G.

Observacdo:
Quando o ponto P pertence a circunferéncia, ele coincide com seu conjugado
harmonico, e assim a polar de um ponto que pertence a circunferéncia é uma reta tangente a

circunferéncia que passa por P.

Teorema:
"Se, por um ponto dado, tiram-se duas secantes quaisquer, as retas que unem duas a

duas as extremidades das cordas se cortam sobre a polar do ponto dado."
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Na figura acima, considerando-se o ponto P e as secantes PAB e PCD, e unindo-se as
extremidades das cordas AB e CD , obtém-se os pontos E e I. A reta que passa pelos pontos E
e I possibilita a marcacdo dos pontos G, F e J. Percebe-se que o quadrilatero ABCDPI €
completo, ou seja, o feixe centrado em I , de raios IP, IC, I] e ID, € harmdnico, ou seja, F e |
sdo conjugados harménicos do ponto P em relacdo aos pontos A e B e C e D,
respectivamente. Como ja foi mostrado em sec¢Bes anteriores, tais pontos sé podem pertencer

a polar de P, pela unicidade do conjugado harménico.

Observacdo:

O ponto G , além de pertencer a circunferéncia, pertence também a polar de P. Logo,
pelo que foi visto anteriormente, o ponto P pertence a polar de G, que é uma reta tangente a
circunferéncia em G. Portanto, cria-se mais uma possibilidade para tracar a reta tangente a

circunferéncia que passa por um ponto P fora dela, porém, sem a utilizacdo do compasso.

Teorema:

"O vértice de um angulo tem para polar a reta que une os polos dos lados deste angulo,
e a reta que une os dois pontos dados tem para polo o ponto de encontro das polares desses
dois pontos.”

Demonstracgéo:
Seja B o vértice do angulo pelas semirretas r e s. Seja A o polo da reta r, e C o polo da

reta s em relagdo a circunferéncia. Como o ponto B pertence a r, ocorre, pela reciprocidade
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da polar, que A pertence a polar de B. Analogamente, acontece com o ponto C. Logo, a polar

de B é uma reta que passa pelos polos de r e s.

Problema
" As tangentes a uma circunferéncia de centro O, tracadas por um ponto exterior C, tocam a
circunferéncia nos pontos A e B. Seja S um ponto qualquer da circunferéncia. As retas SA, SB

e SC cortam o didmetro perpendicular a reta SO nos pontos A', B' e C ', respectivamente.

Prove que C' € o ponto médio de AB'"

Solucéo

Observe a figura abaixo com o0s elementos citados no problema.
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Encoraja-se o leitor a resolver este problema com ferramentas euclidianas. Vamos resolvé-lo

de forma bem simples com o que foi visto sobre reciprocidade polar.

A reta em vermelho € a polar de C , pois ele pertence a polar de A e de B, ou seja, a reta que
passa por A e B é a polar de C. Em azul, tragamos a polar de S, que é tangente a curva em S.
O ponto D pertence a polar de S e de C, assim, a reta verde € a polar de D. Pode-se concluir
gue os pontos DAEB formam uma quadrupla harmdnica, isto é, o feixe centrado em S de raios
SB,SE,SA e SD € harménico, pois uma secante possui razdo anharménica (DEAB) = 1. A

reta em laranja € paralela a azul, pois ambas sdo perpendiculares ao raio. Considerando-se a
. . . CiAr
secante em laranja encontrada no feixe, temos que (P,C'A’'B") = 1, ou seja, % = 1. Logo,

C' é o ponto médio do segmento A'B’.
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Definicéo:
Dois poligonos, um dos quais estd circunscrito a um circulo, e o outro é formado
unindo-se dois a dois os pontos de contato dos lados consecutivos do primeiro, chamam-se
poligonos polares reciprocos.
Os vértices de um deles sdo os polos dos lados correspondentes de um outro poligono;

reciprocamente, os lados de um deles séo as polares dos vértices correspondentes do outro.

B

I

1

|

1

]

1

y #

1

v’ v
N

Assim, percebe-se que F € o polo da reta AB, G é o polo de BC e etc. O ponto M é 0

polo da reta IG, pois M pertence a polar de I, que é a reta ED, além de pertencer a polar de G,

que é areta BC. Logo, areta IG € a polar de M.

Problema
Demonstre o Teorema de Brianchon, enunciado abaixo.

"As trés diagonais que unem os Vértices opostos dum hexagono circunscrito a um circulo

cortam-se no mesmo ponto.".
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Solucao

Observe a figura abaixo.

A circunferéncia esta inscrita no hexagono ABCDEF. Marcamos nela os pontos de tangéncia
GHIJKL e formamos o hexagono inscrito. Pelo Teorema de Pascal, temos que seus lados
opostos GH e KJ, HI e KL, I] e LG se encontram em pontos que sdo colineares. Assim, 0s
pontos destacados M, N e O pertencem a uma mesma reta. E facil ver que os pontos N, 0 e M
sdo os polos das retas FC,AD e BE, respectivamente. Como M,0 e N sdo colineares, as
intersecBes entre as retas FC, AD e BE se dardo no polo da reta que contém os pontos, ou

seja, 0 ponto de encontro das diagonais AD, BE e CF € unico.

2.7 Conicas numa Viséo Projetiva

Sabe-se, por meio de conhecimentos histéricos, que as curvas conicas sao
eminentemente ligadas ao projetivo, primeiramente porque a superficie cbnica onde sao
geradas representa exatamente os principios da projetividade, a partir do vértice desta
superficie.

As conicas estdo sempre presentes em estudos aplicados, nos quais a projetividade
toma destaque, como na Otica e na astronomia.

Neste estudo, tenciona-se mostrar essa impregnacdo mdtua, baseando-se em uma
sequéncia suficientemente completa de teoremas e objetos mais importantes, e com a intengéo

de trazer compreensdes mais globais.
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2.7.1 Planos que cortam superficie conica geram curvas conicas

O secionamento de uma superficie conica por planos é um instrumento primaz na
Geometria Projetiva, pois a se¢do produzida corresponderia uma projecdo dos pontos dessa
superficie sobre esse plano, tendo o vértice como centro projetivo. Principia-se o intento de
desenvolver a ideia do anunciado acima com a conhecida geracéo de curvas conicas, a qual
deve ser demonstrada tal como fez Dandelin. O enunciado de teorema do autor sobre isso, em
sua primeira parte, consta (FIC, p. 468):

"Todo plano obliquo ao eixo de um cone de revolucdo determina uma elipse, uma
parabola ou uma hipérbole."”

Entende-se, pelo texto, o sentido atribuido a obliquo, como de "ndo perpendicular’;
mas, ao se ampliar o rol das conicas para abarcar o circulo — como caso particular -, essa
referéncia angular pode ser esquecida.

Ndo se trata, nesse produto, sobre o secionamento de superficies cilindricas,
escorando-se, aqui, no fato geométrico de a superficie conica ser mais geral. As geratrizes do
cilindro sdo, particularmente, paralelas, sendo o seu vértice um ponto improprio, 0 que
permite tomé-lo como caso particular do cone, argumentacdo mais que intencional neste
estudo. Lembra-se também que, no caso de superficie cilindrica, o corte anunciado acima,
ordinariamente s6 gera elipses.

Tal como na obra citada acima, percebe-se, em todas as outras consultadas, e que
tratam o teorema, demonstracdes sobre situacdes caracteristicas e mais particulares para as
possiveis angulacGes do plano de corte, ou seja, a ndo opcao por uma demonstracdo geral.
Como matematico, é imperativo tornar essa uma questdo - a de realizar demonstracfes de um
modo geral. Em seguida, contudo, como profissional da &rea, tem-se o papel de questionar
valores didaticos de uma solucdo por demais genérica.

2.7.1.1 Elipse

Assim, inicia-se pela elipse. Percebe-se que o enunciado do teorema abaixo toma tanto
o cilindro quanto o cone, e, na demonstracdo em Fic (p. 468-469), curiosamente sdo
encontrados 0s mesmos nomes dos elementos geométricos arrolados nas figuras das duas
superficies, sendo o texto demonstrativo unico, com dupla validade. Reiterando, aborda-se

aqui apenas o cone de revolugéo.
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Enunciado:

"A secdo dum cilindro ou cone de revolugéo por um plano que corta todas as
geratrizes é uma elipse."”

Fonte: Fic (1941, p. 469).

Seja a secdo AMA'M’', perpendicular ao plano do meridiano principal; inscreve-se
esferas tangentes ao cone segundo os circulos GIG' e HJH', e a se¢do AMA’ nos pontos F e F'.
Unindo, agora, um ponto qualquer M da curva obtida aos pontos F e F’, e retirando-se a
geratriz IM].

As retas MF e MI s&o iguais como tangentes tiradas do mesmo ponto a uma esfera;
assim também MF' = MJ; logo, MF + MF' = I] = GH, quantidade constante.

Tem-se ainda que, AF = AG, AF' = 4H; logo, AF + AF' = GH.

Da mesma forma, ainda, A'F' + A'F = G'H' = GH.

Logo, a secdo é uma elipse tendo AA’ como eixo maior e os pontos F e F' como

focos.
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2.7.1.2 Parédbola

Agora, para 0 caso da pardbola, desenvolve-se também um teorema a partir de secédo
de corte, porém, como coOnica propriamente dita, ou seja, ndo se obtém uma parabola

secionando um cilindro.
“A se¢do de um cone de revolucéo por um plano que é paralelo a uma s6 geratriz

é uma parabola.”

Fonte: Fic, 1941, p. 470

Comentou-se aqui, que o adveérbio "s6”, contido no enunciado, evita que se desvie para
0 caso de uma hipérbole, quando o plano de corte é paralelo a duas geratrizes meridianamente
opostas. Mais uma vez, recorre-se a demonstracao contida em Fic (1941, p. 470-471).

Seja a secdo MAM’', perpendicular ao plano do meridiano principal. Inscrevendo-se
uma esfera tangente ao cone, segundo o circulo GIG', e a secdo AMA' no ponto F; unindo-se
um ponto qualquer M da curva ao ponto F; estabelecendo-se a geratriz MIS, e pelo ponto M
tracando um plano perpendicular ao eixo do cone. Este plano corta a secdo MAM' segundo
uma reta MP, que é perpendicular ao meridiano principal e a reta AF, que é paralela a DE,
intersecdo do plano secante e do plano do circulo GIG'. A reta ME, paralela a PD, é a
distancia obtida do ponto M a linha DE.

Ora, as retas MF e MI tangentes & esfera sdo iguais; mas, MI = NG’ = PD = ME,
logo, MF = ME.
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Assim, a curva MAM'é uma parébola, tendo F como foco e DE para diretriz.

2.7.1.3 Hipérbole

Finaliza-se com a hipérbole. Trazendo o enunciado do teorema da obra vista, citando-
se ap. 471, tem-se:
“A secdo de um cone de revolugao por um plano que encontra

as duas folhas é uma hipérbole.”

Salienta-se que esta definigdo, correta e comum nos livros, mostra que o plano ndo
necessita ser paralelo ao eixo da superficie conica. Mais uma vez se reproduz a figura e o

texto demonstrativo constante nos Elementos de Geometria, de Fic.

Fonte: Fic (1941, p. 471)

Seja a secdo AMA'M' perpendicular ao plano do meridiano principal; nela inscreva-se
esferas tangentes ao cone, segundo os circulos GIG' e HJH', e a secdo nos pontos F e F',

tirando-se a geratriz MIj.
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As retas MF e MI sdo iguais como sendo tangentes tiradas do mesmo ponto a uma
esfera; assim também MF’ = MJ; portanto, MF' — MF = I] = GH, quantidade constante.

Tem-se também AF = AG,AF’ = AH; logo AF' — AF = GH.

Da mesma forma, A'F — A'F' = GH.

Logo, a se¢cdo AMA'M'é uma hipérbole, tendo AA’como eixo transverso e os pontos F
e F' como focos.

2.7.2 Circulo projetado sobre um plano

Vé-se que as demonstragdes acima se apresentam a partir de um instrumento projetivo
que é o corte, gerando secdo. E interessante também apresentar um outro modo de ver a
ligacdo de cbnicas, no caso, uma elipse com o circulo, 0 que é apresentado mediante o

teorema abaixo demonstrado, com texto e figura recortados de Dumont (s/d, p. 424-425):

A projecao de um circulo sobre um plano é uma elipse

Fonte: Irmdo Isidoro Dumont, p. 424

Seja o circulo de centro O e AA’ e CC' dois diametros perpendiculares.

Projetando esse circulo sobre um plano qualquer que passa por AA’, a projecao
ABA'B' é uma elipse.

Com efeito, sobre AA’, tomando-se dois pontos F e F’ de modo que OF = OF = BC,

obtém-se, para um ponto M, projecao de qualquer ponto N do circulo:
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MF + MF' = constante

Para demonstra-lo, sdo tracados o diametro NN’ e a perpendicular FI , que o divide em
dois segmentos, IN e IN'; ser4 demonstrado que MF =IN e MF' = IN’, donde resultara:
MF + MF' =1IN + IN' = NN’ = AA’ = constante.

Com efeito, tracando-se NP perpendicular a AA’, a projecdo MP de NP é também
perpendicular a AA’.

Ora, os triangulos NMP e CBO, semelhantes por terem lados paralelos, dao:

NM PN PM

CB O0C OB

Além disso, os triangulos retangulos OFI e OPN sdo semelhantes por terem um

angulo agudo 0, comum:

FI

OF

23

Mas, ON = OC, donde resulta :

8ll=|

Ora, por construcdo, OF = CB; logo, NM = FI

Por outra parte, os dois triangulos retangulos FMN e FIN, tendo a hipotenusa comum
e um cateto igual NM = FI, sdo iguais; portanto, MF = IN.

No quadrilatero NFN'F’, as diagonais FF' e NN' cortam-se pelo meio; a figura é,
pois, um paralelogramo, e tem-se que NF' = N'F. Portanto, os dois tridngulos retangulos
FIN' e MNF', que tém as hipotenusas FN' e NF' iguais e os catetos FI e MN iguais, sdo
iguais e correspondem a: MF' = IN' ; donde resulta, afinal:

MF + MF' = NI + IN' = NN' = AA’ = constante

2.7.3 Teoremas com projetividade

Em Eves (1965), em varias paginas subsequentes, observa-se varios teoremas que sao
apresentados com apoio em situacdes analogas no circulo e na relacdo de permanéncia
projetiva de propriedades para as conicas. Coloca-se em pauta, aqui, alguns deles, com
objetivo de ampliar os objetos projetivos implicados nas cOnicas. Toda conica propria é a

imagem de um circulo sobre perspectividade, a partir do vértice da superficie conica, e,
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“portanto, toda propriedade de um circulo que seja descritiva, isto &, inalterada por projecéo,
pode ser transferida imediatamente para a conica”. (EVES, 1965, p. 295).

Considerando-se os teoremas seguintes, sempre com referéncia a conicas proprias (ndo
degeneradas), em cada um deles, sugere-se o exercicio de ilustrar graficamente as situacdes
postas. Também quando a situacdo tiver significancia para elementos de invariancia de
propriedades frente a elementos geométricos moviveis, sugere-se que a situacdo seja
trabalhada na dindmica de um software gréafico.

a) Uma linha reta no plano de uma conica a corta em dois pontos, é tangente a conica ou
ndo a corta;

b) atangente a uma c6nica, em um ponto seu, é Unica;

c) seja P um ponto do plano de uma conica. Considere-se as retas que passam em P e
cortam a conica. Em cada uma delas, considere-se o ponto conjugado harménico de P
em relagdo aos dois pontos da intersecdo da reta com a coOnica. Todos esses
conjugados harmdnicos estdo sobre uma mesma reta. Pode-se acrescer aqui que, em
cada reta por P e seu conjugado com relacdo as suas interse¢cbes com a coOnica, essas
intersecdes dividirdo o segmento de P e seu conjugado harmonicamente;

Observou-se que os dois primeiros teoremas sdo de simples constatacdo dentro da
argumentacao acerca da projetividade, e a partir de fatos bem conhecidos, que séo as devidas
propriedades para o circulo. O teorema c ja exige a presenca de um objeto da geometria
elementar, nem sempre conhecido de todos. Anteriormente a este produto, tratou-se desse
tema, um desenvolvimento que implica polaridade. Essa elaboracdo, gerou, sem maiores
preocupacOes demonstrativas para 0 momento, alguns resultados, tais como a posicéo da reta
polar de um ponto em relacdo a coénica: cortando a conica se o polo é exterior a ela;

tangenciando a conica, se o0 polo esta sobre ela; ou a externando, se o polo Ihe é interior.

d) Se ABCB é um quadrilatero completo inscrito numa conica, entdo, cada ponto
diagonal do quadrilatero é o polo, em relacdo a conica, da reta determinada pelos

outros dois pontos diagonais;

2 . ~ A . ~ .
Basicamente a mesma argumentacgao, e a mesma énfase em situagbes sustentadas por polaridade podem ser
encontradas em Coxeter (1974), cap. 8 e 9.
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3 COMENTARIOS

O curso foi estruturado para ser desenvolvido com estudantes de Licenciaturas em
Matemaética, com conhecimentos prévios de Geometria Euclidiana Plana. Achou-se prudente
que o material demonstrasse os resultados numa sequéncia logica, de forma a nortear os
leitores como os principais teoremas da geometria projetiva podem ser revelados.

Na dissertacao, foi elaborado um capitulo que apresenta alguns fichamentos de textos
que tratam do tema geometria projetiva. Caso o leitor se interesse por outras formas de
entendimento, deixa-se algumas literaturas como sugestéo.

Acredita-se que a utilizacdo de softwares é importante para constituicdo de saberes em
geometria projetiva, pois as atividades que envolvem objetos dessa ciéncia sdo invariantes
qguando pontos sdo movidos no espaco, e 0s softwares de geometria dindmica permitem esta
movimentacéo, diferentemente da lousa estéatica.

O curso foi desenvolvido junto a um grupo de estudantes, graduandos em matematica,
obtendo-se um retorno positivo no que se refere ao ganho cultural que experienciaram com a
nova possibilidade geométrica. As manifestacGes dos sujeitos que participaram da pesquisa,
que foram imergidos em um ambiente investigativo, também podem ser encontradas na

dissertacdo.
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