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RESUMO

Este minicurso se prop0e a analisar as contribuicbes de atividades de Geométrica
Analitica na formacédo de imagens de conceito e elaboracao da definicdo de conceitos
relacionadas a vetores de estudantes de Licenciatura em Matematica. Se fundamenta
teoricamente no conhecimento do Pensamento Matematico Avancado embasado na
nocdo de imagens de conceito e definicdo de conceito. Os procedimentos
metodoldgicas do minicurso se enquadra na modalidade de experimento de ensino
com abordagem de cunho qualitativo, como instrumento sera utilizado: grupos de
atividades pré-elaboradas, observagcdo e questionario. O minicurso sera realizado
através de 4 encontros, com carga horaria total de 10 horas e sera destinado a
estudantes do curso de Matematica. Espera-se que os participantes percebam que &
possivel operar vetores geometricamente sem auxilio dos eixos coordenados e notem
a equivaléncia das definicbes geométricas e algébricas. Espera-se obter resquicios
de imagens de conceito e definicdo de conceito a partir das respostas escritas, além
das falas, gestos, etc. Considera-se que a maneira que o conteudo é explanado pode
representar um rico potencial de investigacao para formacéo de imagens e definicoes
de conceito por parte dos estudantes do curso de Licenciatura em Matematica.

Palavras-chave: Educacdo Matematica; Pensamento Matematico Avancado; Ensino
Superior.
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Apresentacao

Diante das contribuicbes da Educacdo Matematica no Ensino Superior e das
prospectivas elaboradas, proporemos a realizagdo de um minicurso munido de
atividades que, a principio, acreditamos contribuir didaticamente na formacéo das
imagens e definicdes de conceitos dos alunos a partir do estudo de vetores.

Este produto educacional € fruto da dissertacdo apresentada ao Mestrado
Profissional em Educacao Matematica do Programa de Pos Graduacao em Educacéao
Matematica da Universidade Federal de Juiz de Fora, intitulada “Formacé&o de imagem
de conceito e reelaboracao da definicdo de conceito relacionado ao ensino de vetores
em Geometria Analitica”.

Este minicurso sera realizado em 4(quatro) encontros com duracdo de 2,5
horas cada um, totalizando uma carga horaria de 10(dez) horas. E constituido de
atividades pré-elaboradas divididas em trés grupos:

Grupo 1 — Atividade geométricas de vetores;

Grupo 2 — Atividades algébricas de vetores;

Grupo 3 — Atividades geométricas e algébricas.

Esta acdo esta direcionada para estudantes do curso de Licenciatura em
Matematica. E como critério, estabelece-se que estes estudantes estejam cursando

ou ja tenham cursado o curso de Geometria Analitica.

Justificativa

O interesse da realizacdo deste minicurso sobre a formacgéao de imagens de
conceito e reelaboracao de definicdo de conceito relacionado ao ensino de vetores
em Geometria Analitica € advindo da experiéncia da pesquisadora enquanto
docente no ensino superior. Esta investigagdo se confirma por diversos
pesquisadores em Educacdo Matematica que detectaram dificuldades de alunos na
aprendizagem de Geometria Analitica, a exemplo temos Cavalca (1997) e
Munhoz(1999), que apontam que a maneira que a disciplina de matematica vem
sendo tratada ao longo do ensino médio e superior contribui para o agravamento

destas dificuldades, e isso pode gerar consequéncias na transicdao da



representacdo geomeétrica para algébrica de conceitos e propriedades inerentes a
mesma.

No primeiro ano do curso de licenciatura em matematica, nos deparamos com
muitos alunos que tem dificuldades na interpretacdo de questdes de geometria
analitica que sdo puramente abstrata, e isso € uma das inquietacdes que levou-me a
reconhecer a necessidade de um estudo sobre vetores, por indicar possibilidades
destes estudantes apresentarem imagens de conceito incompleta sobre esta teméatica.

Entretanto, este minicurso levara em consideracdo como objeto abstrato a
Algebra e como objeto concreto a Geometria Euclidiana, pois acredita-se que a partir
de manipulagbes geométricas com vetores, possa ser possivel manifestagbes de
entendimentos algébricos por partes dos estudantes no primeiro ano do curso de
Licenciatura em Matematica.

Em torno das experiéncias citadas, sobre a aprendizagem e questionamentos,
tém-se como proposta este minicurso que foi gerado a partir da pesquisa de campo
do mestrado, com o0 objetivo de investigar quais as contribuicdo de atividades de
Geometria Analitica para formacdo de imagens de conceito e reelaboracdo da
definicdo de conceito relacionadas a vetores com estudantes de Licenciatura em

Matematica.

Obijetivo

Este minicurso tem como objetivo analisar a formacao de imagens de conceito
e reelaboracédo da definicdo de conceitos relacionadas a vetores a partir de atividades
de Geometria Analitica. Além de observar sobre as interpretacdes algébricas dos
estudantes sobre vetores apoOs realizarem operacfes geométricas e observar a
transicdo do método geométrico (Pensamento Matematico Elementar) para o método

algébrico/abstrato (Pensamento Matematico Avancado).

Plano de Acao

O plano de acdo do minicurso sera distribuido da seguinte maneira:
1° tempo - 60 min: serd feita uma apresentacdo expositiva sobre do
Pensamento Matematico Avancado; sobre a transicdo do pensamento matematico

elementar par o pensamento matematico avancado; sobre imagens de conceito e



definicdo de conceito; concepgdes de vetores e alguns aspectos sobre o ensino
geometria analitica relacionado a vetores.

2° tempo - 45 min: neste segundo momento, tera umas breve explanacao sobre
operacbes de vetores de forma geométrica e algebricamente. Posteriormente os
participantes serdo convidados a resolverem individualmente as atividades de n°1.

3° tempo - 45 min: os participantes serdo distribuidos em duplas, para que
possam dar continuidade na resolucéo das atividades propostas (atividades de n°2)
sobre operar vetores a partir de equacdes que envolvem soma, diferenca e
multiplicagéo por escalar.

No decorrer das aplicacdo das atividades o professor/pesquisador deve ficar
atento para observar qualquer manifestacdo dos participantes, com objetivo de obter
elementos que possam ser considerados indicios de imagens de conceito e definicbes

de conceitos como comentarios, gestos, falas, escrita, etc.

Procedimentos Metodoldgicos do Minicurso

Este minicurso resume-se em apresentar concepcdes e trabalhos acerca das
teorias sobre imagens de conceito e definicdo de conceito que fazem parte da linha
de pesquisa do Pensamento Mateméatico Avancado, familiarizando os participantes
com o tema e socializando os resultados da pesquisa de campo realizada com
estudantes de licenciatura em Matematica, sobre operacfes com vetores em
Geometria Analitica.

O minicurso sera destinado a estudantes do curso de Licenciatura em
Matematica que estejam cursando ou ja tenham cursado a disciplina de Geometria
Analitica.

As opcdes metodoldgicas subjacentes a este minicurso se enquadra na
modalidade de experimento de ensino com abordagem de cunho qualitativo.

Serdo utilizados como instrumento: atividades pré-elaboradas e um
questionario. Além dos recursos didatico como projetor multimidia e computador.

Com intuito de investigar indicios de imagens de conceito e definicdes de
conceitos analisar-se-4 0s registros escritos, falas, gestos e comentarios

apresentados pelos participantes durante a realizacdo das atividades.



O minicurso serd desenvolvidos através de quatro encontros, onde cada
encontro tera duragdo de 2,5 horas, totalizando a carga horéaria de 10 horas. Cada

encontro seguira um roteiro contendo as caracteristicas de cada um.

Alguns topicos importantes

Sobre o Pensamento Matematico Avancado

Os fundamentos deste minicurso estdo atrelados ao termo Pensamento
Matematico Avancado, para o qual existe uma variacao de definicbes. H4, no entanto,
algumas diferentes perspectivas sobre o termo PMA, destacando caracteristicas que
o distingue do pensamento matematico elementar (ELIAS; BARBOSA; SAVIOLI,
2012, p. 4).

Optamos por utilizar como fundamentacéo tedrica principal os estudos de David
Tall e Shlomo Vinner (1981) e Winner (1991), dentre outros pesquisadores.

Nessa perspectiva, dissertamos sobre o PMA e o0 que esse termo quer dizer.

Indiscutivelmente, agimos e pensamos diferente, e apresentamos uma
variedade de dificuldades quando um conceito nos é repassado em sala de aula.
Nesse sentido, Vinner e Tall (1981) consideram que existe uma estrutura cognitiva
complexa que produz uma variedade de imagens mentais quando um conceito é
evocado, antes de serem formalmente definidos na mente de cada individuo.

De acordo com os estudiosos supracitados, na formacéo desse pensamento,
ocorre a associacdo simbdlica ao conceito, que € uma maneira de compreensao e
comunicacdo do que se aprendeu. E, quando isso ocorre, acontece a manipulacéo
mental do aprendiz.

Segundo Tall (1998, p. 5), “0 pensar em matematica avangada nem sempre €
um processo légico para a criagdo de ideias matematicas”. Para este pesquisador,
somos criativos, mas € bem depois do pensamento elementar que nos ocorre a
abstracdo das coisas que aprendemos, ou seja, é nesse estagio que é exigido a
abstracao das propriedades de conceitos matematicos. Baseados na definicao de Tall
(1998), significa que, quando isso ocorre, o0 sujeito (aluno) é capaz de manipular as
suas proprias definigbes conceituais produzidas, de forma abstrata, para desenvolver

as relagdes logicas dos conceitos que foram estudados anteriormente.



Tall (1981, apud CARMO; SOARES; SOUZA, 2016) afirma que, durante os
processos mentais de recordar e manipular um conceito, muitos processos associados
sdo colocados em jogo, consciente e inconscientemente, afetando seu significado e
uso.

O termo PMA, segundo Dreyfus (2002), consiste na interagdo entre varios
processos, como 0Ss processos de representar, visualizar, generalizar, entre outros.
Para o autor, ndo existe uma diferenca nitida entre os processos envolvidos no PMA
e no PME. Pois, ele nos afirma, que ha tdpicos da matematica elementar que podem
ser tratados de forma avangada, assim como ha pensamento elementar sobre temas
avancados, e que depende da complexidade de como sao tratados e gerenciados tais
processos presentes em cada um dos pensamentos.

Segundo Gray (1999), atividades cognitivas envolvidas no pensamento
matematico avancado podem diferir grandemente de um individuo para outro.

Estas ideias sobre PMA parecem fazer transparecer diferentes significados,
enguanto umas dao importancia aos processos envolvidos e suas interacdes para a
compreensao da matematica avancada, outras defendem os tipos de atividades
cognitivas, pois as atividades podem ser responsaveis por sustentar tal pensamento
na mente do aluno, e isto pode variar.

Olimpio (2006) nos remete a um conhecimento que nos auxilia nessa
compreensao sobre o PMA. Segundo o autor, este pensamento caminha no
direcionamento de diferentes competéncias, a saber:

Pensamento Matemético Avancado (TALL, 1991): pensamento este
gualificado como um conjunto de competéncias complexas que se pretende
gue o(a)s aluno(a)s universitarios demonstrem, dentre as quais se incluem
desde a capacidade de representar objetos e situagdes matematicas,

relacionando essas representagfes e efetuando generalizagfes, até a de
fazer conjecturas e de demonstrar teoremas (OLIMPIO, 20086, p. 33).

As ideias dos pesquisadores apontam aspectos importantes para a
aprendizagem de um curso de Geometria analitica. Pois acreditamos que as
definicbes do Pensamento Matematico Avancado na Geometria Analitica podem
auxiliar na transicdo da representacdo geomeétrica (concreto, palpavel) para a
representacdo algébrica (abstrata, puramente mental), superando dificuldades de

estudantes em relacdo a Vetores.



Sobre a transi¢cdo do pensamento matematico elementar para o pensamento

matematico avangado

Apresentamos algumas diferentes perspectivas sobre o pensamento
matematico, que, segundo alguns pesquisadores, diferem da educacao basica para a
superior.

Concordando com Tall (1991), muitas das atividades que ocorrem no ciclo
completo de atividade em PMA também ocorrem na resolugdo de problemas da
matematica elementar, mas a possibilidade de definicdo formal e deducéo é um fator
que distingue o PME do PMA.

Podemos encontrar outros fatores que distinguem os dois pensamentos, por
exemplo, “a passagem do descrever para o definir, do convencer para o provar de
uma maneira légica baseada em definigdes” (TALL, 1995, p. 17). O autor acrescenta
gue a linha separadora entre o PMA e o PME é aquela que localiza a mudanca
cognitiva ocorrida com a introducdo do método axiomatico, onde os objetos tém um
estado cognitivo novo, como conceitos definidos construidos de definicbes verbais.

Tall (2002), ao discorrer sobre coeréncia e consequéncia, em sua obra, nos diz
que, “é a transi¢cao da coeréncia da matematica elementar (vista na educacao basica)
para a consequéncia da matematica avancada (vista no ensino superior) que é
baseada em entidades abstratas que o individuo deve construir a partir de deducdes
de defini¢cdes formais (TALL, 2002, p. 20).

Elias, Barbosa e Savioli (2012), em suas pesquisas, defendem a questdo da
percepcdo de algum objeto de estudo, em relacédo a acdo sobre este. Os autores se
embasam na hip6tese de Tall (1995), sobre transicao de um pensamento para o outro,
ao considerar que:

A transicdo cognitiva do pensamento matematico elementar para o avancado
no individuo se d4, inicialmente, com a percepcao de e a acdo sobre objetos
do mundo exterior e € construido por meio dos dois desenvolvimentos
paralelos citados anteriormente, inspirando o pensamento criativo baseado

nos objetos formalmente definidos e na demonstracdo sistematica, (TALL,
1995, p. 163).

Diante da hip6tese defendida por Tall (1995), existe a possibilidade de que
algumas atividades desenvolvidas sobre o olhar do PMA podem estar presentes no
PME. Portanto, diante do meio criativo que existe no PME para resolver um problema



matematico, destacou-se a possibilidade da deducéo e da definicdo formal, o que
distingue os dois pensamentos.

Gray (1999), referindo-se aos conceitos matematicos elementares, diz que
estes tém propriedades que podem ser determinadas atuando sobre eles, ou seja, 0
autor quer dizer que as propriedades sdo manipuladas dos objetos, enquanto que 0s
objetos em PMA séo criados de propriedades (axiomas).

Algumas caracteristicas que diferem o PME do PMA sao apresentadas por
Dreyfus (2012). Na obra Advanced Mathematical Thinking, o autor defende que a
forma como é conduzida a transicdo de um pensamento para o outro é o que os difere
(ELIAS; BARBOSA; SAVIOLI, 2012, p. 5).

Retomando o que diz Dreyfus (2002), ao relacionarmos o PMA ao nivel de
ensino superior, o autor diz que isso independe da idade do aluno e que esse
pensamento pode ocorrer sem que isto interfira. Neste contexto, sob a perspectiva de
Tall (2002), “a linha separadora entre o PME e o PMA, n&o esta na impossibilidade de
um estudante da educacdo béasica conseguir desenvolver um PMA por ndo ser um
adulto, e sim na maneira como a matematica é apresentada neste nivel de ensino”
(ELIAS; BARBOSA; SAVIOLI, 2012, p. 8). Da mesma maneira, 0 PMA néo é propicio

somente a alunos do ensino superior.

Imagem de conceito e definicdo de conceito

Os fundamentos deste estudo estdo atrelados as noc¢des de imagem de
conceito e definicdo de conceito propostos por Tall e Vinner (1981).

Dentre os inumeros desafios em educar matematicamente, fazer uso das
definicbes de conceitos mateméaticos que os livros didaticos receitam €, sem duvida,
um dos maiores desafios ao professor de matematica, pois estas definigcbes, na
maioria das vezes, sao apresentadas em linguagem abstrata (FONSECA et al., 2013).

Enquanto professores pesquisadores, podemos questionar qual seria a
definicdo adequada, ou qual a definicdo de melhor compreenséo, e, sem duvida, as
respostas iriam apresentar justificativas variadas, e, certamente, a resposta para esse
e outros guestionamentos tem sido uma meta almejada por muitos pesquisadores,

principalmente os envolvidos com a educa¢ao matematica.



Segundo Leé&o e Bisoggnin (2009, p. 2), essa teoria foi desenvolvida no ano de
1981, por David Tall e Shlomo Vinner. Estes defendem que um conceito matemético
nao deve ser apenas ensinado através da definicdo formal.

Ha décadas, estas questdes vém sendo estudadas por pesquisadores
matematicos, e, neste trabalho, vamos dar destaque aos estudos de David Tall e
Shlomo Vinner (1981), pois s&o fundamentais para o encaminhamento do objeto de
estudo desta pesquisa.

De acordo com Tall e Vinner (1981), a teoria de imagem de conceito sugere
gue 0 processo cognitivo de certas imagens esteja aliado a um leque de ideias
associadas ao conceito, e que a compreensao da propria definicdo de conceito s €
possivel quando uma gama de ideias associadas € rica o suficiente.

Ainda sob a Otica dos percussores desta teoria, 0 estudante tem que ser
estimulado a pensar, pois

[...] trard em sua mente iniUmeras representacfes mentais, como imagens de
representacdes visuais, impressdes, experiéncias e propriedades, as quais
podem ser elaboradas, pelos sujeitos, por intermédio de processos de

pensamentos sobre essas representacfes mentais, denominadas pelos
autores como Imagem de Conceito (TALL; VINNER, 1981, p. 152).

Sendo assim, essa carga de representacfes decorre de todo o processo de
aprendizagem do estudante, desde a educacdo basica ao ensino superior, pois, a
medida que ele é estimulado, suas ideias vao amadurecendo.

Na teoria desenvolvida por Tall e Vinner (1981), “Imagem de Conceito” &
definida como:

[...] a estrutura cognitiva total associada ao conceito, que inclui todas as
figuras mentais, processos e propriedades associados. Ela é construida ao
longo dos anos, através de experiéncias de todos os tipos, mudando

enquanto o individuo encontra novos estimulos e amadurece (TALL; VINNER,
1981, p. 152).

Além disso, os autores afirmam que um individuo pode ou n&o utilizar sentenca
de palavras para especificar um dado conceito, denominada definicdo de conceito
(TALL; VINNER, 1981). Esta afirmacéo pode ser uma simples memoriza¢cao por um
individuo, bem como a expressao da compreensdo do significado matematico do
conceito ou, ainda, uma reconstrucdo pessoal da definicdo formal. E pode ser
construida pelo proprio individuo ou simplesmente memorizada por ele, pois uma
definicdo de conceito pode mudar ao longo do tempo, da mesma forma que a imagem
de conceito. Desta forma, a imagem de conceito pode (ou néo) incluir uma definicdo



de conceito pessoal, que, por sua vez, pode (ou ndo) ser consistente com a definicao
formal.

Tall (1992, p. 496) ressalta que “a propria ideia de definir um conceito no sentido
matematico em oposicao a de descrevé-lo, é particularmente dificil de compreender”.
Segundo o autor, o termo “imagem de conceito” pode ser a descricdo de uma estrutura
cognitiva, e que esta esteja associada ao conceito ensinado. Essa estrutura cognitiva
€ representada pelo conjunto formado por todas as imagens, propriedades e/ou
processos que alguma vez na mente do individuo foram associadas ao conceito. E, a
medida que o individuo tem novas experiéncias ao longo do tempo, referentes a um
conceito, essas imagens vao sendo enriquecidas, ocorrendo, dessa forma, certa
ampliacdo do conceito imagem.

Mas quando é formada a Definicdo de Conceito? Segundo Tall e Vinner (1981),
a definicdo de conceito é formada a partir da imagem de conceito, isto quer dizer que
toda forma de representacdo da imagem, através de palavras, leva a definicdo de
conceito.

De acordo com Tall e Vinner (1981), a definicdo de conceito pode ser expressa
como:

O tipo de palavras que o estudante usa para sua propria explanacéo de seu
conceito imagem (evocado). Se os conceitos definicdo Ihes sdo dados ou
construidos por si mesmo, pode variar de tempo em tempo. Desta maneira
um conceito definicdo pessoal pode ser diferente de um conceito definicdo

formal, este Ultimo sendo um conceito definicdo que € aceito pela comunidade
matematica (TALL; VINNER, 1981, p.2).

Os autores complementam, ainda, que, caso a definicdo de conceito ndo tenha
sido compreendida ou tenha sido esquecida pelo discente, pode néo ter existido, ou
pode ser inativa, a exemplo da memorizacéo que ele faz ao realizar uma avaliagéo.

Outros autores chamam atencéo para a importancia da distincédo entre definicéo
de imagem de conceito e definicdo de conceito, do ponto de vista pedagdgico.

Baseado no texto de Vinner (1991), temos que:

[...] muitas palavras em linguagem diaria ndo tém definicdes (apesar de serem
“definidas” de alguma forma em dicionarios). Pense em “carro”, “casa’,
“verde”, “bonito”, etc., e vocé imediatamente percebe que para entender, por
exemplo, a sentenca: “meu bonito carro verde esta estacionado em frente a
minha casa” vocé nao consulta definigdes. [...] Entretanto, € necessario
consultar definicbes ao tentar entender a sentenca: “dentre todos os
retAngulos com o mesmo perimetro, o quadrado ‘e o que tém area maxima”

(VINNER, 1991, p. 86).



Corroborando o pensamento de Giraldo (2004), certamente um aluno de uma
disciplina de Mateméatica no ensino superior deve ter clareza de que a definicdo de um
conceito é o critério decisivo em um desenvolvimento tedrico que o envolva,
entretanto, para que este objetivo seja atingido, € necessario que, no estagio inicial,
este aluno trave contato com mais do que simplesmente a definigdo formal.

Para justificar o uso da teoria de imagem de conceito e definicdo de conceito
Nno processo de ensino nesta pesquisa, reiteramos o que afirma Fonseca (2011):

A maior dificuldade dos alunos com a matemética esta na formalizacéo de
conceitos abstratos, que para eles, ndo tem muito significado. Atrelado a isso,
um dos maiores desafios do professor, no ensino aprendizagem de

matematica € trabalhar com as definicbes mateméticas que, em geral sdo
apresentadas em linguagem bastante abstrata (FONSECA, 2011, p. 36).

Nesse sentido, as dificuldades apresentadas pelos alunos nos diferentes niveis
da educacdo matematica sdo baseadas na distin¢cdo entre os conceitos mateméaticos
definidos formalmente e apresentados nas aulas e pelos processos cognitivos pelos
quais sdo compreendidos.

E muito comum o professor fazer uso exclusivo de definicbes formais
recomendadas pelos livros didaticos para a construcdo de conceitos matematicos, e
isso gera certas limitacBes ou conflitos para o estudante ao expor suas proprias
definicbes devido a essa exclusividade de definicbes prontas adotadas pelo docente.
Sendo, vejamos: um vetor representado por v" = (x,y) ou um par ordenado P(x,y)
ndo representam um ponto geométrico, mas sim a expresséo analitica do vetor ou a
representacédo abstrata do ponto. Podemos citar um modelo abstrato comum obtido
pela Algebra que sido as equacdes do circulo e da reta, pois ndo sio retas, mas
equac0des algébricas, e se essa sentenca nao tiver muito significado para o estudante,
algebricamente, o professor recorre a representacdo geometrica para demonstrar e
provar tal afirmagéo.

Para Vinner (1893), as no¢bes de imagem de conceito e definicdo de conceito podem
trazer subsidios importantes na construcdo de um conceito mateméatico. Nesse
sentido, Tall e Vinner “consideram que a imagem conceitual descreve a estrutura
cognitiva total que é associada ao Conceito” (FONSECA et al., 2013, p. 4). Sendo
assim, acreditamos que, a partir das atividades de geometria analitica propostas e das
discussoes realizadas durante a pesquisa de campo, temos a possibilidade de analisar
as definicbes de conceitos e reelaboracdo da imagem de conceito dos sujeitos da

pesquisa sobre vetores e confronta-las com defini¢cdes formais.



Concepcdes de vetores e alguns aspectos sobre o ensino de Geometria

Analitica relacionado a vetores

Neste tOpico, apresentamos algumas concepcdes sobre vetores, sob a
perspectiva de alguns pesquisadores:

Steinbruch e Winterle (1987) apresentam vetores da seguinte forma: “vetor
determinado por um segmento orientado AB é o conjunto de todos os segmentos
orientados equipolentes a AB” (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987, p. 4). Vale ressaltar
que, por muitos anos, os referidos autores tiveram excelente aceitacdo como
referéncias recomendadas no ensino superior nos cursos de Introducéo a Algebra
Linear e de Geometria Analitica.

Uma apresentacao de concepcao sobre vetor semelhante encontra-se no livro
de Algebra Linear e Geometria Analitica de Valladares (1982, p. 19): “dado um
segmento orientado AB chamamos de vetor representado por AB ao conjunto AB de
todos os segmentos que sao equipolentes a AB”.

Sob a perspectiva de Spiegel, “vetor € uma grandeza que tem maddulo ou valor
absoluto, direcdo e sentido, tais como deslocamento, velocidade, forca e aceleracéo”
(SPIEGEL, 1966, p. 1).

Eisberg (1982, p. 79), na obra Fisica: Fundamentos e aplicacdes, apresenta
vetor da seguinte maneira: “uma quantidade que se soma a uma quantidade idéntica
do modo diferente pelo qual as posicfes relativas se adicionam requer mais do que
um Unico numero para especifica-la completamente, tal grandeza é chamada de
vetor”.

Segundo Battist e Nenring (2016, p. 2), “geometricamente no contexto da
Geometria Analitica, vetor é entendido como uma classe de equivaléncia de
segmentos orientados equipolentes entre si, ficando definido a partir das noc¢des de
maodulo, direcéo e sentido”.

Por conseguinte, Menon (2009, p. 10) nos apresenta vetor da seguinte maneira:
“vetor € geometricamente representado por uma seta, com comprimento proporcional
ao seu modulo, o que é intuitivo”.

Boldrini et al. (1980, p. 97) exemplificam a representacéo de vetor “de modo
que, solugbes de sistemas de equacdes lineares e equacgbes diferenciais também
possam ser representadas por vetores”.

Winterle, destaca:



Vetores e geometria analitica s@o assuntos de vital importancia na
compreensédo de disciplinas tais como calculo, algebra linear, equacdes
diferenciais, e outras, uma vez que, além de relacionarem as representacdes
algébricas com entes geométricos, visam desenvolver habilidades como
raciocinio geométrico e visdo espacial (WINTERLE, 2011, p. 6).

Entretanto, a efetivacdo da aprendizagem sera mais consistente e concreta se
durante o primeiro ano do ensino superior forem sanadas as dificuldades na
compreensao de Geometria Analitica relacionadas a vetores.

Passamos a descrever alguns aspectos relacionados a vetores em alguns
estudos no contexto da Geometria Analitica.

Compreendido na literatura em Histéria da Educacdo Matematica: escrita e
reescrita de historias, Comin et al. (2012) colocam que a Geometria Analitica é
considerada imprescindivel na Matematica, devido a importancia de sua utilizacdo em
varias areas do conhecimento, tanto na formacdo basica como nos cursos de
formacdao superior.

Destacamos o0 estudo de Battist e Nenring (2016) que investigou aspectos
relevantes na significacdo do conceito de vetor no contexto da Geometria Analitica por
académicos, no processo de ensino e de aprendizagem em ac¢des de uma aula da
disciplina de Geometria Analitica e Vetores de cursos de Engenharia. Como subsidio,
as autoras usaram software de Geometria Dinamica, onde puderam considerar
relevantes contribuicdes, e que as interagcbes mediadas pelo conceito de vetor, como
também as diferentes representacdes geométricas, numéricas e algébricas
contribuiram de forma positiva na aprendizagem de vetores pelos académicos
participantes (BATTIST; NENRING, 2016)

Nos trabalhos de Patricio (2011) e de Pinheiro, Dallemole e Matos (2016), o
gue nos interessa € a contribuicdo da pesquisa para o ensino e para a aprendizagem
da Geometria Analitica sobre as dificuldades relacionadas a aprendizagem do
conceito de vetor no ensino superior. O primeiro autor identificou e analisou as
dificuldades encontradas na producéo e no tratamento de vetores de uma turma de
alunos do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade do Estado do Para —
UEPA, através de registros de representacdo semibtica e acredita que o estudo
realizado possa servir como uma proposta no ensino de vetores e eliminar as
dificuldades detectadas pelos participantes do estudo.

Pinheiro, Dallemole e Matos (2016), no trabalho que trata de geometria analitica

e vetores, exploram conceitos e propriedades com auxilio das TCI’'s no ensino de



Matemética. Buscaram promover uma reflexdo sobre o processo de ensino e
aprendizagem da Geometria Analitica Plana e Espacial com um grupo de professores
e estudantes do curso de Matematica. Neste trabalho, a consideracéo feita pelos
pesquisadores € que “o desenvolvimento cognitivo matematico do educando esta
diretamente vinculado as a¢6es metodoldgicas” (PINHEIRO; DALLEMOLE; MATOS,
2016, p. 7).

A relevancia dos estudos supracitados esta relacionada a pesquisas que
versam sobre Geometria Analitica relacionadas, especificamente, sobre vetores no
ensino superior e as dificuldades apresentadas por estudantes no inicio de sua

formacéao.

Roteiro do Encontro n° 01

Apresentacdo: O primeiro encontro sera contemplado pelo grupo 1 de atividades.
Neste grupo as atividades sédo apresentadas com vetores apenas no ponto de vista
geométrico. Segundo Winterle (2011, p. 1), a grande vantagem da abordagem
geomeétrica é possibilitar, predominantemente, a visualizacdo dos conceitos que séo

apresentados para estudo, o que favorece o entendimento dos estudantes.

Conteudo: Operacfes geométricas com vetores: soma diferenca e multiplicacdo de

um vetor por um namero.

Objetivo: Espera-se que os participantes se familiarizem com a ideia de que os
vetores ndo precisam ter uma expressao algébrica para serem representados, que
podem ser operados geometricamente.

Na atividade 1, espera-se que 0s participantes notem que vetores podem ser
operados geometricamente (apenas desenhos) sem suas coordenadas e sem ajuda
dos eixos coordenados.

Na atividade 2, espera-se que 0s participantes desenvolvam compreensao para
operar geometricamente uma equacéao envolvendo soma, diferenca e multiplicacéo
por escalar de vetores.

Em todos 0s encontros serdo expostas as maneiras de operar com vetores e

as definicoes serao disponibilizadas nas atividades propostas.



Grupo 1: OperagBes geométricas com vetores

A representacdo grafica apresentada permite-nos executar uma série de
operacdes com vetores (soma, subtracéo, etc.).

A seguir, apresenta-se as definicbes dessas operacoes.
Somade vetores

Segundo Steinbruch e Winterle (1987), define-se a soma geométrica de vetores
da seguinte maneira:

Sejam os vetores i e v representados pelos segmentos orientados AB e BC.
Os pontos A e C determinam um vetor s que, por definicdo, € a soma de u e v, isto é:

u+v.

%]
I

Figura 1 - Soma de vetores

C

Fonte: Adaptado de Steinbruch; Winterle (1987)

De acordo com Winterle (2011), h& outra maneira de encontrar o vetor soma de
U + ¥. Representam-se 0s vetores u e ¥ por segmentos orientados de mesma origem
A: i =AB e % = AD. Completa-se o paralelogramo ABCD (Figura 2) e 0 segmento
orientado de origem A, que corresponde a diagonal do paralelogramo, € o vetor:

$= U +B, ouseja, i+ ¥ =48 ouAB + AD = AC.



Figura 2 - Soma de vetores

Fonte: Adaptado de Winterle (2011)

Diferenca de vetores

Consideremos os vetores 1 e ¥ representados pelos segmentos orientados
AB e AD, segundo Winterle (2011). A subtracao de vetores d = i - ¥ resulta em um

terceiro vetor (chamado diferenca), representado pelo segmento orientado DB, cujas
propriedades sao inferidas a partir da soma dos vetores u e (-v ). O vetor - tem
maédulo e direcdo iguais ao do vetor ¥, mas tem o sentido oposto, conforme ilustragédo

abaixo.

Figura 3 - Diferenca de vetores

D

=]

Fonte: Adaptado de Winterle (2011)

Multiplicagdo de um vetor por um numero

Segundo Steinbruch e Winterle (1987), define-se a multiplicacdo de um vetor
por um namero da seguinte forma:
Seja um vetor ¥ # 0 e um numero real k # 0. Chama-se produto do nimero real

k pelo vetor v o vetor p= kv, tal que:



v O médulo: |p| = |k = |k||3l;
v' Diregéo: a mesma de 7;
v' Sentido: o mesmo de ¥ se k > 0, e sentido contrario ao de v se k < 0.

A figura 4 apresenta o vetor v e alguns vetores da forma kv.

Figura 4 - Produto de vetores por escala

1\_12\
v
20 \\—35

Fonte: Adaptado de Steinbruch; Winterle (1987)

Atividades 1: Soma, diferenca e multiplicacédo de vetor por um numero

a) Dados os vetores i e v representados na figura 5, desenhe o representante do vetor

soma:s = u+ v.

Figura 5 - Vetores e suas posi¢cdes no plano

L J

—

U

Fonte: Elaboracéo da autora

b) Considerando os vetores u e ¥ da figura a cima, desenhe o vetor representante da
diferenca: d = i + (—%).
c) Considere o vetor i e as definicdes de operacdes geométricas, desenhe, no plano

representado na figura 5, o seguinte vetor: p = 2u.



Na atividade 1, conceitua-se opera¢gdes com vetores na forma geométrica. A
resolucao tem que ser feita no plano e/ou no espaco sem ajuda de eixos coordenados

para obter o desenhos dos vetores soma, diferenca e produto.

Atividade 2: operagbes geométricas com vetores

a) Os vetores d, b e ¢ estdo representados na figura 6 da seguinte maneira:

Figura 6 - Vetores e suas posi¢cdes no plano

a b
c
Fonte: Elaboragéo da autora

b+ 22.

N |-

Construa geometricamente o seguinte vetor: § = —2d +
b) Desenhe o representante do vetor soma, de acordo com a figura 6, acima.

c) Com base na figura 6, desenhe o seguinte vetor: Z = @ + b + ¢.

A resolucéo devera ser feita da seguinte maneira: o vetor d devera ter seu

tamanho duplicado para depois ter seu sentido invertido, o vetor b devera ter seu

tamanho reduzido a metade e o vetor ¢ devera ter seu tamanho dobrado. Feito isso,

os estudantes devem aplicar o conceito da soma geométrica de vetores que foi

apresentado no enunciado da questéo, resultando numa figura.
Roteiro do Encontro n° 2
Apresentacdo: O segundo encontro sera contemplado pelo grupo 2 de atividade.

Neste grupo, as atividades sao apresentadas com vetores no sistema de eixos

cartesianos do plano, as operacfes sédo abordadas sob o ponto de vista algébrico, ou



seja, apresenta-se o0 processo de algebrizacdo do conceito de vetores através de suas
coordenadas.

Conteudo: Operacdes de vetores com coordenadas: soma, diferenca e multiplicacéo

por escalar.

Objetivo: Espera-se que os participantes concluam que procedimento algébrico das
atividades do segundo encontro conduz ao mesmo entendimento geométrico das
atividades do primeiro grupo.

Na atividade 1, espera-se que 0s participantes desenvolvam compreensao para
operar vetores abstratamente.

Na atividade 2, espera-se que 0s participantes concluam que os resultados
obtidos nesta atividade coincidem com os resultados da atividade 2 do primeiro

encontro.

Grupo 2: vetores com coordenadas no plano

Apresenta-se algumas definicbes de vetores com coordenadas no plano,
baseadas no livro Vetores e Geometria Analitica de P. Winterle e no liviro Geometria
Analitica de A. Steinbruch e P. Winterle.

Igualdade de vetores
Steinbruch e Winterle (1987) apresentam a definicdo de igualdade de vetores
no plano da maneira seguinte:

Dois vetores U = (x;,v1) € ¥ = (x,,y,) SA0 iguais se, e somente se, x; = x, €

y1 = Y, € escreve-se i = 7.

Soma de vetores

A soma de vetores com coordenadas no plano é definida por Steinbruch e
Winterle (1987), assim:



Sendo U = (x1,y,) € U = (x,,y,) dois vetores, define-se a soma de u + v da

seguinte forma:§ = U+ ¥ = (x; + X, ,y1 + ¥2).

Multiplicagdo de vetor por um nimero

Segundo Steinbruch e Winterle (1987), define-se multiplicacdo de vetor por um
namero:

Sendo # = (x4,y;) um vetor no plano e k um ndmero real. Define-se a
multiplicacdo de um vetor por um ndmero como sendo o vetor p = k. u = (kxy, ky,).

A seguir, apresenta-se as atividades de vetores com coordenadas no plano que
compde o grupo 2, sobre igualdade de vetores, soma de vetores e multiplicagéo de

um vetor por um namero.

Atividades 1: operagdes com vetores no plano cartesiano

a) Dados os vetores 1 =(4,1)e ¥ = (2,6) representados na figura 7, desenhe o

+ 7.

N

representante do vetor soma: § =

Figura 7 - Vetores e suas posi¢cdes no plano cartesiano

Fonte: Elaboracéo da autora

b) Considerando os vetores u’ e ¥ da figura acima, desenhe o vetor diferenca: d=
U+ (—v) no plano cartesiano.
c) Dado o vetor i = (4,1) e as definicbes de operacdes algébricas, desenhe no

plano representado na figura 7, o seguinte vetor: p = 21 .



Nesta atividade os vetores sdo dados através de suas coordenadas e as
operacdes ja ndo sdo mais geométricas e sim algébricas.

Os vetores utilizados no grupo 2 sdo os mesmos utilizados no grupo 1, sendo
no primeiro em forma de figuras e no segundo com coordenadas.

A resolucdo deve ser feita somando-se coordenada a coordenada, de forma
semelhante a diferenca e na multiplicagdo, o participante deve multiplicar cada

coordenada pelo mesmo escalar, etc.

Atividade 2: operacgdes de vetores com suas coordenadas

a) Considere os vetores d = (—1,2), b= (4,2) e ¢ = (—1,-2) assim representados.

Determine algebricamente o seguinte vetor: § = —2d + %I; + 2¢.

b) Desenhe os representantes dos vetores d, b, ¢ e s no plano cartesiano.
c) O que vocé pode verificar ao comparar o resultado desta atividade com o resultado

obtido na atividade 2 do Grupo 1?

Nesta atividade ha os trés vetores que foram apresentados na atividade 2 do
grupo 1 e a mesma equacéo, porém agora apresentam-se de forma algébrica.

A resolucdo devera ser feita algebricamente da seguinte maneira: o vetor

d devera ter seu tamanho duplicado para depois ter seu sentido invertido, o vetor b
devera ter seu tamanho reduzido a metade e o vetor ¢ devera ter seu tamanho
dobrado. Feito isso, os participantes devem desenhar os representantes dos vetores
que foram apresentados no enunciado da questdo e depois comparar o resultado
desta atividade com o resultado da atividade 2 do grupo 1.

Roteiro do Encontro n® 3

Apresentacao: O terceiro encontro sera contemplado pelo grupo 3 de atividades. As
atividades deste grupo abordam vetores definidos por dois pontos, operacdes e
igualdade de vetores, e sdo consideradas mais complexas. Nesse contexto, sob a
perspectiva de Tall e Vinner (1981) o Pensamento Matematico Avancado busca
entender a evolugcdo do entendimento abstrato a partir de situacdes consideradas

“concretas”, que no caso deste minicurso é a apresentagdo geométrica nas atividades.



Conteudo: vetores definidos por dois pontos, operacdes e igualdade de vetores.

Objetivo: Investigar se os participantes conseguem passar do processo construtivo
(geomeétrico) para o processo operatorio com vetores (algébrico) e observar resquicios
da transicdo do Pensamento Matematico Elementar (PME) para o Pensamento
Matematico Avancado (PMA).

Espera-se com estas atividades que 0s participantes conseguem operar com

confianca, ou seja, se conseguem operar e demostrar um entendimento geométrico.

Grupo 3: Igualdade, Operagdes, e Vetor Definido Por Dois Pontos

Steinbruch e Winterle (1987), definem igualdade, operacfes e vetor definidos

por dois pontos da seguinte maneira:

Igualdade de vetores

Dois vetores, U = (x;,v;) € U = (x3,Y,), S80 iguais se, e somente se, x; = x, €
Y1 = Yo, € escreve-se U = V.

Exemplo: se o vetor ¥ = (x + 1,4) é igual ao vetor v = (5,2y — 6), de acordo
com a definicdo de igualdade dos vetores, x+1=5¢e,2y—6=40ux=4ey=>5,

Assim, se i =v,entdox=4ey=>5.

OperacoOes de vetores

Sejam os vetores U = (x;,y1) € U = (x3,¥,) € a € IR. Define-se:
U+ U= (x;+x y1 +y,) ea.u=(axy,ay,).

Exemplo: dados os vetores 4 = (4,1) e ¥ = (2, 6), para realizar algebricamente
as operacdes, basta somarmos as componentes correspondentes: U+ U =
(442,14 6) = (6,7) e para multiplicarmos 2u, tem-se: 2u = 2(4,1) = (8,2). (1).

A figura 8 mostra geometricamente a soma de vetores e a figura 9 mostra o

produto de vetor por um escalar.



Figura 8 - Soma de vetores

Fonte: Elaboracéo da autora

Figura 9 - Produto de vetor por um nimero

Fonte: Elaboracéo da autora

Vetor definido por dois pontos

Se A(xq,y;1) e B(x,,y,) sdo dois pontos quaisquer, entdo para determinar as
componentes de AB , subtraem-se das coordenadas da extremidade B as
coordenadas da origem A, da seguinte maneira: AB = (xy — x4, ¥, —¥1), @arazéo pela

gual também se escreve AB =B —A. (2).

Exemplo:
Considerando os pontos A(—1,2), B(3,—1), C(—2,4), determinar D( x,y), de

modo que CD = %A_B’, segue-se:

CD=D—-C=(xy)—(-2,4)=(x+2,y—4)
AB=B-A=(3-1)-(-12) = (4,-3)

Dessa forma,

(x+2,y—4) =%(4,—3)



x+2,y—4) = (2,_73)

x+2=2%x=0e y—4=_73;y=§

Portanto, D( 0, g).

Atividades: Igualdade, Operacdes e Vetor Definido por Dois Pontos

a) Dados os vetores U = (2,4), v = (—1,2),w = (-3,1) e Z = (—5,—1):
-Determine algebricamente a soma de: U + v; (U + v)+w ;e (U + v+ w) + Z.
-Desenhe, no plano cartesiano, o representante do vetor obtido em cada operacéo.

-Qual sua interpretacdo em relacdo a soma de mais de dois vetores geometricamente?

b) Os pontos A(4,1), B(5,3) e C(3,5), assim representados, sdo vértice de um
triangulo:

-Determine algebricamente as componentes dos vetores: 7 = AB, % = BC e w = CA.
-Desenhe o triangulo formado pelos pontos ABC no plano cartesiano.

-Realize a soma de (4 + ¥) + w e escreva o que se pode concluir.

c) Considere os vetores i = (3,—1) e v = (—1,2) e a expressado dada 4(u — V) +

1

W= 21 — w. Determine o vetor w. Facga a representagdo geométrica no plano dos

vetores: u,v e w.

Nesta atividade, ha igualdade de vetores, operacdes e definicdo de vetores por
dois pontos apresentados de uma forma mais complexa para observar se, de fato, os
sujeitos da pesquisa se sentem confiantes o bastante para realizar a transicdo do

processo construtivo e o operatorio feito abstratamente.
Roteiro do Encontro n® 4
Apresentacdo: O quarto e ultimo encontro sera destinado a aplicacdo de um

guestionario contemplado por sete perguntas, sobre as atividades propostas nos

encontros.



Objetivo: Analisar a contribuicdo de atividades de Geometria Analitica na formacéo
de imagens de conceito e na reelaboracdo da definicdo de conceito relacionadas a
vetores de estudantes de Licenciatura em Matematica.

Considera-se que este instrumento de coleta é essencial para saber o que os
participantes do minicurso aprenderam em relacdo aos processos de operar com
vetores (geométrica e algebricamente), e se eles notaram que as defini¢cdes algébricas
para realizar as operacdes com vetores tem equivaléncia com a definicdes

geométricas.

Questionario:

1) E possivel realizar operacdes com vetores apenas na forma geométrica sem ajuda
dos eixos coordenados?

2) E possivel resolver uma equacio envolvendo soma, diferenca e multiplicacdo por
escalar de vetores sem ter uma expressao algébrica?

3) E possivel realizar operaces de vetores representados na forma algébrica
apenas?

4) O que representa geometricamente a soma de mais de dois vetores?

5) O que se conclui com os resultados obtidos nas operagcbes de vetores com
coordenadas do grupo 2, apés ser desenhada?

6) Existe coeréncia entre os resultados obtidos nas atividades dos grupos 1 e 27?

7) A partir das atividades deste minicurso, o que vocé considerou importante?
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