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Introducéo

A partir de nossos estudos vinculados a dissertacéo do curso de Mestrado Profissional
de Ensino de Ciéncias e Matematica do Instituto Federal de Educacédo Ciéncia e
Tecnologia de Sao Paulo, campus Sao Paulo, apresentamos este material,

considerando-o como o produto final da nossa pesquisa.

Sua elaboracdo apresenta sugestbes de problemas contextualizados, reais ou
realisticos, ligados as possiveis atuacbes profissionais de estudantes (de
determinados cursos de graduac¢do). Enfocamos que o carater desses problemas é
de fim aberto e mal estruturado e contemplam o estudo de alguns conceitos
matematicos, adotando como principio norteador a Aprendizagem Baseada em
Problemas — PBL.

Este material € direcionado ao docente que tenha interesse em trabalhar com uma
metodologia de ensino ativa e diferenciada, no caso, o PBL, o qual esta associado
ao desenvolvimento de competéncias conceituais e profissionais dos estudantes.

Sugerimos também a leitura da dissertacao naintegra.

Apresentamos dois problemas no formato do PBL. Possuem estudos de apoio
como complementagdo, 0s quais, assim como 0s problemas em si, podem ser
adaptados conforme a realidade dos cursos ao qual estdo vinculados (além da
experiéncia de trabalho proveniente de cada tutor/professor). Além de possuirem

possiveis encaminhamentos para sua resolucao.

Nossas consideracdes em relagdo a dinAmica da sala de aula num contexto PBL,
baseiam-se nas ideias de Ribeiro (2008). Mais adiante, apresentamos alguns
encaminhamentos para a realizacdo das sessdes de tutoria, essenciais em uma

proposta de ensino no formato do PBL.

3 Sugestdes de problemas para abordar conceitos matematicos por meio do
PBL

Neste capitulo apresentaremos duas sugestdes de problemas reais de acordo com
os preceitos da Aprendizagem Baseada em Problemas, visando o ensino e a

aprendizagem de conceitos matematicos. Tanto o problema 1, quanto o problema 2,



poderdo ser utilizados em cursos que tenham interesse na area de saude, ou em

politicas publicas, entre outros.

3.1. Orientacbes Gerais

As orientagOes feitas neste item sdo gerais, e versdo sobre uma sugestdo de
dindmica de acordo com os preceitos do PBL, por seu aspecto mais geral também
serve para as diferentes sugestdes de encaminhamentos (tratamento matematico e
sugestdo de abordagens de conceitos matematicos) que apresentaremos na

sequencia.

Inicialmente sera fundamental que o tutor (professor) ressalte 0s principais aspectos
envolvendo a dinamica da Aprendizagem Baseada em Problemas, promovendo a
conscientizacéo a respeito dos objetivos da metodologia e do trabalho a ser feito na
busca da solucdo (ou encaminhamento da resolucao) do problema proposto. Todos
0s envolvidos precisam entender que o processo se da por meio de tutorias e
possiveis consultorias, as quais substituem as aulas convencionais, favorecendo um

ambiente mais dindmico e interativo.

Na dindmica da Aprendizagem Baseada em Problemas, os alunos deverédo ser
organizados em pequenos grupos, em torno de quatro ou cinco pessoas, € 0

professor assume a postura de tutor ou mediador da aprendizagem.

O problema sera apresentado aos grupos antes dos conceitos matematicos que
serdo explorados. Cada grupo devera eleger desde o inicio um coordenador e um
relator (ou secretario). O coordenador tem a responsabilidade de conduzir as
conversas em grupo, ou seja, devera atuar como lider da equipe. O relator devera
registrar os pontos mais importantes das reunides, além de registrar a indicacdo das
tarefas de cada membro do grupo. Aconselha-se que exista rotatividade de papéis
entre os participantes do grupo, buscando o desenvolvimento de atitudes e

comportamentos essenciais as atuacdes profissionais.

As sessOes tutoriais devem respeitar aspectos gerais, como: a analise do problema

e 0 planejamento da pesquisa; o desenvolvimento das acbes que levardo a



resolucdo do problema; a socializagdo dos conhecimentos produzidos e a produgéo
de relatérios.

Em relacdo a analise do problema e planejamento da pesquisa, destacamos a
apresentacao geral a respeito do problema proposto. Objetiva-se ressaltar possiveis
relacbes da situagcdo proposta com as futuras realidades profissionais dos
estudantes, isso se da por meio da leitura coletiva do problema, apresentacdo do
contexto e registro de possiveis palavras ou termos desconhecidos, esses deverao
ser pesquisados posteriormente. O interesse pelo problema deve ser despertado e
0s grupos tendem a perceber que ha lacunas em seus conhecimentos, logo, faz-se

necesséria a realizacdo de pesquisas acerca do assunto abordado.

A partir dai os estudantes deverao iniciar um planejamento para buscar informacdes
acerca do problema, organizar acdes e meios para trocas de experiéncias entre 0s
membros da equipe. Nesta etapa, sera fundamental a elaboracdo de hipéteses e
definicbes das estratégias para resolver o problema, considerando o tempo
disponivel para executa-las, esse tempo depende da carga horaria da disciplina e do
planejamento do tutor (professor). Pode-se sugerir também que os grupos elaborem

um projeto de pesquisa, de acordo com os objetivos do tutor.

Na etapa que envolve as acdes que levardo a resolucdo do problema deverdo
ocorrer estudos, pesquisas e intervencdes, contando com possiveis consultorias de

outros profissionais (ou professores de outras areas do conhecimento).

Na Aprendizagem Baseada em Problemas, o plano de aulas dificiimente se restringe
a um unico momento, pois apO0s 0 primeiro contato com 0 problema surgirdo
conjecturas e alguns planos de acéo, os discentes precisam se reencontrar a fim de
apresentar e discutir tudo o que foi desenvolvido ou pesquisado (durante um
determinado periodo). Nos encontros intermediarios os grupos falam sobre suas
descobertas e, com embasamentos tedricos, compartilham suas informac¢des com os

outros membros da equipe.

O tutor analisara as interpretacbes dos estudantes e poderd indicar
encaminhamentos a respeito do trabalho com conceitos envolvidos, mesmo que
englobe outras areas de conhecimento. Entretanto o tutor precisara analisar se as

decisbes adotadas pelos estudantes levardo a construcdo de conhecimentos

relevantes. Previsfes e andlises das dificuldades também devem ser mapeadas pelo



tutor, tanto em relacdo aos conhecimentos gerais como ao comportamento que cada
grupo possa apresentar. Reiteramos que cada um desses apontamentos, analisados
de modo processual, pretendem diagnosticar a aquisicdo de conhecimentos

transdisciplinares e, precisam, assim, ser bem estruturados.

Na ultima etapa da dindmica envolvendo a Aprendizagem Baseada em Problemas
deverd ocorrer a socializacdo dos conhecimentos produzidos e a producédo de

relatorios.

A socializacdo ocorrerd por meio do compartihamento dos conhecimentos
produzidos, com 0s demais grupos e com o tutor. Propfe-se a apresentacdo de um
relatério no qual conste a trajetéria do projeto desenvolvido, as pesquisas realizadas
e os resultados obtidos, inclusive a indicacdes de conhecimentos adquiridos. Nessa
etapa as solucbes podem ser apresentadas aos demais membros da sala e
recomenda-se a validacdo das mesmas, a partir dos conhecimentos adquiridos.
Momento este em que h& abertura para a exposicdo das ideias e troca de

experiéncias com 0s outros grupos.

Em relacdo aos processos de avaliacdo das sessdes, ressalta-se que eles podem
ter carater tanto processual quanto formativo. Pode-se considerar na avaliacdo: a
producdo e a analise dos relatérios; os aspectos pertinentes a autoavaliacdo; a
avaliacdo individual dos membros da equipe; a apropriacdo dos conceitos

estudados; dentre outro aspectos.

Os conhecimentos adquiridos sao indicados pelos proprios estudantes. O tutor ao
longo do processo devera identificar se 0os novos conhecimentos realmente estédo
sendo construidos, isto é, verificar se os métodos de resolucdo e 0s conceitos
matematicos abordados estdo sendo apreendidos significativamente, inclusive
guanto a formalizacdo de conceitos. A ideia € que esses estudantes notem o quanto
a apreensao do problema pode colaborar para o desenvolvimento de suas

competéncias conceituais, atitudinais e profissionais.

Além das orientacdes gerais indicadas nos paragrafos anteriores, o tutor podera
discutir aspectos relacionados aos modelos matematicos e suas aplicacbes em
diversas areas do conhecimento, essa discussdo sera fundamental para os

encaminhamentos que sugerimos no préximo item.



E importante destacar, por exemplo, que os modelos matematicos ajudam a fazer
estimativas ou previsdes, no entanto, eles geralmente nao representam literalmente
os fenbmenos modelados, ou seja, eles ndo traduzem a pura realidade, mas sim

fazem aproximacoes, e tem suas limitacbes em relacdo aos fenbmenos estudados.

“Todo modelo tedrico € parcial e aproximativo: ndo apreende sendo uma parcela das
particularidades do objeto representado”. (BUNGE, 2008, pag. 30).

Assim como afirma Stewart (2015, pag. 22), entendemos que “um modelo
matematico € uma descricdo matematica (frequentemente por meio de uma funcéo

ou de uma equagéo) de um fendmeno do mundo real [...]".

Ao modelar um fenbmeno do mundo real, temos como propdsito entendé-lo, e quica

fazer previsdes sobre seu comportamento futuro. Stewart ressalta que:

s

Um modelo matematico nunca €é uma representacao
completamente precisa de uma situacdo fisica - € uma
idealizagdo. Um bom modelo simplifica a realidade o bastante
para permitir calculos matematicos, mantendo, porém, precisao
suficiente para conclusdes significativas. E importante entender
as limitacbes do modelo. A palavra final estd com a Mae
Natureza. (STEWART, 2015, pag. 22)

Na sequéncia apresentaremos algumas sugestdes de tratamento matematico,
explorando diferentes conceitos. Nao temos a pretensdo aqui de sugerir que esses
sejam os melhores ou 0s mais adequados para resolver os problemas propostos, ja
gue sao possiveis varias outras abordagens matematicas, dependendo das escolhas
do tutor e dos objetivos de cada curso. Buscaremos apenas ilustrar a potencialidade

da Aprendizagem Baseada em Problemas no ensino de no¢8es matematicas.



Problema 1

Microcefalial

CASOS DE MICROCEFALIA
Atualizagao: 24/11/2015

Figura 2 Casos de Microcefalia por
RegidoFonte:http://portalsaude.saude.gov.br/index.php/cidadao/orientacao-e-prevencao/xyz-
microcefalia

O que é a Microcefalia?

Microcefalia € 0 nome que se da quando uma crianca tem a cabeca menor do que o

considerado padrdo. Nao é exatamente uma doenca, e sim um sinal de que o

cérebro pode nao estar crescendo como deveria.

E o crescimento do cérebro que faz o cranio crescer. Se o cérebro realmente n&o se
desenvolve, a crianca pode vir a ter deficiéncia intelectual e fisica, em variados

graus. Mas é possivel uma crianca ter microcefalia e n&o ter atrasos.

E importante lembrar que o cérebro é um 6rgdo ainda bastante misterioso e
surpreendente, e sdo muitos os casos de problemas cerebrais em que as criancas

se desenvolveram muito melhor do que previam os médicos.

Como a microcefalia é diagnosticada?

1 Texto sobre a Microcefalia retirado de http:/portalsaude.saude.gov.br/index.php/cidadao/orientacao-
e-prevencao/xyz-microcefalia pesquisado em: 15 de Julho de 2016.
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Ainda no utero, a microcefalia pode ser diagnosticada quando a medida da cabeca
(perimetro cefalico) do feto, quando comparada com outras medidas, e com a idade

gestacional, fica abaixo do esperado.

E importante considerar que a medicdo pode ndo ser exata, porque depende da

habilidade do profissional, da posicéo do bebé e da qualidade do equipamento.
Quando o bebé nasce a microcefalia € diagnosticada com uma simples fita métrica.

As autoridades brasileiras estdo determinando, para efeito de monitoramento, que
serdo considerados casos suspeitos de microcefalia recém-nascidos (desde que

nascidos depois de 37 semanas) com perimetro ceféalico de menos de 32 cm.

Apenas a medida ndo € suficiente para determinar se ha ma formac&o. E preciso

levar em conta também:

- A circunferéncia cefalica dos pais (se os pais também tiverem a cabeca pequena,

pode ser apenas uma caracteristica hereditaria).

- O fato de o bebé ter nascido de parto normal. E recomendavel repetir a medida do
perimetro cefalico trés ou quatro dias depois do parto, porque a cabeca do bebé tem
a capacidade de "afinar" para passa pelo canal do parto, e demora alguns dias para

voltar ao normal.

- As proporc¢des do corpo da crianca. Uma crianca de estrutura pequena tende a ter

uma cabeca menor.

Diante dos fatos expostos a respeito da microcefalia, e de possiveis informacdes

complementares, responda:

Quais serdo os impactos do aumento consideravel de diagnosticos de microcefalia
nas politicas publicas nos proximos anos? E nas proximas décadas? Quais sdo as
acdes dos 6rgdos publicos em relacéo a essa nova realidade? E possivel a partir de
um modelo mateméatico afirmar ou suspeitar do diagndstico de microcefalia?

Justifique sua resposta a questao anterior utilizando argumentos matematicos.
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3.2. SUGESTAO DE TRATAMENTO MATEMATICO (1) E ORIENTACOES

TRANSFORMACAO LINEAR?

Uma diretriz para o encaminhamento do problema 1 pode ser o estudo da lei do
crescimento, considerando que desde o0 nascimento até atingir a idade adulta,

diferentes partes do corpo crescem, cada uma com um fator de escala diferente.

Vamos considerar a relacdo, tamanho da cabeca (t), por altura do corpo (a).
Utilizaremos como critério para a lei do crescimento o delineamento de uma razéo

entre essas duas grandezas (representado por r=t/a).

Observe o quadro que mostra a razdo do tamanho da cabeca pela altura do corpo

de uma pessoa durante sua vida. Complete a coluna “Tamanho da Cabecga (t) (cm)”.

Idade (anos) Altura do corpo (a) Tamanho da Razao (r)
(cm) Cabeca (t) (cm)
0 50 11 0,22
1 70 15 0,21
2 79 17 0,22
3 86 18 0,21
5 99 19 0,19
10 127 21 0,17
20 151 22 0,15

Quadro 2 Dados de uma pessoa. Fonte: Tabela adaptada de Nunes (2006). Geometria Fractal e
Aplicacgoes.

O fenbmeno do crescimento ndo é proporcional, é possivel compara-lo com a

geometria fractal, que recebe o nome de lei de poténcia.

A lei de poténcia consiste em considerarmos os dados em largas escalas numéricas

X ey, entdo é possivel que exista uma lei de poténcia que exprima y em termos de Xx.
Considerando 10 como base do logaritmo, mas poderia ser qualquer outra.

logy = mlogx + b & 10°9Y = 109" x 10’ & y = x™ * 10? © y = cx™,¢c = 10°

2Esse Estudo de Apoio foi adaptado de NUNES (2006) INTITULADO: Geometria Fractal e Aplicagfes.
Departamento de Matematica Pura Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto Janeiro/2006.
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Destacamos que, m é o declive da reta e b € a ordenada na origem.

Esta equacédo descreve a lei de poténcia y em funcéo de x, em que x é uma poténcia

cujo expoente é o declive da reta.

Vamos mostrar como o procedimento acima apresentado pode ajudar a encaminhar

a resolucao do problema, para isso utilizaremos como modelo matematico ¥ = cx™
m =1 e b =0, o modelo sera reduzido a y = cx, ¢ € uma constante. Para adaptar o
modelo matematico aos dados do quadro acima, utilizaremos como parametro a
altura do corpo em cm e o tamanho da cabeca também em cm, mesmo o modelo
sendo uma funcéo linear vale destacarmos que dependendo dos valores que iremos
atribuir para as grandezas x e y pode haver uma pequena discrepancia entre
funcbes lineares encontradas pelos estudantes, cabera ao tutor alerta-los sobre isso,
afinal estamos trabalhando com valores reais. Para sabermos o valor da constante c

na equacéo y = cx temos:

Altura do corpo (a) Tamanho da
(cm) Cabeca (t) (cm)
X y
50 11
70 15
79 17
86 18

Quadro 3 Altura/ tamanho da Cabeca - Elaborado pela autora

Para encontrar o valor de c, iremos pegar os valoresx=50ey =11:
y= CX
11=50c
c=11/50 c¢=0,22

Assim o modelo serd y = 0,22 x, com isso apresentaremos o grafico do modelo
acima definido:
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Altura do Corpo Tamanho da cabeca
(cm) X (cm)y
50 11
70 15,4
79 17,38
86 18,92

Quadro 4 Altura do Corpo/ tamanho da Cabeca -Fonte: Quadro elaborado pela autora

Tamanho da cabeca

20
= 18 86:18.92
E 79;17.38
o 16
r 70:15.4
E 14
o 12
m -
; 10 211
E 8 —y=,22x Tamanho da
-::’F: G cabeca(cm)y
E 4
ko2

]

o 20 a0 60 20 100
Tamanho do corpo {cm)

Figura 3- Gréfico elaborado pela autora

Mais especificamente no problema 1, além de aspectos relacionados a Matematica,
também poderdo ser exploradas questbes relacionadas a area de Medicina, com

problematicas a respeito de saude publica e politicas publicas, entre outras.

O problema serd apresentado a cada grupo, que a principio fardo a leitura
juntamente com o tutor, em seguida a selecdo de termos desconhecidos que estéo

inseridos no problema para pesquisa posterior.

O tutor ainda podera apontar questionamentos como: Qual a relevancia desse tipo
de problema para o poder publico? Quais conhecimentos podem estar envolvidos
nele? Quais ligacdes este problema apresenta com o futuro campo de atuacao

profissional dos estudantes?

Ser4d fundamental que o tutor faga a sugestdo do tratamento matematica do

problema, caso os estudantes ndo vislumbrem essa possibilidade. Nesse caso
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poderdo ser propostas as seguintes questdes: Serd possivel desenvolver um modelo

matematico para expressar um possivel diagnéstico da Microcefalia?

O problema apresentado poderd envolver nocbes de Transformacdes Lineares.
Conforme o direcionamento do estudo de apoio. Como sugestéao de trabalho, o tutor
podera propor referéncias bibliograficas a respeito do assunto; incentivar as relacdes
de ajuda muatua para compreender conceitos mateméaticos; fornecer outros materiais
de estudo complementares; disponibilizar espacos para que o0s estudantes
aprofundem seus conhecimentos (bibliotecas, sala de monitoria ou consultoria,

plantdo de duvidas), entre outras formas de estudo.

O tutor devera escolher o melhor momento para realizar institucionalizacdo
conceitual das transformacfes lineares, com base no estudo de apoio para o
problema 1, entretanto esclarecemos que tal momento devera ocorrer apds 0s
alunos iniciarem a pesquisa para encontrar possiveis solu¢cbes para o problema e

terem contato com as no¢Bes matematicas envolvidas.

Outro aspecto importante que deverd ser contemplado na institucionalizacdo é a
demonstracdo de que o modelo obtido realmente € uma Transformacdo Linear.
Caso os diferentes modelos obtidos pelos estudantes ndo sejam Transformacdes
Lineares, o tutor (professor) devera mostrar aos estudantes quais propriedades nao
sdo satisfeitas, indicando ainda possiveis vantagens ou desvantagens em utilizar

uma Transformacao Linear para modelar o problema proposto.

Indicamos que com a solucdo acima, o tutor pode trabalhar com os conceitos:
fungcdo de modo geral, especificando ainda a fungao linear, os conceitos de
logaritmos, suas propriedades e aplicacdes, pode ainda trabalhar os conceitos de
transformacdes lineares evidenciando a lei do crescimento, ou seja, a lei de
poténcia, onde sua consisténcia nos remete a considerarmos os dados em largas
escalas numéricas x e y, entdo € possivel que exista uma lei de poténcia que

exprima y em termos de x.
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3.3. SUGESTAO DE TRATAMENTO MATEMATICO (2) E ORIENTACOES

Abaixo estamos propondo uma resolucdo para o problema utilizando a regressao
linear, ou seja, determinando um modelo matematico linear, as possibilidades aqui

mencionadas sdo encaminhamentos a ser proposto pelo tutor em suas consultorias.

E importante ressaltar aos estudantes aspectos importantes da dinamica da
Aprendizagem Baseada em Problemas, que as aulas séo substituidas por
consultorias, que cada integrante terdo tarefas delegadas, eles terdo ao seu dispor
uma gama de recursos para auxilid-los no encontro da solucéo para o problema da

Microcefalia.

Os objetivos dessa dinamica precisam estar claro aos estudantes, o tutor deve

motiva-los para o estudo deste problema.

Ressaltamos que é importante fazer a leitura do problema, apontando os pontos

importantes que podem ajudar os alunos na solucao.

O tutor deve indicar bibliografias que podem auxiliar os estudantes, os termos
préprios do problema pode ser feito um pequeno dicionério para o entendimento de

forma geral desse problema.

Destacamos que esta proposta de solucdo serd apresentada como motivacdo a
aprendizagem de conceitos, conforme mencionados abaixo, cabe ao tutor ajudar no
sentido de propor a analise do problema, o planejamento da pesquisa, o0
desenvolvimento das acdes que levardo a resolucdo do problema, a socializagcéo

dos conhecimentos produzidos e a producao de relatorios.

A dindmica se da por planejamento, para que nao fuja aos objetivos almejados, é
importante que o professor/tutor, conduza de forma a nao interferir no processo de

aprendizagem a menos que seja necessaria sua interferéncia.

Cabe o tutor analisar as interpretagbes dos alunos, podendo indicar
encaminhamentos a respeito do trabalho com conceitos envolvidos, transitando por

outras areas do conhecimento.

Talvez esta resolugéo néo seja vislumbrada pelos estudantes, neste caso, o tutor

pode propor esta solugcéao socializando-a com os demais grupos.
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Destacamos que a socializagdo ocorre por meio do compartilhamento dos
conhecimentos produzidos, com os demais grupos e com o tutor. A solugdo é
apresentada por meio de relatorio, constando toda a trajetéria, apontando os
aspectos vantajosos e também os menos favoraveis do percurso percorrido por todo
0 grupo, quais pesquisas foram realizadas, os resultados obtidos, os conhecimentos
adquiridos por este encaminhamento. Salientamos que as solucdes podem ser
apresentadas aos demais membros da sala recomendando a validacdo das

mesmas, tendo como ponto de partida os conhecimentos adquiridos.

Depois de apresentada alguns aspectos da dinamica do PBL, ressaltaremos alguns
conhecimentos prévios para esta solugdo, caso o tutor escolha este caminho. Dentre
0S conhecimentos prévios, destacamos a interpretacdo de dados apresentados em
tabelas; a identificacdo de grandezas diretamente e inversamente proporcionais,
diferenca entre incognita e variavel, definicdo de circunferéncia, potenciacdo, no¢des
sobre a relacdo entre grandezas, taxa de variacao e funcdes, se necessario o tutor
pode acrescentar ou retirar alguns conhecimentos prévios, ou mesmo retomar o

estudo de determinados conceitos ou contelddos.

Lembrando que estamos propondo um caminho a ser percorrido, cabe ao tutor fazer
adaptacdes de acordo com 0s objetivos e especificidades de cada turma ou curso,
pois o problema permite explorar uma quantidade consideravel de conceitos

matematicos e também de outras areas.

Entre os conceitos matematicos que podem ser explorados pelo tutor com este
encaminhamento, destaca-se, o estudo de fungao afim, discusséo dos coeficientes a
e b, o comportamento da funcéo (ser crescente ou decrescente), e taxa de variagao;

além de assuntos relacionados a Estatistica como, Média e Regressao Linear.

Nossa intencdo aqui € apenas sugerir caminhos a serem percorridos ou propostos
pelo tutor, assim as sugestdes ndo devem ser entendidas como uma receita, e sim

como uma alternativa que pode ser integralmente ou parcialmente seguida.

Vale ressaltar a autonomia do tutor no sentido de propor um caminho mais
adequado para sua turma, levando em consideragdo 0S conceitos a serem

aprendidos na consultoria e no curso.
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REGRESSAO LINEAR

Outra possibilidade de encaminhamento para a solucdo do problema € a utilizacéao
da regresséo linear, que consiste em determinar um modelo linear para o problema
da microcefalia, em seguida destacaremos alguns conceitos matematicos que

podem ser abordados por meio deste procedimento.

IDADE (x) anos TAMANHO DA X.y X2
CABECA (cm) (y)
0 11 0 0
1 14,7 14,7 1
2 17,4 34,8 4
3 18 54 9
5 18,8 94 25
10 21,6 216 100
20 22,6 452 400
> 41 124,1 865,5 539

Quadro 5 Idade/Tamanho da Cabeca Fonte: Tabela elaborada pela autora

Pretendemos encontrar um modelo na forma y= ax + b, para encontrarmos 0s

coeficientes a e b, temos:

_nXxy—@x)-(Xy)
nyx*—(Xx)?
7.865,5 — 41.124,1
4= 77539 — (41)2
6058,5 — 5088,1 970,4
@ 737731681 2092

a=0,5

0,5

Yy 1241
b=y—axy= P

=~ 17,7

41
y=17,7;x = 725,8x25,8

b=17,7-58.05 b=17,7—-2,9 =148
y=05x+14,8




17

Iremos construir o gréfico da fungéo y= 0,5 x + 14,8 para isso, temos:

Idade Tamanho da cabeca
(anos) (cm)

0 14,8

1 15,3

2 15,8

3 16,3

4 16,8

Quadro 6 Idade/ Tamanho da Cabeca Fonte: Quadro elaborado pela autora

Tamanl?m da cabeca / Idade
1

16.8
16.6
16.4
16.2

16
15.8 —14,8

Tamanho da cabecaem (cm)

15.6
15.4

15.2
0 1 2 3 4 5

ldade (anos)

Figura 4- gréfico elaborado pela autora

O gréfico apresentado € um modelo que reduz a resolu¢do do problema a uma
funcao linear, assim € possivel calcular em cm o tamanho da cabeca em relagdo a
idade.

Podemos destacar alguns conceitos matematicos que podem ser explorado se os
estudantes optarem por estd resolugdo, dentre eles, destacamos: O estudo de
funcdo afim, discussdo dos coeficientes a e b, a fungcdo ser crescente ou
decrescente; assuntos estatisticos como: Média, Regressao linear. Desta maneira

esta resolucdo pode auxiliar o tutor/professor, na formacédo dos conceitos acima
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destacado, por ser um problema que esta presente em nossa sociedade e também
fazer parte de problemas a serem encontrados por profissionais da saude, o

problema da Microcefalia encaixa perfeitamente nos preceitos do PBL.

Apontaremos algumas vantagens e desvantagens quando optamos pelo modelo de
regressdo e assim tornar a resolugdo do problema de modo linear, uma
preocupacdo da estatistica ao analisar dados, é a de criar modelos que explicitem
estruturas do fenbmeno em observacédo, o modelo de regressao € um dos métodos

estatisticos mais usados para investigar a relacao entre variaveis.

A andlise de regressao pode ser usada como um método descritivo da andlise de
dados (como, por exemplo, o ajustamento de curvas) sem serem necessarias
quaisquer suposicdes acerca dos processos que permitiram gerar os dados. Assim
destacamos que, a regressdo designa também uma equacdo matematica que

descreva a relagdo entre duas ou mais variaveis.

Podemos destacar outras vantagens, como: fornecer informacfes estatisticas
detalhadas sobre o modelo, permitir utilizar os parametros da regressédo encontrados

para efetuar previsoes.

Falaremos sobre algumas desvantagens, como: o modelo escolhido deve ser
coerente com 0 que acontece na pratica, isso pode ser resolvido da seguinte
maneira: 0 modelo escolhido deve ser condizente tanto no grau como no aspecto da
curva, para representar em termos praticos, o fenébmeno em estudo, o modelo deve
conter apenas as variaveis que sao relevantes para explicar o fenbmeno. Nesse
sentido o tutor deve orientar seus estudantes, no sentido de tomar cuidado quanto

ao modelo a ser encontrada e as variaveis a ser considerada no modelo explorado.
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3.4. SUGESTAO DE TRATAMENTO MATEMATICO (3) E ORIENTACOES

Nesta sugestdo de tratamento matematico, o tutor pode rapidamente resgatar
aspectos da dinamica do PBL, destacando todo o processo de ajuda mutua e
cooperacao entre os integrantes do grupo, ressaltando a importancia da participacao
de todos, para que o trabalho tenha exceléncia, e que de fato os auxiliem na

construcdo dos conhecimentos necessarios para a solucdo do problema.

O tutor deve orientar sobre possiveis discrepancias de modelos exponenciais,
guando se trata de dados reais, e que dependendo dos dados pode haver modelos
diferentes que respondam o mesmo problema, de maneira a evidenciar que isso é
comum quando se trata de dados reais. Neste sentido este problema de maneira
geral é enriguecedor, pois ndo deixa com que o carater real (que faz parte da

dindmica do PBL), se perca pelo caminho.

Aqui podem ocorrer as divisdbes de tarefas a serem pesquisadas pelos alunos,
buscando resolver o problema, o planejamento é extremamente importante e pode
contribuir com o éxito na resolucdo. O tutor pode contribuir com os estudantes,
indicando referéncias bibliograficas a respeito de fungBes exponenciais e suas
aplicacbes em modelos mateméticos, assim como trabalhos académicos que o0s
auxiliem, lembramos que o tutor tem o papel de mediar as discussdes e intervir

guando necessario.

E importante alertar os alunos sobre os dados apresentados no problema, discuti-los
de maneira que possam entender o que estao retratando, orienta-los a pesquisarem
como o problema da Microcefalia tem crescido em nosso pais. E questiona-los: E
possivel intervir nesta realidade? Como? Porque os casos de Microcefalia tém
aumentado? Quais politicas publicas podem ser feitas em curto prazo? Entre outros
encaminhamentos de questdes. Essas discussdes e apontamentos devem contribuir

com a busca de solugoes.

Os conhecimentos prévios, se tratando da Matemética, englobam a potenciacéo e
suas propriedades, suas aplicagfes, funcéo linear e a construcdo do grafico, leitura

de dados em uma tabela, reconhecimento de grandezas inversamente proporcional.
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Os conceitos matematicos que serdo explorados incluem o ensino de funcéo
exponencial, crescimento e decrescimento exponencial, discutir a taxa de variacao,

iniciar os estudos de logaritmos e suas propriedades.

FUNCAO EXPONENCIAL

Iremos propor a resolucao utilizando o conceito de funcédo exponencial, lembramos

— % 7 ~ .
que ¥ =4 ¢é o modelo de uma fungcdo exponencial, mas para 0 nosso problema
teremos que obter uma constante de acerto para o problema estudado, assim

temos:

y=c.a’ pastatomarx=0 e y=11

11=c.a ¢c=11

Agora iremos utilizar os pontos x=1 e y=14,7, para descobrir o valor de a

14,7 = 11.a*

y=11+13"

Agora apresentaremos o grafico

IDADE TAMANHO CABECA (cm)
0 11
0,5 12,54192968
1 14,3
1,5 16,30450858

Quadro 7 ldade/ tamanho da Cabeca Fonte: Quadro elaborado pela autora
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y=11*1,3Ax Tamanho da CABECA

(cm)
__ 25
E 2.5;
w20 “18.54 119586115
o 5
E 15 . ,114-316'3{]450353
'E 10 12.54192968 —py=11%1 3" Tamanho
= da CABECA (cm)
s o
E
Li+]
=0

0 1 2 3

Idade {anos)

Figura 5- Gréfico elaborado pela autora

Nesta resolucéo proposta, o tutor pode explorar o conceito de funcdo exponencial,
discutindo com os alunos 0s assuntos: crescimento e decrescimento exponencial,
iniciar os estudos de logaritmos. ‘E possivel percebemos que um mesmo problema
pode ter diversas abordagens diferenciadas, dependendo qual o caminho que a
turma escolhe percorrer ou ao que o tutor encaminhe seus alunos para a mais
coerente naquele determinado momento de sua aula, pois cabe ao tutor conduzir o
problema para o caminho que o trara beneficio para seus alunos e seus

aprendizados.
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3.5. SUGESTAO DE TRATAMENTO MATEMATICO (4) E ORIENTACOES

Neste estudo o tutor e os estudantes poderdo explorar o método dos minimos
quadrados aplicado ao ajuste de curvas e a relevancia na busca por modelos

matematicos para uma determinada situagéo.

E imprescindivel que haja didlogos entre os membros do grupo a respeito das
primeiras reflexdes, delegacao de tarefas e planos de acao, registrar as informacodes

necessarias para a resolucdo do problema.

Em encontros posteriores (consultorias) os estudantes poderao discutir e analisar as
informagdes e materiais obtidos. Em seguida verificar se esses sao relevantes e

suficientes para resolver o problema?

Nesta solucdo como conhecimentos prévios, destacaremos: interpretar e analisar

dados por meio de tabelas e no¢des a respeito de funcéo.

Neste caso o0 tutor pode tanto iniciar ou aprofundar o estudo de conceitos
matematicos como: matrizes, operacfes e propriedades, tipos de matrizes
(quadrada, transposta, matriz linha e coluna, identidade); sistemas lineares,

classificacdo, discusséo e diferentes métodos de resolucéo de sistemas lineares.

METODO DOS MINIMOS QUADRADOS APLICADO AO AJUSTE DE CURVAS

O ajuste de curvas pelo método dos Minimos Quadrados tem muitas aplicacées,
dentre elas, é determinar qual é a funcdo que melhor expressa o tamanho da

circunferéncia cefalica de uma pessoa conhecendo sua idade (em anos).

A tabela abaixo mostra a idade em anos, e o tamanho da cabeca em centimetros

(cm):

IDADE (ANOS) TAMANHO DA CABECA (CM)
0 11
1 14,7
2 17,4
3 18

Quadro 8 Idade/Tamanho da Cabeca Fonte: Quadro elaborado pela autora
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Pretendemos reduzir este a problema a uma fungéo do tipo: y(x) =a + Bx

Neste caso, iremos encontrar os valores de a e B de acordo com os dados da tabela

acima, vamos escrever os dados na forma matricial, assim temos:

1 0

1 1 11

1 2 At = (1 11 1) o147

13 Y7 1974
18

Vale ressaltar que A é denominada como matriz transposta de A.

Assim temos:

Montaremos um sistema com as incognitas a e 3:

4a + 68 = 61,1
6a + 148 =1035

Reduzimos a matriz a um sistema 2 X 2, onde sua resolucdo pode ser feita pelo

método da substituicdo, que neste caso, é 0 mais conveniente.
Desta maneira os valores de a e (3 sao:
a=11,72 e = 2,37
Com os valores acima calculados, podemos voltar a funcado: y(x)= a + Bx
y(x)= 11,72 + 2,37x

O modelo acima nos remete a uma fungéo linear, 0 que nos permiti construir seu

grafico conhecendo alguns valores. Assim temos:
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FUNCAO Y(X)= 11,72 + 2,37X
TAMANHO CABECA
IDADE(ANOS) (CM)
0 11,72
1 14,09
2 16,46
3 18,83

Quadro 9- Idade/ tamanho da cabeca. Fonte: elaborado pela autora

Y(X)=11,72 + 2,37X TAMANHO
Tamanho da cabega em (cm) CABECA (CM) —Y(X)= 11,72 +

20 2,37X

/ TAMANHO...
15

10

O T T T 1
0 1 2 3 4

Idade (anos)

Figura 6- Grafico Elaborado pela autora

Nesta solucdo, podemos explorar os estudos de Matrizes suas propriedades e
definicdo, OperagcOes envolvendo as Matrizes (adicdo, subtracdo e multiplicacéo),
Sistemas Lineares e suas classificagoes, discussao de diferentes formas de resolver
um sistema linear, podemos destacar os métodos da adi¢cdo, substituicdo,
escalonamento, uso de determinantes, entre outros métodos que o tutor achar mais

conveniente.

Lembramos que estamos deixando como proposta alguns encaminhamentos de
solucdes, € evidente que diante da proposta do PBL pode surgir outras solucdes
trazidas pelos estudantes, elas deve, ser exploradas de forma a contribuir com o
processo de ensino e aprendizagem dos grupos envolvidos na dinamica que o PBL

propde a seus estudantes.
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Desta maneira também pode surgir alguma solu¢cdo que néo seja adequada para o
problema, esta deve ser discutida, porém o tutor pode ressaltar quais sdo 0s

objetivos que serédo almejados com tais problemas a serem explorados.

No PBL é preciso que os alunos entendam que cada problema a ser explorado, tem
varios objetivos e expectativas de aprendizagens, envolvendo a insercdo de novos

conceitos ou até mesmo a aplicacdo de conceitos j& estudados.

Problema 2

No problema 2 abordaremos o calculo da dimenséo fractal da irregularidade do

contorno de células e estruturas que formam os tumores malignos.

T

Figura 7 http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2011/09/fractais-matematica-ajudando-
salvar.html?m=1

Podemos de alguma maneira tentar caracterizar qual estagio se encontra 0s
tumores malignos no sistema nervoso central. As imagens acima foram adquiridas
através de ressonancia magnética, das quais foram comparadas imagens de cistos
(tumores benignos), imagem de gliomas (tumores malignos) e imagens de lesdes
massivas. Com a técnica da dimensao fractal € possivel obter uma melhor
diferenciacdo entre tumores benignos dos malignos pelo fato destes possuirem
caracteristicas marcante através de maior irregularidade em seu contorno. Assim,
extraindo-se a dimensao fractal destes contornos, pode-se classificar os tumores
malignos dos benignos e, posteriormente, o0 estagio em que se encontra 0s tumores

malignos.

Analisando as imagens a seguir, utilizando o processo de contagem das caixas,
cada imagem gerard um sistema de pontos, que por sua vez da origem a uma reta
que pode ser observada na imagem 8 e 9. E possivel construir um gréafico que pode

ajudar no diagnostico? Apresente-o.


http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2011/09/fractais-matematica-ajudando-salvar.html?m=1
http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2011/09/fractais-matematica-ajudando-salvar.html?m=1
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Figura 8 http://parguedaciencia.blogspot.com.br/2011/09/fractais-matematica-ajudando
salvar.html?m=1
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i Dimensdo = 1,161 & Dimensdo = 1,089

Figura 9

Figura 9 — Gréfico de Diagnéstico http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2011/09/fractais-
matematica-ajudando-salvar.html?m=1

Estudo de apoio para o Problema 2

O tapete de Sierpinski é construido cortando-se o nono central de um quadrado,
cortando depois 0s centros dos oito quadrados mais pequenos que ficam, e assim

por diante. O andalogo tridimensional é a esponja de Menger, uma rede

aparentemente sélida com uma superficie infinita e volume nulo.

Figura 10- J.Gleick,Ed.Gradiva,1994,p.139.Figura7-TapetedeSierpinski


http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2011/09/fractais-matematica-ajudando%20salvar.html?m=1
http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2011/09/fractais-matematica-ajudando%20salvar.html?m=1
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A partir da construgdo desses fractais, podemos introduzir a geometria fractal ou

geometria da natureza em sala de aula.

A pratica pedagogica utilizada atualmente no ensino da Matematica procura
aproximar cada vez mais os fundamentos teoricos da realidade do aprendiz,
correlacionando, para isso, conhecimentos empiricos a aspectos observados no

mundo em que vivemos para construcdo do conhecimento.

Dentro desta perspectiva, trazer para a sala de aula atividades que ao mesmo tempo
desenvolvam o raciocinio l6gico-matematico e utilizem elementos do mundo
concreto do aluno, satisfaz plenamente a expectativa que a metodologia aplicada
impoe.

E importante ressaltar que as atividades a serem realizadas devem ser planejadas
de forma a promover a efetiva participagéo de todo o grupo, levando, de uma forma
cooperativa e homogénea, todos as conclusfes esperadas.

A busca da interacdo entre um novo cotidiano—pratico e participativo—e uma
organizacdo de conteudos mais abrangente tornara possivel a introducéo de teorias
desenvolvidas mais recentemente, por niveis académicos superiores,

gradativamente ao longo do desenvolvimento curricular da Matemética.

Reforcando a idéia de que alunos precisam experimentar a Mateméatica por
caminhos diferentes do que aplicar algoritmos de papel e lapis a exercicios
rotineiros, a Geometria Fractal vem permiti-los explorar os conceitos matematicos
trabalhando com as maos, tanto na constru¢cdo de modelos, quanto no desenho de
quadrados consecutivas interaces dos fractais classicos.

Como exemplo de atividades que podem ser aplicadas em sala de aula, podemos

citar a construcao do fractal triminé.
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Figura 11- Fractal Trimin6
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Para se construir esse fractal trimind de nivel3, deve-se pegar as pecinhas e,
primeiramente fazer a conexdo de 3 quadrados em forma de L, de modo que este
sera um fractal trimind de nivell.A partir dai, deve-se substituir cada peca quadrada
por um trimind L, obtendo-se assim um fractal triminé de nivel2. Repetindo o
processo executado na obtencdo do fractal triminé de nivel2, obteremos o fractal
trimin6 de nivel3. Apds a construcdo desse fractal pudemos explorar o numero de
pecas que foi utilizado, perguntando qual seria 0 nUmero de pecas necessarias para
se construir um fractal trimin6 de nivel4?E de nivel5?E de nivel n? Facilmente aluno
ird perceber que a férmula é 3 elevado ao nivel que se procura, entdo nivel 1=31=3;

nivel 2=32=9: nivel 3=33=27:....e nivel n=3".

Uma outra sugestao é construir o cartéo fractal(Triangulo de Sierpinski).

L

Figura 12- Cartdo Fractal

Transcendendo as limitacdes impostas pela Matematica Classica. Mandelbrot, em
seu trabalho, ressaltou que os matematicos foram, de certa forma iludidos pela
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Natureza que mostrou ter mais imaginacao na diversidade de formas que apresenta.
A percepcéo de tais formas levou esses matematicos a estuda-las sob os aspectos
gue Euclides nao alcancou, tomando-se, assim, um estudo das “formas sem formas”
ou “morfologias dos amorfos”. Foi aceitando este desafio que Benoit Mandelbrot
concebeu e desenvolveu esta Geometria da Natureza e implementou o0 seu uso em
inimeras aplicacbes. A partir desta teoria descreveu varios dos irregulares e
fragmentados modelos que encontramos em nossa volta através da familia de

formas que chamou fractais.

Assim desta maneira é possivel apresentar o grafico que pode ajudar um médico em

seu diagnostico.?

*e

Nonma Displasia Carcnoma Cardinoma
Reaconl Exparnsoy Infitrativ

Figura10

Figura 13- Grafico de Diagnostico http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2011/09/fractais-
matematica-ajudando-salvar.html?m=1

Fractais- Contexto Historico34

Ja que estamos falando sobre os fractais cabe nos deixarmos claro ao leitor o que

venha ser.

No final do século XIX e no inicio do século XX, multiplos conjuntos de pontos do
plano Euclidiano comecaram a aparecer na matematica. Ainda que, fossem apenas
curiosidades, estes conjuntos designados fractais, ganharam importancia.
Atualmente é reconhecido que estes conjuntos revelam fenémenos biologicos e

fisicos.

3 0 estudo do problema 2 foi retirado do Livro Algebra Linear com Aplicacbes. Décima Edig&o.
Howard Anton e Chris Rorres.

4Apresentando os fractais em sala de aula. Disponivel em :<www.sbembrasil.org.br>files>trabalhos
em 04 de Marco de 2016.



http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2011/09/fractais-matematica-ajudando-salvar.html?m=1
http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2011/09/fractais-matematica-ajudando-salvar.html?m=1
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Muitos fractais podem ser transformados em fragmentos menores (que s&o
semelhantes ao fractal maior). Vale ressaltar que quando um fractal € aumentado,

mantém-se tdo complexo quanto a figura original.

Quanto mais ampliado estiver um fractal, maior detalhe € possivel distinguir. Na
realidade, estas figuras resultam de mdultiplas interacbes da aplicacdo de modelos
matematicos, sendo que o principio de auto-semelhanca resenta a chave para a

criacao de fractais.

Presentes na Natureza em diversas manifestacdes, os fractais tém ocupado o0s
interesses e 0 estudo de iniUmeros matematicos, que, nas investigacbes, tém

exposto resultados extraordinérios e surpreendentes fendmenos.

A seguir veremos algumas imagens dos fractais na natureza.

Figura 14- Exemplo de Fractais no cotidiano. Retirado de: aromadadoamor.blogspot.com

3.6. SUGESTAO DE TRATAMENTO MATEMATICO E ORIENTACOES PARA O
PROBLEMA 2°

Apresentaremos a seguir uma estratégia para o desenvolvimento de modelos
matematicos que possibilitem o estudo e diagnéstico de tumores malignos do ponto

de vista matematico.

No problema 2 ha questdes envolvendo probleméticas na area da saude, politicas
publicas, entre outras. Podendo ser aplicado em cursos de Medicina, Enfermagem,

Odontologia, entre outros.

® Esta solugdo foi uma adaptacdo do artigo de Vesterna, Kobiyama intitulado: A geometria fractal da
rede de drenagem da bacia hidrografica do Caeté, Alfredo Wagner-SC. 2010. Arvore vol.34 no.4
Vicosa July/Aug.2010
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Por se tratar de um problema que esté relacionada com prética destes profissionais,
ele ndo foge as caracteristicas essenciais para a aplicacdo da metodologia que

estamos propondo.

Primeiramente o tutor pode propor que os alunos pesquisem e tragam para 0S
encontros tutoriais imagens de células que contém tumores de forma geral,

motivando o estudo de aplica¢des dos fractais na medicina.

Os alunos em pequenos grupos de 4 ou 5 alunos, devem levantar os pontos de
aprendizagem, neste caso o tutor pode sugerir caminhos a serem seguidos, indicar
leituras, entre outros. Uma ferramenta matematica denominada contagem de caixas

pode auxiliar no diagnéstico de tumores.

Imagine uma figura qualquer, por exemplo, a folhna de uma planta e que sobre esta
imagem, seja colocada numa malha quadriculada transparente, como a figura

abaixo:
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Figura 1

Figura 15 — Planta sobre malha quadriculada. Fonte: Retirado de
http://parqguedaciencia.blogspot.com.br/2011/09/fractais-matematica-ajudando-salvar.htm|?m=1

A malha é composta de um numero x de quadradinhos chamados de caixas, sendo

gue a medida do lado da caixa é y. Colocaremos sobre esta figura outras malhas do


http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2011/09/fractais-matematica-ajudando-salvar.html?m=1
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mesmo tamanho, porém mais finas, ou seja, malhas cujas caixas tenham medidas

menores do que y. Observe a figura 2 a seqguir:
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Figura 2

Figura 16- Planta sobre malha quadriculada Fonte: extraido de
http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2011/09/fractais-matematica-ajudando-salvar.htm|?m=1

Podemos contar quantas caixas de cada malha sdo necessarios para cobrir a
imagem. No primeiro caso, cada caixa tem 100 milimetros de lado sendo
necessarios 26 caixas para cobrir a imagem. Da folha; na segunda malha que possui
caixas com lados medindo 50 milimetros sdo necessarios 90 caixas; e finalmente, a
terceira malha com caixas medindo 25 milimetros sdo necessérios 315 caixas. Com
isso temos trés pontos, dentre, (100; 26), (50; 90), (25; 315). Podemos com o0s
pontos gerados construir um gréfico, com o modelo a seguir y=ax, onde a é a
inclinacdo ou coeficiente angular da reta. Esse coeficiente angular fornece também a
dimensdo do grafico que pode ser inteira ou fracionaria como geometria fractal.

Iremos a seguir apresentar o grafico:

coeficiente angular (¢) = dimensdo do grafico (d)

cudu177

Figura 3

Figura 17- Gréfico do modelo matematico. Fonte: extraido de
http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2011/09/fractais-matematica- ajudando-salvar.html|?
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Esta ferramenta mateméatica pode ajudar no processo de diagndstico de tumores

malignos.

Como orientacédo para este encaminhamento, primeiramente os alunos em grupos
devem fazer a leitura do problema, em seguida levantar os pontos de aprendizagem

e delegar tarefas aos integrantes do grupo.

Indicamos como sugestdo de estudo o processo de contagem de caixas, ja que é
um processo matematico que pode ajudar na resolugcdo do problema. Como
conhecimentos prévios, destacamos identificar informacdes explicitas e implicitas em
graficos, reconhecer grandezas inversamente proporcionais e grandezas

diretamente proporcional.

Com este encaminhamento de estudo o tutor pode iniciar ou aprofundar
conhecimentos a respeito de: funcéo linear, crescimento e decrescente, o estudo da

contagem de caixas com a utilizacado de malha quadriculada.
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