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Apresentacao

No Calculo Diferencial e Integral | e Célculo Diferencial e Integral I, estuda-
mos a derivagdo e integracéo de fungdes de apenas uma variavel, ou seja,
fungcdes com dominio nos reais e contradominio também real, e cuja lei de
formacgao era y = f(x).

Trabalharemos com fungdes que tém mais de uma variavel indepen-
dente, e iremos definir e aplicar os conceitos de derivada e integral. Neste
primeiro capitulo, definiremos as fungdes de varias varidveis e veremos 0s
conceitos de limites e continuidade para esse tipo de funcao.

No segundo capitulo, estudaremos a derivagéo com fungdes de varias
variaveis. Definiremos, também, as derivadas parciais, com base no conheci-
mento de derivada para as fungdes ordinarias, ou de uma variavel, passando,
em seguida, para suas aplicagdes praticas com o uso do diferencial total e da
regra da cadeia.

No terceiro capitulo, estudaremos, primeiramente, a derivada direcional.
Partindo do conceito de derivadas parciais, interpretadas como a inclinacéo
de uma superficie nas diregdes dos eixos x e y, definiremos a derivada dire-
cional como a inclinagao da superficie em uma direcao qualquer. Em seguida,
estudaremos um método de maximizagdo e minimizac&o de fungdes a duas
variaveis e concluiremos a unidade com um método de maximizagao e mini-
mizagao de fungbes com qualquer nimero de variaveis, chamado método
dos multiplicadores de Lagrange.

No quarto capitulo, iniciaremos o estudo das integrais mdltiplas, a partir
da definicdo da integral dupla em coordenadas cartesianas €, posteriormente,
trabalharemos com as integrais duplas em coordenadas polares. Uma vez
que tenhamos desenvolvido métodos basicos para integrar fungbes a duas
variaveis, mostraremos como essas integrais so Uteis no calculo de volumes
de sélidos, areas de superficies, além de muitas outras aplicacdes.

No quinto capitulo, estudaremos, inicialmente, a integral tripla em coor-
denadas cartesianas ou retangulares, com base no que aprendemos na uni-
dade anterior sobre integral dupla. Em seguida, trabalharemos a integral tripla
em coordenadas cilindricas e esféricas.

O autor






Gapitulo

Funces de
Varias variaveis






Objetivos

e Definir fungcdes de varias variaveis.
e Estudar limites e continuidade com fungdes de varias variaveis.

1.1. Fung¢oées de duas variaveis

A ideia de fungdes de duas ou mais variaveis ja € por nés conhecida, apesar
de ndo conhecermos as suas formalidades. Sabemos, por exemplo, que a
area de um retangulo cuja base mede x unidades e a altura mede y unidades
€ A =x.y, onde x e y podem assumir quaisquer valores reais ndo negativos.
Assim, podemos dizer que a area do retangulo depende de duas variaveis x e
y € ambas pertencem ao conjunto D = {(x, y)e R?/x>0e y>0}.

Seja Dc R? um conjunto de pares ordenados de numeros reais
(X, y). Uma fungéo f. definida de D em R, € uma lei que associa, a cada par or-
denado (X, y) de D, um Unico namero real z = f(x, y). O conjunto D é chamado
de dominio da fungéo f, ao passo que o conjunto formado por todos os valores
de z =f(x, y), com (x ,y) em D, chamado de contradominio de f. Como f € uma
fungdo real, o contradominio sera sempre o conjunto R dos nimeros reais ou
um subconjunto de R

O namero real z = f(x , y), associado ao par (x, y), € chamado imagem
do par (x, y), através da fungéo f. O conjunto das imagens de todos os pares
(X, y) do dominio D é o subconjunto Im(f) = {f(x, y) / (x, y) € D} ¢ R, chamado
conjunto imagem de f. Graficamente, temos:

fDcR?>R

X y) = z=1xy)

Pratica de Ensino em Matemética |
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4 R
IRA
£ Im(f)
f
T z=f(xy)
Yl
0 X IR

Exemplo 1:

Determine o maior dominio D — R 2, de modo que as correspondéncias
abaixo definam uma fungdo f: D — R. Faga um esbogo do gréafico de D em
R? e encontre Im(f).

a)f(x. y) = {16 —x* -y

Como z=+/16—x* —* é um nimero real, sabe-se que a raiz quadrada
em R s6 existe se o radicando 16 —x*—y? > 0, ou seja, x> + y?* < 16, e, assim,
o dominio sera D ={(x, y) € R?/x?+y? < 16 }, que € um subconjunto do R?,
limitado pela circunferéncia centrada na origem e raio 4.

A

oLy




O conjunto imagem de fsera R, pois z= /16 — x* -y s6 pode assumir
valores n&o negativos de R.

b)f(x. ) = 4/y —x

Para que a fun¢éo seja bem definida, é necessarioquey-x > 0 =
y 2 X

Portanto, o seu dominio sera D = {(x,y) € R?/y > x}.

Para representa-lo no plano, observemos que y > x é um semiplano
definido pela retay = x, que é a fronteira da regido e esta contida na regiao.

A

y

/

T

nXxX

Pelas mesmas razdes apresentadas no item (a), temos que Im(f) = R..
xy

2

y—x

c)z=

Essa funcao estara definida em todos os pontos do plano em que essa
fracdo exista. A frac8o existira, se seu denominador existir e for diferente de
zero. Portanto, devemos tery - x> >0 = vy > x?. Entdo, o dominio da func&o
seraD ={(x,y) € R?/y>x?.

Pratica de Ensino em Matemética |
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E importante lembrar que, para uma funcao estar bem definida, é ne-
cessario que ela seja definida para todos os pontos do seu dominio.

1.2. Grafico

O gréafico de uma fungéo f:D < R? — R é o subconjunto definido como G(f)
={x.v.z) € R}/ z=1(x ,y)} c R3 isto &, G(f) € uma superficie.

Z 4
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Exemplo 1:

Afungdo z =9 - x? - y?, cujo gréafico representamos na figura abaixo, é
um paraboléide e tem todo o R? como dominio.

2L

(7 N
775 N
LT N

-
L7
%27

(775
7~
294

2K

2

I~
%04
2
'0
2

=
%
s Q,'l'.
L7
R
VNS AL
N0 %,

Exemplo 2:

A funcéo f(x, y) = sen y, que representamos na figura, tem R como do-
minio e o intervalo [-1, 1] como conjunto imagem.

=
—

O o = <
R ARSI

TS O TS SORSSASSSE Rt
\‘" “;‘ ":’ :"‘“
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Existem duas ferramentas que sdo importantes no tracado e na anélise
do comportamento de uma superficie. A primeira delas € o conjunto de curvas
da forma f(X, y) = k, que s&o curvas obtidas por cortes na superficie, com pla-
nos da forma z = k paralelos ao plano xy, contidas na superficie, e sdo chama-
das de curvas de contorno. A outra ferramenta € o conjunto dos pontos P(x, y)
que satisfazem a f(x, y) = k, formando, em geral, curvas onde cada curva C, €
chamada curva de nivel da fungéo f quando z = k.

Exemplo 3:

As curvas de contorno e o conjunto das curvas de nivel da superficie
z =9 —x?-y? do exemplo anterior, sdo mostrados na figura.

Uma aplicagao pratica, muito comum do uso das curvas de nivel de
uma superficie, sdo os mapas topograficos, nos quais uma paisagem tridi-
mensional, tal como uma cadeia de montanhas, é representada por linhas de
contorno bidimensionais, representando as curvas de mesma elevagéo, que
sao conhecidas como curvas de nivel da superficie.

1.3. Fung¢oes de trés ou mais variaveis

Uma funcé&o a trés varidveis € uma lei f que, a cada ponto P(x, y, z), perten-

cente a um dominio D < R3, associa um Unico valor real w, que é aimagem de P.
1

X+y+z

fungcéo de x, y e z, definida para todo P(x, y, z) # O (0, O, 0), tendo R como

Tomemos, por exemplo, w = . Podemos dizer que w é uma

conjunto imagem. Toda fung&o a trés variaveis tem a forma



fDcRP>R
Xy z)— w=fxy, 2).
O gréafico de uma funcéo a trés variaveis é composto por um conjunto
de quéadruplas ordenadas (X, v, z, f(x, v, z)), estando, portanto, no espago R*,
nao podendo portanto ser tragado ou visualizado.

Em geral, uma funcéo f de n varidveis € uma regra, ou lei, que as-
socia, a cada n-upla de nimeros reais (x,, X,, . . . , X ), pertencente a um
dominio D < R™ um Unico numero real w =f(x,, X, , . . ., X ).

Essas funcdes tém as mesmas caracteristicas das funcbes de duas
ou trés variaveis, e seu grafico é da forma (x,, x, , . . .. X fx . %, .., X)),
estando no espago de dimensdon + 1.

Neste texto, direcionaremos nosso estudo para as fungdes de duas ou
trés variaveis, por se tratarem de fun¢dées com maior aplicabilidade.

1.4. Limites e Continuidade

O limite de funcdes com duas ou mais variaveis € semelhante ao limite de
funcdes de uma variavel, com a diferenca de que existem duas ou mais vari-
aveis independentes envolvidas, em vez de uma, o que dificulta a questdo da
proximidade de valores.

1.4.1. Nogodes de limites com fun¢oes de duas variaveis

Sejaf:D © R2 = Ruma fungéo. Estamos, agora, interessados em observar

o comportamento de f(P) para todos os pontos P préximos de PO, mesmo nos

casos em que PO n&o pertenga a D. Se f(P) esta bem proximo de um nimero

real L, quando P esta convenientemente préximo de PO, mas P # PO, entdo

dizemos que o limite de f(P), quando P tende a PO, é L e escrevemos  lim

f(P)=Lou lim fix. y) = L. P—> P
(x,¥) = (x4, )

lim
De uma maneira mais formal, dizemos que p _, P, f(P) = L se, dado

€ >0, existe 0 >0 talque |[P-PO|< 90 = |f(P)-L|< €.

Teorema da unicidade:

O limite de uma fungao em um ponto é Unico, ou seja, se

lim fPy=L,e M fP)=L,entaol, =L,
P—> P, P—F,

Pratica de Ensino em Matemética |
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O célculo de limites, usando a definic&o, ja apresentava um certo grau
de dificuldade, mesmo para fungdes de uma sé variavel, quando, entio, foram
observadas algumas propriedades que facilitaram os célculos.

Para fungdes de duas ou mais variaveis, o grau de dificuldade é ainda
maior, mas também podemos verificar a existéncia de algumas propriedades
que nos permitirdo verificar a existéncia e calcular alguns limites.

Em principio, sao validas, para os limites com fungdes de mais de uma
variavel, todas as propriedades de limites de fungdes com uma variavel, ou
seja, se L, M e k sdo constantes quaisquer reais, com

lim - lim - 20 <80 VAl
sty 06 V) =L e )5, 9 & ¥) =M, entéo so validas as
propriedades:

P1 lim  [f(x.y)+gx.y)] =L+ M
xy) —> (XY

P2 lim [fx,y)-gx.v)] = L - M
&9 7 oY)
P3 lim [fx,v).gx.v)]= L.M

xy) —> (%Y

P4 lim k.f(x,y) = k.L
) —> %Y

S(xp) _

P5 Im L
glx,y) M

x¥) = (¥
P6 lim  [f(x,y)]™ =L"" se me ns&ondmeros inteiros e L™ € R.

Além dessas propriedades, podemos, ainda, usar processos de fato-
ragcéo, sempre que for possivel, para determinar um limite de fungdes com
varias variaveis.

Uma outra propriedade, muito interessante para se calcular limites de
funcdes com duas ou mais variaveis, &€ baseada no célculo de limites de fun-
¢des com uma variavel por limites laterais.

“lim fX)=L = lim f(x)=Ilim f(x) = L"

X —>a X —>a- x —>a*



Essa propriedade dos limites laterais afirma que o limite de f(x), quando
x tende para a, existe e é igual a L, se os limites a direita e & esquerda de «a
existirem e forem iguais. Isso porque, sobre a reta real, sé existem dois cami-
nhos para se aproximar do valor de a.

Para fungdes de duas ou trés variaveis, a situagdo € mais complicada,
visto que ha uma infinidade de curvas diferentes, ao longo das quais o ponto
pode ser aproximado.

Trabalhando com fungdes a duas variaveis, 0 nosso objetivo &€ definir o
limite de f(x, y) quando P(x, y) tende para P (x,. y,). ao longo de uma ou mais
curvas que pertengam ao dominio de f(x, y) e passem, necessariamente, por
P,X, V,)- Se esses limites forem todos iguais a L, podemos, ent&o, sugerir que
o limite da fungéo existe naquele ponto e é igual a L. Se, pelo menos, um dos
caminhos escolhidos tiver um limite diferente, entdo o limite da fungdo nio é
definido no ponto.

Exemplo:
Calcule, se existirem, os seguintes limites:

a) lim .
x2 +y2
xy) —(0.0)
Em primeiro lugar, observe que essa fungéo é definida em todos os pon-
tos do plano, exceto na origem, e pretendemos verificar se ela possui limite
nesse ponto.

Para verificar a existéncia do limite, ai tomemos alguns caminhos de
tendéncia para a origem O(0, 0) e analisemos o comportamento da funco.

i) O eixo x € composto por pontos da forma (x, 0) e passa na origem. Como
y =0, ao longo desse caminho teremos f(x, 0) = _x0 =0 =0

2 2 i
x°+0 2
X

i) Se tomarmos o eixo y como caminho, teremos o x = 0 com y diferente de
zero e a fungéo f(0, y) = 0.

i) Tomemos, agora, como caminho, a familia de retas que passam pela ori-

. . ; . X.mx
gem, cuja equagao geral € y = mx. Assim, teremos f(x, mx) = ——
x° +(mx)
o omx* _ omx’ m

x2+m2x2 x2(1+m2) 1+m2

Para valores diferentes de m, a fungdo assumira diferentes valores.
Portanto, pelo teorema da unicidade, podemos concluir que o limite no existe.
2
b) lim X —xy

) — 00 Vr -4y

Pratica de Ensino em Matemética |
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Poderiamos fazer a mesma abordagem do limite anterior para verificar
a existéncia desse limite, mas, observando a forma de definicdo dessa fun-
¢ao, faremos uma analise diferente, pois

)= o = fxy) = 20

Il T T =
Vr=y Vx -y
fx.y) = XN = fxy) = x(Wa+y).
Wx =)
Portanto, lim f(x, y) = 0.
xy) = 0.0
c) lim X+xy-5

) —> 0.0) xy + 1> +2y-1

Para verificar a existéncia e calcular o valor desse limite, é suficiente
que se observe que essa fungéo € definida no ponto P,(0, 1) e, consequen-
temente, em todos os pontos nas suas proximidades, logo

lim f(x.y)= fim xX+xy—5 _ 0+0.1-5 _—l
x +y +2y—-1 0.1 +17+2.1-1 2
&y —> 01 xy) —>0.1)

1.4.2. Nogobes de continuidade com fungdes de duas variaveis

O conceito de continuidade de fungdes é independente do espago em que
a funcéo esteja definida. No estudo das fungcbées com uma variavel, tive-
mos essa definicdo de continuidade, que adaptamos, aqui, para fungdes a
duas variaveis.

Sejamf:D < R* — R umafun¢éo e P, € D um ponto. Dizemos que f
€ continua em P, se, e somente se, satisfaz as condigdes:

_ lim .

)] f(P) existe

P - F

D "™ e =P
i) P—>P0()_ (Py)-

Se, pelo menos, uma das condigbes acima nao se verifica, dizemos
que f é descontinuaem P,
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De uma maneira mais formal, temos:

f(P)=f(P < dado ¢ >0, existe 6 >0tal que
PP P)=1(P,) q

|[P-P,l< o = [fP)-f(P)|< ¢ .

Exemplo:

Verifique se & continua ou descontinua a fungao dada no ponto indicado.

aid 1) #(0,0
2) focy)= oy (x,»)#(0,0)

0 (x»=(0,0)

No exemplo (a), do paragrafo anterior, verificamos que

em P, (0, 0)

lim ny —Nn&o existe, logo f & descontinua em P, (0, 0).
X +y
xy) 7 ©00)

xz—xy
= (x,)#(0,0
b)fx. V)= yVx -/ (o) #( )emPO(O,O)

0 (x,)=(0,0)

No exemplo (b), do paragrafo anterior, mostramos que

lim x’—xy =0
ma
xy) —>0.0)

lim
Como f(0, 0) = 0, entdo temos que F(P)=f(P,) = 0. Portanto, a
funcao é continua na origem. P>

Sef,g:D < R* = Rs&ofungdes continuasemP, € Dek € R, entéo
s&o vélidas as seguintes propriedades:

P1.Afungéok . fé continuaem P,
P2. As fungbes f £ g sdo continuas em P,

P3.Afungéo f. g &€ continuaem P, .

P4. Afuncéo i é continua em P, desde que g(P,) # 0.
g
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1.4.3. Nogoes de limite e continuidade para fungdes de trés variaveis

Todos os resultados obtidos para as fun¢des a duas variaveis podem ser esten-
didos para fungdes de trés ou mais variaveis. Por exemplo, se w = f(x, vy, z) é
uma fungao a trés variaveis, entao

f(x, v, z) é limitada em P (x,, y,, z,) € esse limite € L se, dado ¢ >0, existe
um o >0, talque|f(x,y,2)-L|< & ,sempre que |P—P | < ¢ , para todo
ponto P(x, v, z) nas proximidades de P,.

Representamos esse limite por  lim f(x.y, Z) ou
lim  fx,y 2).

f(x, v, z) € continua em (X, V,. Z,). s€ o limite e o valor da fungéo forem
iguais nesse ponto.

f(x, y, 2) € continuaem (x,, y,. Z,) <

lim  f(x, v, 2) = f(x,, v, Z,)
x.v.2) — %¥eZ)

Todas as propriedades de limites e continuidade que foram discutidas
para as fungdes de duas variaveis, sdo validas para as fungdes de trés ou
mais variaveis.

Sintese do Capitulo

Neste primeiro capitulo, definimos fungdes de duas ou mais variaveis. Estudamos
e discutimos, também, limites e continuidade com esse tipo de fungéo, dando
énfase, principalmente, as fungdes com duas variaveis, uma vez que essas séo
fungdes de grande aplicabilidade e mais faceis de serem trabalhadas.



1. Dada a fungéo f(x, y) = X%y - xy? + 4, determine:
a)f(1, 2);b)f(0, - 1); c)f(a, 2a) ; d) f(-3,-2).
2. Sendo f(x, y, z) = e ¥.sen(r z), determine:
a)f(0,2,1):b)f(3.-1,0);c)f(1. -1, 3); f(-2, 2, 1).
3. Determine o maior dominio D — R? de modo que as leis abaixo definam

funcdes de D em R. Faca, se possivel, um esboco de f no R* e encontre a
imagem de f.

a)fx, y)=x+y

b)fx. V)= {x+y

) f(x, y) =In(1 —x*—y?)
d) f(x ,y) = y/x?

&)X V)= ——

f) f(x.y) = Inxy

4. Esboce um mapa das curves de nivel das fun¢des para os valores indicados:
a)z=x>+y?:parak=0,14,6,9, 16.
b)z=xy;parak=1,2345
c)z=ylx;para k=-2,-1,0,1,2,3,4,5
dz=y?/x;parak=-3,-2,-1,1,2,3

5. Atemperatura T, em qualquer ponto (X, y), em uma placa de metal plana,

é dada por T(x, y) = 2x? + 4y2. Trace as curvas isotérmicas de Tem 0, 1,
4,6e€8.

6. Calcule o valor dos seguintes limites:
a) lim (2x%2-5xy+3y?+4)

xy)—(12) .
b) lim < *f¢
senx +cos y
xy) —>(0.0)

c) lim 2-xvy)
(xy) = 0.0)

d) lim5>%
xy) —>(1.2)
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7. Verifique se existe lim  f(x, y) e, caso exista, determine seu valor.
xy) > 0.0

a)f(x, y)= ¥ r+x°

X+
3 3
X+
b)f(x,y)=
X +y
Q)fx.y) = ———
)C+y

X+

d)f(x, y) =
) fx, v) e

8. Mostre que o valor da fungao f(x, y, z) = % tende a 0 quando (X, v, 2)
tender para (0, 0, 0), ao longo de qualquerretax =at;y=bt; z=ct.
xyz _
m em (0, 0, 0), pois
a fun¢éo tende para um valor diferente de 0, quando (x , y z ) tende para

9. Mostre que néo existe o limite de f(x, y, ) =

0,0, 0), através de umacurvadaformax=t;y=t;z=t

sen(x” + y*)
10. Mostre que a fungao f(x, y) = x>+ y2 (%) # (0.0)
na origem. 1 ,(x,)=(0,0)

é continua

Sugestao:fagaz=x2+y?2.

X 0,0
11. Sejaf(x, y) = {1 x* + y? (6 2) # (0, ). E possivel redefinir f(0 , 0) de modo

5 »(x, ) =(0,0)
que essa fungao se torne continua na origem?
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Gapitulo
Derivadas parciais
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Objetivos

e Conhecer as derivadas com fungdes de varias variaveis.
e Definir e aplicar a diferencial total com fungdes de varias variaveis.
e Estudar a regra da cadeia com suas aplicagoes.

2.1. Derivadas Parciais

O processo de derivagao de uma fungéo de varias variaveis pode ser reduzido
a um caso de derivagcdo de uma fungao ordinéria y = f(x), considerando-se a
funcdo de n varidveis como uma fungcado de uma s6 variavel a cada vez.

Sabemos que a definicdo de derivada de uma fungdo a uma variavel

y=fx)e
d_y =f() = fm fr+ Av) = f(x) , e 0 limite existir.
dx Ax— 0 Ax

Tomemos, entdo, umafungdof.D — R? —» R, onde z=f(x, y). Definamos
a derivada parcial dessa funcao, com relacao a variavel x, como

lim  f(x+Ax,p) - f(x,p)

, se esse limite existir.
Ax —> 0 Ax

fx.y)=

Analogamente, definamos a derivada parcial de z = f(x, y), com relagéo
a variavel y, como sendo

im  f(x,y+Ap) - f(x,)
Ay —>0 Ay

, se o limite existe.

o) =
Analisando essa defini¢do, algumas consideragdes podem ser feitas:

1. Essa definicao pode ser aplicada em toda funcdo com um ndimero qualquer
de variaveis, pois, quando se deriva uma fungdo de varias varidveis com
relagcdo a uma das variaveis, as demais tém comportamento de constante.

lim  f(x+Ax,y,2)— f(x,9,2)

Sew=1(x v 2), entdo f(x, vy, z) =
x V. 2) (X V. 2) Ax o 0 ~

se esse limite existir.
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2. Quando aplicamos a derivada parcial de f(x , y), com relagéo a variavel x
a um ponto fixo P (x,, y,). obtemos a inclinagéo da reta tangente a super-
ficie, naquele ponto, na dire¢do indicada pelo eixo x.

Para verificar essa afirmagao, tomemos a derivada de f(x, y) aplicada
ao ponto fixo P (x,, V,)-

lim  f(x,+Ax,y,)— (x4, 70)

, se o limite existe.
Ax — 0 Ax

f (% Vo) =

Podemos interpretar o fato de y ser constante, como a superficie z = f(x, y),
tendo sido cortada por um plano y =y, cuja intersecédo com a superficie € uma
curva z = f(x, y,), contida na superficie e que depende, apenas, da variavel x.

Lembre-se de que a intersecao de dois planos é umareta e a
intersecado de um plano com uma superficie € uma curva.

X

A mesma interpretacdo pode ser dada com relag&o a derivada parcial
f,(x. y), que nos da a inclinagéo da reta tangente a superficie na direg&o indica-
da pelo eixo y quando aplicada a um ponto. Por isso, € chamada de derivada
de f(x, y) nadirecéo do eixo .



O processo de encontrar uma derivada parcial € chamado de derivacao
parcial, e a notagéo f (x, y) representa a derivada parcial da fungéo f(x, y), com
relagéo a variavel x. Outras formas de notagéo podem ser usadas para repre-
sentar uma derivada parcial, desde que fique bem clara a variavel na qual se
esta derivando a fungéo.

Tomemos, por exemplo, a fungéo w = f(X, v, z). Suas derivadas parciais
de primeira ordem podem ser representadas por.

0 0
fxv2)=f(Kxv.2z)=Df(x v 2)= af = a—w para representar a derivada
X X
parcial com relagéo a primeira variavel que é x.

fy(x, v, 2)=fx vy z2)=Df(x, vy, 2) = gl - , para a derivada parcial
Y

: ay
com relagao ay.

g ow . para a derivada parcial
o 0z

fxy2)=fx V2 Dfixyz)=
com relagéo a z.

Aqui, na derivagcao de fungées com mais de uma variavel, ndo tem
sentido a notagdo linha para a representagéo da derivada, pois ela
nao especifica a variavel na qual se esta derivando a fungao.

Uma outra observagao que, aqui, deve ser feita, € que, no processo de
derivagdo parcial, séo vélidas todas as regras de derivagao que conhecemos
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Lembre-se de que estamos
no espaco R 3, onde as
equagdes de uma reta
podem ser paramétricas,
simétricas ou reduzidas.

quando estudamos a derivada das fun¢des ordinarias (fungdes com apenas
uma variavel

Exemplo 1:

Encontre as derivadas parciais da fungado f(x, y) = x> —4xy +y 2 + 5.

Solugao:

0 0

g =3x?-4ye i =-4x + 2y.

ox oy

Veja que, na primeira derivada com relagéo a variavel x, consideramos
y? + 5 como constante, pois é independente da varidvel x. Na derivagdo em
relacdo a y, o termo x3 foi considerado constante.

Exemplo 2:

Encontre a equagao da reta tangente a superficie z = In(xy) no ponto
P,(1, 2, In2) na direc&o do eixo x.

Solugao:

Como queremos as equagdes da reta tangente, no ponto P, na direcéo

do eixo X, entdo devemos cortar a superficie com o plano y = 2, resultando
a curva de intersecéo z = In(2x) contida na superficie.

Ainclinacdo da reta desejada é, portanto, a derivada dessa fungao re-
sultante, com relag&o a x, aplicada no ponto.

1 1
Mas % = —.2 =— logo %(1, In2) = 1, que é a inclinagéo da reta
ox 2x X ox

tangente a superficie no ponto P, na direg&o do eixo x. Portanto, a equagéo

da reta tangente a superficie sera:

z-In2= % 1, In2)(x-1),ouseja,z-In2=1.(x-1)ou
X

z=X-1+In2

2.2. Derivadas parciais de ordem superior

No estudo das derivadas de funcdes ordinarias, foi definida a derivada de se-

gunda ordem de uma fung¢éo y = f(x) como sendo a derivada da fungao deri-
d’y _ d dy
o i)

Para as fungdes com vérias variaveis, o processo de derivacao se re-
pete sempre, observando-se que, se as derivadas parciais de ordem n sao,

vada de primeira ordem, ou seja, f'(x) =



Pratica de Ensino em Matemética |

também, funcdes diferenciaveis, existem, entdo, as derivadas parciais de or-
demn + 1.

Tomemos, como exemplo, uma fun¢éo a trés variaveis w = f(x, y, z). Se

ela for derivavel com relagcéo as trés variaveis x , y e z, ento as derivadas par-

o o o

Ciais Pl e 8_ podem ser fungdes derivaveis a trés variaveis. Portanto,
Y 4

devemos ter:

A partir de 9.

ox
Fr 0,
o) kv D=L Y2
Ff 0 .
Oyox Oy (a ) =f,xv.2)=f (x v 2).
Pf 00
0z0x aZ(ﬁx) Xy 2)=f XV 2.
A partir de i :

oy
f 0.
Ox0y ax(ﬁy) 2 V. 2)= f XV, 2).
2 f - _(l) =f,xv.2)= fyy(x, y, 2).
oy’
gyéj; - _(l) = 23(X, y, 2)= fyz(xy V. 2).
A partir de g;

0z
LT A
onz ax(a ) =fux v.2) =1, (x v. 2).
f .09

= () =f,ky2)=f,xVy 2
Z
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Teorema

Se uma fungéao f(x, y) tem derivadas parciais continuas, pelo menos até

. . 2 4 2 4
a ordem dois, entdo 9/ = 9/
oyox  OxOy

Esse resultado pode ser estendido para qualquer ordem de diferencia-
¢ao de uma fungdo com mais de duas variaveis. Por exemplo, para a fungao
f(x, y.z), temos que f , =f ., =f, .=

32 213 7 f231 = f312 = f321.
Exemplo:
Dada a fungéo f(x, v, z) = x*y? + 5yz* - 7x ?yz + 8, mostre que f, =, ;
f13 = f31 e f23 = f32'
Solugao:
Primeiramente, encontramos todas as derivadas de primeira ordem,
para, em seguida, determinarmos as de segunda ordem.

- L2
f,=3x2y2- 14xyz = i =637y —14xz
Jis =—l4xy

£y =6x"y—14xz
f,=2x3% +522-7xz = .

foy =10z =7%
S =—14xy
f,=10yz - 7xy =
S =10z =75

Portanto, é facil observar que f, =f, ;f =f ef, =f,.

2.3. A diferencial total

lim &
Ax >0 Ax
onde Ax é o incremento da varidvel x e Ay = f(x + AX) - f(x) € o incremento da

No estudo da derivada de uma fung&o ordinéria y = f(x), definimos f'(x) =

variavel y. Mesmo sendo um nimero muito pequeno, sabemos que Ax # 0, 0 que

o A . . .
nos permite dizer que Ai # f(X) e que existe um nimero &, cujo valor depende de

Ax talque & =f(x)+ ¢ = Ay=f(X).Ax+g&. Ax
Ax



Esse resultado, quando aplicado a um ponto fixo x; no dominio da fun-
¢&o, pode ser escrito na forma Af(x) = f(x)) .Ax +&. Ax. Mas sabemos,
também, que o valorde & dependedo Ax eque & — 0,quando Ax — 0,
o que implica dizer que dy = f'(x). dx é a diferencial da fungao e é interpretado,
geometricamente, como o erro produzido no valor da fun¢&o, dada a existén-
cia de um erro dx na variavel x.

Para as fun¢des de duas ou mais variaveis, podemos ter uma interpre-
tacdo semelhante e definir a diferencial da fungdo, que chamaremos “dife-
rencial total”.

Para isso, tomemos uma fungéo a duas variaveis z = f(x, y), cujo incre-
mento pode ser visto como a soma de dois incrementos parciais, um depen-
dente da variavel x e o outro, da variavel y.

Assim, Az= Az + Az = (%.Ax+ £, AX)+ (%.Ay+ g, Ay).

X y
ox oy

Fazendo (Ax, Ay) — (0, 0), teremos que (&,, ¢,) — (0, 0), e a dife-

rencial total da funcéo sera:

Oz A Oz
e + =
ox 2% oy
quando admitimos erros Ax e Ay nas variaveis x e y, respectivamente.

dz = .Ay, onde dz é o erro no valor da fungéo z = f(x, y)

Para a fungao z = x, temos que a—z =1le % =0, logo

ox oy
dz=dx=1Ax+0.Ay= Ax
. Oz 0z
Para afungéo z =y, temos 6_ =0e 8_ =1, logoteremosquedz=dy= Ay.
X vV

Isso torna natural o uso da notagdo dx = Axe dy = Ay. Assim, podemos

escrever dz = % ax + % dy.
ox oy

Esse resultado pode ser generalizado para toda e qualquer fungdo com
um ndmero qualquer de variaveis.

Sew =f(x,, x,, ....., X ), entdo a sua diferencial total sera:

aw= e+ Mg o v Y

ox, 0ox, Ox
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Exemplo 1:
Se w =5x 3y 2z + 2yx - xz 2, determine dw.

Solugao:

Sendo w uma fungéo de trés variaveis x, y e z, entdo

dw = ‘2—% +Z—Wdy+(2—dz ou dw = (15x 2y 2z + 2y — 7 2) dx + (10x Yz +2X)
X Y

dy + (5x 3y 2= 2xz ) dz.

Exemplo 2:

Determine a quantidade de madeira necesséria para a confecgao de
uma caixa sem tampa, na forma de um paralelepipedo retangular, cujas me-
didas internas devem ser 16 cm de comprimento, 12cm de largura e 8cm de
altura, sabendo-se que a madeira usada tem 6mm de espessura.

Solugao:

Vamos interpretar a quantidade de madeira desejada como sendo um
acréscimo no valor do volume interno da caixa, ou seja, um erro para mais no
volume interno da caixa, quando temos um comprimento x = 16, uma largura
y=12eumaalturaz = 8.

O erro, em cada uma das medidas, depende da espessura da madeira,
lembrando-se que, nho comprimento e na largura, temos acréscimo nas duas
extremidades, enquanto, na altura, temos, apenas, em uma extremidade, pois
a caixa € sem tampa.

Assim,dx=dy=2.06=12edz=0.6.
ov _

Se V é volume da caixa, entdo V = x.y.z, 0 que implicaem =~ =vy.z;
oV =xze IV =xy. ox
oy oz
Agora, fazendo dV = v ax+ 2 oV dy + v dz =
Ox Oy 0z

dV =yzdx +x.zdy + x.y.dz, que, substituindo valores, temos:

dv=12812+16.8.12+16.12.0,6 = dV =384 cm’.

A quantidade de madeira, por ser considerada um acréscimo no volume
da caixa, é de 384cm3. Mas, como a sua espessura é de 0,6cm, podemos
expressa-la em cm?, dividindo o resultado pela espessura, o que nos da uma
quantidade de 640cm? de madeira.



Exemplo 3:

Use diferencial total para encontrar um valor aproximado de . 15,98

327,05

Solugao:
O valor que pretendemos encontrar é dependente de dois outros va-

lores, por ser a razdo de /15,98 por 327,05, 0 que nos permite dizer que a

razao Y1298 pode ser vista como o valor numérico da fungéo f(x, y) = x
327,05 vy
parax =1598 ey =27,05.
Como n&o sabemos os valores de /15,98 e /27,05, podemos calcular
por aproximagao, fazendo x = 16 e y = 27, o que acarretariaum dx=-0,02 e
umdy = 0,05.
o
——dy.

0
O erro provocado por essa aproximacao é dado por df = %fbﬁ o

Mas @ = 1 e @ =- 7‘/; =
Ox 2\/;3\/; oy 3y3\/;

gz 1 g A dy.
2\/;3\/; 3y3\/;

Substituindo valores, temos que

1 16 .

f=——  (002)- ——>— 005, ,

d 16327 0.02) 327327 0.05. ouseja

gf=- 202 08 o 0 004125514,
24 243

&‘

Portanto, Y1228~ 16 27)+ df = W28 ~ VIS (004125514

327,05 327,05 ~ 32

Ou, ainda, >~ 1329207819

327,05

Vocé pode verificar esse resultado com o uso de uma maquina calcula-
dora. Provavelmente, vocé ndo encontrara, exatamente, esse valor, pois esse
resultado é, apenas, uma aproximagao, decorrente dos erros de truncamento
cometidos durante as operacgoes.

|

Sabemos que, para a funcédo de uma variavel ser diferenciavel em um
ponto, é equivalente a ser derivavel nesse ponto. Para fungdes com mais de
uma variavel, pode ocorrer a existéncia de todas as derivadas parciais em um
ponto e essa fungdo nao ser diferencidvel, nesse ponto.

Sejaf:D < R? — R uma fungdo. Dizemos que z = f(x, y) é diferencia-
velem P, se, e somente se, Az = dz.
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Teorema
Se z=f(x, y) é diferenciavel em P (x,, y,). entéo ela & continua nesse ponto.

Exemplo 1: v
2 2 (x,»)=(0,0)
Considere a fungéo f(x, y) = |~ 7 “No ponto P, (0, 0),
0 (x»)=(0,0)
temos que (00 = lim  f(0+Ax0) - f(0,0) o lim 0 _,
& Ax—>0 Ax Ax — 0 Ax
w _ lim £(0,0+Ay)— £(0,0) _ lim i - 0. de onde

oy Ay >0 Ay Ay -0 Ay

concluimos que as derivadas parciais da fungao existem em P, (0, 0).

Mas vimos em 1.4.2 da unidade anterior que essa funcao é descontinua

nesse ponto, logo nao é diferenciavel.

Exemplo 2:

Dada f(x, y) = x?y, ache um valor aproximado de (1,002 ; 0,997).
Solugao:

Tome P (1, 1), e, assim, temos que

X, * Ax =1002 = 1+ Ax =1,002 = Ax =0,002
Y, + Ay =0,997 = 1+Ay=0997 = Ay =-0,003

ALY =2; A =lef(1,1)=1
ox "oy ' -

Temos, também, que

Mas Af =f(x,+ Ax.y,+ Ay)-f(x, v,) =

-7 AXx + g .Avy, ou seja, f(1+ 0,002 ; 1-0,003) - f(1, 1)
ox oy

= D Ax , WD Ay Gonde £1,002:0997) = 1+2.0,002 + 1.

ox oy

(-0,003) = 1,001.



2.4. Aregra da cadeia

A regra da cadeia para fungbes de uma variavel foi definida para a derivagéo
de funcdes compostas.

Se y € uma fungdo diferenciavel na variavel u, onde u é também
funcao diferenciavel na variavel x, entdo podemos dizer que a composta

y = f(u(x)) é diferenciavel e sua derivada, com relagcéo a x, é Z—y =Z—y.%.
X u ax

A generalizagdo dessa regra da cadeia pode ser feita para qualquer
funcao a n variaveis, desde que sejam continuas e diferenciaveis as fungées
envolvidas na composta.

Tomemos, entdo, uma fun¢&o a duas variaveis z = f(u, v), onde u(x, y) e
v(X, y) sejam fungdes diferenciaveis nas variaveis x e y. Dessa forma, a fungéo
composta z = flu(x, y), v(x , y)) seré diferenciavel nas variaveis x e y, e suas
derivadas parciais, com relagdo a essas duas variaveis, serao:

0z 0z Ou 0Oz Ov

ox ou ox Ov ox
e
0z 0z Ou 0Oz Ov

dy Ou dy v oy

A regra da cadeia pode ser usada para qualquer nimero de variaveis
independentes e de variaveis intermediarias. VVejamos o caso de uma fungao
w = f(u, v), onde temos u(x, v, z) e v(X, y, z), fungbes diferenciaveis a trés
variaveis. A fungdo w é fungdo composta de X, y e z, diferenciavel nas trés
variaveis, de modo que:

aw _ow ou ow &
ox oOu Ox v Ox
8w_6w ou ow oOv

 oudy vy
ow_ow ou ow v
0z ou 0z Ov oz

De todas as formas de composicao de funcdes, em cuja derivacao utili-
Zamos a regra da cadeia, a mais utilizada é a forma onde se tem uma fungao
com varias variaveis intermediarias, sendo, cada uma delas, uma fungao ordi-
naria, ou seja, com apenas uma variavel independente. Essa forma de regra
da cadeia é a mais importante, porque ela nos permite trabalhar com taxas
relacionadas de fungdes com mais de uma variavel.
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Tomemos, por exemplo, uma fun¢éo qualquer W = f(x, v, z), de tal forma
que as variaveis X, y e z sejam fungdes diferenciaveis do tempo. Assim, temos
a funcdo W = f(x(t), y(t), z(t)), composta na varidvel t, cuja derivada é:

aw 6W dx+8W dy oW dz
dt ox dt oy dt oz dt

Observe a notacgao utilizada. Como W é fungéo composta da variavel t,
entao ela é fungdo de uma sé variavel. Desse modo, usa-se a notagdo conve-

niente 4% 0 mesmo acontecendo com as derivadas de x, y e z.
dt

Exemplo 1:

r
Sabendo-se quew =x+ 2y +z2, comx= —,y=r’+Ins ez = 2r, encon-
s
tre W e OW emfuncaoderes.

or  Os

Solugao:

ow _ ow ax ow 8y ow oz _
o ox 8r 6y 8r 0z or

1.(1) +2.2N+(22).2= l +4r+4z
S S

a_w_l+4r+4(2r) :>8—W—l+12r
or s or s
)8_w_8_w@ 8w8y awﬁz_

Os Ox Os Oy 8s 0z Os

r

1()+2 Ly 2z0=2 -
S S S S

Exemplo 2 :

A que taxa estara variando a area de um retdngulo cujo comprimento
mede 12m e cresce a uma taxa de 80cm/min e sua largura mede 8m e de-
cresce a uma taxa de 40 cm/min?

Solugao:

A area do retangulo é fungdo do comprimento e da largura, ou seja , A =
X.y, onde x representa o comprimento e y, a largura. Se o comprimento cresce
a uma taxa de 80 cm/min e a largura decresce a 40 cm/min, isso quer dizer

que ax - 80cm/mine == b - 40cm/min.

dt dt



Sendo A fungédo de x e de y com as duas sendo fungdes do tempo,

. . dA
entdo podemos dizer que — = a—A.ﬂ+a—A.d—y = @ ix D= 8.080+12
dt  ox dt oy dt dt dt

(-0,40) donde fl—f = 1,6 m?/min.

Esse resultado pode ser interpretado como: a area do retangulo esta
medindo nesse instante 12 .8 = 96 m? e cresce a uma taxa de 1,6 m?min.

Observe que taxa de variagdo crescente implica derivada positiva, e taxa
decrescente implica derivada negativa.

Exemplo 3:

Alei do gas ideal diz que P.V = k.T, onde P € a presséo, V é o volume
de gas confinado, k é a constante de proporcionalidade e T é a sua tempe-
ratura. Considerando-se k = 10, determine a raz&o de variagao no volume
de um gas confinado a uma temperatura de 16°C, a uma presséao de 8 N/
m?, se a temperatura aumenta a uma taxa de 0,4°C/min e a presséo diminui
0,1IN/m? por minuto.

Solugao:
Como queremos determinar a razdo de variagdo do volume como con-

sequéncia da variagao da temperatura e da pressao, entdo devemos tomar

v _ Loy T
T P opP P?

V=k. %, onde teremos que

Temos, também, que

k=10, T=16°C, i—f =0,4°C/min, P = 8 N/m?

e 2 - 0.1 Nim/min.
dt

1 T
Portanto,d_Vza_V.d_TJra_V'd_P = ar =k. —. d_T_k. _2d_P
dt oT dt OP dt dt P dt P dt
1
=Y 102 04-10.1° 01 = 9 -05-025=025
dt 8 64 dt

Logo, o volume de gas estard aumentando a razdo de 0,25 m3/min.
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Sintese do Capitulo

Neste segundo capitulo, estudamos a diferenciagcdo de fun¢des de varias
variaveis, comegando pela definicdo de derivadas parciais de fungdes com
duas variaveis e estendendo o conceito para fungcdes com trés ou mais vari-
aveis. Em sequida, estudamos aplicagées das derivadas parciais, ndo sé no
célculo do diferencial total de uma fun¢&o, como também, na regra da cadeia
e suas aplicagdes.

Rtividades de avaliagdo

1. Use regras de derivacdo para encontrar as derivadas parciais das fun-
¢oes indicadas:

a) f(x,y)=x%3-5xy +x3+6y-13
b) fx.v)=/x* +
c) f(x,y)=In(5x+4y)
d) f(x,y)= /x> =" +6xy
e) f(x,v, z) = x?y’cos (52)
f) f(x,y,z)=e>v*22
g) f(x. vy z)=3xyz + In(bxyz)
5x
\/)c2 +y*+z° -9

h) fix,v.z2)=

2. Dada a fungéo f(x, y) = /x + y . determine f (x, v), f,0cv) . £, V). f, (x ).
f 0. (1 2)ef (B 1)

3. Se f(x, y) = x*.cos e, determine f,,(x, y) e f,.. (X, V).
0’z 0’z
4. A equagéo 6x_2+6y_2 = 0 é conhecida como equagéo de Laplace em R?
de uma fungéo z = f(x, y). Mostre que as seguintes fungdes satisfazem a
equacao de Laplace:
a) f(x.y)=In(x*+y?)
b) f(x,y)=e*seny +e'.cos x.

5. Determine a inclinagdo da superficie z = x.4/y + 3, no ponto P,(:2. 1), na
direcado do eixo y.



6.

7.

8.

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

Dada a fungéo f(x, y) = determine sua taxa de variagdo com relagdo

x+y’
X, no ponto P (1, 1).
Encontre as equagdes paramétricas da reta tangente a superficie z = x.y?,
no ponto P (1, -1, 1), na diregdo do eixoy.

A temperatura em qualquer ponto (x, y) de uma chapa plana é dada por
T(x, y) = 2x? + 4y? - 3xy, sendo as distdncias medidas em centimetros.
Determine a taxa na qual a temperatura varia, se nos movimentarmos na
direco do eixo x, a partir do ponto P (2, 1).

Use diferencial total para encontrar o erro maximo no célculo da area de
um tridngulo retangulo, sabendo que seus catetos medem 12cm e 16cm,
com possivel erro de 5% em cada medida.

Para o tridngulo do exercicio anterior, determine um valor aproximado da
medida de sua hipotenusa.

Qual a variagcao que sofrera a area de um terreno retangular, se seu com-
primento for aumentado de 60m para 60,5m e sua largura for diminuida de
35m para 34m?

A altura de um cone circular reto foi aumentada de 40cm para 40,3cm,
enguanto que o seu raio da base foi aumentado de 20cm para 20,5cm.
Use diferencial total para estimar a variagao sofrida por seu volume.

De acordo com a lei dos gases, o volume, a pressao e a temperatura de
um gas confinado estao relacionados por PV = kT, onde k é a constante
de proporcionalidade. Use diferencial total para avaliar a variagao percen-
tual no volume, se a pressao aumentar em 5% e a temperatura, em 3%.

. . . 1
Use diferencial total para encontrar um valor aproximado de % .

Use a regra da cadeia para determinar %:

a) z=2x%y ; x=t+2ey =4t.

b) z=In2x+y) ; Xx=4+t ey=1+1t
c) z=2xy ; x=cost e y=sent
d) z=tgxy ; x=t+1 e y=3t

. 0 0 ~
Use a regra da cadeia para encontrar aj e a—z emfuncdodexey:
X v

a) z=u*+v? ; u=4x-2y e v=x+ty.
b) z=Au+v; u=xy e v=x+y.

c) z=e¥2; u=x* e v=3y

d) z=2senv.cosu ; U=XxXy € V=X-V.
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17. Dois carros passam, simultaneamente, pelo cruzamento de duas rodovias
perpendiculares: um, no sentido sul-norte, a uma velocidade de 60 km/h; e
o outro, no sentido oeste-leste, a uma velocidade de 80 km/h. Admitindo as
duas rodovias retas, com que velocidade estara aumentando a distancia,
entre eles, duas horas depois?

18. A altura de um cilindro circular reto cresce a uma taxa de 0,3 cm/s, en-
quanto seu raio da base aumenta a taxa de 0,1 cm/s. Qual a taxa de
variagao de seu volume no instante em que sua altura for de 30cm e o raio
da base medir 15cm?

19. Dois dos lados de um triangulo medem 8cm e 12cm, e o angulo, por
eles compreendido, mede % rad. Se o menor lado cresce a uma taxa
de 40mm/h e o maior decresce a uma taxa de 80 mm/h, com que razéo
estara variando o terceiro lado nesse instante?

20. Uma maquina despeja, em um armazém, sementes de soja que se acu-
mulam na forma de um cone, de modo que sua altura cresce a taxa de 20
7 cm/h e o raio da base cresce a 5 cm/h. Determine a razdo com que
o volume de soja aumenta, no instante em que a altura for de 8m e o raio
da base medir 5m.
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Gapitulo

Aplicacdes de
derivadas parciais






Objetivos

e Definir e aplicar a derivada direcional.
e Estudar maximos e minimos relativos de fun¢des a duas variaveis.

e Estudar o método dos multiplicadores de Lagrange para maximizar e minimi-
zar funcdes com varias variaveis.

3.1. Derivada direcional com fun¢des de duas variaveis

As derivadas parciais g e % de uma fungéo z = f(x, y) foram definidas e in-
terpretadas como as tegzcas deyvariac;éo ou as inclinagdes das retas tangentes
a superficie z = f(x, y) nas dire¢ges dos eixos x ey, respectivamente. Nosso
objetivo, agora, é descrever o comportamento de z = f(x, y) quando, a partir
do ponto P(x,. ¥,). caminharmos numa diregéo qualquer indicada pela reta

orientada r que forma, com o eixo X, o &ngulo orientado 4.

y X

Yo

A taxa de variagao de z = f(x, y), em relacdo a distancia percorrida na
direcéo de r, sera chamada derivada direcional de z, no ponto P na diregéo
de @, a qual denotaremos por D f(P,) = D f(X, . V,).
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Mais explicitamente, se t € o pardmetro comprimento de
arco de P, até P, entdo

x=x,+t.cost
r
Y=y, +tsent
Para calcular D f(P, ), basta derivar com relagéo a t a fungéo
z=f(x@® . y®)ou
z(t) = f(x, + tcos @, y, + tsen 0).

" Usando a regra da cadeia, @z = & ﬁ+ & & , €, sabendo-se

dt ox dt oy dt
dx

dy
que E= cos 4, Z: sen @, consequentemente, teremos que

D,fP,) = TE) o509+ L)

.sen@ , ou
ox
D,f(x, Vo) = %.cos 0+ @F(+):y(’).sen0
Exemplo:

Encontre a derivada da funcéo z = x’y? no ponto A( 1, 2 ), na diregéo
indicada pelo vetor V = 3i + 4j.

Solugao:

Primeiramente, temos que encontrar as derivadas parciais da funcéo e
aplica-las no ponto.

0z Oz

— =3x'= —(1,2)=12e
ox y 8x( )

% oy = E(1.2)=14
oy oy

O vetor V, que indica a dire¢cao, ndo é unitario. Portanto, devemos en-
contrar o vetor unitario na direcdo de V, que é dado por

YV (34l

3 0z 3
1,2). — =
( )5

Portanto, D z(1, 2) = %(l, ). —+—
ox 5 Oy
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12.§+4.§=—.
5 5 5

\/ejamos o0 que acontece quando, na derivada direcional, tomamos ve-
tores unitarios na direcao dos dois eixos coordenados:

e Na diregdo do eixo x, 0 angulo do vetor unitario € & =0. Logo,

of (x oayo) +6f(x0,y0)

D fx, V) = sen6 =
dy
D,f(x,.V,) = M.COSO+M.SMO =
ox oy
N CAE of (X5 ¥0) 1+ af(xoayo).oz af(xosyo)-
ox oy ox

e Nadirecdodoeixoy, o angulo é 6 = % . Entéo,

D f(,. vo) = —af(xaox’ Yo) .cost9+—af ();Oy’ Yo) sen6 =
Df(X ) f( ano) ﬂ-+af(xo’y0),sen£ N
ox 2 oy 2
Duf(xo' yo) - af(xmyo).o_’_ 5f(xo,y0 1= (3](()60,)/0
Ox ay ay

Portanto, podemos concluir que as derivadas parciais sao casos parti-
culares de derivadas direcionais.

3.1.1. Vetor gradiente
A derivada direcional de uma fung¢édo, determinada pela férmula

Dfx, Vo) = %.cos%rw.sene, pode ser representada

y
como o produto escalar de dois vetores, conforme indicamos abaixo:
D (%, Vo) = (af(x°’y°) I (%2 0) ).(cos @, senb) .

oy
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O vetor (af(xo -Yo) , f (X )) sera chamado vetor gradiente de z = f(x, v)
ox oy
no ponto P (x,. ,) & denotado por V (P, )= (. (xao»yo) K (xao,yo)
X Y

Por outro lado, sendo U = (cos @, sen ) o vetor unitario, podemos rees-

).

crever a derivada direcional na forma D f(x,, y,) = V f(x,. y,) . U.

E importante lembrar que Vf(P,) ndo &€ um produto de V por f(P ), mas
um simbolo de representacao do vetor gradiente da fungéo f no ponto indica-
do, o qual é chamado operador nabla.

O vetor gradiente ndo é, apenas, um dispositivo para simplificar a notagéo
da derivada direcional. A sua direcdo e o seu comprimento sdo de funda-
mental importancia na analise do comportamento da funcao e da superficie

Z=1(x,y)

Vejamos, por exemplo, que se D f(x,. v,) = Vf(x, v, . U, ento

Dfey Vo) = IV, v Il [T U || . cos a, onde « € o &ngulo formado
pelos dois vetores V f(x,, y,) e U.

Mas, sendo o vetor U unitério, isso implica que D f(x,, y,) = ||V f(x,. v,)
||.cos .

Dessa nova expressao para a derivada direcional, podemos tirar algu-
mas informagdes sobre a fungao:
1. Se a=0entdo cosa = 1e, assim, D f(x, y,) = [|Vf(x, y,) |l ou seja, a

derivada direcional € maxima na direcao e sentido do vetor gradiente, logo

Vi(x . . L
= VY wre) . Consequentemente, a derivada direcional sera minima
| V/ (g5 0)] _
no sentido contréario ao do vetor gradiente.

y

V()

YoT——""""""""""~ I




2.Se a =90°entédo cosa =0, logo D f(x,. y,) = 0, o que corresponde dizer

que f(x, y) = k ao longo de U, o que determina as curvas de nivel de f.
y h

VE(P,)

YoT—""""""""""45

curva de
nivel

Exemplo:
A temperatura em uma chapa retangular € dada em °C por

T(x, y) = x%¥, para todo ponto (X, y) em um plano cartesiano nela esta-
belecido, com medidas em centimetros.

a) Encontre seu vetor gradiente no ponto P (- 2, 0).

Solugao:
O vetor gradiente é constituido por suas derivadas parciais aplicadas

no ponto, logo
oT S
— =2xe’

T(x y) = x%e = a); - = VT'(-2,0) = (2.(-2).€° (-2)%.€9),
—=x"e

o)
que resulta VT'(=2,0) = (- 4. 4).

b) Determine a direcdo em que a temperatura aumenta, mais rapidamente, a
partir do ponto P (- 2, 0), e a intensidade com que ela aumenta.

Solugao:
Sabemos que uma fungao cresce, mais rapidamente, na diregdo do ve-
tor gradiente e que deve ser indicada sempre por um vetor unitario. Portanto,

a direcdo em que a temperatura cresce, mais acentuadamente, é na direcao
de U = VT(-2,0)

, onde
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— —4,4
U:—( 4’4) = U:—( 4) = U= (__2£)
J(4)? + 42 V32 2 2
. 2 2 . .
Assim, se cosd = —7 e senf = 7 entdo concluimos que a tem-

. . . A 2
peratura cresce, mais rapidamente, na direcdo que forma um angulo de =—
3

radianos com o eixo X.

A intensidade de crescimento da temperatura é a derivada da fungao
temperatura no ponto, na direc&o do vetor gradiente, e D, T(-2, 0) =

| VT(=2,0) || = /32 = D, T(-2,0)=4~/2 °Clcm .
c) A partir do ponto P, determine a dire¢c&o que se deve seguir para se percor-

rer um caminho com temperatura constante.

Solugao:

Para se percorrer um caminho de temperatura constante, devemos per-
correr uma curva de nivel T(x , y) = k, oque acarretaD , T(-2,0) =0.

Mas D T(-2.0)=0= VT(-2,0).U=0=

(4,4).(cos@, senf)=0,logo-4cosd +4send =0 =

cosf = send = 6 =45°0u G=225°.

Portanto, tomando uma dire¢do e um sentido de 45° com eixo x, como
também no sentido contrario, teremos um caminho de temperatura constante.

3.2. Derivada direcional de fun¢des a trés variaveis

Agora, vamos estender, para uma fungao a trés variaveis, o conceito de deri-
vada direcional. A Unica diferenca é que, no R 3, a direc&o e o sentido de um
vetor sdo indicados por seus angulos diretores. Portanto, a diregdo e o sentido
da derivada seréo indicados pelo vetor unitario U = (cos &z, cos ,cos ), onde
cosa,cos [3,cos ¥ sao os cossenos diretores do vetor U.

Se w =f(x, y, Z) € uma funcgao diferenciavel nas variaveis x, y e z, entdo
If (X9 Y9520) cosq + I (X9, Y9520) .cos B+ 9f (X5 Y05 20)

X Oy oz

€ a derivada da fungdo no ponto P (x,. V,. Z,) na direcéo do vetor
unitario U.

D%y Vo Z5) = .COsy

Da mesma forma que tivemos nas fungdes a duas variaveis, o vetor
gradiente da fungéo sera:

Of (X0, ¥0-20) O (X4,¥0-20) Of (X4, 52
ox ’ oy ’ 0z

VI(P,) = ( ).



Todas as propriedades observadas para o gradiente de fungdes a duas
variaveis sdo, também, observadas para o gradiente de fungdes a trés ou
mais variaveis.

A maior dificuldade, para se trabalhar com fungdes de trés ou mais va-
ridveis, € geométrica, pois ndo ha uma maneira de se fazer o gréfico de uma
funcao da forma w = f(x, y, z), uma vez que necessitariamos de quatro dimen-
sbes: uma para cada variavel. Mas, assim como definimos as curvas de nivel
para as fungdes a duas variaveis por f(x, y) = k, podemos definir, para uma
fungdo w = f(x, y, z), as superficies de nivel como f(x, y, z) = k.

Para fungdes a trés variaveis, o gradiente, em um de seus pontos, € nor-
mal & superficie de nivel que contém esse ponto. Para verificar a veracidade
dessa afirmagéao, suponhamos que f(x, y, z) = k & uma superficie de nivel que
contenha o ponto P (x,. ¥, Z,) da func&o e que U & um vetor unitario qualquer
contido em um plano tangente a superficie de nivel nesse ponto.

Se a superficie de nivel é igual a uma constante, entdo a sua derivada é
nula em qualquer diregéo, o que implica dizer que D f(x,, v, Z,) = V f(x,, ¥, Z,)-
u=0.

Desse modo, podemos concluir que V f(x;, y, z,) é perpendiculara U e,
consequentemente, perpendicular a superficie.

3.2.1. Planos tangentes e retas normais a superficies

Uma aplicagao direta do resultado obtido na se¢c&o anterior € na determinacéo
de equagdes de planos tangentes e de retas normais a uma superficie.

e Para a obtencdo da equagao cartesiana de um plano no espago R?, sabe-
mos que é necessario e suficiente que se tenha um ponto por onde pas-
se esse plano e um vetor que lhe seja normal. Como o gradiente de uma
fungdo em um ponto fixo P (x,. ¥, Z,) € normal & superficie, entéo ele sera
normal a um plano que tangencie a superficie nesse ponto. Portanto, a
equacao cartesiana desse plano tangente sera:
af(xmy()azo)( X—x,)+ I (X4, Y9520) n af(x()ayo:Zo)( 2-2,)=0

y zZ

o P (y=y0) P

e Para obtengéo da equagéo vetorial da reta normal a superficie no ponto
P, Yo Z,). usamos o mesmo raciocinio. Dessa forma, teremos a equagéo:

P=P,+t. VI(X, v, Z,)
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Exemplo:

Encontre a equacgao cartesiana do plano tangente e as equagdes pa-
ramétricas da reta normal a superficie x? + 4y? + 2z = 16 no ponto (2, 1, - 2).

Solugao:

Em primeiro lugar, temos de observar que a superficie dada é uma su-
perficie de nivel da fungéo f(x, y, X) = x? + 4y? + 2z% e encontrar o seu vetor
gradiente no ponto.

g =2x;@:8ye%
ox oy oz

V2 1.2)= (4,8, -8).

=4z ; que, aplicadas no ponto, resultam em:

i) Substituindo na equagéao do plano, temos:

af(xoayoazo)(x_xo)+ af(xoayoazo)(y_yo)+ af(xoayoazo)(z

—2)=0
o oy P %)

4. x-2)+8.(y-D+(-8).(@z-(-)=0
4x-8+8y-8-8z-16=0 = 4x+8y-8z=320u
X + 2y - 2z = 8, que é a equacao cartesiana do plano tangente.

ii) Para encontrarmos as equacgdes paramétricas da reta normal, faze-
mos a substituicdo na equacao:
P=P,+t. Vf(2,1,-2)

xv2=0212+t.(4 8 -8 x=2+4¢
X yz2)=(Q2+4t1+8t2-8) = y=1+8t.
z=2-8¢

3.3. Maximos e minimos com fun¢oes de duas variaveis

Vimos que uma das mais importantes aplicagdes da derivada de fungdes de
uma variavel é o estudo da variacido da fungéo, do crescimento de fungdes
, € do célculo dos valores extremos da fungdo com a determinacdo de seus
pontos de maximo e de minimo relativos. Para as fungdes de duas variaveis,
podemos fazer uma anélise semelhante, calculando os pontos onde a fungéo
alcanca valores maximo e minimo.



Sendo o gréfico de uma fungéo a duas varidveis uma superficie no R?,
imagine o grafico de uma fungéo f como sendo uma cadeia de montanhas.

O relevo irregular nos permite visualizar ndo s6 alguns picos mais acen-
tuados, como também algumas depressdes mais profundas, que servem para
nos dar uma idéia de pontos de méaximo relativo e de minimo relativo, que
definimos a seguir.

Dizemos que um ponto no R (P,, f(P,)) € um ponto de méximo relativo
da fungéo z = f(x, y), se existe um disco aberto centrado em P (x,. y,) € raior,
de modo que f(x,, v,) > f(x, y) para todo ponto P(x, y) no dominio de f, localizado
no interior do disco. Dizemos que esse ponto € de maximo absoluto, se f(x,, y,)
> f(x, y) para todo ponto P(x, y), no dominio da fungao.

Analogamente, dizemos que um ponto (P, f(P,)) € um ponto de minimo
relativo da fungéo z = f(x, y), se f(x,, y,) < f(x, y), para todo ponto P(x, y), no do-
minio de f, localizado no interior do disco. Da mesma forma, esse ponto sera
de minimo absoluto, se f(x,, y,) < f(x, y) para todo ponto P(x, y) no dominio de f.

Todo ponto de maximo, ou de minimo relativo, € chamado extremo
relativo, e todo ponto de méaximo, ou de minimo absoluto, é chamado extre-
mo absoluto.

Uma fungdo f(X, y) a duas varidveis tem um extremo relativo no ponto
P, (X, V,). se toda reta tangente a superficie nesse ponto (x,, y,) tem incli-
nacdo nula, o que acarreta dizer que sua derivada direcional em qualquer
direcdo é sempre igual a zero.

Mas D, f(x,, y) = 0 = L F0:20) cosg + ¥ C0:Y0) senp =0, ouseje,

Ox oy
U (x5 1) = W = 0. Portanto, essa é a condicdo necesséria a existén-
Ox Y

cia de um extremo relativo da fungéo f(x, y) em um ponto P (X, . y,).

Nas fungdes a uma sé variavel, tinhamos o teste da derivada segunda,
para se identificar se um extremo relativo é ponto de maximo ou de minimo.
Para fungbes a duas variaveis, temos um teorema semelhante ao teste da
derivada segunda para identificar pontos de maximo e minimo relativo, mas a
sua prova so6 é possivel com teorias de calculo avangado.

Seja f( x , y ) uma fungdo com derivadas parciais de segunda ordem
continuas em um disco centrado em um ponto fixo P,(x, , y, ).

0’ f(x4,39) O f(x4.¥,) ) ) L2
SeD= 26x2 26x6y =6{.a{-(af],entéo
0" f(x0,¥0) 0 f(x4,¥0)| Ox° Oy Oxdy

Oyox oy®
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2
1.D>0e Ox{' >0 = f(x, y) tem um minimo relativo em P (x,, v,).

2
2.D>0e ax{' <0 = f(x, y) tem um maximo relativo em P (x,, V,)-

3. D <0 = f(x ,y) tem um ponto de sela, que definiremos a seguir.

4. D =0, nada se pode afirmar sobre esse ponto.

O ponto de sela que nos referimos é um ponto critico de uma fungéo a
duas variaveis onde nao ocorre nem maximo nem minimo relativo. Um ponto
P, ¥,) € um ponto de sela de uma fungéo f(x, y), se houver dois planos
verticais distintos passando por esse ponto, de modo que a intersegcéo da
superficie com um dos planos seja uma curva que tem um maximo relativo
no ponto e a interse¢do com o outro plano seja uma curva com um minimo
relativo no ponto.

A superficie onde melhor podemos ver caracterizado o ponto de sela, €
o paraboléide hiperbélico z = y? - x2. Nessa superficie, temos um ponto de sela
na origem, pois

& =0 = -2x=0 = x=0

ox

Oz , "

> =0 = 2y=0 = y=0, logoO(0, 0)é ponto critico.
y

2 2 2 2 2 2 2 \?
a—f.=-2;a—f.=2eaz.=o:>af.af.- 0S| = 4<0
ox oy Ox0Oy ox~ Oy Ox0y
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Exemplo 1:

Encontre todos os pontos criticos da fungéo f(x, y) = 4xy - x* - y*, identi-
ficando cada um deles.

Solucao:

7,

ox 4y —4x> =0 y—x>=0
of - {4 _ayt=0 —y =
_:O X y = X y =
oy

Fazendo, na primeira equagéo y = x3, e substituindo, na segunda, te-
mos que:

x=0
=

X-0P=0=x-¥=0=x1-x¥=0=> { ¢
x —1=0

x=0ey=0oux=1ley=1loux=-ley=-1= P,0,0),
P.(1. 1) e P,(-1, -1) s&o pontos criticos da fungéo.

Agora, temos que aplicar o teste da derivada segunda, em cada ponto
obtido, para identifica-los como maximo, minimo ou de sela.

2 2 2
Temos que : 0 /:,:—12x2. : %_:-123/23 ﬂ =4

ox Oy Ox0y
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2 2
No ponto P,(0, 0), temos 0 {,=0; O°f —0e 0°f =4

ox oy’ Ox0y
2 2
0’z 0z (') ) =0.0-47=-16 <0 =P,(0,0)é ponto de sela.
ox* oy* | oxoy
2 2 2
No ponto P,(- 1, -1) temos ﬂ;- 12; 6_f,= -12e or =4
ox’ oy’ Ox0Oy
2 2 2 \?
072 0z (0] =(12). (12)-42=144-16 128 > 0.
ox* oy’ Ox0y
2
Como % < 0, entdo esse ponto é de maximo relativo.
ox
2 2 2
No ponto P,(1, 1), temos &/ =-12: 9/ =12 9/ =4
ox’ oy’ Ox0y

ax* oyt | axoy

Pelo mesmo motivo do ponto anterior, esse é também um ponto de méa-
ximo relativo.

2 2 2
E Q - [wj =(-12).(-12)-4°=144-16=128 > 0.

Exemplo 2:

Encontre as dimensdes de uma caixa retangular sem tampa, cujo vo-
lume deve ser 4m? de modo que a quantidade de material usado em sua
fabricac&o seja minima.

Solugao:

Tomemos x como medida do comprimento, y para a largura e z para
a altura. Como a caixa ndo tem tampa, a quantidade de material é sua area
lateral A = xy + 2xz + 2yz e o volume, sendo 4 m?, implica que xyz = 4.

Nosso objetivo deve ser minimizar a area lateral A com a condi¢éo de
Xyz = 4. A

Para isso, vamos isolar z = o € substituir em A, expressando a area
como fungao de apenas duas variaveis, x e y. Assim, teremos A(x, y) = xy +

8+8,
y X

Derivando, temos oA _ y- 8 .od_y 8

ox x> oy y?

2 2 2
6A=¥:8A:566A=1.

o’ x oyt P oxoy

<



—=0 y=-——5=0 2.
O N x2 :{xy—::))CZy:xyZ = X=y

Substituindo, em uma das equagdes anteriores, teremos x> =y* =8 =
x =y = 2. Portanto, a fung&o tem apenas um ponto critico em P (2, 2).
2 2 2
04 04 (ZAp=16 16 1225 2.1=3>0,

ox? oy®  Oxoy 2 2

Para esses valores de x e de y, a fungdo assume um minimo relativo.
Mas convém lembrar que x e y estéo no intervalo (0, + «). Por isso, esse pon-
to de minimo relativo é, também, absoluto, de onde concluimos que x =y = 2
ez= 2 = 1 sao os valores das medidas procuradas.

3.4. Multiplicadores de Lagrange

Esse € um método de maximizagao e minimizagao de fungdes em que pode-
remos trabalhar com funcdes de varias variaveis, ndo somente com funcoes
a duas variaveis, como no método anterior. Ele é atribuido ao matematico
francés Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), por isso é conhecido como
método dos multiplicadores de Lagrange.

A demonstrac&o da técnica utilizada nesse método esta fora de nosso
alcance, pois necessita de teorias de célculo avangado. Baseia-se em um

resultado que ja é por nés conhecido .
y

Sejaf:D ¢ R*> — R uma funcio e quere-
mos determinar os extremos relativos de z = f(x,
y), dentre os pontos de D que satisfazem a con-
dicdo g(x, y) = 0. Aequacao g(x, y) = 0 determina
uma curva contida em D.

Se P,(x,. V,) € um ponto na curva g(x, y) =0
e, nesse ponto, a fungao f tem um ponto extremo
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relativo, quando caminhamos ao longo da curva,
entéo V f(P,) € perpendicular ao vetor unitario U da
tangente a curva g(x, y) = 0.

Por outro lado, sabemos que V g(P) é perpendicular ao vetor unitario U,
em cada ponto, de onde podemos concluir que V(P )e V g(P,) séo parale-
los. Logo, existe 4 € Rtalque Vf(P)= 4 Vg(P).
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Esse problema é o mesmo
que foi resolvido pelo método
estudado anteriormente

Esse niumero A4 é chamado multiplicador de Lagrange, e o problema de

se determinar extremos relativos de z = f(x, y), com a condicdo g(x, y) =0, é

solucionado através do sistema g(x,y)=0
Vi (P)=AVg(P)

No caso de uma fungédo w = f(x, y, z) que tenha duas restrigées g(x, v, z) =
Oeh(x, v z), entdo

VFEP)=1.Vg(P)+ u.h(P), onde A e u séo os multiplicadores.

Exemplo 1:

Encontre as dimensdes de uma caixa retangular sem tampa, cujo vo-
lume deve ser 4 m?, de modo que a quantidade de material usado em sua
fabricag&o seja minima.

Solugao:

Usando, agora, o método de Lagrange, temos que observar qual é a
fungdo que queremos minimizar e qual é a condigao que restringe a fungao.

Se queremos minimizar a quantidade de material, ou area lateral, entdo
devemos tomar A(X, y, z) = Xy + 2xz + 2yz como fungao principal, e a restricao
sera xyz = 4, ou, ainda, xyz - 4 = 0, resultando que g(x, y, z) = xyz - 4.

0A

—=y+2z

ox 4

0A N
AX, V. Z)=xy + 2Xxz + 2yz = a—=x+2z 0 que implica em

v

a—A2x+2y

0z

VAKX Y Z)= (v + 2z x + 2z, 2X + 2y)

gx.v.2)=xyz-4 = g—g:yz: % _ve a—g:xy, de onde tiramos

X oy 0z
que Vg(x. v, z) = (VZ, Xz, Xy).

Fazendo VAKX v, 2)= 41.Vg(x YV, z), temos:

y+2z=Ayz
V+2z,x+2z2,2x+2y)= 4. (VZ. XZ, Xy) = ! x+2z=Axz -

2x+2y=Axy



Resolvendo esse sistema, isolando A nas trés equagdes e comparan-
do dois a dois, encontraremos que x=ye z = g , que, substituindo na igualda-

de xyz - 4 =0, obteremos os valores parax=y=2ez=1.

Exemplo 2:

Use o0 método dos multiplicadores de Lagrange para encontrar a menor
disténcia da origem ao plano de equagédo 2x-y +z-12 =0.

Solugao:

Esse problema consiste em encontrar a distancia entre dois pontos,
onde um deles é a origem do sistema e o outro € um ponto que pertence ao

plano dado. Logo, a equagéao do plano é a condigéo que se impde ao ponto
(X, V. 2), que queremos determinar e deve ser Unico .

Adistancia de um ponto (x, v, z) & origem é dadapor W = /x> + y* + z° .

Como W sera minimo quando W? for minimo, entdo, para facilitar o cél-
culo das derivadas, tomaremos f(x, y, z) = x* + y? + z2 como fungao principal,
sujeita a condigéo imposta 2x-y +z-12=00ug(x, v, z) = 2x-y +z- 12.

Devido a facilidade na derivagéo, podemos, de imediato, dizer que:

Vix,yv.z2)= A.Vgx,v.z2) = (2%, 2y, 22) = 1.2, -1, 1). Logo,

2x =24 )

=—X
2y=-14 = Y = =Y ez= f, que, substituindo na
2= 2 2z=Xx 2 2

equacgao do plano, teremos que 2x + % + % =12,0queimplicax=4,y=-2e

z = 2. Portanto, o ponto P(4, - 2, 2) é o ponto do plano dado, cuja distancia até

a origem é minima e essa distancia é W = \/42 +(=2)*+2> =24 =246

Exemplo 3:

Encontre o ponto da reta de intersecdo dos planosy +2z=12ex+y=6
que esta mais préximo da origem.

Solugao:

Pelo que vimos no exemplo anterior, devemos minimizar a fun-
cao f(x, y, z) = x> + y? + z? sujeita a duas condigbes g:y + 2z-12=0e
h:x+y-6 =0.

Vf =AVg+uVh (2x,2y,22) = 2(0,1,2) + u(1,1,0)
Entdo, devemos fazer ;  g(x,y,z)=0 = y+2z-12=0
h(x,y,z)=0 X+y—-6=0
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2x=u

2y=4+2
2y=+u Y a * 2y=2x+z 4y =4x+2z
zZ=
2z=24 2z=12 =12-
22 b = y422-1220 = Jy+2z = < 2z=12-y
y+2z-12= X 4y-6=0 x+y=6 xX=6-y
x+y—-6=0

4y=406-y)+12-y=>4y=24-4y+12-y =

4

=12 =>y=—.
3

4 14

_ _ x:6_— X=—

¥=6-y _, 3o 3

2z=12-y 2:=12-2 ;=16

3

4 16
Portanto, o ponto procurado é P(%, § ?).

Sintese do Capitulo

Neste capitulo, estudamos aplicacdes das derivadas parciais, dando énfase,
principalmente, as derivadas das fungdes de duas variaveis. \Vimos como se
calcula a derivada direcional de uma fungéo, conhecemos o gradiente de uma
fungdo, aprendemos como deduzir equagdes de planos tangentes e retas nor-
mais a superficies e concluimos a unidade, estudando dois métodos de célcu-
lo de maximos e minimos de fungées.

Rtividades de avaliagdo

1. Encontre o vetor gradiente da fungdo, no ponto indicado:
a)f(x, y) =x%y - 4xy? + 5x ; P (1, - 2)
b) f(x, y) = 2x?e* ; P (3, 0)
Ofxy.z)=x+y+z,P1-23)

4
d) f(x. y) = ity P 3)

&)1t V) =In\x* + )7 i Py(2.2)

) f(x, v, z)=x2In(y + 22); P (-3, 2, 1)
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2. Determine a derivada direcional de f em P na dire¢&o do vetor V-
a)f(x, y)=x2-4y; PR, -1);V=3i-2]
b)fx. y)=(x+2y)?;P(1-1):V=i+2j
(X, V)= 2x+y (P(L,-2);V=2i+3
Oy 2)= 2P PR, -1,3) V=20 +j- 2%

z
e)fx,v2)=xyz ;P2 1,2);V=i-j+k

1
Nfix.y. 2) = m

3. Adensidade em qualquer ponto (X, y) de uma placa retangular no plano xy

;P@.1,4);V=j-k

1
é p(X,y) = —————>— . Determine a taxa de variacdo da densidade no
P XY) Sy 4 ¢

ponto (-1, 2), na diregao que forma um angulo de % rad com o eixo positivo
dos x. Encontre, também, a direcéo o sentido e o valor da maior taxa de

variagdo de p, a partir desse ponto.

4. A equacéo da superficie de uma montanha é z = 2000 - 2x? - 4y?, as dis-
tancias sdo medidas em metro, o eixo X aponta para leste e o eixo y para o
norte. Um alpinista esta no ponto correspondente a (-20, 5, 1100).

a) Se o alpinista se deslocar para a diregdo leste, ele estara subindo ou
descendo? Com que intensidade?

b) Se ele se deslocar para noroeste, ele comecara a subir ou descer? Com
que intensidade?

5. Encontre a equacao cartesiana do plano tangente e as equagdes paramé-
tricas da reta normal a superficie dada no ponto indicado.

a)x’+y?+72=14:P(2,-1, 3)
b)5x? +4y?-2z=15;P(1, 2, 3)

c)z=e*sen 3y ; PO, % 1
6. Para as fungdes abaixo, determine todos os pontos de maximo e minimo
relativos e os pontos de sela, se houver:
a)f(x, y)=y?+xy+3y+2x+3
b)f(x,y)=x?+xy-2x-2y +1
c) f(x, y) = x2 + y? + xy - 3x
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d)f(x, y) =x>-y? +xy
e)fx )= x4y =
Xy

f)fx, y)=x2+y-¢¥

7. Encontre trés nimeros reais positivos, cuja soma é 64, tais que seu pro-
duto seja maximo.

8. Determine os pontos da superficie x? - yz = 5 que estdo mais préximos
da origem.

9. Um paralelepipedo tem trés de suas faces sobre os planos coordenados e
um de seus vértices no plano x +y + z = 8. Determine as medidas de suas
arestas para que seu volume seja maximo.

10. Uma caixa retangular fechada com volume de 16m? deve ser confeccio-
nada com dois tipos de material. Se a tampa e o fundo sao feitos com um
material que custa vinte centavos por metro quadrado e o material das
laterais custa dez centavos por metro quadrado, determine as dimensoes
da caixa de modo que o custo do material usado seja minimo.
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Gapitulo 0

Integrais duplas







Objetivos

e Definir e estudar aplicagdes da integral dupla em coordenadas cartesianas.

e Definir a integral dupla em coordenadas polares com aplicagdes em calculo
de areas e volumes.

4.1. Integrais duplas

A integral definida de uma fungéo de uma variavel originou-se do problema de
se calcular a area sob uma curva no plano cartesiano, onde essa area sob a
curva foi definida como a area da regiao limitada pela curva, o eixo x e duas
outras retas que delimitavam lateralmente a area.

O problema que, agora, queremos resolver € como encontrar o volume
de um sdlido sob uma superficie delimitado por uma regido R fechada e limi-
tada do R?.

Seja z = f(x, y) uma fungéo definida e continua em uma regiao fechada
R no plano cartesiano. Se f(X, y) € ndo-negativa para todo (X, y) pertencente a
R, entdo seu grafico € uma superficie acima do plano xy, de modo que exis-
te um sdlido delimitado, acima, por essa superficie e, abaixo, pela regido R,
como indica a figura abaixo.

.

z

v
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e Umaregido R é dita fechada, se ela contém todos os seus pontos de fronteira.
e Umaregido R é dita limitada, se ela esta contida no interior de sua fronteira.

Para determinar o volume desse sélido, usaremos raciocinio semelhan-
te ao usado para se calcular a area sob uma curva no plano.

Tomando retas paralelas aos eixos, dividiremos a regido R em sub-regi-
des, conforme vemos na figura. Suponhamos que existam n sub-regides em
R e que a area da k-ésima sub-regido seja denotada por AA, .

z

/,——Wr\v\y
[[]] D
(

Tomando, em cada uma das sub-regiées, um ponto qualquer (. V,).
podemos afirmar que AV, =f(x,y,) . AA_ € o volume de uma particdo do
sélido, de modo que o somatério Z f(x,,y,) A4, nos da uma aproximagao

k=1
do volume V do sélido inteiro.

n
Afirmar que esse produto > f(xy) MM, g igual a0 volume do soli-

k=1
do, é uma inverdade, pois a superficie ndo é necessariamente plana. Mas, se
0 numero de retas tomadas no processo de divisdo de R tender para infinito,

entdo AA tendera para zero. Assim, podemos afirmar que



lim d lim
V= X, A, =
1 +o0 ;f( s Vi) A, M,

. i_f(xk,yk)AAk-

Observe que o limite que acabamos de definir como o volume do sélido
sob a superficie, é o limite de uma soma de Riemann, que pode ser denotado

por uma integral. Portanto,

lim n

V= > [y A, = V=] f(xp)dd.
) 0 = S(xy ) A4, .LJ.

Teorema

Se f é uma fungéo definida e continua em uma regido fechada e limitada
R c R? entao existe [[ f(x,)dA.
R

Se f e g séo fungdes definidas e continuas em uma regido fechada e
limitada R — R? e k € uma constante, entdo s&o validas as propriedades:

PL [[k.f(x.p)dA =k [[ £(x,y)d4
P2. [[[/ (e )% g(e)]dd= [[ f(x.pdd £ [[g(x.y)da

P3.SeR=R, U R,e R, ~ R, contém pontos da fronteira de R, e R,, entao

] £Geda = [[rGedd + [ .

R

4.2. Integrais iteradas

Para as funcdes de uma sé variavel, o teorema fundamental do célculo nos
fornece um método de como calcular uma integral definida: encontrando-se
uma antiderivada para a fungéo dada. Existe um método correspondente para
o célculo de integrais duplas, que consiste em calcular duas integrais sim-
ples sucessivas, considerando-se que, assim como na derivagéo, a outra tem
comportamento de constante ao se integrar com relagdo a uma das variaveis.
Esse método é conhecido como método das integrais iteradas ou repetidas.

Para verificar como se desenvolve esse método, vamos, inicialmente,
tomar uma fungao z = f(x, y) com valores ndo-negativos, em uma regiao retan-
gular fechada, tal que R = [a, b] x [c, d], de modo que todas as sub-regides de
R sejamdaforma AA; = Ax. Ay,
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Dessa forma podemos dizer que

m

V= Ly )ACAY
(A, Ay —> (00) 2o Y IARAY,

j=1
0 que implica dizer que

lim | & lim g
V: X,V Ax A .
Ay _)O{;in _)ng( ;) } y,,}

lim

O limite mais interno dessa expressao depende, apenas, da variacao de
Ax;, sendo, portanto, esse limite uma integral simples na variavel x, e o limite
externo em y € a integral simples do valor resultante na variavel y. Portanto,
podemos dizer. V = J"’Ub f(x, y)dx} dy .

Por estarmos em uma regiao retangular em que as variagdes de x e de
y séo em intervalos fechados com extremos fixos, a ordem da integragéo néo
interfere no resultado final, ou seja,

v [ | sy =[] e,

Exemplo 1:
Calcule f1+4xy)dA; ondeR={Xx, y)e R¥1<x<2e0<y<1}
R



Solugao:
Pelo fato de os limites de variagdo de x e de y serem dentro de uma
regido retangular, daremos duas solugdes para a questéo:

i) Primeiramente, integrando com relagdo a y:
2 el 2
;[1+4xy)dA: L Io(l+4xy)dydx: f[erzxyz]; dx= _[1 [1+2x]dx=

[e+x2f=(2+2?)-(1+17)=2+4-1-1=4

i) Integrando, primeiramente, com relagéo a x:

J-l +4xy)dA =J.01 jlz(l + 4xy) dxdy= J.Ol[x + 2x2y]12 dy=

R

[[(2+222y)-(1+2.12)]ay = [[(2+8y-1-2y)dy= fol(l+6y)dy =

ly+3y2] =1+312=4.

Exemplo 2:
C [ ysenxdyd
alcule J:) L ysenxdydx .

Solucgao:

Veja que, nessa integral, a primeira integracéo deve ser com relagéo a
variavel y, e senx é constante com relagdo a essa integragcéo. Portanto, pode-
mos fazer.

I: J.—31 ysenxdydx = Jj senx _E vdydx = J'O” sen){y?zﬁ dx =

2
=4 [— cos 7 + COSO] 4[1+1]=8.

- 2 (1) 9 1 .
JO sem{%—ﬂ] dx = .[ senx{; 5} dx = 4.[0 senxdx =4.[-cos x|}

4.3. Integrais iteradas com limites nao-constantes

Tomemos, agora, uma fungéo z = f(x, y), definida e continua em uma regido R
no plano, de modo que a < x < be g(x) <y < h(x), conforme a figura.
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b oh(x)
Sob essas condigdes, temos que : _” S(x,y)dA = J- J. : ) f(x,y)dydx .
a Jg(x
Exemplo 1: N

Calcule ”(x + y)dA , onde R é a regido do plano limitada pelo eixo x e
R
asretasx=yex=2.
Solucgao:

Aregido de integracdo R € o tridngulo limitado, acima, pelaretax = y
e, abaixo, pelo eixo x, conforme a figura.

Portanto, podemos dizer que, nesse tridngulo, 0 < x < 2
e0<y<x

Entéo,
U(x +y)dA = .[02 '[: (x + v )dydx

5 27* 27 ) 3x2
— P — [? Y - -
-l {xw 2 ldx -l {xw?ldx ) L’{ 2 }dx i

Exemplo 2:

Resolva a integral do exemplo anterior, invertendo a ordem de integra-
¢ao, ou seja, integrando primeiro com relagéo a x.
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Solucéo: y
Aregido R de integracéo é a mesma e, como a primeira
integral deve ser com relag&o a variavel x, entdo y devera ter 3
variagdo constante, e x deve variar em fungao de y. Na figura,
observa-se que 2 o

0<y<2 e y<x<2

Assim,

J;!(x+y)dA = jozjj(x+y)dxdy =

2
5 x2 _ 5 22 y2 5 -
IO |:?+X :|dy J-O|: B +2y [2 +y dy

Y

2
2 3 y3
IO {2+2y—ayz}dy = {2y+y2 ——.—} =

3 2 23
[2y+y2—y7} =22+2? Y =4+4-4=4.

0

Veja que ndo importa a ordem de integragao, pois o resultado final sera
0 mesmo.

4.4. A integral dupla no calculo de areas

Aintegral dupla de uma fungao z = f(x, y), sobre uma regidao R no plano, foi de-
finida como o volume de um sélido cuja base é a regido de integracéo e f(x, y)
€ a altura do sélido em cada ponto de R. A érea da regido R pode ser calculada
fazendo-se a integragéo de uma fungéo constante e igual a 1, sobre a regido,
de modo que teremos o volume obtido, numericamente, igual ao valor da area
de R, ou seja,

A, = Hl.dA = H dA = Ib J:((X))dydx ,onde A é a area da regiéo R.
, f a dg(x

Exemplo 1:
Encontre a &rea da regido do plano limitada pelas curvasy = x?ey = \/; .
Solucao:

Primeiramente, teremos de encontrar as abscissas dos pontos de inter-
secao das duas curvas, que serdo os limites da integral. Fazendo x 2 = \/; ,



7S PERERA, .0, FERNANDES, € M.

Verifique, geometricamente,
a veracidade desse
resultado.

encontraremos duas solugdes: x = 0 e x = 1, para essa equacdo. Sabendo-se
que x? < \/; para todo x no intervalo [0, 1], entédo

A= [ [ v = [0 e = [V x Jae = [ =

1

X x| 1 2 1 _1
3 3] 33 33 3
2 0o 2
Exemplo 2:
Encontre, usando integral dupla, a area do tridngulo delimitado pelo eixo
yeasretasy=4ey=x. y
Solugao: .

Apresentaremos duas solugoes
para célculo da area do triéngulo, 4 [ -
que mostramos na figura. R

i) Tomando 0 < x<4ex <y

2 4
A= [ dva =[]} dx = [[(4-n)r= {4)6_7} =16-8=8.

i) Tomando0 <y <4e0<x<y.
4
:E:s_
2

0

A= J-:Lydxdy = J.:[x]g dy = I04ydy = y?

4.5. Integral dupla em coordenadas polares

Podemos calcular integrais duplas em coordenadas polares da mesma ma-
neira que calculamos a integral dupla em coordenadas retangulares. Se f(r, &)
€ uma fung&o polar ndo-negativa definida e continua em uma regi&o fechada
R, no plano polar, entdo podemos definir o volume sob essa superficie, da mes-
ma forma como foi definido para as coordenadas retangulares, como sendo:

V= [[£(r.0)d4.



Para encontrar a forma iterada para essa integral, tomemos a regido R
no plano polar limitada de modo que a <0< S e g(0) <r < h(6), confor-
me a figura.

r=g(0)

A area de cada sub-retangulo no plano polar é, de fato, a diferenca entre
as areas de dois setores circulares e pode ser escrita como

AAi = lI"lz A@l - lril AHI '
2 2

1 1 1

AA. =%(r.2.—r.21 )AH. = AA, =%(”I- e X’”,- —Tia )-Aer

-1
Fazendo r = E(r’ + ’”H) e Ar =r, —r_,, temos que:

_ lim L
AA. = rAr.AQ,  Portanto, || f(r,0)dA = ,0)A4, =
= rAnAG, I a0 2T OM,

1

sl IS e oy o, | = [T 0y rdrdo
26, —0| 2| ar, » 02 07 86, | = [ f(r.O)rdrd6.

Exemplo 1:

Calcule [[sen0d4 sabendo-se que R é a regizo do plano polar no primei-
ro quadrante, interior a cardidide r = 2 + 2cos 6 e exterior a circunferéncia r = 2.

Solugao:

Primeiramente, teremos que definir os limites de integracao e, para

isso, devemos fazer2 + 2cos 6 =2 = 2cos § =0 = @ = % oud=-".

2
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/2

n 2/ 0

3n/2

Comoaregido R estano primeiroquadrante, entdo0 < 6 < %,enquanto

rvariader=2ar=2+ 2cos@. Portanto, ﬂseanA = IO% j et (senO)rdrd6

2

= J'%ngg_[’;}zmosgdg = 10%2[4(1+c056)2 —41¥en9d9=

0
2

Z.J:)% [(1+ cos 9)2 —l]sené’dﬁ.
Fazendou=1+cos &,temosdu=-sen & d@ ou-du=sen @ d@.

Entao,

(st =2 [ -1-) =2 o =2 [ -] -

1
2. §—2—l+1 =2. Z—1 = §
3 3 3 3

Exemplo 2:

Use integral dupla, em coordenadas polares, para mostrar que o volume
de uma esferade raio a éV = fﬂ_a3.

Solugao:

Aequacdo cartesianada esferaéx?+y?2+z2= g2 Mas,ser’=x2+
y2, podemos dizerque r? +z2= a? = z=4.g%> —;7.
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Tomando z = Va®> —r* , que é o hemisfério superior da esfera, temos
uma fungao polar definida na circunferéncia r = a e, assim, podemos dizer
que0< O <27rel0<r<a.

Portanto, o volume da esfera sera dado por.
27 pa 27 ra
V=2. Jo .[o Na® —r’rdrd6 = Jo IO Na® —r*2rdrdé .

Fazendou= a?-r% temos du = - 2rdr.

a0 _ o h _ | w2 =

V= [ fou(-ddo = [T udude = 712 a0 =
2,

%-r”a3d9 = ga3. u do = ga3.t9 |2ﬂ = E613.27Z = iﬂ.cf
3% 3 % 3 b3 3

Exemplo 3:

Use integral dupla para determinar a area total da rosacear =sen 36.

Solugao:

Para se calcular areas em coordenadas polares com o uso de integral
dupla, o comportamento € o mesmo do célculo de areas em coordenadas
retangulares, sendo, portanto, A = J.J‘ dA = J'ﬂjh(e) rdrd6 .

R aJg(8)

Arosacea apresentada tem trés pétalas, pois n = 3 (impar), de tal forma
que uma das pétalas estd compreendida no intervalo de variagdode 6 =0 a
0= % dois pontos consecutivos, onde temos r = 0. Portanto,

X . 2 sen36 .
A=3.j4j 39rdrd9=3.j5 T dt9=§.J.Asen23¢9d9:
o Jo o |2 . 2 Jo

3 J-%l—cos66?

de - z.j%(l—cos69)d9 : 3{9—
2% 2 47 4
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Sintese do Capitulo

Neste quarto capitulo, estudamos as integrais duplas, onde definimos a in-
tegral em coordenadas retangulares como o volume de um sdélido, obtendo,
através da integral iterada, uma forma de célculo de volume de sélidos que
ainda n&o sabiamos como determinar.
b rh(x)
V= j j F(x, y)dvdx
a Jg(x)
Aprendemos, também, a usar a integral dupla no célculo de areas de
regides planas, obtendo a forma de:

A= Hl.dA = ” dA = Lb J.:((:))f(x, v)dydx

Deduzimos, também, nessa unidade, férmulas para se determinar volu-
mes e areas em coordenadas polares:

V= ﬂf (r,0)dA = | : Lf’:;) f(r,0)rdrdd

A= [[da - ['["" rardo.
R

g(0)

Rtividades de avaliagdo

1. Calcule as integrais:

a) [ [ (x+ 2y o) [ [ (x—2y)dxdy
o [ [ w dyax @ [ [+ Jixay
&) [ ey f) Igf ycos xydxdy
Q) [ [ xdudy [ J.lexidydx

) [ [ oy D[] - e

[y e w [ e s

2. Calcule a integral dupla na regido indicada:



a) ﬂ4xy3dA;R={(x,y):-1§xg1,-2§ysz}
R

b) Hsenxd/l R={xy):0<x< 7,05y <2
R

c) ”xsz ;R éaregido limitada pory = 16/x,y =xex=8
R

d) ”xcosydA ;R éaregidolimitadapory=x,y=0ex=r
R

e) ”xydA ;Réaregiéolimitadapory=\/;,y=6—xey=0
R

f) ”x2«19—y2dA :1 R é a regiao limitada pela circunferéncia x2 + y2 = 9
R

3. Use integral dupla para determinar a area da regiao limitada pelas curvas:
a) y=senxey=cosx,para0 < x< 7/4
b) y=x?eu=x3
c) y=4-xey=x°-4

4. Encontre o volume do sélido limitado pelo cilindro x> + y? = 9 e os planos
z=ez=3-x

5. Encontre o volume do sélido localizado no primeiro octante, limitado pelo
paraboldide z=9-x? - y 2, e os trés planos coordenados.

6. Use integral dupla para determinar o volume do sélido, no primeiro octante,
limitado pelo plano 2x + 4y + 3z = 12 e os trés planos coordenados.

7. As seguintes integrais ndo podem ser calculadas na ordem de integrag&o dada.
Inverta a ordem de integrag&o observando a regido de definicdo e calcule:

a) Jj I i e dxdy b) Lz £ cos(y2 )dydx
8. Calcule:
a) IO% J:OS ’ senB.rdrd @ b) J-O% J: " rdrd@

9. Encontre a area da regido do plano polar limitada pela cardiéide r = 2 - 2cos 6.

10. Encontre a area da regido do plano polar interior ao circulo r = 4sen 6 e
exterior ao circulor = 2.

11. Faga a conversao para coordenadas polares para determinar a area da
regido interior a circunferéncia x* + y> =4 e a direita dareta x = 1.

12. Converta para coordenadas polares antes de calcular as integrais duplas:
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a) J: J.Om (x2 +y° )dydx

b) H e dA . onde R é aregido limitada por x2+y? = 1.
R

c) J‘OI J;W cos(x2 + yz)dydx

d) ”%dA : R é aregido do primeiro quadrante limitada pory = 0;
R l+x"+y

y=xext+y =4,
13. Encontre o volume do sdélido acima do plano polar limitado pelo cone z =
2re pelocilindror=1-cos 6

14. Encontre o volume do sdlido interior a esfera r2 + z2 =9 e exterior ao cilindro
x2+y?=1.
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Gapitulo
Integrais triplas






Objetivos

e Definir e calcular integrais triplas em coordenadas retangulares.
o Definir e calcular integrais triplas em coordenadas cilindricas.
e Definir e calcular integrais triplas em coordenadas esféricas.

5.1. Integral tripla

Assim como a integral simples de fungdes de uma variavel nos serviu
como base para o estudo da integral dupla, iremos nos basear na inte-
gral dupla para definir e interpretar a integral tripla. Tomemos uma fun-
cao w = f(x, y, z), definida e continua em um sélido fechado S no espaco
R3. Alintegral tripla de f(x, y, z), sobre o sélido S, é dada por.

lim "
dv = .
I_S[If(xayaz) AVk —)O kzz;f(xkaykﬁzk)AVk

O célculo da integral tripla é feito através da iteragdo, da mesma manei-
ra que o calculo da integral dupla.

Primeiramente, suponhamos que o sélido S seja um paralelepipedo re-
tangular, limitado, de formaquea < x < b; c <y <dem < z < n. Entdo,

[[[rey2ar = ['['[ £y, 2)dzdyas

Exemplo:
Calcule j”6x2yde, ondeS={(x.v2)/1<x<2:-1<y<0,0<
S
z <1}

Solugao:

1
I.S”6x2yde = f J:OI J.Ol 6x> yzdzdydx = f J._Ol |:6x2y %O }dydx =

Pratica de Ensino em Matemética |
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A ordem de integracao pode
ser alterada para que seja
facilitado o processo de
operagao da integral.

Se S é um sélido limitado qualquer, de modoquea < x < b;gx) <y <
h(x)e m(x, y) < z < n(x, y), entdo

Il reey.zav = [

Do mesmo modo que usamos a integral dupla para célculo da area de
uma superficie plana, podemos usar a integral tripla para calcular volumes de
um sélido S, pois

v=[[fav = [[7[""" dedyax
S

Jh(X) e f(x,y,z)dzdydx .

g(x) Im(x,y)

g(x) dm(x,y)

Exemplo:

Encontre, usando integral tripla, o volume do sélido S limitado pelos dois
paraboldides z=8-x?-y?e z = x> + V2.

Solugao:

Primeiramente, temos que veri- z
ficar como as duas superficies se in-
terceptam para determinar os limites
de integracao.

Fazendo 8 - x? - y? = x? + y? te-
mos que x? + y> = 4, que é uma cir-
cunferéncia centrada na origem e em
raio 2, onde podemos fazer—2 < x <

2e-v4-x> <y<4-x7. y
Como 8 - x? - y? > x? + y? para

todo ponto no disco x? + y? < 4, entéo

temosque x?+y? <z < 8-x2-y%

Com a finalidade de diminuir os célculos, podemos observar as sime-
trias desse sélido e tomar as variagdes de x e de y somente no primeiro qua-
drante e multiplicar por 4 o resultado.

Ve [ = [ -



4 .jozfom[S—xz -y’ —(x2 +y2)]dydx =4, szom[g_zxz 2y ]dydx -

Vax?

dx= 4. 102[8\/4—2 —2x* 4 -x* %(4—x2)\/4—x2}dx:

4.J‘02|:8y—2x2y—2.y?3l
4[24 Vo 3 (am Wi =g [ 300 e

Fazendo x = 2sen@; dx = 2cos #d @ e V4 — x* = 2cos @, temos que:

v=1¢ J‘%(2cos¢9)32cos<9d9 =26 J%cos“ Gdo =
3 % 3 0

2
256 jé(“COSQJ a0 = [*(1+ 20520+ cos? 20)i0 -

3 D 2

o 32 % 7 (1 4
o 4904 +—. J%cos%’dé? & J.A(deﬁ =
3 3 b 3 2
ﬁ.£+2-sen20|%+2.9;%+2-sen49|%:
3 2 3 2 0 3 3 4 0
23

7Z'+—.£=167Z'
3 2

5.2. Integral tripla em coordenadas cilindricas

Primeiramente, temos que conhecer o sistema de coordenadas cilindricas,
que é tridimensional, composto pelo plano polar mais um terceiro eixo z, de
modo que todo ponto nesse sistema é da forma P(r, €, z).

Comparando as coordenadas cartesia-
nas e cilindricas de um mesmo ponto P, no
espa¢o, devemos observar que:

a)x=rcosf,y=rsend ez=z de modoque uma
equacgao da forma r = k, para todo k constante
positiva € um cilindro circular reto de raio k;

b) uma equagédo da forma € =k & um plano con-

Pratica de Ensino em Matemética | =

O nome “ coordenadas
cilindricas “ vem do fato de
que o graficoder=k & um
cilindro circular reto, e essas
coordenadas devem ser
usadas sempre que existir
um eixo de simetria.

P(r,6,2)

tendo o eixo z;

C) € uma equagao da forma z = k é um plano r
paralelo ao plano polar, distando k unidades
desse plano.
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Para se trabalhar com a integral tripla em coordenadas cilindricas, de-
vemos observar essa relacio existente entre os dois sistemas de coordena-
das, de modo que, para se integrar uma fungéo w = f(r, 8, z), sobre um sélido
S, temos de verificar sempre que dV =dz . dA, comdA=rdrd &, por estar
no plano polar. Portanto, [[[ /(r.6,2)dV = J-b J.d r f(r,0,z)rdzdydx , ou para

5 ade dm
a forma mais geral:

B ¢h(6) pn(r.0)
[l re.0.2ar =[] f(r,0,2)rdzdrd .
aJdg(9) Im(r.6)
N

Exemplo:

Encontre, usando integral tripla em coordenadas cilindricas, o volume
do sdlido limitado pelas superficies z=8 - x> - y? e z = x? + y2.

Solugao:

Esse problema é o mesmo que resolvemos usando a integral tripla em co-
ordenadas cartesianas. Em coordenadas cilindricas, as equagdes das duas su-
perficies sdoz =8 -r* e z =12, cuja intersecdo é a circunferéncia r = 2. Portanto,
os limites de integragdoserdo 0 < @ <27 ;0<r<2err<z <8-r%

v=lfar = 7L risarao = 7 [l arao -
2

Jjﬁ _[02 r.(8 —2r? )drdH = Jjﬁ Jj (8r -2r? )drd@ = J‘OM {41*2 - %} do =

0

[(16-8)d0 =8 6" =167

5.3. Integral tripla em coordenadas esféricas

O sistema de coordenadas esféricas € um sistema tridimensional em que cada
ponto P distinto da origem é representado por uma tripla ordenada (o, @, ¢),
onde p =|0P|, @ é o angulo polar associado & projecéo P’ de P sobre o plano
Xy e ¢ é o angulo formado pelo eixo z positivo e 0 segmento de reta OP . A
origem desse sistema é representada por qualquer tripla (0, 6 , ¢).
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P(p,0,®)
[
|
|
[
I
() P I
[
|
0 : >
N | y
0 S [
\\ |
~. |
S |
-
o

A expressao “coordenadas esféricas” decorre do fato de o gréafico da
equacéo p =k, comk >0 ser uma esfera de centro na origem e raio k. Da mes-
ma forma que nas coordenadas cilindricas, o gréfico de € = k & um semi-plano
contendo o eixo z. O gréfico de ¢ =k é, em geral, um meio cone com vértice
na origem.

Arelag&o entre as coordenadas esféricas (p, €, ¢) e as coordenadas
cartesianas retangulares (X, y, z), de um ponto qualquer P, podem ser obtidas
verificando-se na figura, que:

x=|op'|.cos &

y=|OP'|.sen 6

| OP'|=| QP | = p sen ¢

| 00 |= p.cos ¢

Assim, temos que x = p.sen ¢.cos 6§ ;y= p.sen p.sen f ez =
p .COS ¢.

Fica, também, claro que, pela férmula da distancia entre dois pontos,
p 2 = XZ + y2 + ZZ
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Para se definir a integral tripla em coordenadas esféricas, tomemos uma
fungdo continua f(p, €, @), definida em um sélido S, em coordenadas esfé-
ricas,demodoque S={(p, 0, ¢)/a< p<bc< d <dem< ¢ <n}

W re0.00dv = [*['[" 1(p.0.9)p"sengudpdgao .

O volume do sélido S é dado por.

V= ([[av = ['['[ p*sengdpdgas.

Exemplo:

Use integral tripla em coordenadas esféricas para determinar o volume

da esfera de equagéo x* + y? + z2 = a%, com a constante positiva.
Solugao:

Calcularemos o volume da esfera como sendo o dobro do volume de

seu hemisfério superior, de formaque:0 < § <27,0< p<ael0< ¢ < %

Entéo,V=2. LMJ.O% .[Oapzsenqﬁdpd(zﬁd@ =2 .J.Ozﬂ J.o% {%3]1 sengdgd O =

2 z (7 2 V4 il
e [ jf sengdgd0 =’ ["Feospl o =

%.a3. jzn{— cos = + cosO}dQ =
0 2

Neste quinto capitulo, estudamos a integral tripla, primeiramente trabalhan-
do com fungdes de trés varidveis no sistema de coordenadas retangulares,
em que demos énfase a suas aplicagdes no célculo de volumes de sdlidos.
Depois, definimos a integral tripla em coordenadas cilindricas e esféricas e
mostramos como se determinam volumes de sélidos, usando integrais triplas,
também nesses sistemas de coordenadas.



1. Calcule:

a) J; IOH Lyyzﬂ xdzdydx
o (] b
e) jf [ rsec’ adzdrae

N L“ jol re* dzdrd@

b) f J: J‘l o xydzdydx
o T [ b

[0 prensias

0

D

0 [ Lo sensiniais

2. Calcule J”de ,onde S é o tetraedro limitado pelo planox + 2y + 3z=6 ¢

N
os trés planos coordenados.

3. Calcule, mudando coordenadas cilindricas, a integral:

NIRREERES

4. Calcule, usando integral tripla, o volume do sdlido limitado pelas superficies:

a) z+x°=4;y+z=4;y=0ez=0.

b) z=x*+y’ez+y=2.

Pratica de Ensino em Matemética | e



88

PEREIRR, A. C. C., FERNANDES, C. M.

Referéncias

ANTON, Howard. Calculo: Um Novo Horizonte. 62 Ed. Trad. Cyro de Car-
valho Parrara e Marcia Tamanaha. Porto Alegre: Bookman, 2000. Vol. Il.

STEWART, James. Calculo. Sdo Paulo: Pioneira, 2002, Vol. Il .
THOMAS, George. Calculo. S&o Paulo: Pearson, 2003. Vol. Il .

LEITHOLD, Louis. O Calculo com Geometria Analitica. 32 Ed. Sdo Paulo:
Harbra. 1995. Vol. Il.

Sobre o autor

Luciano Moura Cavalcante: possui graduagao em Bacharelado em Matema-
tica pela Universidade Federal do Ceara (1975) e especializagdo em Matemati-
ca pela Universidade Federal do Ceara (1977). Atualmente é professor adjunto
da Universidade Estadual do Cear4, foi Coordenador do Curso de Licenciatura
em Matematica até setembro de 2008, hoje é Vice Diretor do Centro de Cién-
cias e Tecnologia, atuando principalmente no seguinte tema: matematica.



@080

A néo ser que indicado ao contrério a obra Calculo Diferencial e Integral lll, disponivel em: http://educapes.capes.
gov.br, esta licenciada com uma licenga Creative Commons Atribui¢do-Compartilha Igual 4.0 Internacional
(CC BY-SA 4.0). Mais informagdes em: <http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR. Qualquer
parte ou a totalidade do conteldo desta publicagdo pode ser reproduzida ou compartilhada. Obra sem fins lucrati-
vos e com distribuicdo gratuita. O contetdo do livro publicado é de inteira responsabilidade de seus autores, ndo
representando a posigéo oficial da EAUECE.



S

Matematica

iel a sua missao de interiorizar o ensino superior no estado Ceard, a UECE,
como uma instituicao que participa do Sistema Universidade Aberta do
Brasil, vem ampliando a oferta de cursos de graduagao e pds-graduagao
na modalidade de educagao a distancia, e gerando experiéncias e possibili-
dades inovadoras com uso das novas plataformas tecnoldgicas decorren-
tes da popularizagdo da internet, funcionamento do cinturdo digital e
massificagdo dos computadores pessoais.

Comprometida com a formagao de professores em todos os niveis e
a qualificagdo dos servidores publicos para bem servir ao Estado,
os cursos da UAB/UECE atendem aos padrdes de qualidade
estabelecidos pelos normativos legais do Governo Fede-
ral e se articulam com as demandas de desenvolvi-

mento das regides do Ceara.
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