a5

Quimica

Estruturas Algébricas_N12017.indd 1

«£5if

Ciéncias
Bioldgicas

B

Matematica

Estruturas Algébricas

Cleiton Batista Vasconcelos

12 Edicao

d
UECE

Fortaleza
2019

)

Computagao

Geografia

Historia

Educacao
Fisica

Pedagogia

03/05/2019  14:05:33




Estruturas Algébricas_N12017.indd 2

Copyright © 2019. Todos os direitos reservados desta edicdo a UAB/UECE. Nenhuma parte deste material
podera ser reproduzida, transmitida e gravada, por qualquer meio eletrnico, por fotocépia e outros, sem a

prévia autorizagéo, por escrito, dos autores.

Editora Filiada a

ASSOCIAGAD BRASILERA
DAS EDITORAS UNIVERSITARIAS

Presidente da Republica

Jair Messias Bolsonaro

Ministro da Educagao

Abraham Braganga de Vasconcellos Weintraub
Presidente da CAPES

Abilio Baeta Neves

Diretor de Educacéo a Distancia da CAPES
Carlos Cezar Modernel Lenuzza
Governador do Estado do Ceara

Camilo Sobreira de Santana

Reitor da Universidade Estadual do Ceara
José Jackson Coelho Sampaio
Vice-Reitor

Hidelbrando dos Santos Soares
Pré-Reitora de Pés-Graduagao

Nucécia Meyre Silva Araujo
Coordenador da SATE e UAB/UECE
Francisco Féabio Castelo Branco
Coordenadora Adjunta UAB/UECE
Eloisa Maia Vidal

Diregao do CED/UECE

José Albio Moreira de Sales
Coordenagao da Licenciatura em Matematica
Ana Carolina Costa Pereira

Coordenacgéo de Tutoria da Licenciatura em Mateméatica
Gerardo Oliveira Barbosa

Editor da EAUECE

Erasmo Miessa Ruiz

Coordenadora Editorial

Rocylania Isidio de Oliveira

Projeto Gréafico e Capa

Roberto Santos

Diagramador

Francisco Oliveira

Revisao Ortografica
Fernanda Ribeiro

Conselho Editorial

Antdnio Luciano Pontes

Eduardo Diatahy Bezerra de Menezes
Emanuel Angelo da Rocha Fragoso
Francisco Horéacio da Silva Frota
Francisco Josénio Camelo Parente
Gisafran Nazareno Mota Juca
José Ferreira Nunes

Liduina Farias Almeida da Costa
Lucili Grangeiro Cortez

Luiz Cruz Lima

Manfredo Ramos

Marcelo Gurgel Carlos da Silva
Marcony Silva Cunha

Maria do Socorro Ferreira Osterne
Maria Salete Bessa Jorge

Silvia Maria Nébrega-Therrien

Conselho Consultivo

Antdnio Torres Montenegro (UFPE)

Eliane P. Zamith Brito (FGV)

Homero Santiago (USP)

leda Maria Alves (USP)

Manuel Domingos Neto (UFF)

Maria do Socorro Silva Aragéo (UFC)

Maria Lirida Callou de Arajo e Mendonga (UNIFOR)
Pierre Salama (Universidade de Paris VIII)

Romeu Gomes (FIOCRUZ)

Tulio Batista Franco (UFF)

Editora da Universidade Estadual do Ceara — EJUECE
Av. Dr. Silas Munguba, 1700 — Campus do Itaperi — Reitoria — Fortaleza — Ceara
CEP: 60714-903 - Fone: (85) 3101-9893
Internet: www.uece.br — E-mail: eduece@uece.br

Secretaria de Apoio as Tecnologias Educacionais
Fone: (85) 3101-9962

03/05/2019 14:05:33



Sumario

Y oL =T T=T o1 = o= o R 5
Capitulo 1 - Operagies BiNArias.........ccveiririenennsresess s ssssenns 7
Y (0T [N 07=To TSR 9
1. Operagao BINAIIA. ........coooiiiiieeeee e 10
2. Propriedades das operagdes bIiNArias. ...........coccovviiiiieiiccie e 12
3. Elementos notaveis de um conjunto com operagao binaria.......................... 15
4. Algumas palavras de adverteneia ...........cococeoieiieineiee e 16
Capitulo 2 - Definicao de grupo e propriedades elementares............................. 23
INEFOAUGAD ... 25
1. Grupos: defiNiCA0 € EXEMPIOS. ......c.coi i 25
2. Propriedades elementares ............coocoooiiiiiiiiic 29
3. Grupos finitoscom 1, 2 ou 3 elementos .........ccccoooeiiiiiiiiiiee 32
Capitulo 3 - Alguns exemplos importantes.........cococcerrienrennnsennene s 43
INTTOAUGEOD ...t 45
1. Os grupos simétricos ou grupos de permutagoes ............ccccccerveeeererereenne, 47
2. Os grupos diedrais ou grupos de rotagiesS ...........covoeerreriiieineecee s 51
Capitulo 4 - IsomorfisSmos de grupos..........ccccererrnrrererssenserseseeses s sesessesessssssses 59
gy (g0 [N 07=To T URRRTPORRRT 61

Estruturas Algébricas_NL2017.indd 3 03/05/2019 14:05:33



Estruturas Algébricas_NL2017.indd 4 03/05/2019 14:05:33



Apresentacao

Estruturas Algébricas_NL2017.indd 5 03/05/2019 14:05:33



Estruturas Algébricas_NL2017.indd 6 03/05/2019 14:05:33



Gapitulo
Operacoes Binarias

Estruturas Algébricas_N1.2017.indd 7 03/05/2019 14:05:33



Estruturas Algébricas_NL2017.indd 8 03/05/2019 14:05:33



Estruturas Rlgébricas 9

Objetivo

¢ Neste capitulo, apresentaremos o conceito de operagao binaria, exempilifi-
cando e demonstrando suas principais propriedades.

Introducao

Conhecemos, desde o primeiro segmento do Ensino Fundamental, o que se
convencionou chamar de operagdes fundamentais nos nimeros naturais: a
adicao, a subtracdo, a multiplicacéo e a diviséo.

Dados dois nimeros naturais, m e n, a adicdo associa a eles o nUme- 1 O nimero m X n também
ro m+n, chamado soma ou total de m com n; a subtrag&o associa a eles o~ Pode ser indicado por m.n
. : . T = ; ou, simplesmente, mn.
nimero m—n, chamado de diferenga entre m e n; a multiplicagéo, aos dois N
. ] | X _ o Usaremos indistintamente
ndmeros, associa o nimero mXn', chamado de produto de m por nie adivi-  quaiquer uma das trés
s&0 associa a eles o0 nimero m/n, chamado de quociente? entre m e n; todos  notacées.
tomados nesta ordem. Como j& sabemos, enquanto a adicéo e a multiplica- * O quociente m/n ,Sé faz
o . . ~ P L . . nt n n m
cdo de nimeros naturais s3o sempre possiveis, isto &, dados dois nimeros ~ S€Ntido quandon e u
o . | namero diferente se zero.
naturais & sempre possivel encontrar um namero natural que represente sua
soma ou seu produto, 0 mesmo nao ocorre quando se trata da subtragcéo e da
divisdo. Por exemplo, a diferenga 5—8 n&o € um ndmero natural; o quociente
1/2 também n&o é um nlimero natural. Ao estudarmos a adicéo e a multiplica-

¢ao de numeros naturais, nos deparamos com suas propriedades.

Todos sabemos que, para efetuar a adicdo 3 + 4 + 5, podemos comecgar
somando 3 + 4 e, em seguida, somarmos o resultado com o 5; ou podemos
fazer, inicialmente, 4 + 5 =9, para, em seguida, fazermos 3 + 9. O resultado,
em ambos os casos, é 12. Sabemos também que essas duas maneiras de
adicionar podem ser utilizadas na adicdo de quaisquer 3 nimeros naturais.
Também sabemos que, em 3X4 e em 4X3, embora a ordem dos fatores seja
diferente, os dois produtos s&o iguais. Sabemos, ainda, que 0 adicionado com
qualquer nimero natural da sempre esse nimero natural e que o produto de 1
por qualquer nimero natural é esse nimero natural. Observando atentamente
a adicdo e a multiplicagdo de nimeros naturais, percebemos que a ideia que
permeia essas operagoes € a de uma lei que associa a cada par de nUmeros
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3Uma operagédo binéaria em
um conjunto E também

é chamada de lei de
composi¢cao interna em

E. A palavra “binaria”

é para ressaltar que *
opera sempre com dois
elementos de cada vez.
4Um conjunto n&o vazio E,
munido de uma operagéao
* é dito uma ESTRUTURA
ALGEBRICA.

SUm numero complexo

€ um numero z da forma
z=a+bi,emqueaeb
sdo nimeros reais e i é
um ndmero imaginario tal
que i2 = -1. Eles foram
criados, possivelmente,
para que toda equagéo
do segundo grau tivesse
duas raizes.
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naturais, tomados em certa ordem, um nimero natural, ndo necessariamente
diferente dos dois primeiros.

Essas idéias podem ser generalizadas para conjuntos e operagdes
quaisquer, como veremos a segulir.

1. Operacao Binaria

Definigdo. Dado E, um conjunto n&o vazio, uma operagao binaria® definida
em E ou, simplesmente, uma operag¢ao definida em E é uma lei * que associa
a cada par ordenado (x,y) de elementos de E um e somente um elemento x*y,
também de E.

Se * é uma operacg&o definida em E, dizemos, também, que E é um
conjunto munido de uma operagao*.

O elemento x*y é chamado o composto de x com y por estrela, nesta
ordem. Os elementos x e y sdo chamados termos de x*y, sendo x o primeiro
termo ou termo da esquerda e y o segundo termo ou termo da direita.

Exemplo 1.01. A adicdo e a multiplicagao de nimeros naturais séo exemplos
de operacgao binaria sobre o conjunto N, dos nimeros

naturais. Ja a subtracdo e a divisdo, por ndo poderem ser realizadas entre
dois nimeros naturais quaisquer, ndo sao operagdes sobre o conjunto dos
ndmeros naturais.

Exemplo 1.02. A subtragdo é uma operagao quer no conjunto Z, dos nimeros
inteiros, quer no conjunto Q, dos nimeros racionais.

Exemplo 1.03. Mesmo no conjunto Q, dos nimeros racionais, a divisdo néo é
uma operagao. Nao existe, em Q, o quociente 3/0, por exemplo.

Exemplo 1.04. A adicdo e a multiplicagdo de nilimeros complexos® sdo exem-
plos de operagdes em C, o conjunto dos nimeros

complexos. De fato, se u = a+bi e v = c+di sdo nimeros complexos, entdo sua
soma u + v é definida como u + v = (a+c) + (b+d)i, que também é um nimero
complexo. O produto de u por v é definido por u.v = (ac-bd) + (ab+cd)i e é
também um numero complexo.

Exemplo 1.05. Novamente, a divisdo ndo é operacado em C. Em C, ndo existe
diviséo por 0 (zero).

Exemplo 1.06. Em N, o conjunto dos nimeros naturais, defina * por a*b = 2a
+ 3b. Alei * € uma operacido em N. De fato, dados os

ndmeros naturais a e b, sempre é possivel calcular 2a + 3b, e o resultado,
além de ser univocamente determinado, € um namero natural.

Exemplo 1.07. A adicdo de matrizes € uma operagao no conjunto das ma-

03/05/2019 14:05:33



trizes quadradas de ordem 2, com entradas® reais. De fato, a soma de duas
matrizes quadradas de ordem 2, com entradas reais, sempre esta definida e
€, ainda, uma matriz quadrada de ordem 2, com entradas reais.

Exemplo 1.08. A adigéo de polindmios ndo é uma operagao no conjunto dos
polindmios a uma indeterminada, com coeficientes inteiros e de grau 2. De
fato, embora a adi¢éo de dois ou mais polindmios a uma indeterminada e com
coeficientes inteiros seja ainda um polindmio a uma indeterminada e com co-
eficientes inteiros, quando adicionamos dois polindmios de grau 2 o resultado
pode n&o ser um polindmio de grau 2. Como exemplo podemos citar os poli-
némios p(x) = 3x2+2x e q(X) = -3x2+2. Quando efetuamos p(x)+q(x) encontra-
mos o polindémio f(x) = 2x + 2, que é de grau 1.7

Exemplo 1.09. A adicdo no conjunto 2N, dos nimeros naturais pares, € uma
operagcao em 2N. De fato, a soma de dois nimeros pares sempre esta defi-
nida e € um ndmero par. Ja 0 mesmo n&o ocorre no conjunto |, dos nimeros
naturais impares. A soma de dois nimeros impares, apesar de sempre estar
definida, ndo € um namero impar.

Exemplo 1.10. Sejam E um conjunto e P(E) o conjunto das partes de E, isto €,
o conjunto de todos os subconjuntos de E. A unido e a intersecéo de conjuntos
s&o operagdes em P(E). De fato, quando tomamos dois subconjuntos X e Y de
E, a unido XUY esta definida para todos X e Y e € um subconjunto de E. Tam-
bém a intersecao XY esta definida para todos X e Y e € um subconjunto de E.

Exemplo 1.11. No conjunto E de todos os pontos de um plano o, definimos *
como a lei que associa, aos pontos P e Q, o ponto médio

do segmento PQ. Entdo * é uma operacdo binaria em E. De fato, dados dois
pontos quaisquer, P e Q, de a, 0 segmento PQ esta contido em a e, conse-
quentemente, o ponto médio de PQ estd em a. Aqui, estamos definindo o
segmento PP e seu ponto médio como o préprio ponto P.

Operagoes definidas por meio de tabelas

Em geral, para definir uma operagéo binaria em um conjunto finito, utilizamos
uma tabela, como explicaremos a seguir.

Para maior simplicidade e melhor compreensao, vamos explicar o pro-
cesso, definindo uma operagéao * no conjunto E = {a, b, ¢, d}. Na primeira linha
da tabela colocaremos o simbolo da operacao, seguido pelos elementos de E,
dispostos em qualquer ordem. Assim, a primeira linha da tabela que queremos
construir pode ser qualquer uma das que seguem:

*|a b ¢ d *|b ¢ a d *|d a ¢ b

Tabela 1 Tabela 2

Tabela 3

Estruturas Algébricas_NL2017.indd 11
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6Chamamos de entradas
de uma matriz A = (aij)
mXn cada um dos
elementos aij desta
matriz.

’0 grau do polindmio p(x)
a0 +alx+a2x2+ ..+
anxn, na indeterminada
X, & definido como o
maior expoente r, da
indeterminada x, tal

que o coeficiente ar é
nao nulo. O grau do
polinémio nulo — p(x) =0
— néo é definido. Muitas
vezes, por questdes de
conveniéncia, usaremos
definir o grau do polinémio
nulo como sendo -1.
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Na primeira coluna, debaixo da *, dispomos os elementos de E, na mes-
ma ordem em que eles se encontram na primeira linha. Para a tabela 1 ante-
rior, temos:

|a b ¢ d

o
o
n
a

*|a b ¢ d
a |

T W=
0 T | *

o

Agora falta definirmos, para cada par ordenado (x,y) de elementos de
E. o elemento x*y. Tal elemento tomara lugar na interse¢ao da linha que inicia
com o elemento x com a coluna que inicia com o elemento y. Por exemplo,
nas trés tabelas a seguir, temos os elementos a*c = b, b*d=aed*c =d.

*

|a b Bl d *la b c[d *|a b el d
b

oo o
o0 oo
[}

an oo

Assim, ja definimos trés dos dezesseis elementos. Os demais podem ser de-
finidos, devendo-se observar, apenas, que o resultado de x*y sé pode ser a,
b,coud.

Aseguir, temos as tabelas de trés operagdes diferentes, definidas no conjunto E.

o n o o
o0 o ol
o oouo|oT
vy o oo|ln
oo o 0|
oan o ow|x*
o0 o0 oje
N aoco|o
o o0 o6
oan o o|la
B0 U | *
o n o ow|w
v on alo
oo anl|n
o n o o|a

2. Propriedades das operag¢des binarias

Comutatividade

Como sabemos, a adicdo e a multiplicacdo de nimeros naturais s&o
taisque 3+4 =4+ 3 e 3X4 =4X3.

Essas propriedades se generalizam para quaisquer dois nimeros natu-
rais e costumam ser resumidas por.

“a ordem das parcelas nao altera a soma”,
para a adicdo; ou

“a ordem dos fatores nao altera o produto”,
no caso da multiplicag&o.

03/05/2019 14:05:33



Estruturas Rlgébricas 13

Existem outras operacdes para as quais a ordem em que os termos
aparecem néo altera o composto, ou seja, chamando os termos de x ey e
representando a operacao binaria por *, temos x*y = y*x. Como exemplo, po-
demos citar.

¢ no conjunto P(E), das partes de E, as operacdes de unido e intersecéo de
conjuntos;

¢ noconjunto R, dos nimeros reais, a média aritmética (x*y € a média aritméti-
ca entre x e y) e a média geométrica (x*y € a média geométrica entre x e ).

Existem, também, operagdes para as quais a ordem dos termos altera o
composto, ou seja, chamando os termos de x e y e representando a operagcao
binaria por *, temos x*y = y*x. Por exemplo:

e emZ, asubtracao;
e em R, a operagdo binaria definida por x*y = y.
Essas observagdes nos levam a seguinte definigao.

Defini¢ao. Dizemos que uma operacao binaria *, definida em um conjunto
nao vazio E, é comutativa ou possui a (ou goza da) propriedade comutativa
se, e somente se, vale o seguinte:

VX yeE Xy=yX.7

Associatividade
Ainda recorrendo a adicdo e a multiplicagdo de nimeros naturais, observa-
mos que 3 + (6 +8) = (3 + 6) + 8 e que 3X(6X8) = (3X6)X8.

Também como no caso anterior, essa propriedade se generaliza para 3
ndmeros naturais quaisquer. Ou seja, para adicionarmos (ou multiplicarmos)
3 nimeros naturais, podemos comegar pelos dois primeiros e a soma (o pro-
duto) destes adicionar ao (multiplicar com 0) terceiro; ou podemos comegar
adicionando (multiplicando) o segundo e o terceiro e, depois, adicionarmos
(multiplicarmos) o primeiro com (por) esse resultado.

Embora essa também seja uma propriedade de outras operagdes bina-
rias, como:

e aunido e a interse¢ao, no conjunto P(E), das partes do conjunto E;
e acomposicéo de fungdes, no conjunto F(R,R), de todas as fungdes de Rem R;

essa propriedade ndo é comum a todas as operagdes binarias, isto é, existem
operagdes em que essa propriedade n&o vale. Por exemplo:

e asubtragéo, no conjunto Z, dos nimeros inteiros (X*y = x —);
e a potenciagdo no conjunto N, dos nimeros naturais (X*y = xy);

e amédia aritmética, no conjunto R dos nimeros reais (x*y € a média aritmé-
tica entre x e y).

Estruturas Algébricas_NL2017.indd 13 03/05/2019 14:05:33
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Essas observag¢des nos levam a seguinte definic&o.

Defini¢ao. Dizemos que uma operacao * definida em um conjunto E é asso-
ciativa ou possui a (ou goza da) propriedade associativa se, e somente, se,
vale o seguinte:

VX v, zeE X*y)*'z=x"*2)".
Idenpoténcia

Observando as operacdes de unido e intersecdo de conjuntos definidas no
conjunto P(E), das partes de um conjunto E, percebe-se que:

o XUX = X, paratodo X em P(E); e

e XnX =X, para todo X em P(E).

Observa-se também que essa ndo € uma propriedade valida para a
adicdo nem para a multiplicacdo de nimeros naturais pois, embora0+0=0¢e
1X1 =1, esses sao o0s Unicos niUmeros naturais com essa propriedade.

Isso sugere a definicdo que segue.
Definigao. Dizemos que uma operagéo * definida em um conjunto E é idem-
potente ou possui a (ou goza da) propriedade da idempoténcia se, e somente,
se, vale o seguinte:

“VxeE X*™)=X"

Parte fechada de um conjunto para uma operac¢ao binaria

Considerando a adig¢ao, definida no conjunto dos nimeros naturais, percebe-
-se, facilmente, que ao adicionarmos dois nUmeros pares, a soma é, ainda,
um numero par. Observa-se, também, que 0 mesmo n&o ocorre com os nu-
meros impares. Por exemplo, ao adicionarmos os nimeros impares 3 e 5
obtemos o nimero par 8. Na realidade, a soma de dois nimeros impares €,
sempre, um ndmero par.

Assim, podemos dizer que a adicdo é uma operagao definida no con-
junto dos ndmeros pares, enquanto que, restrita ao conjunto dos nimeros
impares, ndo o é.

Essas observagdes nos conduzem as seguintes definigoes.

Sejam E um conjunto n&o vazio, * uma operagao definida em Ee Aum
subconjunto ndo vazio de E.

Definigao. Dizemos que A é uma parte de E, fechada para a operacdo * ou, sim-
plesmente, que A é fechado para a operagéo *, se, e somente se, vale o seguinte:

VX yeA Xy eA

Neste caso, a operacéo *, definida em E, também é uma operacéo definida
em A. Essa operagéo, definida em A, € chamada restricéo de * ao conjunto A.

Estruturas Algébricas_NL2017.indd 14 03/05/2019 14:05:33
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Exemplo 1.12. O subconjunto A= {-1, 0, 1}, do conjunto Z, dos nimeros intei-
ros, € fechado para a multiplicagao de nimeros inteiros.

Exemplo 1.13. O subconjunto E = {1, i, -1, -i}, do conjunto C, dos nameros
complexos, é fechado para a multiplicagédo de nimeros complexos.

Poténcias de um elemento

Na adicédo de nimeros naturais, convencionou-se escrever nxa, para repre- . .
Parcela € o nome que

sentar a adi¢cdo de n parcelas® iguais ao nimero natural a. se da a cada um dos
“hxa=a+a+..+a termos da adigcdo. Como
operagao binéaria, essa
n parcelas convencao sé faz sentido

Na multiplicagdo também se convencionou chamar de an, o produtode ~ paran numero natural,

n fatores? iguais ao nimero natural a. maior do que ou igual a 2.
“an = axax...xa" Fator & o nome que se

da a cada um dos termos

. . , da multiplicacdo. Como
Para uma operag&o binaria associativa, convencionou-se denotar por  na nota anterior, essa

a", o composto de n termos iguais ao elemento a. Convencionou-se, ainda,  convengéo so faz sentido

denotar o elemento a por a'. para n numero ngtural,
maior do que ou igual a 2.

n fatores

3. Elementos notaveis de um conjunto com opera¢ao binaria

Assim como o 0 (zero), na adigdo de nimeros naturais, e o 1 (um), na multi-
plicagdo de nimeros naturais, possuem 0 que se convencionou chamar de
propriedade do elemento neutro, alguns elementos de um conjunto com uma
operacao binaria possuem propriedades especiais.

No que segue e até que se diga o contrario, E sera um conjunto munido
de uma operagao binaria *.

Definicao. Um elemento e, pertencente ao conjunto E é dito ser um
elemento neutro para a operacao * se, e somente se, satisfaz o seguinte:

“‘e*x=x'e=x,VxeFE"
Unicidade do elemento neutro. No caso de um conjunto com uma

operacao possuir um elemento neutro este elemento € Unico com essa pro-
priedade. (\Ver exercicio resolvido 05)

Defini¢ao. Se E possui um elemento neutro e para a operagao binaria *,
um elemento b, de E, é dito ser simetrizavel para a operacao * se, e somente

se, satisfaz o seguinte: Somente existe unicidade

“Ib e E, talque b*b=b*b' =¢". para do simétrico de um
elemento, se a operagdo

O elemento b’, quando existe, € chamado o simétrico de b paraaope- ¢, 4ssociativa

racao *.
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Observe que, de acordo com a definicdo, a existéncia do simétrico de
um elemento pressupde a existéncia de um elemento neutro para a operagéo *.

Unicidade do elemento simétrico. Diferentemente do elemento neutro, é
possivel que um elemento de E possua mais de um simétrico. Entretanto,
mostra-se que, no caso de operacdes associativas, o simétrico de um ele-
mento, se existir, sera unico. (Ver exercicios resolvidos 06 e 07)

Definigao. Um elemento a, pertencente ao conjunto E, é dito ser um elemento
absorvente para a operagao * se, e somente se, satisfaz o seguinte:

“a*x =x*a=a,VxeE"
Unicidade do elemento absorvente. Como no caso do elemento neutro, o
elemento absorvente, quando existe, é unico. (Ver exercicio resolvido 08)

Defini¢ao. Um elemento c, pertencente ao conjunto E, é dito ser um elemento
idempotente para a operagao * se, e somente se, satisfaz o seguinte:

XX =X
Observe que se E possui elemento neutro para a operacao *, este
elemento também seré idempotente para *.

4. Algumas palavras de adverténcia

Ao se definir uma operacdo * em um conjunto E, é importante estarmos atento
as duas exigéncias que se seguem:

1. Exatamente um elemento deve ser associado a cada par ordenado de ele-
mentos de E.

N&o basta associar um elemento para a maioria dos pares ordenados
de elementos de E. E importante que essa associacao seja feita para todo par
ordenado. Se néo for assim, dizemos que * nao foi definida.

N&o pode acontecer, também, de haver ambiguidade na definicdo do
elemento associado a cada par . Se houver essa ambiguidade, dizemos que
* nao esta bem definida.

2. Para cada par ordenado de elementos de E, o elemento associado deve
estarem E.

N&o pode acontecer de o elemento associado a algum par de elementos
de E néo pertencer ao conjunto E. Se o elemento associado a algum par de
elementos ndo pertencer ao conjunto E, dizemos que E ndo é fechado para *.
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1. Neste capitulo nds estudamos as operagdes binarias ou leis de composi-
¢ao interna em um conjunto ndo vazio E.

2. Vimos que, de acordo com sua definicdo, somente serdo operagdes bi-
narias aquelas leis que podem ser aplicadas a cada dois elementos do
conjunto, sem excecao, e que obtém como resultado um e somente um
elemento do préprio conjunto, composto de um elemento com o outro.

3. Estudamos as propriedades comutativa, associativa e idempotente das
operacdes binarias.

4. Estudamos e aprendemos a encontrar alguns elementos notaveis das ope-
ragoes: elemento idempotente, elemento neutro e elemento simétrico.

5. Vimos que, enquanto o elemento neutro sempre é (nico, a unicidade do
elemento simétrico s6 pode ser garantida para as operagdes associativas.

lerturas, filmes e sites

Aron Simis, p.1.

A natureza é prédiga em sistemas que guardam entre si, por diferentes que
sejam, certos atributos comuns. A fim de expressar o que ha de comum entre
tais sistemas, é conveniente estabelecer alguma linguagem matematica me-
diante a qual se possam abstrair certas propriedades “minimas” que perma-
necem validas qualquer que seja o sistema particular em questdo. Chega-se
entdo a ideia de estrutura (ou conjunto estruturado) em Matematica.

Exercicios Resolvidos

RES1.01. Seja E o conjunto dos restos possiveis da divisdo euclidiana de
ndmeros inteiros, por 6. como sabemos, E={0, 1, 2, 3, 4, 5}. A tabela abaixo
define uma operagéo * em E, chamada de adigao médulo 6.

b WNEO|#*
s WwN=O|O
Om-hml\.l.r-ﬂl-ﬂ
= ouwubs wnlNn
N.w.o.m.-p-.uu
wNI—‘OLﬂ.-h-h
.p.mwn-no.l.ntn
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Essa operacao é associativa e comutativa, mas nao é idempotente.

De fato, a operagao nao é idempotente, pois 2*2 =4 2, por exemplo.
A comutatividade é faciimente percebida a partir de uma analise mais atenta
da tabela. Para a associatividade, basta observamos que nessa adicéo to-
mamos sempre o resto da divisdo por 6. E como se fosse fazemos grupos
de 6 e tomando as sobras. Assim, por exemplo, 5+5 = (5+1)+4 = 4. Assim,
podemos efetuar (3+4)+5 fazendo 3+4 = (3+3)+1 = 1. E fazendo agora 1+5 =
0. Mas como estamos interessados na sobra que fica apds agruparmos todas
as unidades, podemos efetuar assim (3+4)+5 = (3+3)+(1+5) = 0. De maneira
semelhante, podemos fazer 3+(4+5) = 3+[3+(1+5)], o que nos d& 3+(4+5) =
(3+3)+(1+5) = 0. Esse processo pode ser generalizado, obtendo-se a associa-
tividade da operacgéo.

RES1.02. A subtrag&o, no conjunto Z dos nimeros inteiros, € uma operagao
que nao é associativa, nem comutativa.

De fato, se considerarmos as subtracdes
6-05-4)=6-1=5e(6-5)—-4=1-4=-3, veremos que a operagao de
subtracio nao é associativa. Considerando as subtragcbes
5-4=1=5e4-5=-1,

percebemos que ndo vale a comutatividade.

RES1.03. No conjunto dos nimeros naturais, a operagéo * definida por a*b =
2a + 3b n&o é comutativa.

De fato,

2*3=2X2+3X3=4+9=13, enquanto

3*2=2X3+3X2=6+6=12.

RES1.04. Seja E o conjunto com quatro elementos, dado por E={0,1,a,b} e
defina * em E de acordo com a seguinte tabela:

*|lo 1 a b
0j]0 1 0 1
1]l]a b a b
al0O O a a
bl]b a 1 0

Observe que 1*0 = a e 0*1 = 1. Portanto, * ndo comutativa.
RES1.05. O elemento neutro de um conjunto E com operagao binéaria
*, se existir, € unico.

De fato, suponha que existam em E elementos neutros u e v. Como u € ele-
mento neutro, temos que u*v = v e como v é elemento neutro, temos que u*v
= u. Assim, teremos u = v.
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RES1.06. E possivel que um elemento de um conjunto E com operag&o bina-
ria *, possua mais de um simétrico.

De fato, sejlam E ={a, b, ¢, d } e * a operagao definida por.

oOn oo *
on oco|o
o oo o|ler
0 oanl|n
D‘-m.m.n_n.

Temos que a é o elemento neutro de * e como b*d=d*b=a e c*d=d*c=a,
temos que b e ¢ s&o simétricos de d.

RES1.07. Se em um conjunto E com operagéo binaria *, a operagéo é
associativa, entdo o simétrico de um dado elemento, se existir, € Unico.

De fato, sejam E um conjunto com operacéo *, com elemento neutro e,
e uum elemento de E. Suponha que u’' e v’ sdo elementos de E tais que:

eU*V=V*u=e.

Temos as igualdades:

u =e'u = (Vru)'u = vruru) =vie = v,

que mostram que, se vale a associatividade, o simétrico de um elemen-
to, se existir, & Unico.

RES1.08.Seja E um conjunto n&o vazio com operagao binaria * e supo-
nha que em E exista um elemento absorvente, digamos u. Esse elemento € o
anico com essa propriedade.

De fato, suponha que v seja, também, elemento absorvente de E. As-
sim, devemos ter as igualdades:

e U*v = U, pois u é elemento absorvente;

e U*v = v, pois v é elemento absorvente. Dai, u = v, e o0 elemento absor-
vente é Unico.

RES1.09.No conjunto G de todas as fungdes £ R — R, defina a com-
posicao de fungdes reais por. Dados f,g R — R, a compostade fcom g é a
funcéo fog: R — R, dada por fog(x) = f(g(x)) para cada x € R.

Observe inicialmente que, se f e g s&o fungdes em G, entédo fog é uma
funcdo de G, univocamente determinada por f e g, pois, para cada nimero
real x, fog(x) assume um valor e, desde que g(x) assume um Unico valor e para
esse valor, f(g(x)) também assume um Unico valor, o valor de fog(x) é Unico.
Assim, a composicao de fungdes reais € uma operacao em G.

Essa operacao é associativa, mas ndo € comutativa.
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De fato, temos que fo(goh). R — R e (fog)oh: R — R, possuem o mes-
mo dominio e 0 mesmo contradominio. Além disso, temos que [fo(goh)](X) =

f((goh)(x)) = f(g(h(x))) e ([fog]oh)(x) = [fog](h(x)) = flg(h(x))). ou seja. as funcoes
coincidem ponto a ponto. Assim, vale a associatividade.

Para mostrarmos que nao vale a comutatividade da operagdo de com-
posicdo, sejam as fungdes f R - R e g R —» R, dadas por f(x) = 2x e g(X) = X
+ 5. Temos que
o (fog)x = f(g(x)) = f(x+5) = 2(x+5) = 2x + 10; e
o (gof)x = g(f(x)) = g(2x) = 2x + 5.

O que mostra que a composigéo de fungdes néo é comutativa.

Rtividades de avaliagdo

1. Seja P(E) o conjunto das partes de um conjunto qualquer E. Defina, em
P(E), a operacgao * por X*Y = (X-Y)U(Y-X). Verifique se a operagao * &

a) comutativa;
b) associativa.

2. Seja E o conjunto dos pontos de um plano a. Defina uma operag&o binaria
* em E, por “M*N é o simétrico de N em relagdo a M". Verifique se * &€ uma
operagao:

a) comutativa;
b) associativa;
c) idempotente.

3. No conjunto R dos nameros reais, defina a operagao * por x*y = x +y + 1.

Verifique se * é:
a) comutativa;
b) associativa;

c) idempotente.

4. Verifique se a composicao de fungdes, no conjunto F(R,R), das fungdes de
R em R, é uma operacéo:

a) comutativa;

10 Copiado do livro A first b) associativa;
course in abstract algebra id
de John B. Fraleigh. c) idempotente.

' Adaptado do livro A first 5. Verifique se a operagéo de divisdo, definida em R — {0}, por a*b = ab, &
course in abstract algebra iativa:
de John B. Fraleigh. a) associativa

b) comutativa.
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6. Verifiqgue se a operacao de exponenciacao, definida em N por a*b = ab é:
a) associativa;
b) comutativa.
7. Determinar todos os pares (a,b), de nimeros reais, para os quais a opera-
¢ao *, definida em R por x*y = ax + by, &
a) associativa;
b) comutativa.
8. \erifique se s&o associativas as operagdes * definidas em R por.
a) X*y = 2xy
b)X*y =x+y+xy
9. . Verifique se sdo comutativas as operacgoes * definidas em R por.
a) x*y = (x/2).(y/3)
b) x*y =x +y2
10.No conjunto R, dos nameros reais, define-se a operacdo * por a*b =
max{a,b} (que se I&: maximo entre a e b) cujo resultado é o maior dos dois
nameros reais a e b. Por exemplo, 2*3 = 3, 5*3 = 5. Verifigue se essa ope-
racéo é:
a) associativa;
b) comutativa;
c) idempotente.
11. Verifique se, no conjunto dos numeros reais, a média aritmética € uma
operagao:
a) associativa;
b) comutativa;
¢) idempotente.
12. \Verifique se, no conjunto dos nimeros reais, a média geométrica é uma
operagao:
a) associativa;
b) comutativa;
c) idempotente.

13.Mostre que A = {0, 1, -1} é uma parte fechada do conjunto dos nimeros
inteiros, para a multiplicacéo de nimeros inteiros.

14. Mostre que o conjunto A= {1, i, -1, -i} € uma parte fechada do conjunto dos
ndmeros complexos, para a multiplicagdo de nimeros complexos.

15. Mostre que, no conjunto das matrizes quadradas de ordem 2, com entra-
das reais, a adigao de matrizes € uma operagao associativa e comutativa.
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16. Mostre que a adicdo e a multiplicacdo de nimeros complexos sao opera-
¢Oes comutativas e associativas.

17. Seja R* o conjunto de todos os numeros reais n&o nulos e defina em R* a
operacao * dada por a*b = |a|b.
a) Mostre que * € uma operagao binaria em R*;
b) Mostre que existe elemento neutro a esquerda para a operagéo *;

¢) Mostre que todo elemento de R* é simetrizavel a direita com esse ele-
mento neutro.10
18. Seja S o conjunto consistindo de vinte pessoas todas com altura diferente
umas das outras. Defina * em S por a*b = ¢, em que c é a pessoa mais
baixa entre todos os que sdo mais altos do que a e b. Mostre que * ndo é
uma operagao binaria em S.%
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Objetivo

¢ Neste capitulo, apresentaremos o conceito de grupos, exemplificando e
demonstrando suas principais propriedades.

Introducao

A adigcao no conjunto dos nimeros naturais goza de certas propriedades como
a associatividade e a comutatividade e possui elemento neutro. Pelo fato de
a adigdo ser associativa em N, dizemos que o par (N,+) & exemplo de uma
estrutura algébrica chamada SEMIGRUPQO. Como, N possui elemento neutro
para a adi¢do, dizemos que a estrutura algébrica (N,+) € um monoide.

Também s&o exemplos de semigrupos as estruturas:

¢ (N,X), do conjunto dos nimeros naturais com a multiplicagao;
e (Z,+), do conjunto dos nimeros inteiros com a adi¢cao;

e (Z,X), do conjunto dos nimeros inteiros com a multiplicagao; e
¢ (Q,+), do conjunto dos nimeros racionais com a adi¢ao.

Por possuirem elemento neutro, todas essas estruturas listadas ante-
riormente também sao exemplos de monoides.

No caso dos nimeros inteiros e dos niimeros racionais com a adicao,
cada elemento x do monoide (Z,+) e (Q,+) possui um elemento simétrico, indi-
cado por —x, e também chamado de oposto de x. Dizemos, por isso, que (Z,+)
e (Q,+) possuem a estrutura de grupo.

Assim, um grupo é um monoide cuja opera¢ao possui a propriedade do
elemento simetrizavel para todo elemento.

Essa estrutura de grupo esta presente em muitos exemplos na Matema-
tica, como veremos a seguir.

1. Grupos: definicao e exemplos

Conforme mencionamos anteriormente, o que faz com que o monoide (Z,+)
seja um grupo é o fato de todos os seus elementos serem simetrizaveis para
a adigdo. Assim, podemos definir grupo como segue.
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Definigao. Um grupo € um par (G,*), em que G é um conjunto n&o vazio
e * € uma operacgao binaria em G, gozando das seguintes propriedades:
G1. * é associativa;
Va, b, ceG, a*b*c) = (a*b)c
G2: G possui elemento neutro;
JdeeG a*e=-e*a=a, VaeG
G3: Todo elemento de G é simetrizavel.
VaeGdaeGaa=a*a=e
E bom que fique claro que na definicdo que o grupo & o par (G.,*). Isso
significa que um mesmo conjunto pode ser grupo com uma operagao € nao
sé-lo com outra. Por exemplo, (Z,+) € um grupo, enquanto (Z,X) ndo o é. A
mesma observagao se aplica a operagao. O par (Z,+) € um grupo, enquanto
opar(N,+)ndooé.
Assim, um grupo € um par (conjunto, operagao).
Mesmo assim, muitas vezes nesse livro faremos referéncia ao grupo G,
omitindo a operagao *. Isso somente acontecera quando n&o houver perigo
10 nome abeliano é de confusao.
em hom?nagem ao Se além das propriedades G1, G2 e G3 a operagao * possuir a pro-
matematico noruegués priedade comutativa, dizemos que (G,*) € um grupo abeliano! ou comutativo.

Niels Henrik Abel (1802- N
1829). Temos, portanto, a definicdo que segue.

Definigdo. Um grupo abeliano ou comutativo é um grupo (G,*) cuja
mxn’  operagao goza da propriedade G4, a seguir

mXxn

Se A= (), €B =)
entitoA+B=(a, + b)) _

G4.* é comutativa

Vv a, be G, a*b=b*a

Exemplo 01. O exemplo mais simples de grupo € o par (Z,+) em que
Z é o conjunto dos nimeros inteiros e + é a operagao de adicdo de nimeros
inteiros. Esse grupo € abeliano.

Exemplo 02. Também sao grupos abelianos com a adigdo os pares
@.1) e (R.+), em que Q e R sado os conjuntos dos nimeros racionais e dos
ndmeros reais, respectivamente.

Exemplo 03. O conjunto dos nimeros inteiros pares com a operacao
de adicao de nimeros inteiros € um grupo abeliano.

Exemplo 04. O conjunto das matrizes 3X2, com entradas inteiras mu-
nido da operagéo de adicdo de matrizes?, definida posicdo a posi¢ao, &€ um
grupo abeliano.

Exemplo 05. Na realidade, € um grupo abeliano o conjunto das matrizes
do tipo mxn com entradas reais munido da operag¢éo de adicdo de matrizes.
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Exemplo 06. Denotando por Zn[x] o conjunto formado pelo polinémio
nulo e todos os polinbmios de grau menor do que ou igual a n, temos que o par
(Zn[x],.®), em que ® é a adi¢céo de polinémios, & um grupo abeliano.

Exemplo 07.Seja Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} o conjunto dos restos possiveis
da diviséo euclidiana de nimeros inteiros, por 6. Como vimos no capitulo an-
terior, a tabela abaixo define uma operagéo em Z6, chamada de adigdo mé-
dulo 6 e que sera indicada por +.

O Ul b WN =]
H OoOu b wNIN
NE= o Wundhs wlw
WNe=owu bl
-n-u.rulralo.mm

nbHh WwNe= Q|+
nbhwNne=olo

Vimos que essa operagao € associativa e comutativa. Podemos perce-
ber também que 0 é o elemento neutro dessa operacao, uma vez que 0 + x
= X (primeira linha de resultados) e x + 0 = x (primeira coluna de resultados),
qualquer gue seja o elemento x de Z,. Observe ainda que cada elemento de
Z, possui um simétrico para aoperacdo *0'=0,1'=5,2'=4,3=3,4'=2e 5
=1. Assim, o par (Z,*) € um grupo abeliano.

Exemplo 2.08.De maneira semelhante ao que foi feito no exemplo an-
terior, para cada inteiro m, m > 1, o par (Zm,+) em que Zm € o conjunto Zm
={0, 1, 2, 3, 4,..., m-1} dos restos da divisdo euclidiana por m e + é a adicao
moédulo m é um grupo abeliano. Com isso, temos infinitos exemplos de grupos
abelianos.

Grupos nao abelianos

Todos os exemplos listados anteriormente foram de grupos abelianos, o que
faz com que nos questionemos onde encontrar grupos n&o abelianos, se é
que eles existem.

VJamos agora apresentar dois exemplos de grupos nao abelianos.

Exemplo 2.09.0 conjunto M2[R], das matrizes 2X2, invertiveis e com entra-
das reais, munido da multiplicagdo de matrizes € um grupo n&o abeliano, ou seja,
o par (M,[R]®), em que ® € a multiplicag&o de matrizes, € um grupo n&o abeliano.
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Inicialmente mostraremos o produto de matrizes 2X2 é uma operagao

associativa no conjunto de todas as matrizes 2X2.

Dadas as matrizes A = [ﬁ ;], B = [? E] eC= [:1 2], temos que:

. _[ae+cf ag+ch]
i) AﬁB—[be+df bg + dh]’

+c)k+ h
i) (ABB)BC = [(ae cf)k + (ag + ch)m
_ [aek + cfk + agm + chm
(A®B)BC = |pek + dfk + bgm + dhm

_[ek+gm en+go].
i) Bﬁc_[fk+hm fn+h0]’

(ek + gm)a + (fk + hm)c

(ae+cf)n + (ag + ch)o]

(be + df)k + (bg + dh)m (be + df)n + (bg + dh)o

r

aen + cfn + ago + cho]
ben + dfn + bgo + dho

(en + go)a + (fn + ho)c

v) A®(B2C) = [(ek +gm)b + (fk + hm)d (en + go)b + (fn + ho)d

AB(BRC) = aek + agm + cfk + chm aen+ag0+cfn+cho]
(BEC) = |bek + bgm + dfk + dhm  ben + bgo + dfn + dho’

Assim, o produto de matrizes 2X2 é uma operagao associativa. Mos-
traremos agora que o produto de matrizes 2X2 é uma operagao no conjunto
M2[R] das matrizes invertiveis de ordem 2, ou seja, mostraremos que o pro-
duto de duas matrizes invertiveis de ordem 2 é uma matriz invertivel de ordem
2. Na realidade, ja sabemos que o produto de duas matrizes quadradas de
ordem 2 é uma matriz quadrada de ordem 2. Assim, s6 precisamos mostrar
que o produto de duas matrizes invertiveis € uma matriz invertivel.

Sejam A e B matrizes invertiveis, com inversas A-1 e B-1.

Ainversa da matriz A®B é a matriz B-1®A-1.

De fato, temos que

i) (A®B)®(B-1®A-1) = A®(B®B-1)®A-1 = AQ()®A-1 = A®A-1 = |,

i) (B-19A-1)®(A®B) = B-1®(A-1®A)®B = B-1®(1)®B = B-1®B = 1.

Assim, a operagao de multiplicagdo de matrizes, restrita a M2[R] é uma
operacao associativa, com elemento neutro e tal que todo elemento é inverti-
vel. Em outras palavras, (M,[R].®) € um grupo.

01
30

) s =y olef; 11 =[5 ol

o oon- L S6E 3 3

Observe que, se A = [ ebB = [; 2], temos que:
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E. portanto, A®B # B®A e (M,[R].®) € um grupo n&o abeliano.

Exemplo 2.10.Seja G o conjunto de todas as fungées . R — R, dadas por
f(x) = axtb, com a,b € R e a # 0. Geometricamente, G é o conjunto de todas
as retas do plano cartesiano R?, com coeficiente angular ndo nulo, ou seja, das
retas que nao s&o verticais em relagéo aos eixos coordenados. O par (G,0), em
que o é a operacao de composicao de fungdes, € um grupo ndo abeliano.

Observe inicialmente que, se f e g sdo fungdes em G, entdo fog também
€ uma funcao de G e, portanto, a operacéo o € uma operacao em G. De fato,
dados R — R e g R — R elementos de G, entdo existem nimeros reais a, b,
c e d, com a e ¢ ndo nulos, tais que f(x) = ax+b e g(x) = cx+d. Assim, a fungao
fog: R — R é dada por (fog)(x) = f(g(x)) = f(cx+d) = a(cx+d)+b = acx+ adb e
pertence a G, umavezque ac 0.

O elemento neutro de (G,*) é a fun¢do identidade id: R — R, dada por
id() = x.

De fato, se . R — R é um elemento de G, dado por f(x) = ax+b, entdo (idof)
(9 = id(f(x)) = id(ax+b) = ax+b = f(x); por outro lado, (foid)(x) = fid(x)) = ().

O simétrico da fungéo f. R — R de G, dada por f(x) = ax+b é a fungéo f-1.
R — R de G, dada por f-1(x) = x —

De fato, temos que:

=X4— =

b NN
2 =X = id(x);e

o
B o

o (Fof) (x)=F(f(x))=f :(ax+b)=§(ax+b)—
1 b 1 b
« (fof)(x) = f(F*(x)) = f(ox = 2) = a(Cx = 2)+b = x-b+b = x = id(x).

Mostrando que o par (G,0) é um grupo.

Para mostrar que (G,0) ndo é abeliano, basta considerarmos as fungbes
de G, dadas por f(x) = 2x e g(x) = x+5. Temos que:

e (fog)(x) = f(g(x)) = f(x+5) = 2(x+5) = 2x+10; e
* (gof)(X) = g(f(x)) = g(2x) = 2x+5.
Logo o grupo (G,0) n&o é abeliano.

2. Propriedades elementares

Os grupos (G,*) possuem certas propriedades que serdo enunciadas e prova-
das a seguir, na forma de proposi¢céo.

Proposi¢ao 01. Unicidade do elemento neutro
O elemento neutro de um grupo (G,*) é Unico.
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Prova
Sejam e, e e, elementos neutros de um grupo (G,*).

Sendo e, elemento neutro, temos que e,*e, = e,. E sendo e, elemento
neutro, temos e, *e, = e,. Das igualdades anteriores, temos que e, = e, e, por-
tanto, o elemento neutro de um grupo é Unico.

Proposicao 02. Unicidade do elemento simétrico
O elemento simétrico de um elemento g de um grupo (G,*) é Unico.

Prova

Sejam (G,*) um grupo, e o elemento neutro de (G,*), g um elemento de
G e g, e g, elementos simétricos de g.

Sendo g, simétrico de g, temos que g,*g = e. Sendo g, simétrico de g,
temos que g*g, =e.

Assim, g, = g,*e =g,*(9"g,) = (9,"9)"g, = €*g, = g, e, portanto, o simétrico
de g é unico.

Dessa proposi¢céo e do fato que se e é o elemento neutro de um grupo

(G,"), entdo e*e = e, concluimos que o simétrico do elemento neutro de um
grupo (G,*) é o préprio elemento neutro, isto €, e’ = e.

Proposicao 03. Lei do cancelamento
Se a, b e c s&o elementos de um grupo (G,*), tais que a*b = a*c, entdob =c.

Prova

Como todos os elementos de um grupo (G,*) sdo simetrizaveis, existe a’
em G tal que a™*a = e, em que e é o elemento neutro de (G,*).

Operando a esquerda ambos os membros da igualdade a*b = a*c com
a’, teremos a™*(a*b) = a*(a*c). Usando a associatividade e o fato de a’ ser o si-
métrico de a, teremos (a™*a)*b = (a™a)*c, ou ainda, b = c. Provando o resultado.

Proposicao 04. Existéncia e unicidade da solugao de equac¢odes
Sejam a e b elementos de um grupo (G,*).

() Aequacgéo a*X = b tem solugéo e esta é Unica.

(i) A equacao X*a = b tem solucéo e esta é Unica.

Prova

Consideremos a equagéo a*X = b no grupo (G,*).

Como todo elemento de G é simetrizavel, temos que existe a' € G, si-

métrico de a. Assim, operando a esquerda ambos os membros da igualdade
com a’, teremos
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a*X=ba*@X)=a"b (@*a)*X =a*be*X=a"b

X=a"b,

gue é a Unica solugado da equacao, pois se u e v fossem solucdes de
a*X = b, teriamos a*u = b e a*v = b e, consequentemente, teriamos a*u = a*v.
Operando a esquerda ambos 0s membros da igualdade por a’, o simétrico de
a, teremos

a*(@*u) = a™(a*) (@*a)*u = (@™a)‘ve*u = e*v

u=v.

Para a equacdo X*a = b, o processo é totalmente semelhante ao que
fizemos e sera deixado como exercicio.

Proposigao 05. O simétrico do simétrico

Sejam (G,*) um grupo, a um elemento de G e a’ 0 seu simétrico. Temos
que (@) = a.

Prova

Por defini¢do, o simétrico de um elemento g de um grupo (G.*) é o ele-
mento g’ tal que g*g’' = g™*g = e, em que e é o elemento neutro de (G,*).

Fazendo a' = g, como a*a = a*a’ = e, temos g*a = a*g = e. Portanto a é
o simétrico de g, ou melhor, a é o simétrico de a'. Em simbolos, (@) =a. Como
queriamos demonstrar.

Proposicao 06. O simétrico do composto

Sejam (G,*) um grupo e a e b elementos de G. O simétrico de a*b é b™a’,
ou melhor, (a*b) = b™a’.

Prova

Por definicdo, devemos mostrar que, se e é o elemento neutro de (G,*),
entdo (b™*a)*(a*b) = (@*b)*(b™*a’) = e.

Temos que

() d™a)(@*b) =b™*(@™a)*b =b™*(e)*b = (b*e)*b=b™*b =¢;

(i) (@*b)*(b™*a) = a*(b*b’)*a’ = a*(e)*a’ = (a*e)*a’ = a*a' = e. O que mostra
que (@*b) =b™a’.

Proposigcao 07. O elemento idempotente
Em um grupo (G,*), se x € G é tal que x*x = x, entdo x = e.
Prova

Sabemos que x = x*e. Assim, a igualdade x*x = x nos fornece a igualda-
de x*x = x*e. Pela lei do cancelamento, temos que x = e. Provando o resultado.
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3. Grupos finitos com 1, 2 ou 3 elementos

Na definicdo de grupos, foi exigido que o conjunto G seja um conjunto ndo
vazio. Assim G deve ter pelo menos um elemento. Nos varios exemplos estu-
dados, vimos que em um grupo (G,*) o conjunto G pode ser finito ou infinito.
Isto nos leva as seguintes definicdes.

Definigao. Dizemos que um grupo (G,*) € um grupo finito se o conjunto
G for um conjunto finito. Caso contrério, isto €, se o conjunto G for infinito,
dizemos que o grupo (G,*) € um grupo infinito.

Defini¢do. Dizemos que o grupo (G,*) € um grupo finito de ordem n, se
o conjunto G possui n elementos.

Assim, a ordem de um grupo finito (G,*) é a cardinalidade, ou o nimero
de elementos, do conjunto G.

Escrevemos |G| ou o(G), que se |& ordem de G, para indicar a ordem do
grupo (G,*). Assim, se o grupo (G,*) é finito e G possui n elementos, escrevemos
|G| = nouo(G) = n. Se o grupo (G,*) for infinito, escrevemos |G| = oo ou 0(G) = 0.

Grupos de ordem 1

Seja G = {a} um conjunto com um elemento.

A Unica operacgao possivel de ser definida em G é a operagao * tal que
a*a=a.

Com essa operagao em G, o par (G,*) € um grupo de ordem 1. De fato,

e a operagao * é associativa, pois a*(a*a) = (a*a)*a = a (o Unico

resultado possivel);

¢ (G,*) possui elemento neutro, que é o proprio a;

¢ e todo elemento de (G,*), que é somente 0 a, possui simétrico; no
caso, o proprio a.

Assim, a menos da natureza do elemento de G, existe um Unico grupo
finito de ordem 1, ou melhor, existe uma Unica estrutura possivel para um
grupo de ordem 1.

Grupos de ordem 2

* e a Seja G = {e, a} um conjunto com dois elementos.
e e Vamos tentar definir uma operagao * em G tal que o par (G,*) seja um grupo.
a 3 Como um grupo deve ter um elemento neutro, vamos escolher e para

ser o elemento neutro de (G,*).

Assim, ja temos que e*e = e, e*a = a e a*e = a, faltando determinar ape-
nas o valor de a*a.
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Como * deve ser uma operacao em G, devemos ter a*a = e ou

a*a=a. * e a
Observemos que a igualdade a*a = a ndo é possivel, uma vez que,
sendo a = a*e, teriamos a igualdade a*a = a*e e, pela lei do cancelamento e € a
(proposigao 03, anterior), teriamos a = e. Assim, o conjunto G teria um (nico a o [
elemento.
Logo, s6 podemos ter a*a = e, completando a tabela.
Notemos que:
() * € uma operagdo em G;
(ii) e é o elemento neutro de G para a operagéo *; e
(iii) todo elemento de G é simetrizavel: cada elemento é seu proprio si-
meétrico.
Portanto, para que (G,*) seja um grupo, devemos mostrar que * € asso-
ciativa. Para tanto, observemos os dezesseis resultados a seguir.

l)e*(e*e)=e'e=¢e
(e*e)y’'e=e*e =e
3)e*(@*e)=e*a=a
(e*a)'e=a*e=a
5)a*(e*e)=a*e=a
(@*e)y’e=a*e=a

2)e*(e*a)=e*a=a
(e*e)'a=e*a=a
4)e*(@*a)=e'e=e
(e*a)ya=a*a=e
6)a*(e*a)=a*a=e
(@*e)y'a=a*a=e

7a*l@*e)=a*a=e 8)a*(@*a)=a*e=a

(@*a)y'e=e*e=¢€ (@*a)y'a=e*a=a

Assim, novamente, a menos da natureza dos elementos de G, existe
uma Unica estrutura possivel para um grupo de ordem 2, que pode ser resu-
mida como segue:

(i) um dos elementos é o elemento neutro; e

(i) o outro elemento é seu préprio inverso.

Grupos de ordem 3

Seja G = {e, a, b} um conjunto com trés elementos.

Como nos casos anteriores, vamos tentar definir uma operagéo *em G,
tal que o par (G,*) seja um grupo.

oo o
[ I VI O Y

Inicialmente, escolheremos e para ser o elemento neutro de (G.*) e,
portanto, ja temos os cinco resultados: e*e = e, e*a=a*e =a,ee*p=b*e=b

\Vamos encontrar um a um os outros resultados da tabela, iniciando com a*b.
Existem 3 possiveis valores para a*b, quais sejam: g, a, b.
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*le a b
e|le a b
a a e
b b e

*le a b
e|le a b
a ' a b e
b b e a
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Observe que ndo podemos ter a*b =a, pois neste caso teriamos
a*b = a*e, que nos daria b = e; 0 que é absurdo.

Também nao podemos ter a*b = b, pois neste caso deveriamos ter a =
€, 0 que também seria absurdo.

Assim, sé podemos ter a*b = e, preenchendo mais uma lacuna na tabela.
De maneira semelhante, devemos ter b*a = e.
Preenchendo mais uma lacuna.

Para determinarmos o valor de a*a, basta observarmos que esse
valor ndo pode ser a, pois teriamos a = e, nem pode ser €, em virtude da
igualdade b*a = e, que forgaria a igualdade a = b, que ndo ocorre. Assim,
devemos ter a*a = b.

Por argumentos semelhantes, chegamos a concluséo que b*b = a,
completando definitivamente a tabela.

Novamente, temos que:

() * € uma operagéo em G;

(i) e é o elemento neutro de G para a operagao *; e

(iii) todo elemento de G é simetrizavel: o simétrico de e & o proprio e, 0
simétricodoaéob, e o simétricodob é o a.

Portanto, para que (G,*) seja um grupo, devemos mostrar que * € asso-
ciativa. Essa prova sera deixada como exercicio.

Assim, concluimos que a menos da natureza dos elementos de G, exis-
te uma Unica estrutura possivel para um grupo de ordem 3, que pode ser
resumida como segue:

(i) um dos elementos é o elemento neutro; e
(i) dos dois elementos restantes, um é o simétrico do outro.

Grupos de ordem maior do que 3
Vimos que, a menos da natureza dos elementos do conjunto G, existe
apenas uma estrutura para os grupos de ordem 1, 2 ou 3.

Nessa expressao “existe apenas uma estrutura” estad embutida a ideia
de isomorfismo que sera estudada posteriormente.

No caso de ordem 4, mostraremos que existem apenas duas estruturas:
ado Z, e a do grupo de Klein; o mesmo ocorrendo no caso de ordem 6: a do
Z, e a do grupo das permutactes de 3 elementos. Para o caso da ordem 5,
existe apenas uma estrutura que é a do Z,.

Na realidade, mostraremos que para cada nimero primo positivo p,
existe apenas uma estrutura de grupos que é a do Zp.

03/05/2019 14:05:34



Estruturas Rlgébricas

|eituras, filmes e sites

Leopoldo Nachbin, p.48.

Os grupos tiveram a sua origem na teoria das substituicdes devida, em
parte, aos trabalhos de Lagrange. O verdadeiro iniciador deste capitulo da
Algebra, no entanto, foi Galois. O desenvolvimento da teoria dos grupos era,
entdo, condicionado por suas aplicagdes a teoria das equagdes algébricas.
Mais tarde, os trabalhos de Sophus Lie mostraram a importancia dos grupos
em certos aspectos das equacgdes diferenciais, abrindo caminho para a teoria
dos chamados grupos de Lie; e as ideias de Felix Klein sobre a conveniéncia
de se considerar a geometria como o estudo de propriedades invariantes por
grupos de transformagdes determinadas vieram ampliar o campo de atuacao
do conceito de grupo. Em sua forma axiomatica, esta envolve dois aspectos:
os grupos aditivos e os multiplicativos. Os primeiros... constituem, a menos da
nota¢do, um caso particular dos segundos.

Cleiton Batista Vasconcelos
Outra caracterizagao para um grupo (G,*)
Seja (G,*) um conjunto G munido de uma operagéo.

E possivel que tenhamos e*x, para todo elemento x de G, mas que
exista algum x, xe@G, tal que x*e = x. Assim, de acordo com nossa definigo,
esse elemento e ndo é elemento neutro. De maneira semelhante, € possivel
que tenhamos x*e = X, para todo elemento x em G, mas nao se tenha e*x = x,
para algum x, xeG.

E, novamente, e ndo pode ser elemento neutro, conforme nossa defini-
¢ao anterior.

Estruturas Algébricas_NL2017.indd 35 03/05/2019 14:05:34



35 yrsconcens, . b

Tabela 1 Tabela 2
*'e a b c & e a b c
e a b c ele b ¢ e
a a b e a ala c e b
b/lc b e a b|b b e a
c' b ¢ a b c|lc ¢ a b

As tabelas 1 e 2 das operagdes * e &, anteriores, exemplificam o que foi men-
cionado aqui.

De fato, para a operacao * da tabela 1, temos que e*e = e, e*a=a, e*b
=b e e*c = c, mas, por exemplo, b*e = c. Assim, e é elemento neutro pela es-
querda, mas nao é elemento neutro pela direita; enquanto para a operagao &,
temos que e&e = e, a&e = a, b&e =b e c&e = ¢, e e&a = b, 0 que mostra que
e é elemento neutro pela esquerda, mas ndo é elemento neutro pela direita.

Elemento neutro
a direita

e a b c

#*

O que vimos anteriormente pode ser consolidado nas seguintes definicoes.

Defini¢ao. Dizemos que um elemento e de um conjunto G munido de
uma operagao * é elemento neutro a esquerda para essa operacao, se e*a =
a, qualquer que seja o elemento a, a € G.

N oo n
[ T = N T I ]

Defini¢ao. Dizemos que um elemento e de um conjunto G munido de
uma operacao * é elemento neutro a direita para essa operacao, se a*e = a,
qualquer que seja o elemento a, a € G.

Elemento neutro a Assim, na definicio de grupo, o elemento neutro é elemento neutro &
esquerda o )
direita e a esquerda, simultaneamente.

-

e a b c De maneira semelhante, em um conjunto G munido de uma operagao

e a b ¢ *, dado um elemento a, acG, podemos definir simétrico a direita de a e si-
métrico a esquerda de a, conforme percebemos a seguir. Mas, antes, € bom
mencionarmos que nas definicdes de elemento simétrico a esquerda e de
elemento simétrico a direita faremos referéncia a um elemento neutro. Esse
elemento neutro pode ser somente a esquerda, somente a direita, ou ambos:
a esquerda e a direita.

n oo o

Defini¢dao. Em um conjunto ndo vazio G munido de uma operagéo *,
com elemento neutro e, um elemento a, aeG, é dito simetrizavel a esquerda
se existe a’em G, tal que a™a = e. O elemento a’ é dito simétrico a esquerda
de a para a operagao *.

Definigdo. Em um conjunto n&o vazio G munido de uma operagao *,
com elemento neutro e, um elemento a, aeG, é dito simetrizavel a esquerda
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se existe @' em G, tal que a™a = e. O elemento a’ é dito simétrico a esquerda
de a para a operagao *.

Nosso objetivo nesse texto é dar uma definicio aparentemente “mais
fraca” de grupo na qual o elemento neutro e o simétrico de cada elemento
serdo substituidos por elemento neutro & esquerda e elemento simétrico a
esquerda ou elemento neutro a direita e elemento simétrico a direita.

Veremos que essa definicdo ndo tem nada de mais fraca, sendo, na
realidade, equivalente & anterior.

Definicao. Um grupo € um par (G,*) em que G é um conjunto nao vazio
e * & uma operagcéo em G, gozando das seguintes propriedades:

G1"* é associativa;

G2’ existe e€G, tal que e*a = a, VaeG;

G3: dado aeG, existe a'eG, tal que a*a =e.

Mostraremos que esta definicdo € equivalente a anterior, provando que
esse elemento neutro a esquerda e o simétrico a esquerda serao obrigatoria-
mente elemento neutro a direita e simétrico a direita, respectivamente.

O elemento neutro a esquerda é, também, elemento neutro a direita

Denotemos por e esse elemento neutro a esquerda, por a um elemento
qualquer de G e por a’ o simétrico a esquerda de a. Queremos mostrar que
a*e=a.

Fazendo a*e = u, temos

ed'e-u=a*(@e)=a*u= (@*ay’e=a*u=e'e=a*u

De onde se conclui que a™u = e, e como a™a = e, temos a™u = a™*a.

Como todo elemento de G possui simétrico pela esquerda e como a'
€ elemento de G, temos que a’ possui simétrico pela esquerda, digamos, a”.

Assim, temos as seguintes igualdades:

ea*u=2a"a

a™(@*u)=a™(@"*a) (@™ a)'u=(@™a)ae*u=¢e*a

Portanto, a*e = a, provando que e, o elemento neutro pela esquerda, €,
também, elemento neutro pela direita.

O elemento simétrico pela esquerda €, também, elemento simétri-
co pela direita

Denotemos por e o elemento neutro pela esquerda (o qual ja foi demonstrado
ser elemento neutro pela direita), por a um elemento qualquer de G e por a' o
simétrico a esquerda de a.
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Queremos mostrar que a’ também é elemento simétrico de a pela direi-
ta, isto €, queremos mostrar que a*a' = e.

Fazendo a*a’' = u, temos que
sd'a=u=a%*(@*a)=a*u= (@*a)a=a*u=e*a=a*u
De onde se conclui que a™u = a’ e, consequentemente, a™*u = a™e.

Como todo elemento de G possui elemento simétrico pela esquerda,
denotando por a” o simétrico de a’, temos que:

ea*u=2a"e

a™(@™u) = a™(@"e)

(@™aYu=(@™aYe

e*u=e'e

u=e.

Assim, a*a'= a™a = e, provando que o simétrico pela esquerda é tam-
bém simétrico pela direita.

Logo, essa definicdo “mais fraca” de grupo é equivalente a definicao
anterior.

Exercicios resolvidos

1. O par (Q+,%), em que Q+ é o conjunto de todos os nimeros racionais posi-
tivos e * é a operagdo em Q+ definida pora*b = , € um grupo abeliano.

De fato, observemos inicialmente que * € uma operagdo em Q+ uma
vez que o produto de dois nimeros racionais positivos sempre existe e que o
quociente entre esse produto e 2 € um nimero racional positivo univocamente
determinado. Vamos agora determinar o elemento neutro de Q+ para a ope-
racao.

Denotando por u esse elemento, devemos tera*u= =aeu’a= =
a, para cada elemento a de Q+. As duas igualdades

somente serdo possiveis se a=0ouse u=2. Como a € Q+ g, portanto,
a 0, devemos teru = 2. Assim, 2 é o elemento neutro de (Q+,*). Vamos mos-
trar agora que todo elemento de Q+ é simetrizavel para a operagéo *. Dado a
e Q+, denotemos por a’ o simétrico de a. Assim, devemos ter a*a’ = a*a = 2,
ou seja, = 2. Dessa Ultima igualdade, comoa 0, temos

a’'= . Com isso mostramos que (Q+,*) € um grupo. E desde que a
multiplicag&o de nimeros racionais € comutativa, o grupo (Q+,*) &€ abeliano.
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2. Definindo no conjunto ZxZ, de todos os pares ordenados de nimeros intei-
ros, a operagao de adigdo de pares ordenados por: (a,b)®(c.d) = (a+c,b+d),
em que a adicdo dentro dos paréntesis é a adicdo de numeros inteiros, o
par (ZxZ,®) é um grupo abeliano.

De fato,

3. O conjunto R dos nimeros reais munido da operacao * dada por a*b = a +
b — 3 & um grupo abeliano.

Inicialmente devemos mostrar que * é realmente uma operagao binaria
em R, ou seja, que * pode ser aplicada a quaisquer dois elementos de R, que
o composto a*b de quaisquer dois elementos a e b de R é um elemento de R
e que é univocamente determinado por a e b. Isso de fato ocorre, pois dados
dois elementos a e b de R sua soma a+b existe e estd em R; e se subtrairmos
3 unidades de a+tb, o resultado ainda esta em R. Além disso, o nimero a+b-3
€ univocamente determinado por a e b. Assim, * € uma operacdo em R, mos-
trando a primeira parte.

Observemos agora que * € uma operagao associativa, pois

e a*(b*c) = a*(btc-3)=a + (b+c-3)— 3 = atb+c-6; e

¢ (a*b)*c = (atb-3)*c = (a+b-3) + c — 3 = a+b+c-6.

O elemento neutro de (R,*), se existir, deve ser um elemento u, ueR, tal
que a*u = u*a = a, VaeR. Assim, de a*u = a, temos a+u-3 = a, 0 que nos da
u = 3; e de u*a = a, temos u+a-3 = a, 0 que nos da, também, u = 3. Assim, se
(R, tiver elemento neutro, esse deve ser o 3.

Para concluirmos que 3 € o elemento neutro de (R,*), basta observar-
mos que:

() 3eR;

(i)3*a=3+a-3=ga;

(ila*3=a+3-3=a.

Portanto, 3 é o elemento neutro de (R,*).

Para concluirmos que (R,*) € um grupo, basta mostrarmos que todo
elemento de R é simetrizavel para a operagao *. Assim, dado acR, paraque a
seja simetrizavel, devemos ter:

(la*a=3=ata-3=3=a=6-g;

(Da*a=3=a+a-3=3=a=6-a.

Assim, se o nimero real a for simetrizavel para a operagao *, devemos
tera=6-a.

Para concluirmos que todo elemento a de R é simetrizavel para a ope-
racao *, basta observarmos que:

() 6—acR,;

Estruturas Algébricas_NL2017.indd 39 03/05/2019 14:05:35



40 yuonceins ¢ 5.

(i) a*(6-a) = a+(6-a)-3 = 3;

(iii) (6-a)*a=(6-a)+a-3=3.

Portanto todo elemento a de (R,*) é simetrizavel e seu simétrico é 6-a.
Do que foi feito, concluimos que (R,*) € um grupo.

Finalmente, basta mostrarmos que (R,*) é abeliano, ou seja, que * é
comutativa. Para tanto, observemos que, dados os nimeros reais a e b, te-
mos que a*b = a+b-3 = b+a-3 = b*a, uma vez que a adicdo de nimeros reais
é comutativa.

Logo (R,*) € um grupo abeliano.

Rtividades de avaliagdo

1. O conjunto M, , das matrizes 3X2, com entradas inteiras munido da opera-
cdo de adicdo de matrizes, definida posicao a posi¢céo, € um grupo abelia-
no. Determine seu elemento neutro e o simétrico de um elemento genérico
de M,,,.

2. Denotando por Z [x] o conjunto formado pelo polinémio nulo e todos os
polinémios de grau menor do que ou igual a n, temos que o par (Zn[x],—),
em que e € a adicédo de polindmios, € um grupo abeliano. Determine seu
elemento neutro e o simétrico de um elemento genérico de Zn[x].

3. SejaZ, = {0, 1, 2, 3} o conjunto dos restos possiveis da divisdo euclidiana
de ndmeros inteiros, por 4. Como vimos, Z4 munido da adigdo modulo 4 é
um grupo abeliano. Construa a tabela da adicdo médulo 4 e determine o
elemento neutro do grupo e o simétrico de cada elemento de (Z,.+).

4. Sejam a e b elementos de um grupo (G,*). Mostre que a equagdo X*a=b
tem solugéo e esta é Unica.

5. Sejam a, b e c elementos de um grupo (G,*). Mostre que (@*b™c) = c¢*b*a’.

6. Seja G = {e, a, b} um conjunto com trés elementos. Defina em G a opera-
¢ao * dada pela tabela ao lado. Mostre que * é associativa determinando os
54 resultados necessarios.
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Objetivo

¢ Neste capitulo, apresentaremos alguns exemplos importantes de grupos.
Iniciamos com a retomada do grupo dos restos mdédulo m; em seguida
trabalhamos os grupos simétricos Sn; para finalizarmos com os grupos die-
drais, ou grupos das rotagdes dos poligonos regulares, Dn. representagao
geométrica dos grupos Dn.

Introdugao

Alguns grupos merecem destaque especial por serem de fundamental impor-
tancia para a teoria dos grupos ou por apresentarem propriedades que os
diferenciam dos demais.

Dentre esses grupos destacamos o grupo dos restos modulom, o Z_ ja
estudado anteriormente, os grupos simétricos Sn ou grupo das permutagoes
de n elementos; e o n-grupo diedral Dn ou grupo das rotagdes dos poligonos
regulares de n lados.

Esses grupos seréo apresentados e ou retomados de forma bem deta-
lhada nesse capitulo.

O grupo dos restos médulo m

Para cada inteiro m, m> 1, por grupo de restos médulo m entendemos o
grupo (Z_.®), em que Zm € o conjunto cujos elementos s&00, 1, 2, 3,... m-1e
a operagao @ é definida como segue:

“Dados a, b € G, a®b é o resto da diviséo de a+b (adi¢do em Z) por m”,

Assim, Z6, por exemplo, é o conjunto Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} e, de acordo
com a definicdo da operacao @, teremos:

o 3®4=(7)6=1;

o 504=(9)6=3;

e 2®3=(5)6=5;

em que os simbolos (x), significam, para cada x, o resto da divisio de x
por 6; Z5 é o conjunto Z5 ={0,1,2,3,4} e a operagao ® étal que:
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o 3®4=(7)5=2;
o 52=(7)5=3;
o 203=(5)6=0;
e, neste caso, o simbolo (x)5 representa o resto da divisdo de x por 5.
As tabelas a seguir definem as operagdes em Z, e Z,. (£5, ®) (£6, ®)

(Zs, @) (Zs, @)
g|oljEnzlis i ©/0 1 23 45
0/0 1 2 3 4 ‘0/0 1 2 3 4 5
11 2 3 4 0 11 2 3 45 0
2/2 3 4 0 1 2(2 3 4 5 0 1
3/3 40 1 2 3/3 450 12
4 4 0 1 2 3 4(4 5 0 1 2 3

5(5 01 2 3 4

Definida como resto da divisdo de uma adicdo em Z, por m, @, que sera
chamada de adigdo mddulo m ou simplesmente adigéo, € obviamente uma
operacdo em Zm. De fato,

(1) A adicéo @ é fechada em Zm, pois 0, 1, 2, 3, ..., m-1 sdo os Unicos
restos possiveis na divisdo por m. Assim, quando adicionamos dois elementos
de Zm, o resultado se encontra em Zm.

(2) Dados quaisquer dois elementos de Zm, digamos a e b, sempre é
possivel calcular a®b.

e, além disso,

(3) O resultado da adigao de acom b, a®b, € (nico, uma vez que o resto
da divisdo de a+b por m é Unico.

Para mostrarmos que o par (Zm,®) é realmente um grupo, devemos
mostrar que:

(1) A operagéo @ € associativa;
(@ Em (Zm,®) temos elemento neutro;
(3) Todo elemento de Zm é simetrizavel para a operagao @.

Observemos inicialmente que 0 é o elemento neutro de (Zm,®), pois se
a é elemento de Zm, entao

@ 0®a = (0+a)m = (@)m = a;

(i) a®0 = (@a+0)m = (a)m = a.

Observemos ainda que, se acZm, entdo 0 < a < m-1 e, consequente-
mente, 1<m-a<m.
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eSel<m-a<m,entiom-a<Zme

¢ (m-a)®a = (m—a+a)m = (m)m = 0;

¢ a®(m-a) = (@a+tm-a)m = (m)m = 0.

Consequentemente, m-a é o simétrico de a.

eSem-a=m,entdoa=0eosimétricode 0 & 0.

Assim, se acZ_, entdo ou a = 0 e € seu proprio simétrico ou a # 0 e seu
simétrico € m-a. Em qualquer caso, se acZ_, entdo a € simetrizavel para a
operagéo @.

Para mostrarmos que (Z_.®) € um grupo, basta mostramos que # € as-
sociativa. Essa demonstragéo sera deixada para vocé fazer, como exercicio.

Exercicio 3.1. Mostre que a operagéo @, definida anteriormente, é as-
sociativa.

Exercicio 3.2. Mostre que a operagao @, definida anteriormente, é co-
mutativa.

Os exercicios 3.1 e 3.2 anteriores, juntamente com o que ja havia sido
feito, nos permitem afirmar que o par (Z_, ®) € um grupo abeliano (comutati-
v0), qualquer que seja o inteirom, comm > 1.

Exercicio 3.3. Considere o grupo (Z_, ®), em que m = 6. Mostre que é
possivel obter todos os elementos de Zm a partir de adigdes sucessivas do
elemento 1. Assim: 1®1, 1®1®1, 1®1®1®1, ... Que outros elementos de Z6
possuem esta propriedade?

Exercicio 3.4. Faca o que se pede no exercicio 3.3 para os grupos (Z5,
@) e (Z6, @).

Exercicio 3.5. Mostre que os Unicos subconjuntos de (Z5, ®) que séo
fechados para a adicdo @ séo {0} e Z5.

Exercicio 3.6. Determine todos os subconjuntos de (Z6, ®) que séo
fechados para a adicéo @.

1. Os grupos simétricos ou grupos de permutagées

Na teoria dos grupos, uma permutagdo em um conjunto ndo vazio A é qual-
quer bijecaofA—A.SeA={1, 2, 3, ..., n} o conjunto de todas as permutacdes
em A é denotado por Sn.

Munido da operacao de composicao de fungdes, o conjunto Sn possui
a estrutura de grupo, ou seja, o par (Sn,0), em que ‘0’ representa a operagao
de composigao de fungdes, € um grupo: o grupo das permutagdes de n ele-
mentos ou o grupo simétrico de ordem n!.
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Tabela 1
o|¥F g
g
Tabela 2
[ElEIE
£ f g
g f
Tabelz 3
o|f g
™ f g
g|g f

Grupo simetrico
de ordem 2
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O grupo (S2,0) das permutagdes de 2 elementos ou o grupo simé-
trico de ordem 2

As permutagdes em A = {1, 2} s&o as fungbes f, g A — A, dadas por f(1) = 1,
f(2) = 2 — ou seja, a fungéo identidade — e g(1) = 2 e g(2) = 1. Na teoria dos
grupos essas fungdes sao representadas por

f eg , em que a linha de cima, ou primeira linha,

representa o dominio e a linha de baixo, ou segunda linha, representa o
contradominio da fung&o; em cada coluna temos o elemento (primeira linha) e
sua imagem pela fungéo (segunda linha).

Para determinarmos efetivamente a operagéo ‘o', basta preenchermos
atabela 1 ao lado.

Como f é a fungao identidade, temos que a primeira linha e a primeira
coluna da tabela devem ser preenchidas como na tabela 2, ao lado.

Por fim, resta calcular a composta de g com, ou seja, a fungéo gog.

Temos que:

egog(1)=g@M)=9()=1Te

*gog(2) = 9(9(2) = 9(1) = 2.

E, assim, gog = f, completando a tabela (tabela 3). Observemos que,
mesmo sem calcular efetivamente gog, poderiamos ter completado a tabela,
lembrando que em um grupo cuja operagao € definida em uma tabela, ndo
podemos ter elementos repetidos nem nas linhas nem nas colunas. Assim,
a Unica maneira possivel de completarmos a tabela era com a fungéo f no
espacgo vazio da tabela 2.

Exercicio 3.7. Justifique porque na tabela da operagdo de um grupo
nao podemos ter elementos iguais nem nas linhas nem nas colunas.

Exercicio 3.8. Calcule efetivamente, pela definicio de fungdo compos-
ta, fof, fog, gof e gog.

O grupo (S3,0)

das permutagoes de 3 elementos ou o grupo simétrico de ordem 6
As permutagcées emA={1, 2, 3} sdo em nimero de 6 e sdo dadas por.e: , fl:
,f2 .9l ,g2 eg3 ,emque, novamente, alinha de cima (primeira
linha) representa o dominio e a linha de baixo (segunda linha) representa o
contradominio e, além disso, em cada coluna, temos o elemento do dominio
(primeira linha) e sua imagem pela fung&o (segunda linha).

O conjunto das seis fungdes anteriores € denotado por S3 e, portanto,
S3={e.f.f,.9,.9, 9.}
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Atabela da operagcao de composicao entre as fungdes de S3 se encon-
tra a seqguir.

ol e|ir| = glipz g3
B e 1 2 g1 g2 g3
f1|f1 f2 e g3 gl g2
f2 | f2 e f1 g2 ¢g3 g1
gl gl g2 g3 e f1 f2
g2 g2 g3 gl f2 e fl

g3 g3 gl g2 f1 f2 e

Grupo (53,0)
Grupo simétrico de ordem 3!

Nos quadros a seguir, mostramos como podem ser calculadas algumas
composi¢coes de permutacdes do S3. No primeiro quadro, tomamos os ele-
mentos 1, 2 e 3 do dominio, aplicamos g1 a cada um deles e, em seguida, ao
resultado, aplicamos f1, obtendo a permutagéo g3; no segundo quadro, aos
elementos 1, 2 e 3 do dominio, aplicamos g3 e, em seguida, aos resultados
obtidos, aplicamos g2, obtendo a permutagéo f1.

gl fl
fqog]: 1  J 1 » 1 2 3
fiﬂ'gi:( .):gz
- 3 N 2 1 3
3 . 2 ., 3
g3 g2
Q:0Q3- 1 » 2 »
1 2 3
2 » 1 » 3 gz0Q3. {:2 3 1) = f:
» 3 » 1

Observe que, de acordo com a tabela, e é o elemento neutro de (S3,0) e
gl, g2 e g3 s&o seus proprios simétricos ou inversos: gl'=g1, g2'=g2 e g3'=g3.
Além disso, f1'=f2 e, consequentemente, f2'=f1.
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A associatividade da operagéo ‘0, que sendo aceita até o momento,
sera provada, de maneira mais geral, na proposicao seguinte:

Proposi¢ao 3.9. A composicao de fungdes é uma operagao associativa.
Prova
Sejam f, g e h fungdes.

Para os valores de x em que faz sentido falarmos na composi¢ao des-
sas fungdes, temos que:

* [fo(goh)](x) = fl(goh)(x)] = flgh())]: e

¢ [(fog)oh](x) = (fog)(h(x)) = flg(h(x))]. Provando o resultado.

Observe que (S,,0) € um grupo comutativo, enquanto (S,,0) néo o é.
Na realidade, podemos mostrar que, se n >2, entdo (Sn,0) € um grupo nao
abeliano.

Esse resultado sera mostrado na préxima sec¢ao.

Exercicio 3.10. Calcule efetivamente todos os elementos da tabela de
(S,.0).

Exercicio 3.11. Escolha trés colecdes com trés elementos de S3, todos

diferentes da identidade, e mostre que vale a associatividade, determinando o
valor de cada composta.

Exercicio 3.12. Analisando a tabela de (S3,0), determine todos os pa-
res de elementos que comutam entre si.

Exercicio 3.13. Determine um subconjunto de S3 que seja fechado
para a operagcao de composicdo em S3 e que possua mais de um elemento.
Observe que H = {e} é parte fechada de S3 para a composi¢do de permuta-
¢oes e, além disso, H é um grupo com essa operagao.

O grupo (Sn,0)
das permutagoes de n elementos ou o grupo simétrico Sn

Também para n > 3, é possivel construir o grupo das permutagdes
(Sn,0). Neste caso, Sn € o conjunto de todas as permutagdes no conjunto An
={1,2,3,..n}.

Assim, s&o elementos de S4, entre outras, as seguintes permutagoes: ,.;
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
(1 2 4 3)’(2 3 4 1)’(4 1 2 3)

s&o elementos de S5, as seguintes permutagoes:

1 2 3 4 5y¢1 2 3 4 51 2 3 4 5y....
(12435)'(53124)'(12345)'

entre outras.
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De maneira geral, o grupo (Sn,o) possui n! elementos e como dissemos
anteriormente, para n > 3, esse grupo nao é abeliano.

Vocé saberia dizer quantos elementos possui o grupo (S4,0)? E o

grupo (S;,0)?

Esse fato sera provado na proposigcao a seguir.

Proposigao 3.14. Se n > 3, entdo (Sn,0) é ndo comutativo. Prova

SejamA={1,2, 3,4, ...n}, comn >3 efe gpermutagcdes em A, tais
quef(1)=3,f2)=1,g(1)=2eg3)=3.

Temos que:

@fog(1)=flgM)=f()=T1e

(b) gof(1) = g(f(1)) = 9(3) = 3.

Assim, fog # gof e, assim, Sn,0) n&o é abeliano, se n > 3. Provando o
resultado.

Exercicio 3.15. Mostre que a ordem de (Sn,0) ou o nimero de elemen-
tos de Sn é nl.

Exercicio 3.16. Qual é o elemento neutro de (S4,0)? E de (S5,0)? De

maneira geral, qual o elemento neutro de (Sn,0)? Um poligono regular de

Exercicio 3.17. Escolha 5 (cinco) elementos de (S4,0) e determine  n lados possui n eixos
Seus inversos. de simetria. Alias, essa

_ . € uma propriedade que
Exercicio 3.18. Escolha 5 (cinco) elementos de (S5,0) e determine  serve para caracterizar os

Seus inversos. poligonos regulares, ou

. . . . seja, se um poligono de
Exercicio 3.19. Exiba um elemento de (S10.0). diferente do elemento -4 pOssUi N eixos de

neutro, que seja seu proprio inverso. simetria, entdo o poligono
é regular.

2. Os grupos diedrais ou grupos de rotagoes

Até o momento, todos os grupos estudados apresentaram natureza algébrica.
Nenhum deles foi voltado a outro ramo da Mateméatica. Agora iremos apresen-
tar um “grupo geométrico”, ou melhor, um grupo de natureza geométrica. Na
realidade, trata-se de uma visdo geométrica de grupos de permutagoes.

Em todo poligono regular de n lados € possivel efetuarmos n rotagdes
planas em torno de seu centro, cada uma dessas rotagdes possuindo angulo
de rotagdo de 3600/n. Além dessas rotagdes planas, é possivel efetuarmos n
rotacdes espaciais em torno de seus eixos de simetria.

Por exemplo, em um tridngulo equilatero podemos efetuar 3 rotagdes
planas em torno de seu centro, correspondendo a angulos de Oo, 1200 e
2400, e 3 rotagbes espaciais, em torno de seus eixos de simetria, perfazendo
um total de 6 rotacoes.
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O conjunto das rotagdes do tridngulo equilatero é denotado por D3. Em
um quadrado podemos efetuar 4 rotagdes planas em torno de seu centro,

correspondendo a &ngulos de 900, e 4 rotagbes espaciais em torno de seus
eixos de simetria, perfazendo um total de 8 rotagdes.

Nas figuras abaixo podemos ver os eixos de simetria e os angulos de
rotagdo de um quadrado.

L2

Angulos de rotacdo Eixos de rotacao

Nas figuras abaixo podemos ver os eixos de simetria e os angulos de
rotagcdo de um hexagono regular.

P S ,
| o
P
& .. ||
! = - e
| o, iy | Angulos de rotacdo de 60°
i - _"—._,____h |
P || 33
5 | .--"
.}
i}
4
1 i
1
| Fd B 2
6 . [ i 5 .
| ' |
| 2k | \/ A
e [
I i | | '
|
' | A3 1 b3
L I .
] . | g s
| -
1
4 q
Eixos de rotacao Eixos de rotacdo
pelos vértices

pelos pontos médios dos lados

De maneira geral, em todo poligono regular de n lados é possivel efetu-
amos n rotagdes planas, correspondendo a angulos de 3600/n, e n rotagdes

espaciais em torno dos seus n eixos de simetria, perfazendo um total de 2n
simetrias. O conjunto dessas 2n simetrias € denotado por D .
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Cada uma dessas 2n rotagdes pode ser caracterizada ou pelo &ngulo
de rotacao, no caso das rotagdes no plano, ou pelo eixo de simetria em torno "
do qual ela foi realizada, no caso das rotacdes espaciais.

Exercicio 3.20. Numere os vértices do quadrado e veja a posigdo dos
vértices apds cada uma das rotagdes planas em torno do seu centro. Dese- /
nhe a figura obtida ao final. ) 2

Figuta 1

Exercicio 3.21. Idem para as rotagdes espaciais.

Exercicio 3.22. Numere os vértices do hexagono regular e veja a posi-
¢&o dos vértices apés cada uma das rotagdes planas em torno do seu centro. 1
Desenhe a figura obtida ao final.

Exercicio 3.23. Idem para as rotagdes espaciais.

Exercicio 3.24. Numere os vértices do triAngulo equilatero e veja a posi-
¢cao dos vértices apds cada uma das rotagées planas em torno do seu centro. y ¢ ‘2
. . . Figuen 7
Desenhe a figura obtida ao final. !

Exercicio 3.25. Idem para as rotagdes espaciais.

Exercicio 3.26. Repita o exercicio 3.20 para o pentagono, determinan- 1
do seus angulos de rotagao. Vi

Exercicio 3.27. Repita o exercicio 3.21 para o pentagono.

O 3-grupo diedral VA AN
Na figura 1 ao lado, temos um tridngulo equilatero de vértices 1, 2 e 3 Figurs 3

— 0S numerais internos —, enquanto os numerais externos representam as

posicdes de cada vértice. Assim, o vértice 1 se encontra na posicédo 1; o vérti-

ce 2 se encontra na posicéo 2; e o vértice 3 se encontra na posi¢cao 3.

Na figura 2, o mesmo tridangulo sofreu uma rotagdo de 1200 em torno de
seu centro, de tal forma que o vértice 1 passou a ocupar a posi¢ao 2; o vértice
2 ocupa a posi¢ao 3; e o vértice 3 ocupa a posigao 1.

Na figura 3, o tridngulo da figura 1 sofreu uma rotagéo de 2400 em torno
de seu centro, passando os vértices 1, 2 e 3 a ocuparem as posi¢cdes 3, 1 e 2,
respectivamente.

Pensando a figura 1 como uma rotag&o de Oo ou de 3600 do tridngulo
original em torno de seu centro, essas sao as trés rotacdes planas do tridangulo
equilatero em torno de seu centro.

Essas rotagdes podem ser “traduzidas” na forma de fungdes/permuta-
¢oes do conjunto {1, 2, 3} nele mesmo, em que o dominio representa os trés
vértices e a imagem de cada vértice é a posi¢cao que ele ocupa na rotagao.

Assim, as figuras 1, 2 e 3 anteriores podem ser representadas pelas
seguintes permutagdes, em que os humerais da primeira linha representam
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os vértices do tridngulo e o numeral logo abaixo de cada vértice representa a
posicao que tal vértice ocupa.

Quadro das rotagdes planas do triangulo equiladtero em torno de seus
eixos de simetria, representadas por meio de permutagdes.

(1 7 3

i1
p'-'(z 3 1

[ %]
Ll
e

Py 1 2)

Além das trés rotagbes planas descritas anteriormente, os tridngulos

equilateros ainda possuem mais trés rotagdes, agora espaciais, em torno de
seus eixos de simetria.

Afigura a seguir mostra os trés eixos de simetria do tridngulo, cada um

correspondente a uma das trés posicoes que os vértices podem ocupar.
1 1

Figuts 4 Figura & Flipuira &

Chamando de E1, E2 e E3 os eixos correspondentes as posi¢coes 1, 2
e 3, respectivamente, as rotagdes do tridngulo da figura 1, em torno de E1, E2
e E3 podem ser visualizadas nas figuras 7, 8 € 9, a sequir.

Rotacdo em torno de | Rotacdo em torno de | Rotacdo em torno de
El E2 E3
1 1 l
A :, 2
2 3\ | ? 1 LAY
3 z 3 I | 2
Figuea 7 Figura B Figem 3

De maneira semelhante ao que foi feito com as rotagdes planas, as ro-

tagdes espaciais podem ser representadas por permutagdes do conjunto {1,
2, 3}, como no quadro a seguir.

Estruturas Algébricas_NL2017.indd 54 03/05/2019  14:05:36



Estruturas Rlgébricas 55

Quadro das rotagdes espaciais do tridngulo equilatero em torno de seus
eixos de simetria, representadas por meio de permutagoes.

il 5 3)

Observe que essas sdo as seis permutacdes possiveis para 3 objetos.
Assim, o conjunto dessas permutagdes, munido com a operagao de composi-
¢ao de fungdes € o grupo (S3,0).

A composi¢ao de rotagoes

Trabalhando de forma mais geométrica, é possivel definir no conjunto das
seis rotagdes do tridngulo equilatero a operagéo de composicao de rotagoes,
como segue: Se f e g sdo duas rotagdes do tridangulo equilatero, a composta
de f com g é indicada por fog e definida como a rotagao que obtemos quando
efetuamos no tridngulo original, ou seja, no tridngulo na posicao inicial, primei-
ramente a rotagdo g €, em seguida, a rotagéo f.

Exemplo 3.28. Calculando geometricamente a composta ploel, ob-
temos a rotagdo e3, conforme se percebe da sequéncia de figuras a seguir.

Posicdo inicial Apos a rotacdo g, Apos a rotacdo p; |

i 1 1

' /1 4

Exemplo 3.29. Calculando algebricamente a composta ploel, obte-
mos a rotagdo e3, conforme podemos perceber.

eploel(l)=pl(1)=2;
eploel(2)=pl(3)=1;
eploel(3)=pl()=3.
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Exemplo 3.30. Calculando geometricamente a composta e2oel, ob-
temos a rotagdo p2, conforme se percebe da sequéncia de figuras a seguir.

Posicao inicial . Apods a rotacdo e, Apds a rotacdo e;
| ]
I F
1 "
\ 3
‘ "

Exemplo 3.31. Calculando algebricamente a composta ploel, obte-
mos a rotagdo p2, conforme podemos perceber.

eZ2oel(l)=e2(1)=3;
eZ2oel(Q)=e2(3)=1;
e2o0el(3)=e2(2)=2.
Definigao 3.32. O conjunto das rotagdes do triangulo equilatero, mu-

nido da composicao de rotagdes € um grupo chamado 3-grupo diedral e é
indicado por D3.

Exercicio 3.33. Complete a tabela do 3-grupo diedral.

O n-grupo diedral

Tudo o que foi feito para o tridngulo equilatero pode ser feito para o qua-
drado, obtendo-se assim, o 4-grupo diedral.

De maneira mais geral, quando trabalhamos de forma semelhante com
um poligono regular de n lados, obtemos o n-grupo diedral Dn, ou grupo das
rotagdes planas e espaciais desse poligono.

Observe que, como todo poligono regular de n lados possui 2n rotagdes
—n planas em torno do centro e n espaciais em torno dos seus eixos de sime-
tria —, a ordem de Dn é 2n. Observe ainda que os elementos de Dn podem ser
pensados como permutagdes de n objetos, ou seja, elementos de Sn.

Assim, Dn é uma parte de Sn que é um grupo com a operagao de com-
posicao de rotagdes. E como D3 possui 2X3 (=6) elementos e S3 possui 3!
(=6) elementos os grupos D3 e S3 s&o 0 mesmo grupo, apenas com visoes
diferentes: em D3, a visdo é geométrica; em S3, a vis&o é algébrica.

Desde que, se n > 3, temos 2Xn n!, o caso n = 3 é o Unico caso em
que Sn =Dn.

Estruturas Algébricas_NL2017.indd 56 03/05/2019  14:05:36



Estruturas Rlgébricas 57

Exercicio 3.34. Construa a tabela completa do 4-grupo diedral.

Exercicio 3.35. Escolha 5 (cinco) elementos de D5 e determine seus
inversos.

Exercicio 3.36. Como S5 possui 120 elementos e D5 possui apenas
10 elementos, determine 5 (cinco) elementos de S5 que n&o pertencem a D5.

Sintese do Capitulo

|eituras, filmes e sites

Referéncias Q

DOMINGUES, H. H. Algebra moderna. Atual: S&o Paulo, 2003

FRALEIGH, J.B. A first course in abstract algebra. Addison-Wesley. Japao,
1968

GONGCALVES, Adilson. Introdugao a éalgebra. Projeto Euclides. IMPA: Rio de
Janeiro, 1979.

JACOBSON, N. Basic algebra. W. H. Freeman Company: San Francisco-
-USA, 1974.

MONTEIRO, L. H. J. Iniciagdo as estruturas algébricas. Série Professor No 6.
Nobel: Sdo Paulo, 1979.

Estruturas Algébricas_NL2017.indd 57 03/05/2019 14:05:36



S8 ) |Rsconces, . B

NACHBIN, Leopoldo. Introdugéo a algebra. McGraw-Hill do Brasil Ltda/Edito-
ra da UNB: Rio de Janeiro, 1971.

SIMIS, Aron. Introdugéo a algebra. Monografias de Matematica 23. IMPA: Rio
de Janeiro, 1977.

Estruturas Algébricas_NL2017.indd 58 03/05/2019  14:05:36



Gapitulo
somorfismos de Grupos

Estruturas Algébricas_NL2017.indd 59 03/05/2019 14:05:36



Estruturas Algébricas_NL2017.indd 60 03/05/2019  14:05:36



Estruturas Rlgébricas

Objetivo

e Neste capitulo, apresentaremos uma primeira nogéo de isomorfismo de
grupos para que possamos entender certas afirmagées que foram feitas ao

longo dos capitulos anteriores. \Vocé sabe dizer
precisamente o que isso
. significa?
Introducao

Nos capitulos anteriores nés dissemos que existe uma e apenas uma estrutu-
ra para um grupo de ordem 3.

Assim, as duas tabelas a seguir, dos grupos (G,*) e (H,0), definem o
mesmo grupo.

Na realidade os grupos apresentam diferencas bem visiveis. A primeira
delas esta na natureza dos elementos: os elementos de G séo letras, enquan-
to os de H s&o numerais; a segunda é o simbolo e o nome do simbolo utilizado
para a operacdo. em G, a operacao é representada por uma estrela ou um
asterisco; em H, a operacgao é representada por uma bola.

Mas se substituirmos na tabela do grupo G as letras e, ae b por0, 1 e
2, respectivamente, essa tabela fica como a que se encontra ao lado e, agora,
G e H diferem apenas pelo simbolo da operacéo.

Trocando a * da operagéo de G pela [ da operagéo de H, os grupos
passam a ser o mesmo grupo.

Note que, com essa substituicdo, os numerais 0, 1 e 2, elementos de
H, passaram a desempenhar “os papeis” das letras e, a e b, elementos de G,
mantendo os mesmos valores dos compostos em H, mostrando que G e H
diferem somente pela natureza dos elementos de cada conjunto. Dizemos,
por isso, que G e H s&o isomorfos.

E esse conceito que sera mais bem trabalhado no que segue.

Essa substituicao feita ao final da introdugao pode ser pensada, mate-
maticamente, como a existéncia de uma funcéo f G — H, injetora e sobreje-
tora e que preserva as operagdes de ambos 0s grupos, ou seja, uma bijecdo
.G — H, talque
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f(x*y) = f(of ().
De fato, a fungao definida é tal que f(€) =0, f(a) = 1 e f(b) = 2 e, portanto é
uma bijec&o. Além disso, f possui essa propriedade explicitada anteriormente.

Os exemplos a seguir, servem para entendermos o que significa essa
propriedade:

ofleb)=flb)=2,e

f(e)of(b) = 002 = 2,

mostrando que f(e*b) = f(e)of(b);

e fl@*b)=f(e)=0,e

f(@)of(b) = 102 =0,

mostrando que f(a*b) = f(a)of(b);

efl@*a)=flb)=2,e

f(@)of(a) = 1ol =2,

mostrando que f(a*a) = f(a)of(a).

Exercicio 4.1. Mostre que vale o resultado para os demais compostos
de (G®).

Mais precisamente, a definicao de isomorfismo é dada como segue.

Definicdo 4.2. Dados os grupos (G,*) e (H,0), um isomorfismo de G em
H é uma funcéo f. G — H com as seguintes propriedades:

i) f & injetora;
ii) f & sobrejetora;

i) f(x*y) = F(X)of(y).

Notagao ) ] . )
Usaremos a notacdo G Exemplo 4.3. A fung&o identidade, f. Z — Z, dada por f(x) = x € um iso-
[1 H para indicar que o morfismo de (Z,+) em (Z,+). De fato, f & sobrejetora e injetora e, além disso,
grupo G é isomorfo ao temos que f(x+y) = x+y = f(x) + f(y).

grupo H.

Exemplo 4.4. Na realidade, a fung&o identidade de um grupo qualquer
nele mesmo é um isomorfismo de grupos.

Exemplo 4.5. Afunc¢ao f, do grupo aditivo dos restos médulo 4, no grupo
multiplicativo dos restos médulo 5, f. (Z4,+) — (Z5,), dada por f(0) = 1, f(1) =
3, f(2) = 4, f{(3) = 2, € um isomorfismo de (Z4.,+) em (Z5,¢). Afungéo f é, obvia-
mente, uma bije¢do. Por meio de poucas contas é possivel mostrar que f(x+y)
= f(X)of(y), quaisquer que sejam os elementos x e y de Z4.

Exercicio 4.6. Faga as contas e verifique que a fungéo do exemplo 4.5
€ realmente um isomorfismo de grupos.
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Exemplo 4.7. A func¢éo f-1, do grupo multiplicativo (Z5,e) no grupo aditi-
Vo (Z4,+), inversa da fungao do exemplo 4.5, € um isomorfismo de (Z5,¢) em
(Z4.4).

Exercicio 4.8. Faga as contas e verifique que a fungéo f-1 do exemplo
4.7 é realmente um isomorfismo de grupos.

Da definicdo anterior, temos que todo isomorfismo de grupos é uma
funcao injetora e sobrejetora, ou seja, uma fungao bijetora.

\océ ja sabe que se f. G — H &€ uma fun¢ao injetora e sobrejetora, entédo
existe uma fungao injetora e sobrejetora -1. H — G, definida por

“f-1(y) = x se, e somente se, f(x) = y" e chamada de fungdo inversa de f.

Assim, se . G —» H é um isomorfismo de grupos (do grupo G no grupo
H), entdo sua inversa -1. H — G, € uma funcgao injetora e sobrejetora.

Essa observagao, juntamente com o exemplo 4.7 e o exercicio 4.8, nos
leva a seguinte pergunta:

“A funcéo f! inversa de um isomorfismo de grupos f é, também, um
isomorfismo de grupos?”

Ou segja,

“Sera que f-1(uov) = f-1(U)*-1(v), V u,v € H?"

Aresposta a essa pergunta é sim: a inversa de um isomorfismo de gru-
pos é, ainda, um isomorfismo de grupos, conforme demonstraremos na pro-
posicao a seguir.

Proposi¢cao 4.9. Sejam (G,*) e (H,0) grupos e £ G — H um

isomorfismo de grupos. Afuncéo f-1. H — G, inversa de f é um

isomorfismo de grupos.

Prova

Como f: H — G é injetora e sobrejetora, basta mostrarmos que f'(uov)
= f1(u)*f(v), quaisquer que sejam os elementos u e v de H.

Sejam f1(u) = x, fi(v) =y e fl(uov) = z.

Temos, pela definicdo de f?, que f(x) = u, f(y) = v e f(z) = uov e, portanto
o fl(uov) = FLF(X)*f(y))

e como f &€ um isomorfismo, temos que

o fi(uov) = F1(f(x)of(v)) = F(fx*y)) = X"y,

em que a Ultima igualdade é decorrente da definicao da fungéo f-1.
Mas, x = fi(u) e y = f1(v), o que nos da

e f1(uov) = f(u)of (V).

Assim, f1 & um isomorfismo de grupos. Provando o resultado.
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Se existe um isomorfismo do grupo (G,*) no grupo (H.,0), ou simples-
mente de G em H, dizemos que G é isomorfo a H. Pela proposicéo 4.9, se G
€ isomorfo a H, entdo H & isomorfo a G.

Assim, ao invés de dizer que o grupo G é isomorfo ao

grupo H (G é isomorfo a H) ou que o grupo H é isomorfo

ao grupo G (H é isomorfo a G), dizemos que os grupos G e H séo iso-
morfos, ou que G e H sdo grupos isomorfos, sem nos preocuparmos com a
ordem em que 0s grupos aparecem.

Exemplo 4.10. O grupo aditivo dos nameros reais, (R,+) é isomorfo ao
grupo (R+,e), em que R+ é o conjunto dos nimeros reais positivos e € a mul-
tiplicagao de nameros reais. De fato, a fungéo f. R — R+, dada por f(x) = exp(x)
= ex, € um isomorfismo de (R,+) em (R+,#). Note que:

i) f € injetora, pois se f(x) = f(y), entdo ex = ey e, consequentemente, X
=y

i) f & sobrejetora, pois se u € R+, entdo In(u), o logaritmo natural de u, é
tal que f(In(u)) = elnu = u;

i) f(x + y) = ex*¥ = eXee¥ = f(x)ef(y).

De acordo com o que foi feito até agora, podemos pensar intuitivamente
que se o grupo G é isomorfo ao grupo H, entdo G é apenas uma renomeagao
dos elementos de H e, portanto, ao elemento eH, elemento neutro de do grupo
H, corresponde o elemento eG, elemento neutro do grupo G.

Nessa perspectiva mais intuitiva, os resultados que seguem sao ébvios,
entretanto, é possivel demonstra-los matematicamente, de forma mais rigoro-
sa, e isso € o que faremos no que segue.

Dados os grupos G e H, e denotando por eG e eH os elementos neutros
de G e de H, respectivamente, temos o seguinte resultado:

Proposicédo 4.11. Se f € um isomorfismo de G em H, entdo f(eG) = eH.

Prova

Como f & um isomorfismo de grupos, temos que

¢ f(eQ) = f(eG*eQ) = f(eQ).f(eQ).

Assim, f(eQG) é solugdo, em H, da equagéo X2 = X. E desde que em um
grupo a Unica solugéo dessa equacao é eH, temos que f(eG) = eH.

Provando o resultado.

Para os elementos a e a’, o simétrico de a, de um grupo G, temos o
seguinte resultado:

Proposicéo 4.12. Se f € um isomorfismo de G em H, entdo f(a") = [f(a)] .
Prova
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Como f é um isomorfismo de grupos, temos que

o f(a').f(@) = f(a'.a) = f(eG) = eH;

o f(a).f(@) = f(a.a") = f(eG) = eH. Assim, por definigao, f(a") = [f(a)] .
Provando o resultado.

Exemplo 4.13. O isomorfismo do exemplo 4.5, do grupo aditivo dos res-
tos moédulo 4, (Z4,+), no grupo multiplicativo dos restos médulo 5, (Z5,0), é
dado por f(0) = 1, f(1) = 3, f(2) = 4, f{(3) = 2. Observe que 0 e 1 séo, respectiva-
mente, os elementos neutros de (Z4,+) e (Z5,17), e f(0) = 1. Além disso, temos,
por exemplo, que 1" = 3, f(1) = f(3) = 2 e [f(1)] = [3] = 2. Como afirmam as
proposi¢cdes anteriores.
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