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Apresentacao

Este trabalho versa sobre um dos temas mais interessantes da matematica, que
€ a Geometria Analitica, e tem por objetivo maior servir como suporte e orien-
tagado a alunos dos cursos de matematica e areas afins, e € direcionado princi-
palmente aos alunos dos nossos cursos ofertados na modalidade a distancia.

A Geometria Analitica é aqui apresentada inicialmente na sua forma
classica, no plano cartesiano, como o estudo da reta e das cdnicas, dando
uma abordagem simples e precisa.

Nas unidades finais, fazemos uma abordagem com um tratamento ve-
torial, no espago R, onde trabalhamos o conceito, propriedades e operagdes
com vetores, para em seguida apresentarmos um estudo da reta e do plano
nesse espago.

Procuramos apresentar um texto escrito de forma que o leitor se sinta
autossuficiente no entendimento da teoria, com sequencias de exercicios re-
solvidos e propostos dentro de cada unidade.

O autor
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Gapitulo
A Reta Orientada
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Objetivos

® Conhecer a reta orientada.
e Distinguir valor relativo e absoluto de um nimero.
e Aprender a calcular distancia entre dois pontos da reta.

Introducao

A Geometria Analitica é a parte da Matematica onde tratamos a reta e o plano,
nao simplesmente como entes geométricos, mas como conjuntos de pontos
que podem ser identificados em um sistema de referencial e consequente-
mente podem ser equacionados. O nosso estudo da Geometria Analitica sera
feito passo a passo, primeiramente conhecendo a reta orientada, que nos
permitird compor sistemas de eixos que nos servirdo como referencial para
localizag&o de pontos, retas e outras curvas no plano, como também para se
identificar retas, planos e outras curvas e superficies no espago.

Esses sistemas de eixos a que nos referimos, que serdo conhecidos
como sistemas de coordenadas cartesianas, em homenagem a seu criador
René Descartes, sdo compostos por dois eixos ou retas orientadas, quando
trabalhamos no plano, ou por trés eixos quando trabalhamos no espago tridi-
mensional.

1. A Reta Orientada

Tomemos uma reta horizontal e demos a ela um sentido ou orientacéo, da
esquerda para a direita.

Podemos entio identificar cada ponto dessa reta por um nimero real,
que chamaremos de abscissa do ponto.

Para que possamos nos localizar melhor sobre a reta, tomemos o nu-
mero zero como ponto fixo, para nos servir de referéncia, dando a esse ponto
0 home de origem.

Para identificar os nimeros reais inteiros estabelecemos uma unidade
de medida linear u, como a distancia da origem até o nimero 1, que é também
a distancia entre dois inteiros consecutivos quaisquer.

Geometria Analitica I - 2013.indd 9
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René Descartes

(1596 - 1650)

Filésofo e Matematico
francés, foi o primeiro a
relacionar a Algebra e
Geometria, quando em
1637 criou a Geometria
Analitica ao formalizar o
conceito de coordenadas
para identificacdo de
pontos em um plano, a
partir de um sistema de
eixos ortogonais.
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195 1UcIANO MOURA CAIRLCANTE

v

Algumas observagdes podem ser feitas, com base nas propriedades
dos nUmeros reais:

Se x e y s&o dois nUmeros quaisquer sobre a reta orientada, com vy
adireitade x,entdo y > x.
I I
I I
X y
Todo nimero positivo € maior do que o zero.

0 X

x>0

v

v

Todo numero negativo € menor do que o zero.

v

I I
| |
X 0

Todo nimero negativo € menor do que qualquer nimero positivo.
: : | | |
A unidade de medida na I
reta &€ a unidade numeérica. X 0 y
e

Uma reta orientada é
x<0 X < x <
também chamada de eixo. y - y

v

2. Médulo de um Numero

E possivel se observar na reta orientada que todo niimero x tem uma posigéo
bem definida sobre a reta, e que os positivos estao posicionados a direita, e os
negativos a esquerda da origem.

Assim, vamos definir o médulo ou valor absoluto de qualquer nimero
real X, como a sua distancia até a origem, e representaremos por | x|.

Como distancia é sempre positiva, entdo temos que | x| 0.

x se x>0

Assim, podemos dizerque |x | = {_x e x<0
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Podemos também afirmar que o médulo ou valor absoluto de um name-
ro é igual a esse nimero sem o sinal, sendo, portanto, o valor quantitativo do
ndmero, enquanto que o seu sinal indica seu valor relativo, ou seja, se ele é
positivo ou negativo.

\ejamos alguns exemplos:

|+5] =5 |-3] =3 |51 =5 |- 1=

Nesses exemplos, percebe—se que os nimeros +5 e -5 tém o mes-
mo valor absoluto, embora sejam nimeros distintos. Isso quer dizer que eles
estdo a uma mesma distancia da origem da reta, em lados opostos, e por isso
sé&o ditos simétricos.

QOutra maneira de se representar o médulo de um nimero real x é escre-
vélonaforma |[x| = /42, V xeR.

Observe que para todo x real, temos que x> >0, portanto podemos
extrair a sua raiz quadrada, e que esta € um namero positivo ou nulo.

Assim, vejamos que |-5| = /(-5 =425 =5
1+412] = (112 =144 = 12

E facil se observar que | 0| = 0, que é geometricamente a distancia
do numero 0 até a origem que € o proprio 0.

3. Distancia Entre Dois Pontos

Ja que definimos o médulo ou valor absoluto de um ndmero como sendo a
disténcia desde esse numero x até a origem da reta, vamos agora verificar
como podemos expressar a distancia entre dois pontos P,(x,) e P,(x,) de
abscissas x, e X,, respectivamente.

Inicialmente, tomemos x, € X, com valores positivos, tais que x, < X,.

v

Observe que a distancia entre os dois pontos, que representamos por
d(P, .P,). pode ser escrita como x, — X,, que € um namero positivo porque X,

> X

Geometria Analitica I - 2013.indd 11
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1= |CIANO MOURA CAIRLCANTE

Tomemos agora uma outra situagéo em que temos um ponto de abscis-
sa positiva e outro com abscissa negativa, estando consequentemente um de
um lado e o outro no lado oposto da origem.

v

|
[
P, (x,) 0 P, (x,)
| d(P,, P, )~ |

Nessa situagéo teremos d(P,.P,) = d(P,,0)+d(P,.0) =

X%, [+ 1% ]

Mas, |x,| = x,, por X, ser um nimero positivo, e |x, | = -x,, porque
X, € um nimero negativo.
Portanto, temos que d (P, P,) = x,—X,.

Nas duas situacdes obtivemos o0 mesmo resultado, mas é bom observar
que tomamos emambas x, > X, = X,—X; > 0.

Ento, para evitar essa preocupagéo, devemos dizer que d(P,,P,) =
| x,—X,|, que é sempre um valor positivo, mesmo que X, < X.

Uma terceira situacao para
o0 posicionamento de P, e
P, na reta orientada nao
foi estudada, e ela ocorre
quando as abscissas de
ambos os pontos forem dP,.P) = \/(x2 - X, )2 .onde x, e X, s&o as abscissas respectivas
nameros reais negativos.
O resultado sera o mesmo, de Pl e de PZ'
e deixamos a deducao a
critério do leitor.

O valor absoluto de um nimero pode ter uma outra representacao:
| x| = /2. e para adistancia entre dois pontos na reta:

Rtividades de avaliagdo

1. Encontre a medida do segmento de reta que liga os pontos A(-3) e B (+5).
Solugao:

Para encontrar a solugéo, basta aplicar diretamente a forma da distancia:

a8 = |[+5-(-3)F = [+s+3F = (8] =oa =8

Fagamos agora de forma diferente:

608 = JE3-65F = E3-5F = 8 = Ve =8

Geometria Analitica I - 2013.indd 12 14/05/2019 13:24:33



Observe que ndo interessa a ordem em que tomamos as abscissas dos
dois pontos, pois o resultado final € sempre o mesmo.

2. A medida de um segmento PO é igual a 12. Sendo P(+3), determine a
abscissa de Q.

Solugao:

Para esse problema apresentaremos duas solugdes, uma geométrica e outra
algébrica.

a) Solugao Geométrica:
Tomemos o ponto P dado, sobre a reta.
Existem na realidade, dois pontos Q, e Q, sobre o eixo, sendo
Q, < P e Q, > P, que ttm a mesma distancia de 12 unidades para P.

| | | |

>
[ [ I [

Q 0 P Q.

Se x, e x, s&o respectivamente as abscissas de Q, e Q, e +3 € a abs-
cissa de P, entédo

x,=+3-12 = x =-9e

X, =+3+12 = x, =+15

Portanto Q,(-9) e Q,(+ 15).

b) Solugao Algébrica:

Sendo a medida de PO a distancia entre P e Q, e sendo esta de 12
unidades, entdo podemos afirmar que:

PO = \/[xQ—(+3)]2 = \/[XQ—3]2 =12 = (x,-3y=12
—

(xQ—3)2=144 = xQ—3=i 144 = xQ—3i12 =
Q=+3+12 = xQ=+15
xQ=+3J_r12 =
xQ=+3—12 = xQ=-9.

Geometria Analitica I - 2013.indd 13
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1455 | UCIAND MOURA CAVRLCANTE

4. Ponto Médio

Por definicao, o ponto médio de um segmento é o ponto que divide esse seg-
mento ao meio.

Tomemos ent&o no eixo real dois pontos distintos P, (x,) e P,(x,) extre-
mos de um segmento da reta, e chamemos de M(x,,) 0 seu ponto médio.

| |
I I
P M P

v

Sendo M ponto médio, entdo d(P,, M) =dM, P,) = x,,- X=X, - X,

X, +.X'2

= X, tX, EX PX 22X, =Xt X D X, = 5

Portanto, a abscissa do ponto médio € igual & média aritmética das abs-
cissas dos pontos extremos.

Rtividades de avaliagdo

1. Encontre o ponto médio do segmento cujos pontos extremos tém -3 e +8
como abscissas.

Solugao:
Sendo M o ponto médio, entéo sua abscissa sera x,, = _3+T(+8)
-3+38 5 5
X = = x = —, logo M(—).
M 2 M 2 g ( 2 )

2. Determine o ponto médio do segmento cujas abscissas dos extremos
satisfazem aequagdo |x+3| = 2.

Solugao:

Primeiramente temos que resolver a equagéo dada para encontrar as
abscissas dos pontos extremos.

Geometria Analitica I - 2013.indd 14 14/05/2019 13:24:34



x+3=-2 x=-2-3 x=-5
[x+3| =2 = = = ,
x+3=2 x=2-3 X =

Se -1e -5 s&o as abscissas dos pontos extremos e M é seu ponto
médio, entdo

XM: _1+T(_5) = XM: % = XM=-3, ou M('B)

5. Segmento Orientado

Dados dois pontos distintos A e B sobre um eixo, sabemos que eles definem
um segmento 4B, com duas caracteristicas bem definidas, a dire¢&o indica-
da pelo eixo ou reta suporte que o contém, e sua medida que é a distancia
entre seus extremos.

Agora, vamos dar a esse segmento uma terceira caracteristica que é
o sentido ou orientag&o, para que ele nos transmita uma idéia de movimento
ou deslocamento.

Assim, definimos um segmento orientado 4B como o segmento de
reta com sentido de A para B, com mesma direcéo e comprimento de 4B .
Nesse caso dizemos que A é a origem e B a extremidade desse segmento
orientado, pois ele transmite a idéia de um movimento que comegca em A
e termina em B.

Observe que dois pontos distintos A e B determinam dois segmentos
orientados 4B e BA . que tém mesmo maédulo e direcdo mas sentidos contra-
rios, que chamaremos de simétricos.

Um segmento orientado é sempre representado na sua forma algébrica
em fungao das abscissas dos seus pontos extremos. Para isso, suponhamos
que A(x,) e B(xg) sejam dois pontos sobre um eixo, com X, > X,. Assim,
dizemos que:

AB =B-A = 4B =X ,—-X

BA=A-B = B4 =Xx,-X

BA = AB o valor algébrico de um é simétrico do valor algébrico do outro.

Geometria Analitica I - 2013.indd 15
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1555 |UCIANO MOURA CAVALCANTE

Como x; > X, entdo o valor algébrico de AB € positivo por ele ter o
mesmo sentido do eixo, enquanto que g4 € negativo por ter sentido contrério.

Se admitirmos que A e B possam ser pontos coincidentes sobre um
eixo, entdo o segmento orientado 45 tera medida nula por ser apenas um
ponto, com diregdo e sentido indefinidos. Por isso esse segmento orientado
sera chamado de segmento nulo, cuja definicao tera sua importancia no de-
correr do nosso curso, e que é representado por 0.

O mddulo de um segmento orientado € a medida de seu comprimento,
sendo portanto a distancia entre seus extremos, logo:

| 4B | = (xB_xA)z

Rtividades de avaliagdo

1. Determine o segmento orientado AB , onde A(+2) e B(-7). Encontre tam-
bém o seu médulo.

Solucgao:
Como sabemos, 4B = B—A = -7—(+2) = 7-2 =9
O médulo de 4B, sabemos que é o0 seu comprimento ou valor ab-

soluto, logo | 4B | = 9.

De outra forma, temos | 4B |= \/(xB —xA)2 = |E|=1/(—7—2)2

= | 4B | =9

2. Sendo |PQ| = 7. determine a abscissa de P sabendo que a abscissa de
Qé -1

Solucgao:

Se chamarmos de x a abscissa de P, entdo PO = Q-P =-1-x.

PO =7 = |1-x|=7 = —l-x=7 - —x=7+1
—l-x=-7 —x=-7+1

Geometria Analitica I - 2013.indd 16 14/05/2019 13:24:35
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-x=8 x=-8
=
-x=-6 x=6
Veja que obtivemos dois valores para a abscissa de P.
Para x = -8, temos PO= -1-(-8) = 7 enquanto que para x

= 6temosque pg = -1-6 = -7, e ambos tém médulo igual a 7.

Podemos também aplicar a outra forma de representagcdo do modulo:

|PO|=7 = (—l—x)2 =7 = (1-x?=49= 1+2x+x?=49

x=-8
= X2+2x-48 =0 = { )
x=6

6. Razao de Seccao

Dados dois pontos A(x,) e B(x;) sobre um eixo, dizemos que um pon-
to C(x.) pertencente ao mesmo eixo € um ponto divisor e divide o
segmento AB numarazaor, se % = r,onde AC é amedidade 4C e CB

é amedida de CB.

E importante observar que , na forma como expressamos a razao, te-
mos que observar uma orientagéo de A para C como também de C para B no
outro segmento, o que nos garante que C € o ponto divisor

Observe:
Na razdo ‘é_g = r, o ponto divisor C aparece como extremidade dos

dois segmentos.

Se as coordenadas de A e de B s&o conhecidas é possivel determinar a
abscissa do ponto C em funcao da razao r e das abscissas de A e de B.

AC _ Xe =Xy _ -
Tomemos — = = ——= =1 = X, - X, = L(X3—X;) =

—

CB Xp —X¢

- X, = X, - rx = Xe + X = X, + rXg =

Geometria Analitica I - 2013.indd 17 14/05/2019 13:24:36
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X, +rx
(1+r)x, = X, + rxg = x, = 4 "%
1+r

Observagoes importantes:

e O ponto divisor C € um ponto diferente de B, pois se C coincide com B, a
medida do segmento CB no denominador sera nula, e n&o existira a razaor.

e Se C for coincidente com o ponto A, teremos r = 0.

® O Unico valor real que a razdo ndo pode assumir é r = -1, 0 que acarretaria
a nao existéncia do x..

e Se r = 10 ponto divisor C seré o ponto médio do segmento 43 .

e Para todo valor positivo de r, o ponto C serd um ponto interior ao segmento
AB.

® Se r € um numero negativo diferente de - 1, entdo o ponto C n&o pertence
ao segmento.

Rtividades de avaliagdo

1. Dados os pontos A(- 5) e B(+7), determine a abscissa do ponto C que
divide o segmento AB narazéo %
Solugao:
Como sédo dadas as abscissas de A e de B, e também o valor da

razao, entao:

Y 4 x —5+l.7 —5+z 3
X = AT = X, = 2 = X, = 2 = x,=_2
1+7r 1 3 3
1+— — =
2 2 2
= X, = -1
Vejamos geometricamente esse resultado.
A C B
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Osegmento AC mede quatro unidades, e o segmento CB mede oito,

. 1
portanto a razdo entre eles é 5 .

2. Até que ponto o0 segmento de extremos A(-2)e B(+ 5) deve ser prolon-
gado no sentido de A para B de modo que seu comprimento seja triplicado?

Solugao:
Apresentaremos duas solugcdes para esse problema.

a)PrimeirotrataremosopontoCquequeremosdeterminar,comosendo

- — . 3 L — —
o ponto divisor do segmento 4B narazio r = - ox pois AC = 3AB
e CB=24B com o sentido contrario.
A B C
| | | >
| | |
N —2+(—3).(+ 5)
Assim temos que x,= 'Y = x = 2
= I+r ( 3)
I+ ——
2
Xg = 3 = X T Xs = 19
1-> -
2 2

b) Agora daremos uma solug&o onde, devido ao ponto C ser exterior
ao segmento, tomaremos o ponto B como divisor do segmento

_ | — .
AC narazaor = E visto que 4B sendo triplicado teremos que

— = AB 1 |
BC-24B=28_1 P 3 X
Portanto x, = XBC*2 — +5= "~ 27° = 52 =_2+2C
l+r 1 2 2
HE
= X DB, o 2 D5 =19
2 2 2 2
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Pelas duas solugdes, concluimos que C(19).

Sintese do capitulo

Neste primeiro capitulo foi estudada a reta orientada, onde fazemos uma cores-
pondéncia dos pontos de uma reta com o conjunto dos nimeros reais.

A reta orientada é considerada como o espaco unidimensional, e a
partir do seu conhecimento pudemos definir ou conceituar o0 médulo de
um namero real como a distdncia desse nimero até a origem da reta que
€ o zero. Um conceito muito importante que trabalhamos nessa unidade é
a distancia entre dois pontos, principalmente quando apresentada como

dP1P2) = J(x,-x) .

Os conceitos aqui apresentados s&o fundamentais para a sequéncia
das outras unidades, pois esses conceitos, como a distancia entre dois pontos;
a razéo de secg¢ao; o ponto médio e segmento orientado, seréo trabalhados
no plano e no espaco tridimencional.

Rtividades de avaliagdo

1. Dados os seguintes pares de pontos A e B, determine os pontos médios de
cada segmento de reta 4B:

a)A(-7) e B(*+3)

b)A(-9) e B(1

c)A(-8) e B(*3)

dA(+13) e B(+4)
2. Se C é o ponto médio do segmento 4B determine:
a) Aabscissade A, sabendoque x, = -2 e x; = +9
b) A abscissa de B, sabendoque x, = +12 e x, = -5

3. As raizes da equagao x2—7x + 12 = 0 sao extremidades de um segmento
AB . Determine a abscissa do ponto médio desse segmento.

4. Determine o ponto A sabendo que | 48| = 6 e B(- 3).
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5. Para quaisquer valores das abscissa dos pontos A, B, C, D, E e F sobre
um eixo, verifique que 43 *+ BC + €D *DE *EF = (-

6. Até que ponto o segmento 4B deve ser prolongado no sentido de A(- 7)
para B(- 3), para que seu comprimento seja quadruplicado?

7. As raizes da equagdo x> — 4x> —x + 4=0 sdo as abscissas dos pontos A,
B e C no eixo real. Determine a medida de A, onde M e N s&o os pontos
médios de 4B e BC sabendo que X, <X, <X .

8. Um moével se desloca sobre um eixo, sendo sua posicdo em cada ponto
dada por x=3t + 1, com t expresso em minutos. Determine o espago percor-
rido por esse movel, entre os instantest = 4 e t = 7 minutos.

9. Dados os pontos A(- 1) e B(10), determine o ponto C que divide o segmento
4B narazao 3.

10. Sendo A (- 6); B(- 1) e C(3) determine o valor darazéo r= %.

Referéncias
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0 Plano Cartesiano
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Objetivos

e Conhecer o plano cartesiano.

e Calcular distancia entre dois pontos no plano.

e Ter conhecimento sobre ponto médio e ponto divisor.
® Ter acesso a idéia de segmento orientado.

Introdugao

Conhecendo a reta orientada a qual chamamaos de eixo, passaremos agora
a trabalhar na identificagao de pontos no plano. Para isso é necessario que
tenhamos um referencial que nos permita localizar os pontos do plano. Esse
referencial € um sistema formado por dois eixos reais perpendiculares, inter-
ceptando—se em suas respectivas origens, ponto esse que serd identificado
como origem do sistema de eixos coordenados.

1. O Plano Cartesiano

O plano cartesiano é também chamado de espaco R2, por ser constituido
pelo produto cartesiano de R por R.

As duas retas que formam o sistema séo:

e Uma horizontal orientada da esquerda para a direita, cujos pontos serao
chamados de abscissa e representados por X. (eixo dos x ou das abscissas)

e Aoutra, vertical orientada de baixo para cima, tera seus pontos representa-
dos por y, e chamados de ordenada. (eixo dos y ou das ordenadas)

e Esses dois eixos dividem o plano em quatro regides que chamaremos de
quadrantes, tendo cada um caracteristicas proprias.

® Primeiro quadrante — Abscissa positiva e ordenada positiva.
® Segundo quadrante — Abscissa negativa e ordenada positiva
® Terceiro quadrante — Abscissa negativa e ordenada negativa

® Quarto quadrante — Abscissa positiva e ordenada negativa.
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B(-6, 2) 1(6,7)
D(0, 6)

J(-4,4)

B (7,4

0(0,0)

H(-9, 0) b E®.0) X

G (6,-3)

F(0, -5)

Figura 1 -

Para localizar um ponto qualquer P no R2 basta projetar verticalmente
esse ponto no eixo dos x, e encontraremos um namero real que sera a sua
abscissa, e sua projecao vertical no eixo dos y sera a sua ordenada. Assim,
todo ponto no plano cartesiano € identificado por um par ordenado de nime-
ros e representado por P(x, y).

Os valores de x e de y para um ponto P(x, y) sdo as suas coordenadas,
e indicam a sua localizag&o no plano cartesiano.

Casos particulares ocorrem para pontos que estejam sobre os eixos
coordenados, pois:

¢ Todo ponto sobre o eixo das abscissas tem ordenada nula.
¢ Todo ponto sobre o eixo das ordenadas tem abscissa nula.

Veja na figura a localizag&o de alguns pontos, e observe as suas coor-
denadas. E facil se observar também que as coordenadas do ponto de inter-
sec¢ao dos dois eixos, que chamamos de origem do sistema de coordenadas,

s&0 iguais a zero, por isso sera representada por O(0, 0).
AY
y>0 - - D

(1I) (1)

Q y>0

(1) (V)

Figura 2 —
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Observe na figura os pontos G e | que tém o mesmo valor de abscissa
x = 6. Eles estdo em uma reta que é perpendicular ao eixo x, e paralela ao
eixo das ordenadas. Todos os pontos que estao sobre essa reta, ttm o mesmo
valor de abscissa, e por isso representamos essa reta pela equacédo x = 6.

De maneira geral, toda equagéo da forma x = k, com k constante, é
de uma reta paralela ao eixo das ordenadas, assim como toda equagédo y =
k & de uma reta paralela ao eixo das abscissas, veja por exemplo na figura,
os pontos Ae J . Se o valor da constante k for igual a zero, temos dois casos
particulares, onde:

eAreta x = 0 éoeixo v.
eAretay = 0 éoeixo x.

Assim como as equagdes x=k e y=k, com k constante, s&o represen-
tadas no plano cartesiano por retas, existem duas outras equagdes que sdo
faciimente identificadas como conjuntos de pontos no plano cartesiano.

Aequacéo y=x identifica no plano cartesiano o conjunto dos pontos P(x,
y) que tém a ordenada igual a abscissa, ou seja, todos os pontos da forma
P(x , x). Esse conjunto de pontos estdo alinhados em uma reta que passa pela
origem do sistema, dividindo ao meio o primeiro e o terceiro quadrantes. Por
isso ela é chamada de bissetriz dos quadrantes impares.

Aequacdo y =-x é de uma reta, cujos pontos sdo da forma P(x, - x),
que divide ao meio o segundo e o quarto quadrantes, e por isso € chamada de
bissetriz dos quadrantes pares.

Na figura abaixo apresentamos um grafico mostrando todas essas retas Teremos mais detalhes

apresentadas. sobre essas retas, quando
Ay tratarmos especificamente
K=k de equagdes da reta no
plano.
k>0 y=k
y=0 R
0 k>0 X
y=x y=k
x=0

Figura 3 —
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Para vocé pensar e
deduzir:

1 - Como se representa na
forma de conjunto, a unido
de cada semi-plano com

a reta que |Ihe serve de
fronteira ?

2- Aretay = x,como
também y = -x dividem
o plano em dois semi-
planos, entdo como seriam
suas representagdes na
forma de conjunto?

Geometria Analitica I - 2013.indd 28

Observe que:
a) Areta x =k divide o plano em dois semi-planos, um a sua esquerda
e outro a sua direita.

O semi-plano da esquerda é constituido por todos os pontos cuja abs-
cissa € menor do que k., por isso ele é representado por R ={(x,y) R*/x<k}.

O semi-plano da esquerda é por conseqléncia R, ={(x, y) R?/x >k}.

b) Areta y = k divide o plano em dois semi-planos.

O semi-plano acima da reta, é constituido por todos os pontos do plano
que tém ordenada maior do que k, sendo portanto S, = {(x.y) R?/y >Kk}.

O semi-plano abaixo é S, = {(x,y) R*/y <k}

2. Distancia entre dois Pontos

Assim como fizemos na reta orientada, vamos determinar a distancia entre
dois pontos no plano cartesiano. Para isso tomemos dois pontos distintos
A(x, v,) e B(x,.y,). Adistancia desde A até B, sabemos que € a medida do
segmento AB .
d(A B) = 4B

Para determinar essa medida, tomemos os dois pontos A e B no plano,
conforme a figura. Se tragarmos a partir do ponto A uma paralela ao eixo dos
X, essa paralela interceptara a projecéo do ponto B, ou seja sua ordenada, em
um ponto C que teréd abscissa igual a abscissa de B e a ordenadaigual a de A.

AY
L R B
%Y i
A |
y, - oo TC (X))
0 X, X, X, X, X

Figura 4 —

14/05/2019 13:24:47



Temos agora um triangulo ABC com hipotenusa ABe catetos AC ede
modo que pelo teorema de pitdgoras, temos 5° _ 4 L BC” -

Mas, AB= d(a, b)
AC =X, - X, €

B_C: YV, - Yy
Portanto, d(A. B? = (x, - X + (v, - V,} =

dA.B) = i, —x ) + (v —n)

Rtividades de avaliago

1. Determine a distancia entre os pontos A(-3, 1) e B(2, -5).
Solugao:
Como sao conhecidas as coordenadas dos dois pontos, entao:

2

dA B)= [, —x F + (s — ) = d(A,B)=|(2=(-3)) +(-5-1)

= d(A, B)= |5 +(-6) = d(A B)=+25+36 = d(A,B)=+61.

2. Encontre o ponto sobre o eixo das ordenadas, cuja distancia ao ponto A(2,
-4) sejaigual a 2.
Solugao:
Como o ponto que queremos encontrar esta sobre o eixo das ordena-
das, entdo ele é da forma P(0, y). Dai, temos que fazer.

dPA=2= 02 +(-(4) =2 = (2++42 = 22
= 4+y?+8y+16-4=0 = y?+8y+16=0 = (y+47=0
y+4=0 = y=-4
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3. Ponto Médio

Na primeira unidade ja definimos o ponto médio de um segmento como o
ponto que divide esse segmento em duas partes iguais. Esse conceito é vali-
do para qualquer segmento de reta estando ele sobre uma reta orientada, no
plano ou em qualquer espaco.

Tomemos entdo um segmento de reta no plano cartesiano com extremi-
dades A(x1, y1) e B(x2, y2), de modo que M(xM, yM) seja o seu ponto médio.

Ml ——C

Figura 5 —

Na figura, observa-se que sendo M ponto médio de 4B entao AM = MB
logo os tridangulos AMC e MBD sé&o congruentes, pois seus angulos s&o dois
a dois congruentes, o que implica dizer que:

AC=MD = X,—X, = X=X, = 2X, =X, +X, X, =%+%
2
e

CM=DB = Y= Yi=Y,m Y = = Vi tY, = yM:yl_;yz

Xx+x y+y )

Portanto, o ponto médio de 4B ¢ M( 5 5

Rtividades de avaliagdo

1. Determine o ponto médio de um segmento de reta com extremidades em
A(-2,7) e B4, -3).
Solugao:
Se M é o ponto médio de 4B, entéo:

Xy = —2+4 = xM=£:> X, =1
) 2
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yM:7+(—3):> yM:7_3:>yM:i:> yM:Z.

2 2 2

Portanto, o ponto médio sera M(1, 2).

2. Até que ponto o segmento de reta E de extremos A3, -4) e B
(-5, 6) deve ser prolongado no sentido de A para B, de modo que seu tama-
nho fique dobrado?

Solugao:

Se o0 segmento deve ser prolongado até um ponto C e seu comprimento
ficara duplicado, entdo o ponto B passara a ser o ponto médio de AC .

Assim:

x,= at¥e o 5= 3tXe 10 =34x =
2 2

X, = -13.

yB=—yAJ2ryC:> 6= "4tV = 12=-4+y, = y,=16.
2

Portanto, o ponto que queremos encontraré C(-13,16).

4. Segmento Orientado

Ja vimos o conceito de segmento orientado quando tratamos de pontos e
segmentos sobre a reta orientada, que é um espago unidimensional. Agora
estudaremos segmentos orientados no plano cartesiano, que é bidimensional,
onde nao temos apenas uma, mas infinitas dire¢cées. Mas mesmo no plano ou
em outro espago multidimensional o conceito permanece 0 mesmo.

Tomﬂ?s dois pontos A(x,.y,) e B(x,.y,)noR? O segmento
orientado 4B € o segmento de reta com origem em A e extremidade em B,
gue tem a direcao da reta determinada por A e B, e cujo médulo é a distancia
entre Ae B.
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= 4

Figura 6 —

Por definicdo temos que AB=B-A = AB = 2 v - x4y =
AB = (Xz - le yz - yl)

Veja que o segmento AB ¢ composto por duas componentes, sendo
X,-X, noeixodosx,e y, —y, noeixodosy,ecomox,—x,= a e y,—y, =
b sdo nimeros reais, entao,

AB = (a.b)

_—

1

A direcao do segmento 4B é dada pela reta suporte que o contém, e o
seu sentido é de A para B.

O médulo de um segmento orientado é o seu comprimento ou a distan-
cia entre seus extremos, entéo:

|E|=x/<xz*xl)2+(%*)ﬁ)2 ou |ﬂ5’|=\/a2+b2_

Rtividades de avaliagdo

1. Dados os pontos A(4, - 3) e B(2 . 5), encontre o segmento orientado AB .

Solugao:

AB=B-A=(25)-4-3)=02-45-(-3) =(-238)

2. Determine a extremidade do segmento orientado @= (-1, 5) cuja origem
é oponto P4, 7).
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Solugao:

Suponha que a extremidade seja Q(x, y), e sabendo que FQ= Q-P=
C(L3)=xW-G7=xN=015+@7 =

xy) =312

Portanto , a extremidade sera Q(3, 12).

5. Razao de Sec¢ao

O conceito de ponto divisor de um segmento em uma razdo dada , ja conhe-
cemos quando estudamos pontos e segmentos sobre um eixo. Agora esten-
deremos esse conceito para segmentos no plano cartesiano, onde um seg-
mento de reta 4B é dividido por um ponto C numa razéor .

Tomemos entdo um segmento AB de extremidades A, v,) e
B(x; . vg) e umponto C(x., V). colinear com A e B, que divida o segmento

_A B ha razaor.

Assim, %ﬂ: AC=rCB C-A=rB-C) =

(Xc' yc) - (XA’ yA) = r[( XB' yB) - (Xc' yC)]

(Xc _XA' yc - yA) = r(XB -

(XC - XA' yC - yA) = (r (XB -

{xc—xfr(x,g—xc) R {

Ye = V4 :r(yB_yC)

{xc+r.xC:xA+r.xB
Yot rYe=y,T1rYyg
x.= Xt ey,

c

1+r
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Xe Vg - Vo)
Xc)' r(yB - yc)) =

Xo— X, =FXg—TXc

Ye =Y =1rYg—1Ye

xc(1+r):xA+r.xB
yc<1+r):y,4 +ryg

_ Y4 +r.yg
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Veja que todas aquelas observagdes feitas para ponto divisor, quando
estudamos na reta, sdo validas também aqui no plano.

O ponto divisor C é um ponto diferente de B, pois se C coincide com B
o segmento Cg do denominador seréa nulo, e néo existira a razéorr.

Se C for coincidente com o ponto A, teremos r = 0.

O Unico valor real que a razdo nao pode assumir é r = - 1, 0 que acar-
retaria a n&o existéncia do x., e do ..

Se r =1 o ponto divisor C ser4 o ponto médio do segmento 4B, onde
teremos

X, +x +
X, = A23 e yC:yAzyB

Para todo valor positivo de r, o ponto C sera um ponto interior ao seg-
mento 4B .

Se r é um numero negativo diferente de - 1, entdo o ponto C nao perten-
ce ao segmento 4B .

Rtividades de avaliagdo

1. Determine as coordenadas do ponto C que divide o segmento AB de
extremidades A(- 1, 2) e B(@3,-5)narazado - 2.
Solugao:
Como arazéo r e as coordenadas dos pontos extremos s&o dadas, entao
aplicamos direto

L X, T _ 1423 _-1-6 _
Xo BT =T = X E = X =7
Vo = LatrVs oy yo= 2HCDED oy =200 o yo=o12,

l+r 1+(=2) -1
Portanto, o ponto divisoré C(7,-12).

Esse exercicio pode ter uma outra solugéo, pois como r < 0, entdo o
ponto divisor C é exterior ao segmento 4B . Encontre essa outra solucao,
admitindo o ponto B como divisor do segmento 4¢ . (Veja exercicio 2 do
capitulo um. 6)
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2. Até que ponto o segmento de reta AB de extremos A(-2, 3) e B(0, 1) deve
ser prolongado no sentido de A para B para ter seu comprimento quadru-

plicado?
Solugao:
A solugao se resume em determinar um ponto C divisor do segmento
dadoemumarazéo r = - 4.
3
Assim, teremos:
—2+[—4].0 -2
xo=—x”‘+r'x5 = x,=_ U3 = x =T T x,
=6 I+ 4 —|=
<6 NE §
3
+ 3+[_:]'1 g
yC:yA Iy :}yC:—4 = yC=_1 = yC:_S
1+I" 1+[_] —5
3

Portanto, o ponto procurado &€ C(6, - 5).

Procure solucionar esse exercicio, admitindo que B é ponto divisor
do segmento 4C . (Volte a unidade 1. 6 e veja exemplo semelhante)

Sintese do capitulo

Neste segundo capitulo estudamos o plano como um conjunto de pontos, onde
usamos um sistema de coordenadas formado por dois eixos como referencial.
Esse sistema nos permitiu localizar pontos no plano, onde cada ponto passou a
ser identificado por um par ordenado de numeros reais (X , V).

Em seguida, todos aqueles conceitos que haviamos trabalhado na reta
orientada foram estudados no plano ou espaco bidimensional, onde devemos
destacar.

Distancia entre dois pontos:

d(A, B) = \/(xz —x )2 +(y2 _yl)z
Segmento orientado:

ZE:B'A = ZE: (Xz'yz)_(xl'yl)
TB: (Xz - Xl’ y2 - yl)
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Ponto divisor:

Se C é um ponto que divide um segmento 4B numa raz3o r, entio

EETRLE I y _Datr Vs

X
¢ 1+r ¢ 1+r

Rtividades de avaliagdo

1. Localize em um sistema de coordenadas os seguintes pontos: A(2, 5);
B(-1, 3), C4, -2), D(- 4, - 6), E(, 0);, FO, - 4), GG, - %)
e H(0.5;-4)5).

2. Desenhe um quadrado de centro na origem do sistema de coordenadas, 0s
lados paralelos aos eixos, com lados medindo 6 unidades. Quais as coorde-
nadas dos seus vértices? E as equagdes das retas que contém seus lados?

3. Desenhe um quadrado de centro na origem do sistema de coordenadas,
os vértices sobre os eixos coordenados, com cada diagonal medindo 8
unidades. Quais as coordenadas dos seus vértices?

4. Encontre as coordenadas do ponto A, simétrico de A(-2 , 5) com relagdo ao
eixo das abscissas.

5. Encontre as coordenadas do ponto B', simétrico de B(4, - 6) com relagao ao
eixo das ordenadas.

6. Encontre as coordenadas do ponto C’, simétrico de C(- 7, 3) com relagéo a
origem do sistema.

7. Sabendo que o ponto A(a, b) esta situado no quarto quadrante, em que
quadrantes est&o situados os pontos B(- a, b) e C(a, - b)?

8. Um tridngulo equildtero com lado medindo 10 unidades tem um vértice na
origem do sistema e um outro vértice sobre o eixo das abscissas. Determine
as coordenadas do terceiro vértice, sabendo que ele se encontra no se-
gundo quadrante.

9. Indique, fazendo um grafico para cada caso, as regides do plano indicadas
a sequir.

a) Rl ={xy)e R2/ x > -3}
b) R2 = {(x.y) e R2 / -4 <y < 2}
R ={xy) e RR/x>-3e-4<y<2
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dR4={(x,y)e R2/x> 0ey 2}
e) R5 = {(x,y) e R2/|x| < 3 e |y|< 4}

Obs.: Use reta continua para indicar que ela pertence a regido, e uma reta tra-
cejada para indicar que essa reta ndo pertence ao conjunto de pontos da regi&o.

10. Calcule a distancia entre os pontos A(-7,1) e B(2,-3).
11. Determine a dist&ncia desde a origem do sistema até o ponto P(- 4, 6).
12. Calcule o perimetro do tridangulo de vértices A(-1, 3); B0, -5) e C4, 2).

13. Sabendo que os pontos A(7, 5) e B(3, 2) s&o vértices consecutivos de um
quadrado, calcule seu perimetro e a medida de sua diagonal.

14. Sabendo que os pontos A(1, 3) e B(6, - 2) s&o as extremidades de uma
das diagonais de um quadrado, calcule a medida de seu lado e sua area.

15. Encontre um ponto que esta a 10 unidades da origem do sistema, cuja
ordenada é o dobro da abscissa.

16. Determine um ponto de ordenada 2, que esta a 5 unidades de distancia
do ponto A(O, - 1).

17. Determine um ponto sobre o eixo X, que seja equidistante de A(1,
-1)eB(@G, 7).

18. Encontre um ponto que pertence ao eixo v, cuja distancia ao ponto A(3, 0)
€ o dobro de sua distancia a origem.

19. Qual o ponto da bissetriz dos quadrantes impares que equidista dos pon-
tosA(7.0) e B(0, 1).

20. Quais os pontos da bissetriz dos quadrantes pares cuja distancia até a
origem & de 12 unidades?

21. Determine um ponto que pertenga a bissetriz dos quadrantes pares , e
forma com os pontos A0, 3) e B(3,0) um tridangulo equilatero. (Devem
aparecer duas possibilidades)

22. Encontre o ponto médio do segmento 4B em cada caso:
a) AG.7) e B(13)

b) AB.-5) e B2.-7)

c) AB,-1) e B(-2,6)

d) A4,-3) e B(-4,-3)

e) A(12,-9) e B(-5, 4)
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22. Sabendo que M( % , 1) é o ponto médio do segmento 45, determine o

pontoAseB(-3, 7).
2
23. Dados os pontos P(5, 6) e Q(10 ; ), até que ponto o segmento PQ deve

ser prolongado no sentido de P para Q de modo que seu comprimento
seja duplicado?
24. As diagonais de um paralelogramo ABCD se interceptam no pon-

to M(- 2, 4). Determine os vértices C e D, sabendo que A4, 1) e B
2, 3).

25. Determine a medida da mediana relativa ao vértice Ade um tridangulo ABC,
sabendo que A(5,-1); B(1,7) e C(- 3, 5).

26. Em um tridngulo ABC sao dados o vértice A(2, 1), M( 7 , 3) ponto médio
de 48 e N(4, —) ponto médio de AC . Determine o seu perlmetro

27. Determine o ponto P que divide o segmento de reta 4B de extremos (1,
1) e B(7, 15) narazéo 2.
5
28. Ao ser prolongado o segmento 4B no sentido de A(7, - 2) para

B(1. 1) até um ponto P, obtemos um segmento 4P =3.4B. Determine
2
o ponto P.
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Objetivos

Trabalhar com a reta no plano.

Conhecer as equacgdes de uma reta.
Calcular angulo entre duas retas.

Identificar a posi¢c&o de duas retas no plano.

Introdugao

Neste capitulo estudaremos a reta no plano, onde deduziremos equagdes para
uma reta no plano cartesiano, estudaremos propriedades especificas da reta,
como também estudaremos a posicao relativa de duas retas no plano cartesiano.

1. Inclinagao da Reta

Toda reta tem uma diregc&o e por isso, para conhecermos uma reta qualquer
no plano é necessario primeiro que saibamos determinar a sua dire¢do. Para
encontrar a diregcdo de uma reta, tomaremos o eixo x como referencial para
sua inclinagao, ou seja, a inclinagdo de uma reta r é dada pelo &ngulo que
essa reta forma com o lado positivo do eixo das abscissas, e 0.

Veja na figura:

AY 4y

A 4

Tomemos agora dois pontos distintos A(x1, y1) e B(x2, y2) no plano car-
tesiano, de modo que eles determinem uma reta r cujo angulo de inclinagao
seja .
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)
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A 4

A partir das coordenadas de A e de B, deveremos encontrar uma equa-
¢ao que identifique essa reta como um conjunto de pontos do plano, mas
primeiro temos que expressar numericamente a sua inclinagdo. Para isso, to-
memos a partir do ponto A, na figura, uma paralela ao eixo x que intercepte a
projecao de B em um ponto C, formando um triangulo ABC retangulo em C.
Sendo o lado 4C paralelo ao eixo x, entio o angulo BAC é congruente a, logo
concluimos que:

tga =tgBAC = tga=—5 = tga ==2—1,
AC X =X

Esse valor de tga encontrado em fungéo das coordenadas de A e de

B € uma constante que expressa a inclinacao da reta r, ja que esses pontos

sdo dados.

Para toda reta, essa constante nos indica a sua inclinagao e por isso
sera chamada de coeficiente angular da reta que representaremos por m=
Vo=N.

X, — X

Sobre o valor desse coeficiente angular que encontramos, é necessario
que fagamos as seguintes observagoes:

Se os pontos A e B tiverem abscissas iguais, ou seja x,=X,, entdox, —x, =
0 o que implica a ndo existéncia de m. Nesse caso, a reta sera da forma x = Kk,
com k constante, e sera paralela ao eixo y. (Caso ja estudado no capitulo dois)

Se A e B tiverem a mesma ordenada, ou seja y, = V,, entdo o numera-
dor da fracdo sera zero, portanto teremos m = 0.
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Nesse caso, teremos uma reta da forma y = k, paralela ao eixo x, caso
ja estudado no capitulo dois.

Se 0 &ngulo « de inclinag&o da reta é agudo, ou seja menor do que 90°
entdo sua tangente é positiva, 0 que implica dizer que m > 0, e dizemos que
areta r é crescente.

r crescente <& m>0

Sendo obtuso o angulo « , entdo sua tangente é negativa o que im-
plicaque m<0eareta r € dita decrescente.

r decrescente < m<0.

tividades de avaliagdo
1. Verifique se é crescente ou decrescente a reta r determinada pelos pontos
A(-1, 3)eB(1 - 3).
Solugao:
O sinal do coeficiente angular da reta é que indica seu crescimento, entao:
Ve — V4 —-3-3 -6

= = = = ___ = -
m X, —%, m () = m 5 = m 2

Portanto, como seu coeficiente angular é negativo, a reta r € decrescente.

2. Dados os pontos A(2, - 3) e B(- 1, a), determine os valores de a para que a
reta s determinada por A e B seja crescente.

Solugéo:
. , L . a —(—3)
Para que a reta s seja crescente € necessarioque m>0 = —_\ ~/

a—(-3) —1-2

>0 = >0 = a+3>0 = a>-3

Portanto, o valor da ordenada do pontoBéy = - 3.

Geometria Analitica I - 2013.indd 43 14/05/2019 13:25:47



S5 |CIAND MOURA CAIRLCANTE

2. Equacao Geral da Reta

Denominamos equagdo de uma reta a toda equagdo nas variaveis X e vy
que expressam uma condi¢do para que um ponto (X, y) do plano cartesiano
pertenca a reta.

Para obter a equagdo de uma reta r vamos partir do principio de que
para se ter uma reta € necessario que tenhamos um ponto por onde ela passe
e uma direcao definida.

Tomemos dois pontos A(x, , y,) € B(x,,y,) no plano, em que X, = X,.
Esses dois pontos definem uma reta r, cuja direcéo é dada pelo coeficiente
angular m. Se P(x, y) € um ponto qualquer sobre a reta r, entdo podemos
observar na figura que o angulo no tridngulo BPQ é o mesmo com o qual
definimos o coeficiente angular.

AY

¥

%

0

e

Dai, temos que tgoy = m =

Y=
X—Xx,

=m = y-y, = mX-x,)

Assim temos uma equacao para a reta r, pois somente os pontos de r
satisfazem a essa igualdade.

Essa equacéo é chamada de equacgéo geral da reta r, e ela é obtida
quando temos um ponto conhecido da reta e seu coeficiente angular.

A partir da equacao geral podemos chegar a outras formas de equacao
para uma reta.
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3. Outras Formas de Equag¢ao da Reta
3.1. Equagao Reduzida

Tomemos a equagéo geral da reta r , que passa pelo ponto P (X%, .V,)e tem
coeficiente angular m. Sabemos que as duas variaveis s&o x e y, sendo cons-
tantes as demais. Para obter a equagao reduzida de r basta isolar a variavel y
como uma fungéo da variavel x, e dessa forma temos:

V=V,= MX=X) = y=mx—mx,+y, = Y= mx+(y,—mx).

O termo entre parénteses é constante e podemos representa-lo por
n=y,—m.x,, € dessa maneira temos que:

y = mx+n

Nessa equacgao reduzida, aparecem dois coeficientes, onde m ja co-
nhecemos como o coeficiente angular da reta. O coeficiente n, que também é
uma constante, é chamado de coeficiente linear da reta, e seu valor indica a
ordenada do ponto em que essa reta corta o eixo das ordenadas, pois fazendo
x = 0 naequagdo, temosque vy = n.

Caso Particular:

3.2. Equacao Cartesiana Se n = 0. a equacéo
da reta serd da forma

Partindo da equagao geral podemos encontrar uma outra forma de equacao, y=m.x e essa reta passa

. . necessariamente na
que chamaremos de equacao cartesiana daretarr. . L
origem, poisy = 0

quando x = 0.

y_y(): m.(X—XO) = y_yo:u'(x_xo) =
X, — X,
(Xl_xo )y_ (Xl_xo )yo = (yl_yO )'X_ (yl_y() )'X()'
Passando todos os termos para um mesmo lado da igualdade, temos:

(yl_yo)'x_(xl_xo)'y+[(Xl_xo)-yo_(yl_yo)'xo] =0

Nessa igualdade temos que somente x e y (@ambos sem indices), sao
variaveis e todos os termos indexados s&o constantes, logo podemos fazer.

Vi= Vo = a-(x=%x)=b e (X =%)Y,—(y,=V¥,)%, = C.

Assim, teremos a seguinte forma para a equagéo cartesiana:
ax +by+c=0.
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Essa forma de equacao é a mais utilizada para a representacédo de uma
reta, e sobre ela podemos observar que:

® As constantes a e b devem ser sempre diferentes de zero, pois se isso hdo
acontecer recairemos nos casos particulares de retas paralelas aos eixos.

® A constante ¢, chamada de termo independente, pode ser igual zero e
quando isso acontece a reta passa pela origem, pois para x = 0 teremos
y = 0.

Passando dessa forma cartesiana para a forma reduzida, ou isolando a

variavel y, temos:

a.X+b.y+C=O = b.y:_alx+c = yz—ax+c N

b

y =-— X+

S| o

a
i

Assim, para uma equacao na forma cartesiana ax+by+c = Oem

que b==0, temos que seu coeficiente angular € dado por m = -a, e seu

coeficiente linear é n =< . b

b
3.3. Equacao Segmentaria

Essa forma de equacgao € a menos usada para representar uma reta, e ela é
deduzida a partir de dois pontos particulares da reta.

Sendo r uma reta ndo-paralela a qualquer dos eixos, entéo ela intercep-
ta esses eixos em dois pontos P(p, 0) e Q(0,gq)onde p = 0 e g = 0séo
chamados de interceptos da reta.

AY

Q0,9

P(p, 0)
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Substituindo cada um desses pontos na equacao cartesiana, percebe-
mos que:

eParaopontoP; ap+b0+c =0 = ap=-c = p=-%.

e ParaopontoQ: a0+bgq+c =0 = bg=-c = gq=-

@I(‘:Q

. C
Dos valores de p e g encontrados podemos isolar a=-£ e b=-%
que substituindo na equagéo cartesiana teremos: P 1

BN

ax+by+c=0= —£.x+[_£J.y+c =0 = -2x-£ y+c=0
p

A equacéo segmentaria é portanto a igualdade que relaciona as coor-
denadas dos pontos de uma reta, em fungdo dos seus interceptos.

Observe que nessa equacédo, quando x = p teremos y = 0, e que
x = 0Oquandoy = q.

4. Condicao de Alinhamento de Pontos

Dados trés pontos quaisquer, dizemos que eles estdo alinhados se perten-
cerem a uma mesma reta. Tomemos entéo os pontos A(x, , v,); B(X; . V) €
C(x; .Y,) no plano cartesiano, de modo que tenham abscissas distintas . Se
estiverem alinhados entéo eles podem dois a dois definir o coeficiente angular
da reta que os contém.

Assim teremos:

- Ye—)
m = Y — V4 e m = 2€ 4
Xp =Xy Xe =Xy

Y = Vu —
Igualando esses valores: = YTV =
X5~ X Xe =Xy

(yB_yA)'(XC_XA): (yc_yA)'(XB_XA) =

(yB_yA)'(XC_XA) - (yo_yA)'(XB_XA) =0
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A expressao do primeiro membro da igualdade pode ser vista como o
determinante de uma matriz quadrada de ordem dois, e assim concluimos
que os trés pontos A, B e C estdo alinhados sempre que

Xe =Xy Xp—X,

Ye—vi Yp—ya =0

Partindo desse resultado, podemos encontrar uma forma de recorrén-
cia que nos permitira, a partir do conhecimento de dois pontos, determinar a
equagao de uma reta.

Essa afirmagao se baseia no fato de dois pontos distintos A e B defini-
rem uma reta, e qualquer ponto P que pertenca a essa reta estara alinhado
comAeB.

Para que um ponto P(x, y) esteja alinhado com A(x, vy,) e
B(x; . y;) temos que

X —X, Xz—X,

y=y, vs—v,) =0

Portanto, conhecendo as coordenadas de dois pontos A e B, podemos
chegar a uma das formas de equacéo da reta por eles definida.

Rtividades de avaliagdo

1. Encontre as equagdes cartesiana e reduzida de reta r determinada pelos
pontos A(1, 2) e B(7, 6).

VVamos apresentar duas formas diferentes de se chegar a essas equa-
¢des, uma pela forma convencional partindo da equagéo geral, e outra usan-
do a forma de recorréncia.

Solugao 1:
Primeiro, conhecendo as coordenadas dos dois pontos, encontramos o co-
eficiente angular de r.

mzu = m:g = m=4 = m

Xg—X, 7—1

W
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Aplicando na equacéo geral:
y-y, = m(x-x,) = y-2 =§.(x—1) ~ 3(y=2)=2(x-1)
3y—-6 =2x-2 = 2Xx-3y-2+6=0 = 2x-3y+4 =0.

Para chegar a equacao reduzida, podemos partir da equagao geral, ou
usar a equacao cartesiana , simplesmente isolando a variavel v .

4
2x-3y+4 =0 = Jy = 2x+4 = y=§.x+§.
Soluc¢ao 2:

X T Xy Xp— Xy
Usando a forma de recorréncia: =0 =
Y=Yy Y — V4

x—1 7-1
y=2 6-2

‘=0 = (x=1).(6-2)-(y-2)(7-1)=0 =
4(x=1)=6(y—2)=0 = 4x—-4-6y+12=0 = 4x—6y+8=0

5. Posigao Relativa de Duas Retas

Para duas retas distintas no plano sé existem duas possibilidades para o posicio-
namento de uma com relacdo a outra; elas sdo paralelas ou sdo concorrentes.

1. Geometricamente, sabemos que, se duas retas r e s sdo paralelas entao
elas tém a mesma diregdo. Como analiticamente temos o coeficiente angu-
lar que indica a direcdo de uma reta qualquer, entdo podemos afirmar que
duas retas r e s sdo paralelas se, e somente se, seus coeficientes angulares
forem iguais.

rils < m =m=m.
Podemos assim observar que as equagdes reduzidas dessas duas re-
tas diferem apenas no coeficiente linear, ou seja:

ry=mx+nlesy=mx+n,
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Se as equagles cartesianas de duas retas paralelas séo r. a,.x + b,y
+c, =0 e s a,x+b,y+c, = 0,coma,b,a,b, = 0 entdo seus res-
pectivos coeficientes de x e de y sdo proporcionais, pois:

a
= - 9 = : =
' ° bl b2 aZ

& |

Observe que os dois termos independentes nao devem atender & mes-
ma raz&o, pois assim teremos as duas equagdes representando o0 mesmo
conjunto de pontos, sendo portanto a mesma reta.

Alguns autores chamam de coincidentes, duas retas tais que

4 b

a, b,

2. Se duas retas distintas no plano ndo séao paralelas, entdo elas sdo ditas
concorrentes, e nesse caso elas tém um ponto de interse¢do ou de concor-
réncia. Sendo esse caso a negagao do paralelismo, entdo podemos afirmar
que duas retas concorrentes tém coeficientes angulares diferentes, logo:

al bl
r e s concorrentes < — F .

a, b
Para se determinar o ponto de intersecdo de duas retas concorrentes,
basta encontrar a solugao do sistema composto pelas equagdes das duas,

que nesse caso sera dnica.

3. Podemos também analisar como um terceiro caso de posicionamento entre
duas retas, a situagcédo em que elas s&do concorrentes e perpendiculares, ou

seja, formam entre si um angulo reto.

AY

el 4
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Na figura, temos a situagdo em que consideramos duas retas r e s per-
pendiculares, tais que o >« .

VVemos que as duas retas formam com o eixo x, um tridngulo reténgulo,
onde « é um de seus angulos externos.

Entéo, temosque & =90°+a = tga = tg(90°+a) =

tgar = Sen(900 + Oé,) =~ 1tga,= sen90°.cos o, + sency,.cos 90°

=

cos(90° +a, ) c0s90°.cos o, — sen90’.sency,
tga, = l.cosa, +0.sena, ga,= cosqa,
0.cosa, —1.sena, —senq,
t t t 1
g «, =-cotga, ga, =-—.
S S thé, 1

Mas, tg as:ms e tg arzmr = ms =_;.

”

Assim, concluimos que, duas retas s&o perpendiculares quando o
coeficiente angular de uma for o inverso e simétrico do coeficiente angular
da outra.

6. Angulo entre duas retas

Sabemos que se duas retas sdo concorrentes, entdo elas formam dois pares
de angulos suplementares. Suponhamos que duas retas re s com coeficien-
tes angulares mr e ms sejam concorrentes, formando um angulo agudo ¢,
conforme indicamos na figura.

ol Z
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Como «, € angulo externo do tridngulo, entdo a, =0+q,

1ga —1go m,—m,

_ ) = -2 s o r = =
tg =19 (a,-a,) 90 1+1go, 1ga, 9

1+m.m,

Analisando esse resultado, verificamos que , como o angulo§ é agudo,
entdo sua tangente é positiva, e seria negativa se considerassemos um an-
gulo obtuso. Para que tenhamos a certeza de que o angulo # seja agudo, e
consequentemente sua tangente € positiva, devemos ter.

tgé Mmoo f = arctg m,—m,
14+m m, 14+m m,

fitividades de avaliagdo

1. Determine a medida do angulo agudo compreendido pelas retas r. 3x — 2y
-4 =0es4x+y-5=0.

Solugao:

Primeiro encontramos os coeficientes angulares das duas retas.

3 4
m =-— = m:g e ms =- — = m:_4.
r _2 r 2 1 A
_ 4 3
Entdo: tgg = ["" | = tgo=| ~4-
14+m_m, —=
1+(—4).=
(~4)
-1
9o=1_2 | = tgf = n = 9 = arctg 1y
-5 10 10

7. Distancia de Um Ponto a Uma Reta

Sejarax + by +c = 0,coma,b = 0, umaretae P(xp, yp) um ponto fora dela.

Para determinar a distancia do ponto P a reta r, tomemos a reta s que
passa por P perpendicular ar, tendo o ponto Q(x, y) como interse¢ao entre elas.
Adistancia de P até r, € a mesma distancia de P até Q, ou seja, d(P, r) = d(P. Q).

- . ~ a b
Como r n&o é paralela a nenhum dos eixos, entdo m, :_Z = m=—.
a
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Se areta s passa por P, entdo sua equacéo sera (v - yp) = (X - xp):>
-bx + ay + bx - ay, = 0.

Sendo Q(X, y) o ponto de intersecdo das retas r e s, suas coordenadas
serdo a solucio do sistema:

ax+by+c=0
—bx+ay+bx,—ay,=0

—ac+ b(bxp — ayp)
a’ +b’

Resolvendo esse sistema, encontramos x = e

- —bc—a (bxpayp)
a’+b’

y

Portanto, sendo d(P.r) = d(P, Q) =

Na deducéo da férmula

para calcular a distancia

dP.n = \/<x—xp)2+(y—y,,) = de um ponto a uma reta,

omitimos alguns detalhes

de célculo. Refaga passo a
passo essa dedugcéo, como

2 exercicio.

fbcfa<bxp fayp> =

&+ b —p

2

dP.n= —ac—i—b(bxp —ayp)

a2 +b2 P

2
dP.r) = \/("xﬁbyﬁc) =
a’ +b’

lax, +by, +c|

Nat +b°

dP.n =
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Sintese da Parte 3

No terceiro capitulo ja sabiamos localizar pontos no plano cartesiano, e pas-
samos a localizar e identificar a reta como o primeiro conjunto de pontos do
plano definido através de uma propriedade.

Sobre a reta estudamos inicialmente como obter sua inclinacio, deter-
minando o seu coeficiente angular, para em seguida deduzir algumas formas
de equacao:

- Equacdo geral: y -y, = m.(x—x,)

« Equacéo cartesiana;ax + by + ¢ = 0.

« Equagdo reduziday = mx+n

« Equacéao segmentaria:

Rtividades de avaliagdo

1. Encontre a equagao cartesiana da reta definida pelos seguintes pares de
pontos:

a)A(-3.1) e B2. 4
b) AG.-1) e B(O, 2)
c) A(1.-3) e B4, 1)
d) A(3,-5) e B(3.2)
e) A-3,-2) e B(4,-2)
2. Dados os pontos A(- 1, 2) e B(2, 5).

a) Determine as equagdes cartesiana e reduzida da reta r por eles
definida.

b) Verifique quais dos pontos seguintes pertencemar.M(2, 1); N, 1);
P(-4,-1), 02, 4);, RG5,-1) e S(1, 4).

c) Encontre seus interceptos e determine sua equagéo segmentaria.
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3. Se os eixos coordenados s&o duas retas no plano cartesiano, quais sao as
equacodes dessas duas retas?

4. \lerifigue que o conjunto de todos os pontos da forma P(4t + 2, - 5t + 3),
onde t € um nimero real, sdo colineares e determine a equacao carte-
siana da reta que os contém.

5. Encontre a equacgao cartesiana da reta que:
a) passa pelopontoA(1,-3)etem m = - 1.
b) passa pelo ponto B(0, 2) e tem m = %
C) passapeloponto C(-2,4) etem m = 3.
. 3
d) passanaorigemetem m = - =,
€) passa peloponto D(1,-2) e tem m = 0.

6. Determine os interceptos da reta r que passa pelos pontos A(2, - 1)
e B(1,5).

7.Paraque valoresde m areta (m*—4)x +3y - 5 = 0 é paralela ao eixo x?
8.Dadaaretar. kx+ (k+ 1y + (k+2) = 0, determine o valor de k para que:
a) aretar seja paralela ao eixo x.
b) aretar seja paralela ao eixo y.
c) aretar passe pela origem.
d) aretas r passe no ponto (2, 3).

9. Determine os valores de a e b para que os pontos A(a, a+ 1) e B(b, 2b)
pertengamareta . 3x - 4y + 10 = 0.

10. Encontre o valor de k para que a reta determinada por A(1, 1) e B(k + 1,
2k) tenha um &ngulo de inclinag&o de 60° com o eixo x.

11. Coloque as seguintes retas na forma reduzida, e determine seus coefi-
cientes angular e linear.

a)2x+4y-7=0
b)3x -9y +5=0

c)2x +4y-3=0
3 s

dx-» =1
3

5
12. Encontre a equagédo cartesiana da reta s que passa por P(- 1, 3)
paralela a retar de equagdo x - 3y +6 = 0.
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13. Verifique se sao paralelas ou concorrentes as seguintes retas.
a)3x-y+6=0 e Xx-3y-7=0
b)y3x +5y-8=0 e 2X+4y-9=0
C)4x +6y-12=0 e 2x+3y-18=0
db5x-7y-3=0 e b5x-Uy+13=0

14. Determine o valorde a paraqueasretas(@+ 1)x +2y—3 = 0 e 3x-y
-1 = 0 sejam paralelas.

15. Encontre o valor de k de modo que a reta que passa por A(3, 1)
e B(2 3) sejaparalelaa r. 2x + ky + 5 = 0.

16. Encontre a equacao segmentéria da reta que passa por P(1, 1) e é pa-
ralela aretar.y = 6x - 1.

17. Paraque valoresde k asretas rr x - ky - k» =0 e s: 3x + 2y - 2k
= 0 sao perpendiculares?

18. Determine a equagao da reta que passa por P(3, - 2) e é perpendicular
ay = 2x- 4.

19. Encontre a equagao da reta que passa por P(- 1, - 2) e que é perpendi-
cular a reta cujos interceptos sédo p = 2 e g = 3.

20. Calcule o angulo agudo formado por cada um dos pares de retas:
ar2x+y-3=0 e s$3x-y+4=0
b)rfzx-3y+5=0 e s f3zx-y=0
ory=x-3 e sy =2x + 1

21. Calcule as medidas dos Angulos internos do triangulo cujos vértices sdo
os pontos A(0, 2); B({/3.5) e C(0, 6).

22. Dados os pontos A(1, 0); B(4, 1) e C(4, n), determine o valor de n para
que o &ngulo do vértice A desse triangulo seja de 45°.

23. Determine a distancia entre o ponto P e a reta r, sabendo que:
a)PB.1) e r3x-4+5=0
b) P2,-2) e r3x-2y+1=0
c)P@,7) e r:5x+2y-3=0
dP-13)e r: 6x-y+2=0

24. Calcule a medida da altura relativa ao vértice A no tridangulo ABC,
sabendo que A(1, 2); B(3,-1) e C(-4, 1).
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Objetivos:

e Reconhecer a equagéo de uma circunferéncia, e identificar seu centro
e raio.

¢ Reconhecer a equagao de um elipse, e identificar seus elementos.
e Reconhecer a equagao de uma hipérbole, e identificar seus elementos.

¢ Reconhecer a equagao de uma parabola, e identificar seus elementos.
Introducao

Neste capitulo, apresentamos algumas curvas no plano que chamamos de
cbnicas. Essas curvas s&o a circunferéncia, a elipse, a hipérbole e a para-
bola, que sdo assim chamadas porque geometricamente podem ser obtidas
por cortes com um plano em uma superficie conica. Todas essas curvas tém
propriedades geométricas, que nos permitem chegar a uma equagéo ana-
litica, que deduziremos e estudaremos suas propriedades nesta unidade.

1. Circunferéncia

Definicdo: Dados um ponto C no plano € um nimero real positivo r, definimos
a circunferéncia centrada em C e raio r como o conjunto de todos os pontos P
pertencentes ao plano, tais que a sua distancia até C seja constante e igual a
r. O ponto fixo C é o centro e r é o raio da circunferéncia.

Para chegar a uma equagéao da circunferéncia, tomemos como centro
um ponto fixo C(m, n), e suponhamos que P(x,y )seja um ponto qualquer
no plano.

Pela definicéo, se P pertencer a circunferéncia, entdo sua distancia até
C éigual ar, logo:

dP.C)=r & Jlx—m) +(y—n) =1 & (x-mP+(y-np=r.
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v

Partindo dessa equagéo, observamos que:

* Se tomarmos a origem O(0, 0) como centro, entdo m = n = Oete-
remos a equagao x?+y? = r?, que dizemos ser centrada na origem.

» O ponto C nao pertence a circunferéncia, servindo apenas como refe-
réncia para sua localizagao no plano.

* O valor de r é positivo por ser uma medida, mas se admitirmos
r=0 teremos que x=m e y=n, e a circunferéncia se resumira a seu
centro.

» Duas ou mais circunferéncias podem ter o mesmo centro e raios dis-
tintos, e nesse caso dizemos que elas sao concéntricas.

e Se para um ponto P pertencer a circunferéncia, devemos ter
d(P, C) = r,entdo um ponto Q serainterioraelaquando d(Q.C) <,
sera exterior se d(Q,C) > r.

Uma equagédo da forma (x - m)*> + (v - n)*> = k, com k constante
representa:

Toda equacéo a duas * Uma circunferéncia sempre que k > 0.
variaveis, da forma ax2 +
by2 + cx + dy + e =
0 pode representar uma * O conjunto vazio se k< 0.
circunferéncia, se a = b.

e Um ponto quando k = 0.
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1. Encontre a equagéo da circunferéncia cujo centro € o ponto C(- 3, 2) e
tem raio 5.

Solugao:

Como ja conhecemos as coordenadas do centro e a medida de r, subs-
tituimos esses valores na equagéo geral obtendo (x + 3)? + (v — 2)?
=52(xx+3y+({y—-2¢ = 25.

2. \lerifique que a equacdo x? +y?—2x—8y—19 = 0 é de uma circunferén-
cia, e determine seu centro e seu raio.

Solugao:

Para verificar que a equacao é de circunferéncia, devemos completar os
quadrados em x e y para chegar a equagao geral, e dai identificaremos
Seu centro e raio.

X2+y2—2x—8y—19= 0 = x2—=2x+1+y?-8y+16=19+1+16 =
(x—-1y+(y -4y = 62.

Assim, concluimos que a equacao é de uma circunferéncia e que seu
raio mede 6 unidades, e seu centro esta no ponto C(1, 4).

2. Elipse

Definicéo: Sejam F, e F, dois pontos fixos no plano, de modo que a distancia
entre eles seja 2c, onde ¢ € uma constante positiva. Definimos uma elipse de
focos F, e F,como o conjunto formado pelos pontos P do plano, tais que a
soma das distancias de P a F, e a F, seja constante e igual a 2a, com a > c.
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Para chegar a uma equacgé&o para a elipse, tomemos como focos F.(c, 0)
e F,(- ¢, 0) dois pontos sobre o eixo x, simétricos com relag&o a origem.
Se um ponto P(x, y) pertence a elipse, entdo temos que:

dP.F) + dP.F) = 2a &
Jo—e +(r=0 + J(x+¢) +(y—0) =2a ©

\/x2—2cx+c2+y2 = 2a - \/JCZ—ZC)H—cz—{-y2 <

-+

X2-20x+CZ+yz=4a2-4a\/x2—2cx+c2-i-y2 x4+ 2y

4a\/xz+2cx+cz+y2 = 422 + 4cx &

a2+ 4y = alt xS

a2 (x* + 2cx + c? +y?) = (a? + cx)? =

a2 + 2alcx + alc? +ady? = at+2a%x+ e
a2 +alc? +a?y? = at+ ¢ P
a?x2 — o2 + azyz = g% —32c? =

@ —-c)x* + a?y? = a?2(a’-c?).

Fazendo a2 - c? = b?, temos que:

b?x? + a?y? = a?b? e dividindo toda a igualdade por a?b? resulta em:
2 2
x_2+y_2 = 1que éaequacdo da elipse.
b
Para deduzir a equacao dessa elipse, tomamos os dois focos sobre o
eixo X, simétricos com relagéo a origem. Entado, observando a figura podemos
fazer algumas consideragoes:

-A(-a, 0)

“E (-b, 0)

Geometria Analitica I - 2013.indd 64 14/05/2019 13:26:20



Geometria Analitica |

Fazendo y = 0 naequagdo, teremos X = -a ou X = a, 0 que garan-
te que os pontos -A-a, 0) e A(a, 0) pertencem a elipse e que o segmento
m mede 2a, sendo chamado de eixo maior ou principal da elipse.

Fazendo x = 0 na equagéo, teremos y = -bouy = b, logo os pon-
tos B(0, - b) pertencem a elipse, sendo (—B)B = 2b o eixo menor, pois b < a.

Adistancia entre F, e F, mede 2c e € chamada de disténcia focal.

A elipse é simétrica com relagdo a cada um dos seus eixos, € como as
distancias de B a F, e F, s&o iguais, entao elas ttm medida a, dai a relagéo
a?—c? = b2

Os dois focos F, e F, pertencem ao eixo maior, mas ndo pertencem a
elipse. A origem do sistema é a intersecéo e ponto médio dos dois eixos, por
isso &€ chamada de centro da elipse.

Agora vejamos 0 que muda, caso os focos sejam tomados sobre o
eixoy . Sendo F,(0,-c) e F,(0, c). Apartir da definicio, obtém-se a seguinte
equacao:

2

dP.F)+d(P.F) =2a \/(x—0)2+(y+c)2 + \/(x—O)z—l—(y—c)
=2a

Com o mesmo raciocinio da primeira dedugéo, chegamos a equagao
x2
b_2 +

QN|‘<N

Toda elipse com essa forma de equagdo tem os eixos invertidos com
relagéo as anteriores, e para saber a que tipo pertence uma equagédo dada,
basta lembrar que a >b.

Deixamos para o leitor, analisar o que muda nas observagdes feitas no

caso anterior. Uma equagéo da forma

ax’+ by*+cx+dy+e=0¢
do género elipse, sea e b
forem diferentes, mas com
mesmo sinal .

Rtividades de avaliago

1. Encontre a equacgéo da elipse centrada na origem, eixo principal sobre
0 eixo y, cujo eixo maior mede 10 unidades e a distancia focal é de 8
unidades.
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Solugao:

Pelos dados fornecidos, verificamos que:

Eixo maior igual a 10 = 22=10 = a = 5.
Disténcia focalde 8 unidades = 2c =8 = c = 4.

Como sabemos que a*=b?+c? entdo b? =a? - ¢? = b? =52 -4? =
b?=25-16 = b2=9 = b-=3.

2 2

Sendo o eixo principal vertical, a equacao dessa elipse sera % +y—2 =1
a

2 2
= x__|_y_:1 = x_|_y_:1_

2
P s 9 25
2. Mostre que aequacao 4x2 + 9y2- 36 = 0 é de uma elipse , e determine
as medidas do eixo maior e do eixo menor, e a distancia focal.
Solugao:

Para mostrar que a equagédo € de uma elipse, devemos coloca-la na
forma padréo.

4 + 9y? - 36=0 = 4x* + 9y? =36.

Dividindo essa equagéo por 36, teremos:

=1 = —+t—=1 =
36 36 9 4 b=2

4 2 9 2 xz 2 a:3
A A Y
Sendo a? = b? + c2, entdo 9=4-c2 = c2=5 = c =.5.

Portanto, temos que o eixo maior mede 2a = 6, 0 eixo menor mede 2b
= 4 e a distancia focal éde 2./5 .

3. Hipérbole

Definicdo: Dados dois pontos fixos F, e F, e um ndmero real positivo a, defi-
nimos uma hipérbole com focos F, e F,, como o conjunto de todos os pontos
P do plano, tais que o médulo da diferen¢a de suas distancias a esses dois
pontos é constante e igual a 2a.

Para deduzir a equagéo da hipérbole, tomemos como focos F.(-c,0) e
F,(c. 0), e sendo P(x, y) um ponto qualquer sobre a hipérbole, entéo:
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|d(P.F,) - d(P.F,)=2a < d(P.F,)-d(P.F,)=2a <

Jate (=07 - Jx—cf +(y—0) =*2a &

Vte) 37 = Jlv—ef +y? 222 €

2
X2 + 2oX+C2+y2= x2- 2ox+ C2+ V2 + day(x—c) +)’ + 422 <

P e ox-atzra J(x—c)+) o

2
4ex - 4a% = 4ay(x—c) 4y
cX? - 2a%cx + a* = a¥x? - 2a%kx + ac? + a?y? &

cxX? - ax? - ay? = ac? - &t &

(Cz _ az) X2 - a?y? 32 (02 _ aZ)

Fazendoc? - a> = b? temos que b®x? - a?y? = a?b? que dividindo por
azb2 resulta em:

2

=

y

2
JEEY =1 que é a equagzo da hipérbole.

Nl

Sobre essa hipérbole, que tem o eixo focal ou principal sobre o eixo X,
afirmamos que:

* Os dois focos séo simétricos com relagdo a origem, que € o seu
centro.

* Ospontos -A(-a, 0) e A(a, 0) sdo as intersegdes da hipérbole com
seu eixo principal, e sdo chamados de vértices .

» Essa hipérbole estd definida apenas nos pontos P(x, y) tais que
X< -aou xa.

» Toda hipérbole & simétrica com relagdo ao seu eixo principal, como
também com relag&o a um eixo imaginario que passa pelo seu cen-
tro perpendicular ao eixo principal.

* Toda hipérbole tem duas assintotas, que s&o retas para as quais a
curva se aproxima mas nao chega a toca-las, e que passam pelo
seu centro e tém equacgdes y=+ b x.

a
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A deducéo das equagdes
das assintotas da
hipérbole, necessita de
uma ferramenta do Célculo
Diferencial, que € o limite,
e por isso omitimos essa
deducéo.
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A0 L Awo)

Da mesma forma que, como fizemos na deducéo da equacao da elipse,
se tomarmos os dois focos sobre o eixo y, teremos uma equacéo diferente na
hipérbole:

2

X

)

Rtividades de avaliagdo

1. Sabendo que uma hipérbole com centro na origem tem um dos focos em
(6, 0) e um de seus vértices é o ponto (2, 0), encontre sua equagéo e as
equacgdes de suas assintotas.

Solugao:

Pelos dois pontos dados, € facil perceber que o eixo principal dessa hi-
pérbole é oeixodosx,eque a = 2 e c = 6.

Como b? =c?-a% entio b?’=62 - 22 = b’=6-4 = b?= 32
e b=32 ou b=42.
2

2 2
Entio, sendoaequacidodahipérbole * Y 1 = X~ _Y _4
quag P PR 4 32 =

2. \erifique que a equacéo x? - y?> =4 é de uma hipérbole centrada na ori-
gem, e que suas assintotas s&o as bissetrizes dos quadrantes .
Solucao:

Para verificar se a equagéo dada é de hipérbole, devemos leva-la para a
forma padréo, onde dividindo por 4 aequagdo x? - y> = 4

resulta, que é uma hipérbole onde a> = b? =4 e a=b = 2
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Suas assintotas ttmequagdes y =+ b x = y=+x = y =+ x.

Portanto, y = - x bissetriz dos quadranteg pares ey = X bissetriz dos qua-
drantes impares sao as duas assintotas.

4. Parabola

Dados um ponto F e uma reta d, definimos uma parabola com foco em F,
como o conjunto de todos os pontos P do plano tais que sua distancia até F é
igual a sua distancia até d. A reta d € chamada diretriz da parébola.

A partir da definicdo podemos deduzir uma equagao para a parabola, e
para isso, tomemos para foco o ponto F(0, p)e areta y = - p como diretriz,
onde p > 0.

ay

Se P(x, y) € um ponto qualquer da parabola, entdo d(P , F)=d(P ., d) &

a0 +(y=p) =y +p & X+ (y-p¥=(y*+p¥ &
X! kyi-2py + p? = yiH2py+pt o P = 4py & y=4L X2
p

Toda parabola tem um conjunto de elementos, que caracterizam a cur-
va, e que identificamos na figura.

* Foco - éoponto F(O, p) que juntamente com a diretriz definem a
parabola, e que neste caso esta sobre o eixo y.

 Diretriz - é a reta que juntamente com o foco definem a parabola, e
gue neste caso tem equacadoy = - p, por ser paralela ao eixo Xx.

» Eixo de Simetria - € a reta que contém o foco, e é perpendicular a
diretriz, e que neste caso é o eixo y. Toda parabola é simétrica com
relacdo a esse eixo.
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Uma equagéo polinomial a
duas variaveis , com uma
delas tendo expoente um e
a outra com expoente dois,
representa uma parabola
no plano cartesiano .
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» Veértice - é o ponto de intersec&o da parabola com seu eixo de sime-
tria, que neste caso é a origem do sistema.

» Parametro - € a constante p que foi definida como ordenada do foco.
Para essa parabola cuja equagcado encontramos, tomamos p > 0, e
por isso o foco ficou localizado no eixo y positivo, e a diretriz de equa-
¢do y =-p éumaretalocaliza nos quadrantes inferiores, e como con-
sequéncia, a parabola tem concavidade voltada para cima . Se o valor
do parametro p for negativo, invertem-se as posigoes do foco e diretriz,

e por consequéncia a parabola passa a ter concavidade para baixo.

Podemos também obter uma outra equacao para a parabola, se tomar-
mos um foco F e a reta diretriz sendo paralela ao eixo y. Assim podemos tomar
F(p.0 eareta x = - p como diretriz. Com célculo semelhante ao usado no
caso anterior, chegamos a equagao:

x = L V2.
4p
Essa é portanto a equagéo de uma parabola com vértice na origem,

eixo de simetria coincidente com o eixo X, e que tera a concavidade voltada
para a direitase p > 0, e para a esquerda quando p < 0.

Rtividades de avaliagdo

1. Encontre a equagao da parabola com vértice na origem, cujo foco é o
ponto (0, 3).

Solugao:

Se o vértice estd na origem e o foco sobre o eixo y, entdo a parabola tem

~ 1 .
equacéo daforma y =4— X2, onde ovalor de pé a ordenada do foco,
p

logo temos que y =1 e = y = ixz.
4.3 12

2. Sabendo que a equagéo 20x = - y? é de uma parabola com vértice na
origem, determine seu foco e sua diretriz.

Geometria Analitica I - 2013.indd 70 14/05/2019 13:26:35



Solugao:

Geometria Analitica |

Primeiro coloquemos a equacao na forma padrao

1
4.(-5)

_ 1 » — 2
X=—-y2 = X =
20 y y

Assim percebemos que essa parabola tem eixo de simetria coincidente
com o eixo X, e que seu pardmetro tem valor p=-5, logo seu foco é o

ponto F(- 5, 0).

Se o parametro é negativo, sabemos que essa parabola tem a concavi-
dade voltada para a esquerda, e a equacgao de sua diretriz € x = - p, logo
X=(5) ou x=5.

Neste capitulo estudamos as curvas denominadas cdnicas e apredemos a

reconhecer as suas equagoes:

Circunferéncia: (x—m Y+ (y—-n) = r%

-, 2 2
Hipérbole: x_z _Y

a v
yZ x2
P
) 1
Pardbola: y=-— x?
4p
x =1y
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Com o eixo maior sobre o eixo dos x

Com o eixo maior sobre o eixo dos y

Com o eixo focal sobre o eixo dos x

Com o eixo focal sobre o eixo dos y

Com o eixo focal sobre o eixo dos y

Com o eixo focal sobre o eixo dos x

14/05/2019 13:26:38



72 |UCIAND MOURA CAVRLCANTE

Rtividades de avaliagdo

1. Escreva a equagéo da circunferéncia de centro C e raio r em cada caso:
a) C(3,5) e r=4
b) C(-1.6) e r=5
c)C@4,-2) e r=42
d) C(-7,-5 e r=m.
2. Dé o centro e o raio de cada circunferéncia:
a)(x -1+ (y-3r=16
b) x + 5% + (v - 6 = 12
Q)+ Y+y+7¢=5
d x+7)+-2)y=28
3

3. Verifique se cada uma das equagdes abaixo representa circunferéncia,
e em caso afirmativo determine seu centro e raio:

a) xX) +y?-12x-10y-25=0
b) X2 +y?-4x+3=0

C) 2x* + 2y -6x -4y -3 =0
d 2x2 + 2y? -6x - 12y + 23 =0
e) 4x? + 4y? - 4x = 1
Hx-y-2x=1

g) 42+ y? + 2x - 4y = 12

4. Encontre a equacao da elipse com focos em (- 6, 0) e (6, 0)
cujo eixo maior mede 20 unidades.

5. Encontre a equagéo da elipse com focos em (- 4, 0) e (4, 0) cujo eixo
menor mede 6 unidades.

6. Determine a equacao de uma elipse cujos focos sdo os pontos (0, - 3)
e (0, 3) e tem eixo maior medindo 8 unidades.

7. Calcule a distancia focal de cada uma das elipses:
2 2
a) 142
25 9
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b)x?+4y? = 16
c) 25x% + 9y? = 900
d)3x? + 7y? = 21
8. Encontre a equagao da hipérbole em cada caso:
a) Comfocosem (-5,0) e (5,0) tendo 2a = 6.
b) Com focosem (0,-2) e (0,2) de modoque a = b.

c) Com eixo real sobre o eixo y, centro na origem, distancia focal medindo
8 unidades e distancia entre os vértices medindo 4 unidades.

9. Dada a hipérbole de equagéo x? - 15y = 60, encontre a medida de sua
distancia focal e as equacgdes de suas assintotas.

10. Encontre as coordenadas dos focos e as equacdes das duas assintotas
da hipérbole -4x? +y? - 4 = 0.

11. Encontre a equagao da parabola em cada caso:
a) Com foco em (0, 5) e vértice na origem.
b) Comdiretriz y = -4 e vértice na origem.

¢) Com vértice na origem, pardmetro p = - 3, tendo o eixo x como eixo
de simetria.

d) Com foco em (- 2, 0) e diretriz x = 2.

12. Em cada uma das equagdes abaixo, que representam parabolas, deter-
mine o parametro, o foco e a equagao da diretriz

a)y = x2.

b)dy + x2 = 0
c) 16x = y2.
d)24x + y2 = 0

13. Identifique o género de cénica a que pertence cada uma das equagdes
abaixo . Apos a identificagao, determine seus elementos:

a) 16x? + 25y? = 400
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Objetivos:

® Conhecer o espago R®.

e Calcular distancia entre dois pontos no R3.
e Ter conhecimento sobre vetores.

® Aprender a operar com vetores.

Introducao

Até agora estudamos a reta orientada que é o espago unidimensional, e o
plano cartesiano que é o espaco bidimensional.

Neste capitulo trabalharemos no espaco tridimensional, que € o espaco
fisico a trés dimensdes, onde tomaremos como referencial um sistema de
coordenadas compreendido por trés eixos reais mutuamente perpendiculares
em suas origens, que denominaremos eixo X, eixoy € eixo z.

1. O Espac¢o Tridimensional

Como ja dissemos, o sistema de coordenadas tridimensional ou R’ é compos-
to por trés eixos, que determinam trés planos dois a dois perpendiculares que
se interceptam na origem do sistema, chamados de planos coordenados, que
serdo denominados plano xy, plano xz e plano yz.

AZ

z>0 T

A 4

x>0

+ z<0
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Todo ponto P no R’ é representado por uma tripla ordenada (x, y, z) de
ndmeros reais onde cada um deles é a projegéo vertical do ponto sobre os
respectivos eixos.

Tomemos como exemplo um ponto A(a, b, c)onde x = a é asua abs-
cissa, y = béasuaordenada e z = c é asuacota.

O ponto B(a, b, 0) é sua projegéo no plano xy; o ponto C(0, b, ¢) é sua
projecéo no plano yz e o ponto D(a, 0, ¢) é sua proje¢ao no plano xz.

C

| G(0,0,0) C(a,b,c)
D(a, 0,c) i A(a,b ¢
iomqm b
D e ————>
’ F (0, b, 0) y
E (a, 0, 0) B(a, b, 0)

Com base na figura temos que:
®A(a, b,c) éumpontodo Rcoma>0,b>0e c>0.

® B(a, b, 0) é um ponto do plano xy, pois z = 0.
® C(0, b, c) é um ponto do plano yz, pois x = 0.
0.
®E(@,0,0) éumpontodoeixo x,pois y = z = 0.

e D(a, 0, c) é um ponto do plano xz, pois v

e F(0, b, 0) éum pontodoeixo y, pois x = z = 0.
®© G(0,0,c) éumpontodoeixo z pois x =y = 0.
® O(0, 0, 0) é a origem do sistema tridimensional.

Os trés planos coordenados dividem o espago em oito regides bem de-
finidas as quais chamamos de octantes, de modo que todo ponto P(x, vy, z)
com coordenadas diferentes de zero, pertence a um deles. Por convencgéao, os
octantes sao caracterizados da seguinte forma:

e 1%°octante - x>0, y>0; z>0.
® 2%°octante - x<0; y>0;, z>0.
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e I octante - x<0; y<0; z>0.
e 4%¢octante - x>0; y<0; z>0.
e5%octante - x>0; y>0; z<0.
® 6’ octante - x<0; y>0;, z<0.
e 7%octante - x<0; y<0; z<0.
e8%octante - x>0; y<0; z<0.

Como exemplo, vejamos os seguintes pontos:
P (35 2 pertence ao primeiro octante, pois 3>0; 5>0 e 2>0.
©*Q(-1,4,7) pertence ao segundo octante
®*R (4, -2, -3) pertence ao oitavo octante
® S (-6,-3,2) pertence ao terceiro octante e
e T (-1, -4,-8) pertence ao sétimo octante .

2. Distancia Entre Dois Pontos

Quando estudamos o plano cartesiano, vimos como determinar a distancia
entre dois pontos quaisquer A e B. Aqui no espago R’, a forma de célculo é
a mesma que usamos no R?, com a diferenca de trabalharmos com triplas
ordenadas na representagao dos pontos, em vez de pares ordenados.

Assim, se temos dois pontos distintos A(x,, v,. z,) € B(x,, v,, Z,) perten-
centes a0 R’, a distancia entre eles é a medida do segmento de reta, que é
representada por

2 2 2
d(A.B) = (x—x) +(—n) +(z =)
Verifique que a forma de célculo é a mesma que conhecemos no R?,

a diferenga é que agora estamos em um espago de dimenséo trés, e por isso A medida de um segmento

as trés componentes. de reta, é a distancia entre
seus extremos
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Rtividades de avaliagdo

1. Calcular a medida do segmento de reta, sabendo que seus extremos sao
os pontosA(- 3, 2,-1) e B(1,-3,0).

Solugao:

A solugao, que é o célculo da medida do segmento de reta AB, é uma
simples aplicac&o da férmula basica de distancia entre dois pontos;

dA.B) = J(x,—x) +(m—n) +(z—-z) =
AA.8) = (1-(-3) +(3-2 +(o- (1) 7

dAB) = e (Csper =
dA.B) = |16+25+1 =
dA B) = 42.

3. Razao de Sec¢ao

Aidéia de ponto divisor de um segmento de reta estudada no plano cartesiano,
pode ser também estendida para o espaco R’, ou para qualquer outro espaco
de dimensao superior, 0 que varia de espago a espago, é apenas a dimensao.
Tomemos entao dois pontos distintos A(x,. y,. z,) € B(x,.y,.z,) no R’ Se
um ponto C(x_, y_, z ) R"é um ponto que divide o segmento de reta AB emuma
razéo r, entdo sabemos que 4 =T. € que sob essas condigdes temos que:

CB
_ Xty _Ntry ez = zl—|—r.zz'
¢ I+r ¢ 14+r ¢ 1+r

Todas as propriedades verificadas para um ponto divisor no R2, séo
também propriedades vélidas para um ponto divisor no espago tridimensional.

1. Se C é um ponto divisor do segmento de reta 4B, entdo ele & colinear com
esse segmento.

2. O ponto divisor C é diferente do ponto B.
3. Se o ponto C for coincidente com o ponto A, entio a razao de secgao sera zero.
4. Se arazdor > 0, entdo o ponto divisor C sera interior ao segmento 4p.

5. Arazao de seccdo r é diferente de -1.
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6. Se r for negativo, diferente de - 1, entdo o ponto C serd um ponto externo

ao segmento 43.

7. Se arazédo de seccdoforr = 1, entdo as coordenadas do ponto divisor C

X, + X,

2 *Jc
médio do segmento 4B.

serdo x, = Ly = % ez= izzZ e ele é chamado de ponto

Rtividades de avaliagdo

1. Dados os pontos A(-2, 1, -3) e B(0, 1, 4) do R?3, encontre o ponto C que

divide o segmento 4 naraz&o 2.

Solugao:

Primeiro, sabemos que sendo a razdo 2 > 0, entdo C sera um ponto in-

terior do segmento.

Dai entdo, encontramos suas coordenadas fazendo:

XCZxA+r‘xB ﬂ = XC=-2.
1+7 142 3

Yo = Y, +ry; 1+2.1 - Vo = 1
1+ 1+2

z, = z,+trzy —-3+24 z, = 1
I+r 142

Portanto, o ponto procurado é C(—% .1 D).
3

2. Até que ponto o segmento de extremos A(- 1, 0, 3) e B(2, - 2, - 4)
deve ser prolongado no sentido de A para B para ter seu comprimento

quadriplicado?
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Solugao:

Devemos observar que nesse caso, o ponto divisor que queremos é ex-
terno ao segmento, sendo portanto negativa a razio r. Como o segmento
deve ser quadriplicado, temos ter 4C = 4. 45, enquanto gC=3.4p.logo

- . AC 4
arazaosera r == =-—.
CB 3

Ent&o, as coordenadas do ponto divisor C serao:

8 1
+r.x 4 _l_g 7?
X .
X, =247 X.= —l+|——|2 X. = X =—3
T T e [3];‘01_4:’0_1
H[_“] 3 3
3
= %X, =1
4 8
0+|——|.(-2) >
w04 s i
= = = 3 =5 = = -
Yo = S0, o S T YT Vo = -8
EEI
16 25
4 3+ — —
_Xx,+rz _3+[—].(—4) = 3 = 3
z =4 "5 = z = = Z, = =z = =
C 147 C 3 - C _1 C _1
1+ - 3 3
=
z, = -25.

Portanto, o ponto sera C(11, -8, - 25).

4. Segmento Orientado

Quando trabalhamos na reta orientada e no plano cartesiano, tivemos a defini-
¢ao de segmento orientado, e aqui no espago R3 iremos fazer um estudo mais
detalhado e abrangente sobre esse assunto.
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Sabemos que, se A e B sdo dois pontos distintos, o segmento orienta-
do 4B é um segmento de reta com origem no ponto A e extremidade em B.
Sabemos também que todo segmento orientado tem bem definidos uma nor-
ma ou comprimento, uma dire¢éo dada pela reta que o contém e um sentido
que é a orientagao de A para B.

Dizemos que dois segmentos orientados sdo equipolentes quando eles
tém mesmo comprimento, mesma direcdo e mesmo sentido, consequente-
mente 4B=CD . Assim, podemos afirmar que a eqiiipoléncia de segmentos
orientados € uma relag&o de equivaléncia, sendo portanto vélidas as seguin-
tes propriedades:

® Propriedade reflexiva: Todo segmento orientado é equipolente a ele préprio.

e Propriedade simétrica: Se um segmento 4B ¢ egiipolente ao segmento
CD ., entdo CD é eqiipolente a 4B .

¢ Propriedade transitiva: Se um segmento 45 é eqliipolente a CD e o seg-
mento CD é eqiiipolente a EF, entdo 4B € equipolente a EF.

® Dados um segmento orientado AB e C um ponto qualquer do mesmo es-
paco, existe um e somente um, segmento orientado ¢p equipolente a AB
com origem no ponto C.

Com base nessas propriedades, podemos afirmar que todo segmento
orientado constitui apenas um elemento de uma classe de segmentos eqUipo- ;5 classe de segmentos

lentes, ou seja, que ttm mesma norma, mesma dire¢éo e sentido. orientados equipolentes
€ o conjunto constituido
por todos os segmento
de mesmo comprimento,
mesma direcado e mesmo
sentido.

1. Dados os pontos A(-1, 1, -2); B(2, 3, 1) e C(3, - 5, 4) determine o segmen-
to 4B . e o ponto D tal que o segmento ¢p seja eqliipolente a 43 .

Solugao:
1B=B-A=@231)-(¢-11-2)=(3.223)
Se CD é eqliipolente a 4B ., entdo CD = 4B D-C = 4B

D=48 +C = D=(3.2.3)+ (3.-5.4) = D=(.-3.7).

5. Vetor

Dada uma classe de segmentos orientados equipolentes, podemos afirmar de
acordo com a quarta propriedade, que existe um , e somente um segmento
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dessa classe que tem origem na origem do sistema de coordenadas. A esse
segmento, damos 0 nome de vetor.

Tomemos por exemplo, dis pontos distintos A(x,. v,, z,) € B(x,. V,, z,)
pertencentes ao espago R’. Por defini¢do, o segmento orientado

4B =B-A =

AB = (Xz‘ Yy Zz) - (X1' Yo Zl) = AB = (Xz —Xp Y7V 4, Z1)'

Como todas as coordenadas de A e B sdo nimeros reais, entdo fazen-
do a = x, - X;;

b=vy,-yec=z -2z temos que 4B = (a. b, c).

Assim, concluimos que a tripla ordenada (a, b, ¢) indica o ponto P extre-
midade do vetor 7 , com origem na origem do sistema, representante dessa
classe de segmentos equipolentes.

Defato, 7 =(a.b.c)=(@-0,b-0,c-0)=(a b, c)-(0,0,0) =

A partir de agora, todo V=P -0.
segmento orientado

. Anorma ou médulo do vetor ¥ = (a, b, c) é o seu comprimento, sendo
sera chamado de vetor ,

que gozara de todas as portanto ||y || = Na' +b>+¢* -
propriedades de segmento Por exemplo, o vetor 4B determinado pelos pontos A(-1,3,0)eB
orientado.

(2.- 2, 4)tem coordenadas 48 =B -A=(2.-24)-(130) = (3.-54).
Anormadovetor ¥ = AB = V3 +(=5) +4 =4/9+254+16 =v/50 =2 /7 .

Existem alguns vetores com caracteristicas bem definidas, e que serdo
Uteis no estudo das operagdes com vetores:

e Vetor nulo: E um vetor cujas componentes s&o todas iguais a zero. Em todo
espago existe um vetor nulo que representamos por O.eno Releé repre-
sentado por o = (0, 0, 0). Sua norma & igual a zero.

e Vetor unitario: E todo vetor cuja norma seja igual & unidade. Assim, dize-
mos que: " é unitario, se e somente se, || U || = 1"

e Versor: Chamamos de versor todo vetor unitario na direcéo e sentido de um
vetor qualquer 7 ou de um eixo.

e Vetor oposto: O vetor oposto de um vetor AB é ovetor BA , gue tem mes-
ma norma, mesma direcdo , mas sentido contrario de. Dizemos também
que B4 =-4B .0 que implica dizer que, se 4B = (a, b, c), entdo BA
=-(a,b,c) = (-a,-b,-c).
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e \letores iguais: Dois vetores s&o ditos iguais se representam a mesma
classe de segmentos orientados 4B . Tém a mesma norma, a mesma di-
recéo e o mesmo sentido , embora tenham pontos de aplicagdo ou origens
diferentes.

Quando estudamos o plano cartesiano tivemos o conceito de segmento
orientado, tendo inclusive verificado como se calcula o seu médulo ou com-
primento.

O conceito de vetor que introduzimos aqui no R’ é independente do es-
paco , e portanto , tudo o que aqui for deduzido é vélido no R? , com excecéo
do produto vetorial que definiremos posteriormente.

6. Operacdes com Vetores

As operagdes com vetores diferem na forma das operagdes com os nUmeros
reais, pois estaremos operando com medida e direcdo orientada. As opera-
¢des que estudaremos serdo a adicao, o produto por escalar, o produto esca-
lar e o produto vetorial.

6.1. Adigao o
Dados dois vetores quaisquer ¥, e V, , definimos a soma entre eles como o
vetor 7 = Z’ + Z cujas componentes s&o obtidas pela soma das componen-
tes de mesma posicao em VI e 72 .

Asubtracao de vetores é a soma do primeiro pelo oposto do segundo vetor.

Tomemos no R’ dois vetores ¥, = (x,.y,.x)e ¥, =(X,.V,.Zz,). O vetor
resultante da soma de 17|' por Z éovetor 7 = (X, +X,, y,*V, Z *+Z)

Da mesma forma, vemos que V; - 7, =V, =( V, )= (X =%, ¥, =V,
z,-7)

No espaco R, , se Vl = (x,.y,) e Z = (X,,V,). entao:

—

V]+Z =(X1+X2’y1+y2) € VI_Z :(Xl_xzvyl_yz)'
No espago R? é facil de se observar geometricamente o resultado da

soma e da subtragéo de dois vetores. Na soma e subtracéo de

vetores, opera-se com
soma e subtracio de
nlimeros reais.
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A 4

Propriedades da soma:
« Comutativa: V, +, =V, +, .
¢ Associativa: (ﬁ + Z) + Z = 71 + (72 + 73)
+ Elemento Neutro. Em todo espaco existe o vetor nulo 0 , tal que
V10=047—p .paratodo vetor j/ do espago .
« Elemento Simétrico: Para todo vetor /' existe um nico vetor opos-
to -y, tal que I—/’Jr(if/): (47)+I7:6

6.2. Produto por Escalar

Dados um vetor qualquer ¥ e um escalar k € R, definimos o produto de k
por 7/, como o vetor jy — ;/ pertencente ao mesmo espaco , onde cada
componente é o produto de k pelas componentes de V.

Sendo V= (a.b.c)e R .temosque w =(ka, kb, kc).

O vetor w resultante desse produto tem a mesma direg&o de e satisfaz
as seguintes propriedades:

e O sentido de ' depende do valor de k, sendo o0 mesmo de quando k >0 e
contrario ao sentido de 7 quando k < 0.

e Adirecdo de 7 é amesmado vetor j/, logo 7 € paraleloa j; .
e Anorma de w é o produto do maédulo de k pela norma de V.

Nao Esqueca: ol = |k =
Na soma e subtracéo de 7 = 1kl
vetores, opera-se com O produto por escalar também satisfaz as seguintes propriedades:

soma e subtracio de

. : ® Para todo vetor ' , existem infinitos vetores colineares ou paralelos resultan-
numeros reais.

tes do produto desse vetor por um ndmero real.
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eSe k = 0,entdo k.V = 0
eSe k = 1, entéo k.V =V
e Se k = -1, entdo k.l7=—I7

e k,(k,.77) = (kk,) ¥
o(k+k,) 7 =kLV+ K.V
ok( V47, ) =k T + kT, .

Forma Cartesiana de um Vetor:

Todo vetor tem sido apresentado com a mesma notagao de ponto, sen-
do por uma tripla ordenada quando no R’, ou por um par ordenado para ve-
toresno R?.

Tomemos entdo no R um vetor 7 = (a, b, ¢). Com base nas operacées
soma e produto por escalar, podemos decompor como uma soma de trés
vetores, ou seja:

y=(00) + (0b0) + (00c) =

y=a(100) + b.(0,1,0) + c. (0,0, 1)

\Veja que os trés vetores na decomposicédo de ¥V sd0 unitarios,
sendo i = (1, 0, 0) na dire¢céo do eixo x; j = (0, 1, 0) na direcdo do eixo y e
k = (0, 0, 1) na direcao do eixo z. Esses trés vetores unitarios sdo chamados

de versores canoénicos do R’, e todo vetor desse espaco pode ser expresso
como uma combinagéo lineardei, je k.

Entéo, podemos escrever 7 = a.i + bj + c.k que é a forma cartesiana
para qualquer vetor do R’.

No plano onde temos dimensao dois, se todo vetor é representado por
um par ordenado, entdo ¥ = (a.b) =

V=ai+ bj, onde os versores sédo i = (1, 0) para o eixo x e
j=(0, 1) paraoeixo V.
Veja na figura a decomposi¢cdo de um vetor no R?.
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6.3. Produto escalar

—

Dados dois vetores ndo nulos ¥, e ¥, , definimos o produto escalar entre

eles como o numero real ou escalar, que é igual ao produto de suas normas
pelo cosseno do angulo por eles compreendido.

Representamos por ¥, . 7, = || ¥ ||. |7, |l.cos @ ,onde 0 < a <
m é 0 &ngulo compreendido por 71 e 72 )

Veja bem que o produto escalar aqui definido, € o produto entre dois
vetores cujo resultado € um escalar, enquanto que o produto por escalar an-
teriormente definido era um produto de vetor por escalar, e cujo resultado era
um vetor.

— — —

Propriedades: Para vetores quaisquer 7, .V, e V; ,temos:

—

1.V, .V, = t(comutativa)

2.7, A +V,) = Vi v, + v v, (distributiva em relagéo & soma de

vetores)
3k¥ ). ¥, =V . kp)=kW .¥)
4, V; V; = Vl' || 2. O produto escalar de um vetor por ele mesmo é

igual & sua norma ao quadrado.

5. Para os versores i, j, k, sabemos que o angulo entre quaisquer dois
deles é de 90°, entao:

j.-J = k. k = 1 (pela propriedade 4) e
Lk =ji=jk=ki=kj=0.

I.j
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Forma Cartesiana do Produto Escalar:

Da forma como foi definido o produto escalar, ndo € possivel determinar
o produto entre eles sem que se conhega o angulo entre eles. Com base nas
suas propriedades determinaremos uma forma préatica de célculo desse pro-
duto , em fun¢c&o das componentes desses vetores .

Para isso, tomemos dois vetores pertencentes ao R’, em suas formas
cartesianas,onde y, = x.i +y,j +Z k e = x,i +y,j +Z .k

Entao: 171' 72 = (X4 +y +Z,K). (%0 *+y,] +7,K)

Pelas propriedades 2 e 3 temos:

—

v, - Vz' =X X(L) + Xy, (1)) + X zZ,(ik) +yx(ji)+vy,(jj) +v.z
(jk)+

+zx(ki)+zy,(kj)+zz(kk).

Na propriedade 5 temos que o produto escalar de versores iguais é 1
e para versores diferentes é zero, entao:

V-V, XX tVy, tzz,

No plano R?, se 71 =x i +y.je V; =X,.i+y,j entdo

171’ i 72 = XX, VY,

—

1. Dados os vetores V; =(-3.21e 7; = (- 2,4, 3)determine Vl' W
Solugao:

V.V, =(3.21).(-243)=(-3).(-2+24+13=6+8+3=17.

Angulo entre dois vetores:

Definimos o produto escalar de dois vetores quaisquer ndo nulos como
sendo 171' V=07 72 || cosa ondeé o &ngulo compreendido pelos
dois vetores, mas sem conhecer o cosseno desse angulo. Agora que temos
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uma forma cartesiana para determinar o produto escalar, entdo é possivel
encontrar a medida desse angulo , de uma forma direta, pois:

—_— —_— —_— _— 7.7
neero =1 Iy, s = cosar = —1 25
ARG

o o V.
Assim, o anguloentre J, eV, €& « = arccos = — — .
72 ]

Um resultado muito importante que podemos tirar dessa dedugéao € o
que diz respeito a ortogonalidade de dois vetores. Dois vetores s&o ditos orto-
gonais se eles formam um angulo reto. Entao:

ﬁ e Z ortogonais <> o angulo « entre eles€de 90° < cos = 0
VeV, =0

Rtividades de avaliagdo

1. Determine a medida do &ngulo formado pelos vetores a = 121

e p=03-20).
Solugao: v
a.
Se«a for o dngulo entre os dois vetores, temos que cosa = ! z 1.1l 7 !
N .
—-1,2,1)-(3,-2,0
cosa = - ( ):( ) = =
\/(71) +22+12.\/32+(—2) +0’
—3—-4+40 _7
Cosa = \/1+4+1‘\/9+4+0 = cosa = m
cosa = - 7 = «a = arccos [_L]
78 78
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Angulos Diretores e Cossenos Diretores de um Vetor:

Todo vetor ndonulo V' = aii + bj+ck do R tem sua diregao determi-
nada por trés angulos « , 3 e 7 que ele forma, com o eixo X, eixo y e eixo
Z, respectivamente. Esses angulos sdo conhecidos como os angulos diretores
do vetor. Se cada eixo tem um versor na sua direcao e sentido, entdo pode-
mos determinar os cossenos desses angulos, utilizando os versores desses
eixos. Assim, os cossenos diretores de 7 serao:

Vi  _(abh,).(,0,0) _ _a

cosa = — — =3
IV A1l V.1 V1l
V-j b
cosfg = VI - (@ho@L0) _ b
[Lainival 1.1 V1l
__Vk  _(ah,0)(0,0,) _ ¢
VA& 1.1 V1] _
Os angulos diretores de
um vetor sédo os angulos
. que esse vetor forma com
Propriedade: 0s trés eixos coordenados.
A soma dos quadrados dos cossenos diretores de qualquer vetor € igual
aum.
De gato, cos? + cos’ + cos’ Y=y + é 2+ (S =
R 4 g
2 - [
[ |V |? a+b+c’ 4k
2 —_—
i V]

Vetor Unitario:

Tomando-se o vetor J = (cosa , cos 3, cos ) ele tera a mesma dire-
c&o e sentido do vetor 7 = (a, b, ¢), e tem norma igual a 1.

Assim, podemos dizer que o vetor unitario na mesma direcao e sentido
de V deve ser

. a b c — (a,b,c)
EeXpresso por = === )=> Uy = = =
P por Uy (IIVII VAVl ) ' (R4l
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6.4. Produto Vetorial

Dados dois vetores 71' e 7; pertencentes ao espagco R’, definimos o produto
vetorialde ¥, por ¥, como o vetor j = x V, . tal que:

ﬁ XV, =xy,K+Xz,.C)+y XK +yzi+zxj+zy,(-0)
V; xVy =W,z - zV,)i - Xz, - 2X)j + (XY, - yx,)k

ox Vy =xy,k+xz,()+y XK +yzi+zXj+zy, (i)

=l
X
oS

= W,Z, - ZV,)i - (XZ, - X)) + (X, - ¥, 5)kK.
Esse é o vetor resultante do produto vetorial de V; por Z’ :

Aforma como esse vetor resultante se apresenta é dificil de ser memori-
zada, como também é trabaloso fazer todos os passos desse produto, sempre
que for necessario.

Por isso, vamos procurar uma forma para o produto vetorial que nos
permita determinar o vetor resultante com maior praticidade.

Com base na teoria dos determinantes , podemos escrever.
1M A XN

X, W

k

=i
X
oS
|

J+

X, 24

XY g

X, )V, 2

Note que, essa forma de apresentacdo é uma forma de recorréncia,
pois é o determinante de uma matriz 3X3 e ndo tem forma de vetor, mas quan-
do esse determinante é calculado, resulta em um vetor do R3. A facilidade da
apresentacao nessa forma é que a primeira linha da matriz € composta pelos
versores, a segunda linha pelas componentes do primeiro vetor, e a terceira
pelas componentes do segundo vetor.
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1. Calcule o produto vetorial dos vetores 2= -11,-2)e B =(3.-4,1).

Solugao:

axB=i(1=8)-j(1+6)+k(-3) = ,xp=-7i-5+
kou gxp=(7.-5.1).

Interpretacdo Geométrica da Norma do Produto Vetorial:

Sabemos que o produto vetorial de dois vetores V; e Z no R éum
vetor tal que

N7 <V =17 A1 7l sen e

=
v, B

Consideremos o paralelogramo construido de modo que seus la-
dos sejam esses dois vetores, tendo seus lados medindo || Vl e || ZH. A

area desse paralelogramo é dada por A = || ?1' ||. h. Mas na figura podemos
observar que sen o = ﬁ ,oqueimplicaqueh= || V,|.sen « .
REY

Como a area do triangulo é metade da area do paralelogramo, entao

concluimosque A = 1 || 4% AC I
2
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A altura do paralelogramo, relativa ao lado, que é a mesma do

tridngulo, € h = M, pois no paralelogramo, A = b. h, o que
| AB|

o A
implicaemh = E

Se r é a reta suporte do lado 4B, podemos também interpretar a altura
do paralelogramo como a distancia do ponto C a essa reta,

dC.r) = [4BXAC|
|| AB ||

tividades de avaliago
1. Determine a area do tridngulo cujos vértices s&o os pontos A(0, 1, - 2);
B2 3,1) e C3 -4 2).
Solugao:

Primeiramente temos que encontrar, a partir desses pontos , dois vetores
que podemser 4B =B -A = (2.2.3)e 4C=C - A = (3,-5, 4).

ik
- = 2 3 P2 3 2 2
ABxAC = 2 3| =i - . + k. =
~5 4 "3 4 3 -5
3 -5 4
ABXAC = i(8 + 15) - j.(8 - 9) + k(-10 - 6) =
ABx AC = (23,1,-16)

: I — 1
Adreadotridngulo é A= 5 N ABx AC = 5 \/232+12+(—16)2 =

V529 +1+ 256 786
2 2
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6.5 Produto Misto

—_—

Dados trés vetores V,, V, e V, no espago R, definimos o produto
misto desses trés vetores como o produto escalar do primeiro pelo ve-
tor resultante do produto vetorial dos dois Ultimos. Representamos por

v, v 1= 1 < 1)

Para determinar uma forma cartesiana para esse produto , tomemos
Vl = (Xl'yl'zl) V2 = (Xz'yz’zz) € V3 = (X3’y3vz3 )

s o P2 Z %2 Zf P2 )
Temosentéo: V, x V; = S Y T e I A e S

Y3 Z3 X3 Z3 X3 V3

= E(Z X Z)=(X1.i+y1_j+zl_k)_(y2 ot - X2 ZZ.J'+ X, M k)
Y3 Z3 X3 Z3 X3 Vs
o oo 1 z X, z X
Vl-(VZXV3)=X1-y2 ? -V ? 2 +2z. 2 V2 =
Vi Z3 Xy Zy X; Vs

Xz
por [V, ;V, . V1= %2 Vo 2.
X3 V3 Z3

Portanto, o produto misto de trés vetores € um namero real, igual ao

determinante da matriz quadrada 3 x 3, cujas linhas sdo as componentes dos

trés vetores, na ordem observada no produto.

Como propriedades do produto misto, podemos dizer que:

e Se um dos vetores for nulo, o produto misto € igual a zero

e Se dois vetores forem iguais ou tiverem mesma dire¢c&o, o produto misto

sera zero.

® Se os trés vetores forem coplanares, o produto misto entre eles sera igual

a Zzero.
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Sintese da Parte 5

Neste capitulo conhecemos o espaco R’, onde aprendemos a localizar pon-
tos, calcular distancia entre dois pontos e determinar ponto divisor de um seg-
mento de reta.

O principal conceito introduzido nesta unidade foi o de vetor , que € uma
ferramenta que sera muito Util para as proximas unidades, como também para
outras disciplinas, como por exemplo na Algebra Linear.

Sobre os vetores devemos destacar:
e Definigdo: 4yp =B -A = g = X,.¥,Z) - X.V,.Z2) =
AB = X, =%, ¥,-V,,Z,—z,)onde A(x,, v,, z,) e B(x, Vy,, Z)

eNorma: Se 7 = (a,b.c), entdo|| V || = Va® +b> +c> .

e Adicao: Se ﬁ = (x,y,.Xx) e V, = X, v,. Z,), entdo a soma entre eles

e 17 = (X1+X2' Y1+, Z1+Zz)'

® Produto Escalar: V|-V, = xx, + vy, + 2,Z,.

i Jj ok
® Produto Vetorial: V, x V, = |x, y, z].
X, Vo 2y
. . X 7
® Produto Misto: [V, :V,: V5] = |, y, z
2 2 2
X3 Vs I3

Rtividades de avaliagdo

1. Dados os pontos abaixo, identifique o octante a que eles pertencem, ou se
pertencem a um eixo ou plano coordenado:

A(-1,0,4), B(3,-5.8); C4.2,1), D(-7,-5, 2); E(,0,-3),
F(-4,3,-8), GO,-9,2); H(-5,-3,-6); I5.-9,-1) e J(4,0,0).
2. Encontre a distancia entre os seguintes pares de pontos:

a) AC-2 3, 1)eB{@,-5,6)
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b) A(7.-1,3)eB#4, -2, 3)
c)A(0,3,1)eB(-1,4,7)
d) A(-3.6,1) e B@4,0-6)

3. Mostre que o ponto A(2, 2, 3) é equidistante dos pontos B(1, 4, - 2)
eC@3, 7, 5).

4. Determine um ponto sobre eixo das ordenadas que seja equidistante
A(1,1,4)eB(-6,6,4).

5. Dados os pontos A(2, 4, 1) e B3, 0, 5), determine o ponto C

que divide o segmento 4 narazéo r = - 1.
3

6. Dados os pontos A(7,- 1, 3) e B(3. 0, - 12), encontre o ponto C que divide

4B Narazéo 2, e também o ponto médio de 45 .

3
- — 2
7.0 ponto C(9, 14, 7) divide o segmento 4B na razao 5

8. Determine a extremidade B do segmento que representa o vetor
¥ = (2. 7). sabendo que sua origem é o ponto A(- 1, 4) .

9. Dados os pontos A(3. - 1); B(1,5) e C(- 2, 3), determine: 04— BC; 4B+ OC;
3. 04+28C € lloB—2.4Cll
10. Dados os vetores a =(2,-4), b =(-5,1) e ¢ = (-12, 6), determine
k, e k, demodoque ;=g a+k,b -
11. Dados os pontos A(2, - 3, 1) e B(4, 5, - 2) determine o ponto C tal que
AC=CB.
12. Encontre valores para a e b de modo que sejam paralelos os vetores
Yy =@, 1,-3)e w = (8. a,b)sejam paralelos.
13. Determine valores para a e b para que sejam colineares os pontos A(3,
1,-2), B(1,5,1) e C(a b, 4).
14. Encontre o ponto C, que seja simétrico de A(1, - 5, 2) em relag&o ao
ponto B(3,7,-4) .

15. Dados os vetores V= (2,-1,4); U= (-3.5.1) e w= (0.3, 7)
determine:

a) 3.V-50
b)2.v + U -4

Allv-2u + wl.
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16.Sendo ¥ = (0,-2,1); w = (3,-5,- 1) determine:
av.rv
b) ¥ x w
Q) v.(v xw)
d) (v +2w) x (v - w)
17. Determine o vetor V,sabendo que (3,4,-2)+ 3V = (7,-6,8) - V.

18. Sejaovetor ¥ = (a+ 7, a+ 2, 5). Determine o valor de a para que
tenhamos || 7 || = 38 .

19. Encontre o vetor unitario na direcéo e sentido de:
a) v =03B-2.1

b) 7 = (-5.4,0)
c) ¥ =(0.7.-4)
d) ¥ =5i-2j+ 6k

20. Determine os angulos diretores do vetor Vo= @3, 3\/5 ,-3).
21. Se os angulos diretores de um vetor séo 45°, 60° e ¥, determine ¥ .

22. Determinar os angulos do tridngulo cujos vértices sédo A(2, 1, 3); B(1,
0,-)e C(-1,21).

23. Mostre que se v é ortogonala u e w, entdo v é também ortogonal
u+w.

24.Dados os vetores u = (-1,3,2; v = (204 e w = (3,-2 1),
determine:

a) VX W
b) u x (v + w)
Q) (u + v) x(u - v)
d) (uxv). (v x w)
&) 3v) x (-2w)
f) ;(\: X ;).
25. Determine um vetor unitario que seja simultaneamente ortogonal aos
vetores ;, = (-2,0,1) e ;, = 0,-5,4).
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26.Sabendoque || v || = 2. || w || = +/3 e que o angulo entre eles & 60°,
determine || ;, x 3, ||

27. Calcule a__area do paralelogramo definido pelos vetores V= 3.
-2,-1)ew=(1,0,-1).

28. Determine a éarea do tridngulo cujos vértices sdo os trés pontos
A0,-1,1):B@2-1,3)e C(-3,4,-1).

29. Calcule o valor de x, de modo que os pontos A(x, 1, 1); B(1, - 1, 0)
V29

e C(2, 1, - 1) sejam vértices de um triangulo com - unidades de
area.

30. Dado o triangulo de vértices A(-3,0,-1); B(2,1,-4) e C(O, 2, 3), de-
termine:

31. Determine o produto misto entre os vetores:
)V, =0.-21 7, =@-20e ¥, = 41-3
b) V, =@1-1; V, = G.-4.0)e V, = (-13,-2)
) V. =300y ¥, =0.-10)e ¥, = (0,0 4)
AV, =132V, =0.5-3) eV, = 2,-6-4).
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A Reta no Espaco R°
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Objetivos:

® Trabalhar com a reta no espago R3.

e Conhecer as diversas formas de equacéo da reta.
e Calcular angulo entre retas.

e |dentificar a posig&o relativa de duas retas.

Nos capitulos anteriores estudamos o plano R? e o0 espago R’, onde trata-
mos de localizagdo de pontos, trabalhamos com vetores e suas operagoes.
Comecamos neste capitulo a fazer aplicagcdes desse conteldo, identificando
e estudando a reta no espaco.

1. AReta no Espago R’

Geometricamente sabemos que, por um Unico ponto passam infinitas retas,
como também s&o infinitas as retas em uma dire¢cdo dada. Para que uma reta
esteja bem definida é necessario que se tenha duas condi¢des: um ponto fixo
por onde ela passe, e uma direcdo bem definida.

Assim, se tivermos um ponto fixo P, e um vetor V', existe uma e somen-
te uma reta r passando por P, na direg&o do vetor .

No espaco R’, essa reta r é contituida pelo conjunto de todos os pontos
P € R’ tais que o vetor po—p é paralelo ao vetor p .
__ Pela condicéo de paralelismo entre vetores temos que ﬁ nv =
P,P =m. y onde m é um nimero real qualquer, que chamaremos de para-
metro, e que variade - o« até + .

Mas, ﬁ =mV = P—P0=m.I7 = P=P0+m.?,que
€ a equacao vetorial dareta r.

Sendo no R’ P, (x, v, Z,) opontoe V= (a. b, c) o vetor diretor des-
sa reta, ento a sua equagéo vetorial sera (x, v, z) = (X,.V,.Z,) + m.(a, b,
c), e qualquer ponto P(x, vy, z) € R’ que satisfaga a essa equagéo é um ponto
pertencente a reta.

Vejamos como exemplo, a reta r determinada pelo ponto P (3, - 1, 2)
tendo como vetor diretor 7 = (2. 4, 1). A sua equacao vetorial sera:

xXv.2)=(3-12 + m(2 4, 1) e paratodo valor real que se atribua
a m, retemos um ponto pertencente a ela.
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Partindo dessa equacéo vetorial, poderemos chegar a outras formas de
equacao para essa retar.

2. Equag¢oes Paramétricas

Da equacéo vetorial para uma reta r no R’, podemos fazer.

X Vv.2) = (XY, Z) + m(a b, c) S
X V.2) = X Y, Z,) *+ (@am,bm,cm) =
X V.2) = (x,+am,y,+bm, z, +cm) =

x=-3+4m

y=2-2m que sdo as equagdes paramétricas da reta r.
z=145m

Rtividades de avaliagdo

1. Encontre as equagdes paramétricas da reta r que passa pelo ponto A(- 3,
2, 1)nadiregdodovetor y = (4,-2,5).

Solugao:

Como o ponto e o vetor sdo dados, aplicamos suas coordenadas na
equacao vetorial:

P=A+m.V = (xv2)=(3210)+m@-25 =

x=-3+4m
X, v,z2) = (-3,2,1) + (4m, - 2m, 5m) = y=2-2m .

z=1+5m
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3. Equagdes Simétricas

Para se chegar as equagdes simétricas de uma reta r, devemos partir das
equagdes paramétricas isolando em cada uma delas o pardmetro. Como para
cada valor real de m teremos um ponto da reta, entao:

m_x—xo
X=x,+am a
y:y0+bm = m:y_y() = x_xozy_by():Z_ZO
b a c
z=2z,+cm z-z,
m=
c

Observe que essas equacdes podem ser obtidas sempre que as com-
ponentes a, b, ¢ do vetor diretor forem diferentes de zero. Nos casos em que
pelo menos uma dessas componentes for nula, teremos retas com caracte-
risticas particulares:

a) No caso de uma componente ser nula, suponhamos que ¢ = 0. As
equagdes paramétricas da reta serao:

X—X,
X =Xx,+am m= P
y=y,tbm = _ Y= = YTX YTV 7=
m=—— = ' 0.
z=z, b a b
z=z,

Como o valor de z nessa reta é constante e igual a z,, ento essa reta
passa pelo ponto (x,. v, Z,) paralela ao plano xy.

b) Se duas componentes do vetor diretor sdo nulas , supondo b= c=0,

temos:
X=X,
X=X, t+am m=
_ a
Yy=>X — Y=Y,
zZ=2z, z=2z,

Nesse caso, ndo temos como obter equagdes simétricas para a reta,
que passara pelo ponto (X, , VY, . Z,) paralela ao eixo X, pois somente x varia.
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4. Equagdes Reduzidas

As equacgdes reduzidas de uma reta sdo obtidas a partir das equagdes simé-
tricas, expressando-se duas das variaveis em fungao da terceira, que chama-
mos de variavel independente. Tomemos entdo equacdes simétricas, com a,
b, c diferentes de zero:

Assim, obtivemos as equagdes reduzidas da reta r tendo x como varia-
vel independente.

Observe que nas equagdes reduzidas, devemos verificar os mesmos
casos particulares que tivemos nas equacdes simétricas. Quando b ou c fo-
rem nulas, teremos apenas uma equagéo, e nao teremos equagdes reduzidas
se b=c=0.

As equacdes reduzidas
de uma reta podem ser
expressas tendo x,

y ou z como variavel
independente.

Rtividades de avaliagdo

1. Obtenha as equagbes simétricas e reduzidas da reta r definida pelo ponto
A(l,-3,4)epelovetor ¥ = (-1,2,1).

Solugao:

Se P pertence areta, entdo P = A + m. I7 =
xvz)=(01-34)+m(-1,2,1) =
xvz)=(00,-3,4)+ (-m,2m m) —

x=1-m
y=-3+2m (Equacbes paramétricas)

z=4+m
m=-x+1 3
+3 + P
m= YT =  —x+4l= yT =z—4 (Equagdes simétricas)

m=z—-4
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Yt3__ 1 = [y=2(-x+1)-3 = [y=-2x+2-3
2 z=-x+5 z=-x+5

z—4=—-x+1

y=-2x-1 ; ) B
= (Equagdes reduzidas na variavel x).
z=-x+5

5. Posi¢cao Relativa de Duas Retas

Estudar a posi¢&o relativa de duas retas, € analizar o posicionamento de uma
com relagéo a outra reta, e para isso devemos lembrar que suas diregcdes
séo indicadas por seus vetores diretores. Como o menor angulo entre duas
retas € o mesmo angulo formado por seus vetores diretores, ja sabemos como
determiné-lo usando o produto escalar.

Suponhamos que r e s sdo duas retas com vetores diretores V| e, e que

a seja o menor angulo por elas formado. Entao: As equacoes reduzidas

de uma reta podem

cos g = _’Vl -VL ser expressas te.lz\dolx,
y Ou z como variave
Vil 7 :
independente.

Sejam r e s duas retas quaisquer no R’, de modo que suas equagdes
vetoriais sejam rP =P +m.p esP =P, +m.p.

1) Dizemos que r e s sdo paralelas se elas ttm a mesma diregao,

0 que acarreta dizer que seus vetores diretores s&o tais que, um é

multiplo escalar do outro. Portanto: O médulo no cosseno
_ _ do angulo ¢, garante
rils = vV, =k.V,. que ele seja agudo e

portanto o menor dos dois

) . ) compreendidos pelas retas
2) Dizemos que as retas r e s sdo ortogonais, quando elas formam entre

si um angulo reto. Como o angulo entre elas € o mesmo entre seus
vetores diretores, temos que:

r e s ortogonais =S v, L, =N V..V, =0.

3) Dizemos que r e s sdo coplanares e concorrentes, quando elas es-
tdo contidas em um plano, tendo um ponto em comum, ou seja, ndo
s&o paralelas. A condigdo para que essas duas retas sejam copla-

Geometria Analitica I - 2013.indd 107 14/05/2019 13:27:38



1985 1 10 MOURR CRUALCANTE

nares € que os vetores J/. 7, e PP, sejam coplanares, ou seja,
o produto misto dos trés seja zero.

rescoplanares < [V, .V, PP, 1=0
Duas retas paralelas

séo coplanares , pois 4) Se as retas r e s ndo séo coplanares, elas s&o ditas reversas, e nes-
seus vetores diretores

. o se caso, o produto misto dos trés vetores € diferente de zero.
tém mesma direcao e

consequentemente o re sreversas < [V,:V,.:PP, ] % 0.
produto misto é nulo.

5) As duas retas r e s s&o ditas perpendiculares, quando elas s&o ao
mesmo tempo ortogonais e coplanares. Logo:

R —_—  —

re s perpendiculares <> [V;: 72:P]Pz] =0e V.V, =0

Rtividades de avaliagdo

1. Determine o valor de aparaqueasretas rP=(0,-3,1)+m(2,-1, 1)
e ssP=(4,-5,1)+m(a, 3, - 3) sejam paralelas.

Solugao:

Os vetores diretores das duas retassdo ¥ = (2,-1.1) e W =(a, 3.- 3),

e para que as duas retas sejam paralelas é necessario que 7 =k. 77, 0
que implica em:

@3-3)=k.2-11) = @3-3)=@k-kk =

2k=a
—k=3. Sendok = -3entfoa=2(-3) = a-=-6.
k=-3

2. Para as duas retas do exercicio 1, & possivel que exista um valor de a
para que elas sejam ortogonais?

Solugao:

Para que duas retas sejam ortogonais € necessério e suficiente que o
produto escalar de seus vetores diretores seja nulo.

Entdéo V. W =0 = (-11.(3-3=0 =
2a-3-3=0 = 2a=6 = a=3.
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Sintese do capitulo

Este capitulo foi um estudo da reta no espago R’, onde devemos destacar as
diversas formas de equacao para uma reta:

Vetorial: P = P0 + m. 17

X=Xx,+tm
Paramétricas: [y =y +m

z=zy+m

Simétricas: X~ Yo _ Y7 Yo _ 272

Reduzidas:

Devemos ainda salientar o estudo feito sobre a posicao relativa de duas
retas, onde tratamos de determinar o &ngulo entre retas, e identificamos o
paralelismo, a ortogonalidade e a coplanaridade entre duas retas.

Rtividades de avaliago

1. Encontre as equagdes paramétricas da reta:
a) Que passa pelo ponto A(- 2, 5, 3) na direcdo do vetor ¥ = (3,-1, 4).
b) Determinada pelos pontos A(Q, - 3, 2) e B(-2, 1, - 4).
c) Que passa por A(5, 4, - 3) perpendicular ao plano xy.

d) Que passa por A(- 3, 4, - 2) na direcdo do eixo V.
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2. \Verifique se os pontos A(5, -5, 6) e B4, - 1, 12) pertencem a reta
r x—3:y+1:z—2.

-1 2 ) x=3—-t¢
3. Determine o ponto dareta r. { y =2+t que tem ordenada igual a 4.
z=1-4¢

4. Encontre os valores de a e b paraque o ponto A(- 2, 5, 4) pertenca a
reta

x=1-t¢
r y=a+t ’

z=b-4

5. Determine o pontodareta r. *=4 _¥+3_z-2 que tem abscissa 6.
2 -2 3

6. Determine o ponto A de ordenada 5, que pertence aretar; { _:

7. Encontre as equacgdes simétricas e reduzidas para as retas definidas
pelos pontos:

a) AC532 e B@3E 10
b) A(L.-4.2) e B(@.5,-3)
) A0,3.0) e B(214)

8. Identifiqgue um ponto e o vetor diretor das seguintes retas:

x=4—t x=-—t
ar: |, _ 3. b) e

z=2-4¢ z=8+t
c)r: x+3 y-7 z-2 d r: [y=-3x+4

2 -2 3 z=x-5

9. Encontre o &ngulo entre os seguintes pares de retas

x=4-t
y=-3x+4
a)r: sy=-3+2¢ e S:
z=x-5
z=2-4t
x=—t
byr: ¥*3_»y-7_2-2 e s yy=-l+6r
2 =2 3
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10. Determine ovalorde m paraque aretadeterminadapelospontos A(3,1,-2)
eB(4,0, m)formeumangulode60°comareta P = (1,0,3) + {2, 1,- 1).

11. Verifique se os seguintes pares de retas sdo paralelas:

x=-3t

ayr: | e s: ¥*+5_»y-l.7=6¢
y=3+t¢ 6 5
z=2
=2-3¢
byr: | e s; ¥x-4_z-1 - y=75
=3
Y= 6 5
z=2t

12. Determine as equagdes reduzidas da reta s que passa por A(0, -3, 2)
paralelaaretar. x-2 _y+1_z-5.

-1 -2 1

13. Verifique se os seguintes pares de retas s&o coplanares. Em caso afir-
mativo, encontre seus pontos de intersegao:

a)r Jy=3x-1 e s Jy=4x-2
z=2x+1 x=3x
x=5+t¢
b) r: X=2_Y_z275 e s ),
2 3 4 y=i-t
z=T7-2t
=2x-3
o) r:” e s ,or—7_z-12
z=4x-10 -3 _7
14. Determine o valor de a, para que as retas r:1 y=-3 e
z=ax+1

s. x-1_z-5. y = _5sejam reversas.
2 -3

15. Encontre as equagdes simétricas da reta que passa pelo ponto A(- 1,
3,5)simultaneamente ortogonalasretasr. x-2 y+4 :z es: {y =2x+4

-1 3 5 z=x-95

16. Determine as equagdes reduzidas da reta t que passa pelo ponto de
intersecao das

retasr. |V =31 e g |¥=4=2 perpendicular a ambas.
z=2x+1 x=3x
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Objetivos:

® Trabalhar com planos no espago R3.

e Conhecer a equagao de um plano.

e Calcular angulo entre dois planos.

e Estudar a posicéo relativa de dois planos.

e Estudar a posicao relativa de um plano e uma reta.

Introducao

Assim como na unidade anterior estudamos a reta e deduzimos diversas for-
mas para equaciond-la no espaco R’, nessa unidade estudaremos vetorial-
mente o plano como um conjunto de pontos desse espago, e chegaremos a
uma forma de representa-lo.

1. OPlanoNo R’

O plano pode ser definido no espago R’, a partir de um ponto fixo e um vetor.
Tomemos ent&o um ponto fixo P, e um vetor N.Um plano 7 que passe pelo
ponto P, e tenha N como vetor normal € o conjunto de todos os pontos P do
R’ tais que o vetor PTP é ortogonala N .

A

N

=

TodopontoPe ﬂtemaproprledadede PP LN = PP N =0
= P - P)N—O:PN-PN—O:PN PN

Qualguer uma dessas equacdes é chamada de equacao vetorial do
plano 7.

Geometria Analitica I - 2013.indd 115 14/05/2019 13:27:41



1185 | LCIAND MOUR CAVRLCANTE

2. Equac¢ao Cartesiana

Sendo P,(x, Y, z)opontoe N = (a, b, c) ovetor que definem o plano 7, a
partir da equacgéao vetorial temos que;

PN = P, N = xv.2).(@bc)=Kx,Y,2z).(@bc) =
ax + by + cz = ax, + by, *+ cz,
Fazendo ax, + by, + cz,=-d,temos ax+by + cz = -d =

ax + by + cz + d = 0, que é a equacéo cartesiana do plano r.

A equacgéo cartesiana é
também conhecida como
equacao geral .

Casos Particulares:

A equagdo ax + by + cz + d =0 no espago R’ representa um
plano definido por um ponto fixo e um vetor normal N = (a, b, c), cujas
componentes a, b, ¢ sdo os coeficientes das trés variaveis x, y e z,
respectivamente.

Assim, podemos verificar que:

+ Se ovetor N tem uma componente nula, como por exemplo, ¢ = 0,
aequacdo do planoserda ax + by + d = 0, que é um plano cuja
posicdo no espaco R’, & perpendicular ao plano xy, pois N // xy.

 Se o vetor N tem duas componentes nulas, por exemplo b=c =
0, a equacgéao desse plano se resume a ax + d =0, pois seu vetor
normal é v = (a, 0, 0). Esse plano é potanto perpendicular ao eixo
X, e consequentemente paralelo ao plano yz.

* Se d=0, aequacadodo planosera ax + by + cz =0, que é um
plano passando pela origem do sistema, pois as coordenadas des-
se ponto satisfazem a sua equacéo.
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1. Encontre a equacado cartesiana do plano que passa pelo ponto
A(-1, 2, - 3)tendo o vetor ; = (0. 3, - 2) como normal.

Solugao:

Partindo da equagéo vetorial: P. N =AN =
*xv2).03-2=(-12-3).03-2 =
3y-22=6+6 = -2z=12 ou 3y-2z-12=0.

2. Deduza a equacgao caEesiana do plano que passa pelo ponto A(3,1,-3)
e tem vetornormal N = (0, 2, 0).

Solugao:

P.N=A.N = (X.v.2).(0.2,0)=(3.1.-3).(0 2 0)

= 2y =2 = y=1.

3. Plano gerado por trés pontos

Geometricamente, sabemos que um plano é determinado por trés pontos
quaisquer ndo — alinhados.

Dado que conhecemos os trés pontos com suas coordenadas, podemos
encontrar a equagao cartesiana do plano que eles determinam. Suponhamos
A, B, e C sejam os pontos do R’ que geram o plano « .

!
¢

AB x AC

- C
A
B

A partir desses trés pontos podemos encontrar dois vetores, como por
exemplo, 4B € 4C que estio contidos no plano « . Sabemos que o produto
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vetorial desses dois vetores é um vetor perpendicular aos dois, e consequen-
temente perpendicular ao plano que os contém. Portanto, a equagao do plano
o pode ser encontrada tomando-se como vetor normal N = 4g« 4¢ € qual-
quer dos trés pontos dados.

Rtividades de avaliagdo
1. Determine a equacao cartesiana do plano que é definido pelos pontos
A-110);BR2-21 e C@3B1-2.
Solugao:
Primeiro, temos que encontrar dois vetores a partir dos tres pontos:

AB=B-A=(3-31)

—_—

AC=C-A=(40-2
B ik
Entdo: N =ABxAC =3 -3 1|=i6-0)-j-6-4) + k(0+12)
4 0 -2

- N = (610, 12)

Aequacao do plano sera:  P. N =A N =

xv2).06,10,12) = (-1,1,0).(6,10,12) =

6x + 10y + 12z =-6+10 = 6x+ 10y + 12z =4 =
6x + 10y + 12z -4 =0 ou 3x +5y+6z-2=0.

Dois questionamentos podem ser feitos na solugdo desse exercicio:
a)Ovetornormal N = (6,10, 12) = 2.(3.5. 6).

Se usarmos N = (3. 5, 6) como vetor normal, a equacdo encon
trada sera a mesma? Verifique, e procure encontrar uma justificativa
para o que deduzir.

b) Na deducdo da equacéao, escolhemos o ponto A como ponto referén-
cia. A equacao seria a mesma, se tivéssemos escolhido o ponto B ou
o ponto C? Verifique.
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4. Posigao relativa de dois planos

Antes de estudar a posicao relativa de dois planos, é conveniente saber como
calcular o &ngulo entre dois planos. Se o e £ sdo dois planos quaisquer, o
menor angulo entre eles € o mesmo angulo @ formado por seus vetores nor-
mais N, e V/; , portanto:

cos 6 =|_ Na Ny,
| No || Nyl

Veja nafigura, dois planos e [, como se estivessem sendo vistos de
perfil, com seus respectivos vetores normais.

v

E facil de se observar que, se 3 for visto como um plano obtido a partir
de uma rotagdo de @ graus do plano « em torno do eixo A, entéo o vetor nor-
mal N, teria o mesmo éngulo de rotagéo, gerando ﬁﬂ’ .

Podemos agora afirmar que:

Dois planos e fséo paralelos, se e somente se, sdo paralelos os
seus vetores normais.

all f & N,IIN, <& N,=k.N,

Dois planos « e £ s&o perpendiculares, se e somente se, seus vetores
normais sao perpendiculares.

_— — _— —

al p < N, L N, =4 N, . Ny, =0

a

Geometria Analitica I - 2013.indd 119

Geometria Analitica | e

14/05/2019 13:27:44



1200 | N0 MOURR CRUALCANTE

Se dois planos o e fn&o séo paralelos eles séo ditos concorrentes,
e a intersecdo entre eles € uma reta r de equagéo vetorialP = P, + t. 1V,

_—  —

onde P, € um ponto que satisfaz as equagdesde o e 3. e 7 =N X N,

p

Z

Rtividades de avaliagdo

1. Verifigue se sao paralelos os planos de equagbes a:2x+y - z -4=0
e f.-4x -2y + 2z = 5.

Solugao:

Pelas equagdes dos dois planos, verifica-se que seus vetores normais
s&o respectivamente th =21-1e N—ﬁ =(-4,-2 2).
Como _74:%2:%:_2, entdo concluimos que N—ﬂ = -2 N,.0

—

que implica que seus dois vetores normais sao paralelos, consequentemente
s&o paralelos os dois planos.

2. Encontre as equacdes paramétricas da reta de intersecdo dos plano® : x +
2y—z:4eﬁ:2x—y+32—3:0.
Solugéo: . .
Os vetores normais dos dois planos séo N, =(1,2,-1)e N, =(2,-1,
3) que percebe-se faciimente nao serem paralelos.
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O vetor diretor da reta de interse¢do dos dois planos é Vr =N, x>

a

i j ok

Vo=l 2 -1 =i(6-1)-j(3+2)+k(-1-4) =
2 -1 3

V. =(5.-5.-5)

Para se encontrar um ponto que pertenca a essa reta de intersegéo,
podemos atribuir o valor zero a qualquer uma das variaveis nas equacdes dos

dois planos, e assim obter os valores correspondentes para as outras duas.
2y—z=4

Fazendo x= 0, teremos Y ,deondeseobtem y=3ez = 2.
-y+3z=3

Logo, o ponto P, (0, 3, 2) pertence aos dois planos , e conseqlentemente a
reta de interse¢éo , cuja equacao vetorial &

P=F’o+t-z = xv2=032+t.(5-5-5 =

x=51
r. yy=3-5t.
z=2-5t¢

5. Posicao relativa de plano e reta

Sejam 7 um plano com vetor normal N_ e ruma reta cuja equacio
vetoriale P = P, + t. V.

a) Areta r estara contida no plano 7, se e somente se, P, € 7, e o vetor
y_ for perpendicular a .
r V3 . -
rc & P, ez e V.. N, =0

A

—
Ng

/
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b) Aretar sera paralela ao plano 7, se P, € 7 e o vetor V. for perpendi-

culara NV,

ril x & P, &

c) Se a reta r fura o plano 7 sob um angulo de inclinagdo @, entdo esse
angulo & sera o complemento do angulo formado por -~ e N_ - € conse-
r T

quentemente,

sen 0 = |

d) Areta r fura perpendicularmente o plano 7, se seu vetor diretor V; for pa-

ralelo ao vetor normal N .
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1. Determine a posicdodareta r P=(1,-2,-1)+t. (2,0, 3) com relagdo ao
plano 7:x +y - 2z + 4=0. Caso a reta n&o seja paralela ao plano ou nao
esteja contida nele, determine o angulo e o ponto em que ela fura o plano.

Solugao:

Sendo 7 =(2,0, 3)ovetordiretordaretar, e Nfz =(1,1,-2) ovetor normal
do plano:

1) y n&o é paralelo ao vetor normal N _, portanto r ndo é perpendicular ao
r a
plano.

2)y . N.=(20,3).(1,1,-2) =2-6=-4 = 0, 0 que implica que a retar n&o
pode estar contida nem ser paralela ao plano 7 .

Portanto, a reta r fura o plano 7 formando com ele um angulod < 90°,

tal que
sen0= - N: | = send = (2,0,3).(1,1,-2) |
[V 1IN V22407 432417 417 +(-2)
2-6 —4
= senf =| | = sen@ = | |
V2+494/1+1+4 NG
_ 4 _ 4
= senfd = ___ = O = arcsen(—).
V6

Para determinar o ponto onde a reta fura o plano, devemos encontrar suas
equagdes paramétricas e substitui-la na equagao do plano.

x=1+2t
rP=(@1-2-1)+1t.203 = ry y=-2 | quesubstituindo
z=—-1+3¢

naequagédo x+y-2z+4=0 = 1+2t-2-2-1+3)+4=0 =

2t+3+2-6t=0 = -4t = -5 = t=%.

Jogando esse valor de t nas equagdes paramétricas da reta, temos que

7 1
X=—; =-2e z=—.
2 y 4
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Neste capitulo estudamos o plano no espago R3, onde comegamos deter-
minandouma equacao cartesiana a partir de uma equacao vetorial obtida de
uma definicdo.

Equacao Cartesiana;ax + by +cz+d =0
Outros pontos que devemos destacar nesta unidade sao:
A forma como devemos encontrar a equagcdo de um plano deter-

minado por trés pontos ndo-alinhados A, B, e C cujo vetor normal é
= ABx AC .
O caélculo do angulo @ entre dois planos, onde vimos que

O estudo feito sobre a posicao relativa de dois planos, com destaque
sobre o paralelismo e o perpendicularismo de dois planos.

O estudo sobre a posigao relativa de uma reta com relagdo a um plano,
onde determinamos o &ngulo entre reta e plano, para em seguida estabelecer-
mos condi¢des para o paralelismo e o perpendicularismo.
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