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Apresentacao

Este material foi produzido para a Disciplina de Fundamentos do Célculo, do
Curso de Licenciatura em Computacao, ofertado a distancia pela Universi-
dade Estadual do Ceara e tem como objetivo oferecer um canal de comu-
nicagédo com o aluno, para que possa orientar seus estudos e facilitar sua
aprendizagem.

O maior responsavel pelo sucesso da aprendizagem é o proprio aluno
e, para isso, é necessario que ele se organize, estabele¢a horarios de estudo,
leia atentamente o material, faga as atividades propostas, anote duvidas e er-
ros que tenha cometido na resolu¢éo das atividades, para que possa tirar suas
davidas, seja no momento presencial com o professor da disciplina, ou com a
ajuda de colegas e tutores.

Os conceitos aqui apresentados s&o Uteis para estudantes do curso
de Licenciatura em Computacédo e para compreendé-los sdo necessarios,
apenas, conteudos no ensino basico (Ensino Fundamental e Ensino Médio).
Compreendemos que, muitas vezes, alguns desses conhecimentos foram es-
quecidos, ou ndo foram bem aprendidos e, por isso, sao oferecidas, ao longo
dos capitulos, informagdes e explicacées da matematica basica utilizada.

Demonstragdes de teoremas sao de grande importancia na matemati-
ca, oferecendo melhor compreenséo e comprovagao do que foi afirmado. No
entanto, demonstragdes longas estéo além da finalidade desse material, por
isso, algumas delas serdo apresentadas de forma simplificada ou omitidas.
Nesses casos, indicamos uma bibliografia complementar para aqueles que
desejarem aprofundar seus estudos de Calculo.

Este material foi elaborado com muito cuidado, para que possa ajudar
ao estudante a construir conhecimentos e utiliza-los quando deles necessitar.

Estamos torcendo pelo seu sucesso!

A autora
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Fundamentos do Calculo

Objetivos

e Compreender conceitos de limite e continuidade de fungdes
e QOperar com limites de fun¢cdes

e Compreender limites laterais, infinitos e no infinito

e Utilizar o teorema do confronto para resolver limites

e Conhecer limites trigonométricos

Nesta unidade abordamos o conceito de limite, fundamental para o Cal-
culo Diferencial e Integral. Apresentamos, inicialmente, a ideia de limites recor-
dando conhecimentos de sequéncias e graficos de retas, abordados no Ensino
Médio e, a partir dessas no¢des, passamos aos conceitos. Ao final desta unida-
de espera-se que o aluno compreenda os conceitos de limite e continuidade de
funcdes, saiba operar com limites de fungdes, compreenda casos particulares
de limites laterais, infinitos e no infinito, além de conhecer e utilizar o teorema do
confronto e o limite trigonométrico fundamental no célculo de limites.

1. Sequéncias reais e limites

Podemos compreender a no¢ao de limites estudando sequéncias de nimeros
reais.

Exemplo: Imagine que uma pessoa deseja percorrer uma distancia de,
mas pretende fazé-lo de forma a realizar, inicialmente, a metade do caminho,

em seguida, a metade da metade que sobrou e assim sucessivamente.
1. 1.1
%=+ tgt
Partindo do somatério apresentado, podemos supor que a pessoa ja-

mais percorreria este quildmetro totalmente, pois sempre restaria uma distan-
cia a percorrer. (Conhecido como Paradoxo de Zen&o).

|
x
—
p—
-

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 9 14/05/2019 11:04:27



L RAQUEL MONTEZUMR PINHEIRO CABRAL

Matematica basica

Note que as parcelas da soma podem ser vistas como uma sequéncia e que, na

medida em que o denominador cresce, a fracdo % se aproxima de zero.
111 1 2

ag,z,g...,zn .

No Ensino Médio, estudamos as Progressdées Geométricas, sequén-

cias que se modificam a partir do produto de um valor constante. Na sequén-

cia apresentada, cada novo termo é encontrado a partir da multiplicagéo do

termo anterior por q= % (razdo da PG).

No estudo das Progressdes Geométricas, deduzimos algumas formulas
que ajudam a determinar o termo geral, a. = a,,q" ', e a soma dos termos:

ar—a.g
Sn=a1+a2++an=Tq )
Note que quando a, tende a zero, escrevemos a, " 0, entao,
j— al

No caso da sequéncia anteriormente apresentada, os termos estao di-
minuindo e se aproximando de zero, tanto quanto se queira.

Utilizando os dados do exemplo, onde a, = % e g= %,, temos que:

Concluséo: Na medida em que n cresce, a, torna-se proximo de zero,
chegando ao limite dessa sequéncia que sera igual a 1. Assim, a pessoa do
exemplo citado, alcangaria seu objetivo de andar 1km.

Podemos escrever que:

Im x,=1.

n" 3

2. Graficos de retas e limites

Outra maneira simples de abordar a nogao de limite é fazendo uso do grafico
de uma reta, ou seja, grafico de uma fungao do1° grau.

Exemplo: Seja , uma funcao definida por . Desejamos analisar o com-

portamento desta fungéo quando se aproxima de . O gréafico da fungéo € uma
reta, como podemos determinar.

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 10 14/05/2019 11:05:25



O gréfico da fungao mostra como variam os valores de .

X Y X y
1,9 4,7 2,1 5,3
1,99 4,97 2,01 5,03
1,999 4,997 2,001 5,003

Fundamentos do Calculo

1

Observando o que acontece com f{x) quando x se aproxima de 2, por nUmeros
menores ou maiores que 2, notamos que a fungéo se aproxima de 5.

Matematica basica: Uma fungdo f:R " R , definida por f(x) = axtb, &
chamada fun¢éo polinomial do primeiro grau e seu grafico € uma reta. Além
disso, essa reta € continua, ou seja, ndo possui interrupgoes.

Conclusao: Na medida em que se escolhem valores de cada vez mais
proximos de , encontramos valores para f{x) cada vez mais proximos de 5.

Como f{2)=3. 2 -1 =5, podemos dizer que quando x tende para 2, f{x)
tende a f{2), ou seja, o limite de f{x) quando tende para 2 é f{2).

Escrevemos que:

Iim fx)=£f@2)=5

x" 2

Outro exemplo desperta para o tipo de fungdes que nao estao definidas
para todos os reais.

Exemplo: Analise 0 comportamento da fungéo apresentada a seguir,
quando se aproxima de 1.

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 11 14/05/2019 11:05:40



12

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 12

Solugao:
X Y X y
0,9 1,9 1,1 2,1
0,99 1,99 1,01 2,01
0,999 1,999 1,001 2,001

Note que a funcao n&o esta definida para x = 1, pois este valor anula o
denominador. Por outro lado, a fungao f aproxima-se de 2 quando se aproxi-
ma de 1.

Conclusao: A fungéo f{x) esta definida para todos os valores em torno
de 1, exceto para x = 1, mas f{x) fica arbitrariamente proximo de 2, quando x
se aproxima de 1. Podemos, portanto, dizer que o limite existe €:

X1 _

]jmx—l_

x" 1

2

3. Conceito de limites e continuidade de fungoes

Agora que temos uma nog¢ao intuitiva de limite formalizamos sua definigao.

Definigao: Seja f(x) uma fungdo definida em um intervalo aberto em
torno de x , podendo, ou n&o, estar definida em x . Dizemos que f{x) tem limite
L quando x tende a x,, se na medida em que x se aproxima de xo, 0 valor de

f{x) se aproxima de L. Nesse caso escrevemos:
Iim fx)=1L.

Conceito: Uma fungéo f(x) € continua em x , se e somente se f(x ) e
lim __ fx) existem e
lm £(x) = f£(xo)

x" %o

Conceito: Dizemos que uma fung¢éo f'é continua em um determinado
intervalo /a,b], se ela é continua em cada ponto do intervalo, ou seja, f'ndo
possui interrupgées. Se a fungdo ndo for continua em um ponto x,, dizemos
que este é um ponto de descontinuidade.

Sao exemplos de fungdes continuas em seus dominios as fungdes: po-
linomiais, racionais, trigonométricas, exponenciais e logaritmicas.

Matematica basica:

Uma fungao racional € uma razao entre dois polindmios:

14/05/2019 11:06:00



Fundamentos do Calculo 13

p xh

rxh=
q"xh

A funcéo r(x) ndo &€ definida para valores de x que anulam o denomi-
nador, ou seja, com ¢(x)=0, pois nesse caso teriamos uma indeterminagéo.
Esse e outros tipos de indeterminagdes ocorrem naturalmente quando con-
sideramos limites de fungdes racionais e outras funcdes elementares, como
veremos adiante.

Exercicios resolvidos

1. Dada f{x) = 4x— 2, xeR, calcule lim_ j(x)
Im f(x) = 1m (dx-2)=4.2- 2="6

%" 2 x" 2

2. Seja f(x)=x2-5x+6, xeR, calcule lim___f{x).
Im f®)=1m ®-5x+6)= (-1)2-5.-1)+6=1+5+6=12

w1 -1
Atividades de avaliagao

1. Calcule os limites a seguir.
a)lim_, 3x-2

b) lim_ ,x'+4x

c)lim_ 2

Podemos, ainda, encontrar o limite em pontos de descontinuidade de
uma fungdo quando esta coincidir com uma fungao continua, como foi mos-
trado no exemplo da fungao xh= 71, que ndo esta definida em x=1.

Note que podemos simplificamos a expressao, usando fatoracao:
x-1_  &®+1)&x-1)

fx) = —l = <=1 =x+1l,parax! 1.
Assim,
- +1) (k-1
tn 2ol g EEDEZD g 141202
x—-1 x-1

w1 X" 1 w1

Matematica basica: No ensino fundamental sdo estudados os produ-
tos de polindmios e alguns deles s&o tao utilizados, que recebem o nome de
produtos notaveis. Destacamos alguns dos mais importantes produtos nota-
veis, para que se possa recordar.

(x+y)’=x’+ 2xy +* (Quadrado da soma de dois termos)
(x-y)=x’—2xy +)’ (Quadrado da diferen¢a de dois temos)

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 13 14/05/2019 11:06:39



14 RAQUEL MONTEZUMR PINHEIRO CABRAL

x+y)(x-y) =x* -y’ (Produto da soma pela diferenga de dois termos)
(xty)=x+3x+3x7° + )} (Cubo da soma de dois termos)
(-yf=x* - 3x%y+3x° -} (Cubo da diferenca de dois termos)

No exemplo apresentado, transformamos a expressao em produto, por
meio da fatoragdo, para poder simplifica-la. Recordamos alguns casos de fa-
toracado que serao muito Uteis.

- Fator comum em evidéncia

Ex. 3% — ¥ =x°(3x-1)

- Agrupamento

EX. ax + bx + ay + by = x(a+b) + y(a+b) = (a+b)(x+y)
- Reconhecimento de produtos notaveis
Ex:ix’—y’=(x+y)(x-y)

Ex.:x?+ 2xy +)° = (x+y)?

- Soma e diferen¢a de dois cubos

Ex.: X+ = x+ty)-xpH7)

Ex:ix’'=y'= ()@ +xy+y7)

- Diferenga de poténcias
Ex:x'—y'=(x—y) 1+ x72 y+.. +xp 2+

Exercicios resolvidos

2x+1,sex! 0

5%Lx=0
Solugao: Como f{x) é descontinua em x = 0 e considerando a fungao

continua g x) = 2x+ 1,x ! R, temos:
Imfx)=IlImgx)=Im2x+1=2.0+1=1

%" 0 %" 0 %" 0

1.Determine 1in ... , £*xh dafungdo descontinua f(x) = (

L

Note que, na fun¢éo, para

x =0temos que y =5, no 4 3 =z
entanto, o limite da funcéo

nopontox=0¢& 1.

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 14 14/05/2019 11:07:11



Fundamentos do Calculo e

2
2. Considere a fungéo f'xh= 2X7>t3x Encontre lim_f{x).

Solugao: Como f{x) € uma fung&o descontinua para x = 0, simplifica-
mos a expressdo e encontramos a fungéo g(x)=2x+3 que & continua para

qualquer valor de x.
2x°+ 3x _ x"2x+ 3h
X N X

=2x+ 3

Desta forma,
Iim f®)=1mgx)=1m 2x+ 3=2.+ 3= 3

%" 0 %" 0 %" 0

Atividades de avaliagao

1. Calcule os limites;
. X - 4x+ 4
a) 1m . e

x - 16
=2

b) T .-

3_
) I . 55
x-1,¢=x>1

2.Calcule IIm x" 1 £ d
x (x),sn O(—X-I— 1,=x<1

4. Propriedades dos limites

Sejam f'e g fungdes, continuas ou n&o no ponto x , de modo que exis-
tamlm ., fx) = Lelm . ,.,gx)=K,can L,K ! R.

Propriedade da soma: O limite da soma de duas fung¢des € igual a soma
dos seus limites.

Im *xh+ g"xh= L + K.

Propriedade da diferenca: O limite da diferenga de duas fungdes € igual
a diferenca dos seus limites.

Iim f"xh- g"xh= 1L - K.

Propriedade do produto por uma constante: O limite de uma constante
ceR, por uma fungéo € igual ao produto da constante pelo limite da fungéo.

Im cfx))=c.L

Propriedade do produto: O limite do produto de duas fung¢des é igual ao
produto dos seus limites.

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 15 14/05/2019 11:08:34



19 RAQUEL MONTEZUMR PINHEIRO CABRAL

Im fx)gx) =L .K

E’rgpriedade do quociente: O limite do quociente de duas fungdes, con-
siderando que o limite do denominador seja diferente de zero, é igual ao quo-
ciente de seus limites.

]jmf )=Loch'O
gx) K’ ’

X

x" %o

Propriedade da poténcia: Sejam 7, se Z , com s#0, talque Lz ! R. O
limite da poténcia racional de uma fungao € igual & poténcia do limite da fungéo.

Iim (£(x)) 7= L7

Propriedade da composta: Seja g uma fungao continua, tal que seu do-
minio contém L. Entdo vale dizer que:

I g (£) = ga ™ F®k=gq).

x" 0

Matematica basica

Dadas duas fungbées f:A " B eg:B " C, chamamos de fungédo com-
posta de ge fafungdo gof:A " C, definida por g(f{x)), com xeA.

Exemplo: Dadas as fungées fR " R, definida por fi(x)=2x + 3 e
g:R " R, definida por g(x)=x’ — 1. Podemos determinar a fungdo composta
g(f(x)) da seguinte maneira:

giftx) = (fx)’ - I = (2x+3)* - I = 4x7+12x+8.

Exercicios resolvidos:
1. Calcule: lim_ (x’- 3x + 2).
Solugéo: lim_ (x*-3x +2) = lim__ x*—lim_ 3x+lim_ 2=0°—3-0+2=2.

o 2x"—x+ 2 .
2. Determine 1im .., St 1
Solugao:
Im @x° - x+ 2)
Tim 2% = X+ 2 .o _2.02—O+2_2
w0 S5x+1 lm (5x+1)  5.0+1

x" 0
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Fundamentos do Calculo i

3. Calcule o valor de lim__,(x’—2x + 1)’.

Solugéo: lim_ (X' —2x + 1)’ = (lim_ (X’ = 2x + 1)’=(2’— 2. 2+1)’=5"=25

Matematica basica: vimos que fungdes trigonométricas, exponenciais
e logaritmicas s&o exemplos de fungdes continuas. Isso sugere que, em al-
guns exercicios sobre limites, possam ser envolvidas essas fungdes e, por
isso, &€ necessario uma breve recordacao.

- Fungao exponencial: Seja a > 0 e a = 1. Afun¢éo exponencial de base
a é da forma:

fx)=a".
Podemos tragar um esbogo do grafico de uma fungéo exponencial,

considerando que a funcao sera crescente quando a base a > I e decrescen-
tequando0<a<1.

a>1 O<a<l
- Funcéo logaritmica: Seja a > 0 e a # 1. Afungéo logaritmica de base
€ inversa da fun¢&o exponencial y = ¢, e escreve-se da forma:
f)=logx.
Definicao de logaritmo: Sejam a, b > 0 e a1,
logh=x<b=a"
Podemos tragar um esbogo do grafico de uma fungcdo logaritmica

fx)=log x, considerando que a fungdo sera crescente se a base a > I e de-
crescente se 0 < a <I.

(]

a>1 O<a<1

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 17 14/05/2019 11:09:57



L RAQUEL MONTEZUMR PINHEIRO CABRAL

Propriedades importantes dos logaritmos: Sejam meR, a> 0 e a# 1,
log I=0 e loga" =m.

Propriedades operatérias dos logaritmos:

Logaritmo do produto: Sejamm, n,a>0 e a# 1

log, m-n =logm + log n.

Logaritmo do quociente: Sejamm, n,a>0,n#0 e a# 1

Iog, - = Jogum — Iog.n

Logaritmo da poténcia: Sejam neR,m,a>0 e a#1

logm"=n. log m.

Logaritmos importantes:
logaritmos decimais e logaritmos naturais
logb=log, b e logh, ondee=2718.

- Fungdes trigonométricas:

Para transformagao entre as unidades de graus e radianos, utilize: 180°
=nrad. Considerando o circulo da figura, com centro no ponto (0,0) e raio r,
definimos as funcgdes:

Principais identidades trigonométricas:
sen’ o+ cos2 o= 1

sec? a =1+t a

cossec® a. =1+ cotg’o.

Existem muitas outras identidades trigonomeétricas importantes que de-
vem ser recordadas. Pesquise em livros do ensino médio ou na internet.
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Fundamentos do Calculo 13

Atividades de avaliagao
1. Calcule os limites:
a) lim_(2x’ - 3")

b) lim__x* (2x+1)

. +
SaNX
X

d) 1 .

e) lim_ (2*+1)
f) Im ...V x + 2x+ 3

g) lim _ log 2x

3x—3
X =2

h) in ...

3_
) Im . A

2. Supondo que lim_f{x) =4 elim__,g(x)=-3, determine:
a) lim_,fix) . g(x)

b) lim,_,,(2f(x)-3g(x))

. fx)+gK)
C) lim w2 )

5. Limites laterais

Existem fundes que ndo estao definidas para toda a reta, apresentando pon-
tos de descontinuidade. E possivel que essas fungdes apresentem limites di-
ferentes quando nos aproximamos pela direita, ou pela esquerda, dos pontos
de descontinuidade, ou ainda, que n&o apresentem limites laterais.
Conceito: Dada f{x) definida em (a,b), com a < b. Se f{x) se aproxima
de L na medida em que x se aproxima de a nesse intervalo, dizemos que a

funcao possui limite lateral a direita o que é escrito assim:
Im fx)=1L.

x" a
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Conceito: Dada f(x) definida em (c,a), com c<a. Se f(x) se aproxima

de K na medida em que x se aproxima de a nesse intervalo, dizemos que a
funcao possui limite lateral a esquerda e escrevemos:

Im fx)=K.

X" a—

Conceito: A fungao f(x) terd um limite quando x se aproxima de a se, e
somente se, tiver limite lateral a esquerda e a direita e estes forem iguais.

Imf®)=L+ Imfx)=Lelmfx)=L

Observacgao: Utilizamos a notagdo « para indicar a aproximagao de o
por valores a sua esquerda (menores que a). De maneira totalmente analoga, a

notagéo " indica a proximidade de a por valores a sua direita (maiores que a).
Exemplos:

1 Seja fx) = ~ uma funcéo continuaem R =R - "0,. A funcdo
f(x), para a # 0, é definida em um intervalo aberto contendo a, ou seja, existe
f{x) para x préximo de a pela esquerda e pela direita. Assim,

1 Lo 1 11 1

1_1 . 1_1
X aehmx_a&hmx_a

X" a- x" a+ X-a

2.Dada f(x) = |2;: | percebemos que: na medida em que x se aproxi-

ma de 0 pela esquerda f{x) tende a2, e quando x se aproxima de 0 pela direita
f{x) se aproxima de 2. De fato,

2X

— = =2,x>0
-2X
e =-2,2x<0

Dessa forma,
Im fx) =—-2elm fx) = 2.

x" 0—

x" O+

3. Considerando £ (x) = «/; Afuncéo é continuaem R . e paratodo a
> (), temos que 1in \/; = /g e lim f = \/g. Porém, para a = 0 ndo

se define o limite a esquerda, pois a fungcao nao esta definida para valores
menores que zero.
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Atividades de avaliagao

1. Seja f(x) = %uma fungéo continua definida no intervalo [0,2]. De-
termine os limites, se estes forem definidos:

a)lin .\ £(x)

f) 1in o £)

2. Determine os limites que forem definidos nas fungdes a seguir.
a) Im ... logx

b) ]ijul* ]OgX

3. Considerando afuncdo f(x)= |x- 1 | calcule os limites indicados:
a) Iim x" 17 f(X)

b) Iim . f(x)
C) lin . £ (x)

6. Limites infinitos e no infinito

Observamos, inicialmente, o comportamento das fungdes dos exemplos
a seguir.

Exempilos:

1. Desejamos encontrar o limite da funcdo fx)= 1+ ; ,» quando
X—>+o0.
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Note que quando x—+x, tem-se que 31X " 0,ouseja,

:ljrnx"+3 a1+ 31xk= 1+ O= 1

X

2. Mostraremos que 1 .- ; <+ 1= 1
Verificamos que ndo podemos utilizar a propriedade do quociente, pois
encontrariamos uma indeterminacdo do tipo 3 Note que
X _ é _ 1 e que quando Xx—>+oo temos que " 0.
xt1 x, 1 5, 17

X X X

Assim

. X . 1

1m = Ilm = =1

x+ 1 14 1 1+0

3. Consideramos afuncéo f(x) = % definida para x # 0, e analisamos
0 seu gréfico.

Utilizando a fungdo do exemplo podemos considerar duas situacoes:

12 situagao: O que ocorre com a fungdo no caso em que x cresce arbi-
trariamente, 1in ...; f(x), ou decresce arbitrariamente, 1 ...; f(x).

Quando abordamos as sequéncias decrescentes, visualizamos que
quando x—+wo a fragéo é " 0, pois foram considerados, apenas, valores
positivos. Observamos que o mesmo ocorre quando x—+w. Donde conclu-
imos que:

im i3 £X)=0 e lim .5 £(x)= 0.

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 22 14/05/2019 11:14:31



22 situacao: Analisando o Complortamento do gréfico quando x — 0, no-
tamos qfe quando x — 0 a fragao = 0, Por outro lado, quando x — 0" a
fracao =t 3 .Assim,

o f&) =-3 e lin,ef&) =+3

Observe que utilizamos nogdes e operagdes simples para aplicar os
conhecimentos adquiridos.

Atividades de avaliagao

1. Determine os limites:
1

a) 1 s 5

3x-1
X

b) Tin .,

X

©) I iy

2. Comprove a igualdade a seguir.

2%+ 1
Iim == — =

x" 3

Limites infinitos

2

Seja f{x) uma funféo que assume valores positivos para x #a. Se lim_ f(x) =0,

5 . x"a -, \ — + =+
entdo, Im ) 0 3

De maneira anéloga, sendo f{x) uma funcélo que assume valores nega-
tivos parax#ae lim_ fix) =0, 1im ... =-3

fk) O

Exercicios resolvidos
. . , 1 . L
1. Determine o limite de 1m .. 0 se existir.

Solucéo: Considerando f{x)=x’, observamos que lim__ f{x) = 0 e que a
funcio assume valores positivos para x # 0. Dessa forma, temos que:

. 1
T f %)

x" 0
Adquirimos uma compreens&o ainda maior, quando observamos o gra-
ficode —:
X

=+3
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Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 24

2. Seja a fungao f definida por

2-X
f)=*1
XI

ex# 0
*ex>0

Determine os limites laterais quando x — 0.
Solugao: Analisando inicialmente o limite & esquerda:
limf(x)=lim(2—x) =2-0=2.

x—0~ x—07"

Por outro lado, quando analisamos o limite pela direita temos:

]jmf(x)=]jmé= Ol+ =+3.

X" O+ X" O+

Atividades de avaliagao

1. Determine os limites a seguir, se existirem:

. 1
a) ]J[Tl X"o’;

. 1
b) 1m e o e

. 1
C) m x" 0 X6

1
x—-4

d) ]j[n x" 4t
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e)]jmxwxfl4
0 ey

Q) i o o
) 1t s
) 1 o X

) I o

K) Tim 1- snx

0] - cosx

Limites no infinito

Nessa secao, tratamos dos limites de fungbes em que x — +o0 ou x— -0, €
consideramos, nos exemplos a seguir, trés situagdes particulares.

Observacao: As propriedades operatérias dos limites, vistas anterior-
mente, continuam validas quando se trata de limites no infinito.

12 situagao: Alguns limites de fungdes quando x— -+w ou x— -, po-
dem também ser iguais a +o0 ou 0.

Exemplo 1: Considerando a fungao f(x)=x*3, atribuindo valores para x
e observando seu grafico, podemos calcular seus limites no infinito.

X Y

-1000 ~1000000000 :
-100 ~1000000 T

10 ~1000 T

1 1 1

0 0 |/

1 1 5 4 3 2 1/ o 1 2 3
10 1000 T

100 1000000 [

1000 1000000000 fv 2
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Dessa forma,

lim _ x’=—0 e lim_ x>=+o.
22 situagao: Existem fun¢des que tendem para um nimero real quando
X—> +00 OU X—> —00,
Exemplo 2: Seja f(x) =2+ é,, definida para x = 0. Construindo e
analisando o grafico da fungdo, podemos perceber como esta se comporta

quando Xx— +o0 OU X—> —oo0.

X Y

-10000 [ 1,9999 .

-1000  [1,999 4\

-100 1,99 SN

-10 19 ssmoeoeo -1 e
-1 1 AN

1 3 e

10 2,1 R ":|1‘° Lt
100 2,01 ||

1000 |2,001 i

10000 | 2,0001

Observamos nas sequéncias, que as fragdes do tipo % quando x——
o, se aproximam de 0, logo
1 @2+ Lk=lin 2+ ln £ =2+0=2

x" -3 x" -3 x" -3

De maneira semelhante podemos concluir que:

]jma2+ék=]jm 2+ij%:2+o=2

x"+3 x"+3 x" +3

32 situacdo: Ha fungdes que nao apresentam tendéncias para nimeros
ou infinitos.
Exemplo 3: Considere a fungdo . Observe o gréafico da fungdo seno.
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A funcao seno é periédica de periodo 2 , assim como a fungcado cos-
seno e a fungao tangente, ndo possuindo limites no infinito; nem finitos, nem
infinitos.

Exercicios resolvidos

Mais alguns exercicios resolvidos poderao dar boas ideias de como tra-
balhar com limites no infinito de polinémios e fungdes racionais. Lembre que o
grau de um polindmio € o maior expoente da variavel em questao.

12 situagao: Quando calculamos limites no infinito de polindmios, po-
demos sempre colocar a variavel de maior expoente em evidéncia e verificar
quais termos se anulam quando x—o.

Exercicio 1: Calcule o valor do limite:

lim 43— 2% + 5x + 1.

x—+oo

Solugao: Colocando x3 em evidéncia, podemos reescrever o polinémio
e concluir o valor do seu limite.

SNNPPRE S S IS
0 0 0

22 situagao: Quando a fungao racional possuir 0 grau do numerador
menor que o grau do denominador.

Exercicio 2: Determine o limite:
. 8% -5
Tm T+ 1

x" 3

Solugao: Observando a fungao racional seria dificil decidir quem cresce
mais rapido, numerador ou denominador. No entanto, podemos, com opera-
¢coes elementares, reescrever a fungdo. Nesse caso, dividimos numerador e de-
nominador por x*3, que é a variavel de maior expoente do denominador. Assim,

B 5 8 _5
Tm 8x2-5 1lin X X Im X x3_O—O_O
x" 3 7X3+1 o x" 3 7X3 1 o x" 3 i o 7_0 - )
s+ = 7+ 3
X X X

32 situagao: Quando a fungao racional possuir 0 grau do numerador
maior que o grau do denominador.

Exercicio 3: Determine o limite:

Tm 5% - 2x+ 3

x" —3 4X + 2

Solugao: Nesse caso, o maior expoente de x do denominador € 1, por

isso dividimos numerador e denominador por X para obter.
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5% 2x 3 3
ln 5 -2x+3 _ M _x _ x " x _1m 2XT 2 % o
x" -3 4X+ 2 - x" -3 g ; - x" -3 ;
+ 4+
x ' x x

Notamos que as fracdes com denominador x tendem a zero, porém,
quando x— -co temos que 5 - x— -o0.

42 situagc&o: Numerador e denominador de mesmo grau.

Exercicio 4: Calcule o limite:

Tim 3%+ 5x - 2
x" 3 2X2+1

Solugao:
3, 5x_ 2 5.5 2
lin 3+ 5%x-2  Im X ¥ X _ lm X ¥ 3+0-0_3
x"3 2%+ 1 T s 2X 1 T s 2 1 2+0 2
+
X X X

Atividades de avaliagao
1. Calcule os seguintes limites, se existirem:
a) 1m e es (3X2)

b) ]jm.x"+3 (_ 4X3)

C) Iin . (- 4x)

. 1
d) Iim .2 a3 7k

. 7
€) Iim ..o az sk

f) Im ... Gx°+ 4x-1)
g) lm. 5 2+ x- 5% - x)

7. Teorema do confronto

Podemos encontrar situagdes em que ndo se consegue obter diretamente o
valor do limite de uma fungao f{x). Quando existirem duas fungdes g(x) e h(x)
que controlam os valores da fung¢do f'e seus limites forem iguais quando x—-c,
entdo o limite de f{x) quando x—-c existe e coincide com o limite de g(x) e A(x).

Teorema: Supondo g(x) <f{x) <h(x) para qualquer x<(a,b), intervalo conten-
do c, exceto possivelmente, em c. Se lim__g(x)=lim___h(x)=L, entao lim___f{x)=L.
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Neste curso, omitimos a demonstragdo do teorema do confronto, que
podera ser encontrada na bibliografia indicada.

Exercicio resolvido: Seja f{x)=senx e sabendo que -|x| <senx < |x| para
qualquer x € R . Utilizando as informagbes, determine lim__ sen x.

Solugao: Sabemos que -|x| <senx <|x| € com isso podemos, facilmente,
calcular que:

lim _ —|x|=0elim__ |x|=0.

Pelo teorema do confronto, lim__ senx=0.

senr

Matematica basica

Na figura a seguir podemos ver que -|x|<senx < |x]|.
Atividades de avaliagao

1 Estude Iim .. ox’ Soosa=k.
Note que: Para x 0, temos que -1 <cos a%k <l

2. Sabendo que -2 x’ <f{x) <1 + 3x’, para todo x#0. Determine lim__ f(x).

8. Limite trigonométrico fundamental

Exemplo: Note que n&o podemos aplicar a regra do quociente para determi-
nar Im ..o=— . Fazendo uma anélise do gréfico, vemos que este limite é
igual a 1.
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Teorema: Temos que
Iim senx _ 1
oo X )
Este € um importante resultado e, por vezes, é chamado de limite tri-
gonométrico fundamental. Para demonstra-lo utilizaremos o teorema do con-

fronto.
T
Demonstragao: /
Observe que: P B
AT = / VAN
= %
{ C MA
I'-. O /
Para: | /
\ /
r N~ |
01 x1 >
A

< <
AAOB — ASAOB — AAAOT

Notagéo: AAOB= tridngulo de vértices A,O e B,
SAOB-= é4rea do setor circularA,OeBe
AAQOT= tridangulo de vérticesA.Oe T.
— 1-
%# %#T@X& snx # x# togxesenx 2 0

Logo,

X 1 snx
1# senx# cos& cosx # X

#1

Como lim__ cosx =Ilim__1= 1, pelo teorema do confronto, concluimos que
x—0 x—0

Im senx _
x" 0 X

1.

Depois da recordagdo das identidades trigonométricas, podemos resol-
ver outro limite importante para o capitulo 2, no qual estudaremos as derivadas.

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 30 14/05/2019 11:21:14



Fundamentos do Calculo 3l

Exercicios resolvidos
1. Calcule o limite a seguir.

1 1 - cosx

x" 0 X :

Solugao:

Iim 1-cosx 1+ cosx _ lin_1-cos’x _ lim sen’x
X" 0 X "1+ cosx  xo x (1L+ cosx) 0 x (14 cosx)
_Iim sLenx 1 B 1

= Osaix. % ‘1+cosx_0‘1'2_o'

Atividades de avaliagao

1. Calcule os limites, quando existirem:

Use =5x e note que quando x—0, temos que 5x—0, ou seja, t—0.

N 3x
X

b) 1 .o

C) i oo

d) Lin o

Observagao: Outros limites importantes.

x

mxvv+3 al+%k: e, ]jmx"_3 al+ék: e,

1 1
Mo 1+ xtr=e,e 1m0 "1+ xtr =g

Exercicio resolvido
1. Determine o seguinte limite
Iin @’ =1
wo X
Solugéo: Considere a*~ 1 =u = a*=u + I = x = log (u+1). Note que
guando x—0, temos que u—0.
Fazendo as substituicdes temos,

1
= = Ina.

wo Jog. @+ 1) o 1 a0 +  log.e _Ine
Slog. + 1) log. u+ 1) na

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 31 14/05/2019 11:22:16



= RAQUEL MONTEZUMR PINHEIRO CABRAL

Rtividades de avaliagdo

1. Calcule os limites, se existirem:
1 3x
a) Im ... al+ -k

: 1y
b) 1m ... al + 3Xk

Sintese do Capitulo

Iniciamos esta unidade com exemplos de sequéncias e graficos de retas para
compreendermos a nogao de limite. Considerando uma fungéo f{x) definida
em um intervalo aberto em torno de x , dizemos que L € o limite da funcéo f
guando x tende a x  se & medida que x se aproxima de x , o valor de f{x) se
aproxima de L. Neste caso, escrevemos: limHo fix)=L. Uma fungéo fé dita
continua em x, quando limx—x_ f{x)=f{x ); em geral, a fungéo & continua num
intervalo /a,b] quando ela é continua em cada ponto do intervalo.

Em seguida, descrevemos algumas propriedades operatérias basicas
envolvendo limites de mais de uma fungao, por exemplo: considerando fun-
cdes fe g, tais que existam limhxa flx)=Le limhxo g(x)=K, com LKe R , temos:
soma: limmo fx) + g(x)=L+K.
diferenca: lz‘mHo f(x) —g(x)=L-K..
produto por uma constante: limHo (c.fix)=c.L
produto: limHo (f(x).g(x))=L.K.

quociente: 1y, . ~& _ L w0,
o g (X) K r

poténcia; lin x " xo (F(x))” = I/* ..
composta: fim,__g(fx)=gllim _,, fi)=g(L).
Introduzimos o conceito de limites laterais e observamos que em pontos

de descontinuidade podemos encontrar limites laterais diferentes, e que o limi-
te existe sempre os limites laterais coincidem

I foy = M fpy =16 W rp) =1,

X" a— %" a
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Resolvemos exemplos e exercicios relacionados a limites de fungbes
que tendem para infinito e que vao para o infinito. Apresentamos o teorema
do confronto, que diz: se g(x) <f{x) <h(x), para todo xe(a,b), e ce(a,b) é tal que

lim_ g(x)=lim_ h(x)=L, entdo lim___f(x)=L.

Finalizamos a unidade apresentando limites importantes, como limi-
tes envolvendo fungdes trigonométricas 1 ..o S@;X =1 e exponenciais
1
Im .o 1+ xX)x=e.

lerturas, filmes e sites

Sugerimos a utilizagao de programas simples para a construgao de gra-
ficos, tais como o0 GeoGebra, WinPlot, Graph ou outro de sua preferéncia.

Calculo Diferencial e Integral - Notas de Aula: http//www.icmc.usp.
br/~andcarva/sma301/Calculolc-AM6.pdf

Férmulas de arco duplo, arco triplo e arco metade: http//pessoal.ser-
comtel.com.br/matematica/trigonom/ trigo06.htm

Referéncias

AVILA, G. Calculo das fungdes de uma variavel. vol 1. Sdo Paulo: LTC,
2003.

GUIDORIZZI, H. Um Curso de Calculo. Rio de Janeiro: LTC, 2001.
LEITHOLD, L. O Calculo com Geometria Analitica. Sio Paulo: Harbra, 1994.
THOMAS, G. B. Calculo - vol. 1. 10. ed. S&o Paulo: Addison Wesley, 2002.
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Objetivos

Compreender conceito de derivada

Utilizar técnicas de derivacao

Calcular derivadas utilizando as propriedades operatérias

Aplicar a regra da cadeia

Conhecer derivadas de fungdes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas

A unidade a seguir contara com exemplos iniciais para dar uma nogao
de derivada. A partir dos exemplos, poderemos verificar que a derivada de uma
funcao € o limite de um quociente de duas grandezas, quando ambas se apro-
ximam de zero. Munidos dessa ideia, passaremos as definicdes. Ao final desta
unidade esperamos que o aluno compreenda o conceito de derivada e saiba
calcular derivadas de fungdes utilizando a defini¢cao, as técnicas que n&o preci-
sam da definic&o e as operagdes, além de saber aplicar a regra da cadeia e co-
nhecer as derivadas de fun¢des trigonomeétricas, exponenciais e logaritmicas.

Novamente partimos de exemplos para dar uma nogao do que vem a
ser a derivada.

1. Velocidade média e instantanea

Recordamos da fisica que a velocidade média de uma particula que se mo-
vimenta segundo uma fungao do tipo f{z) = s, sendo s a posicao e ¢ 0 tempo, é
descrita por.

S— S f/\th— f/\tgh

R

Essa é a velocidade média no intervalo de tempo entre ze ¢ . Note que a
velocidade instanténea no ponto ¢ seréa calculada como o limite das velocida-
des médias quando ¢, ou seja, sera definida por.
1m £th- £%h
o t- b

Exemplo: Considere uma particula que se movimenta segundo a equa-
¢ao s(t)= £+t+5, sendo s em metros e 1 em segundos.

V‘lz
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Observe que a velocidade média entre os instantes 1 e ¢ & dada por.
fth-£1h ¢+ t+5-1°-1-5 t£+t-2

t-1 N t-1 ot 1
Avelocidade, no instante em que t =1, &

_lim €+ t-2 (&= 1).(E+2)  1im _ _
v T =1 = 1 —tnlt+2—1+2—3m/s.

Se considerarmos a velocidade média entre os instantes ¢ e ¢ podemos
escrever.

Vi =

_ Pth-%h €+ t45-"+6+5h  (E-t)+t-th
WS T t-t - t-t
_ - htt tht “t- th . - thott b+ 1)
- -t N t-t

=t+H+ 1.

Considerando a velocidade no instante em que ¢ = ¢,, temos:
v= T 4 1= 26+ 1.
™"t
Teriamos, portanto, uma equacgao para a velocidade e poderiamos cal-
cular a velocidade em um instante ¢ qualquer. No caso particular de ¢ = 1,

esCcrevemos.
vith= 2t+ lev™h=2.1+ 1= 3m/s.

2. Areta tangente a uma curva

Observando o grafico da reta , dada como o gréfico da fungao afim f(x) =y,
podemos determinar sua inclinagdo como vemos na figura a seguir.

Matematica basica

Lembramos que, num triangulo retangulo, temos que

_ Catstooposto
- Catewadjponte*

Consideramos agora o gréafico de uma curva dada por f{x) =y e a reta
r secante ao gréfico, como representado na figura a seguir. Note que quando
x—x , areta r aproxima-se da reta r tangente & curva no ponto x .
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Desta forma, quando o limite
existir, temos que:

i £60) - £6)

‘ x" %o X = Xo

Exemplo: Seja f(x) = x* + 2x’. Podemos encontrar a inclinagéo da reta
tangente a curva y = f{x) no ponto x = 3.

Clm &) - f&) 1 X - 2% - %0 + 2%
m= X = Xo T e X = Xo

L lm X+ xR - xoh. &+ %) - 27% - %k + xh
Cxw X = Xo

= Moy o 2h(x + x,)

x" Xo

= 2Xo (2Xo2 - 2) = 4Xo3 - 4Xo .

Em particular, para x, = 3, temos que:
m=4.3-4.3=96
Concluséo: A reta tangente ao grafico de f{x) =y em um ponto P(x,, fix,)
€ a reta » que passa pelo ponto P e que tem como coeficiente angular, quando
o limite existir:

I £60) - £6x0)

m
* x" Xo X = Xo

3. Definigao de derivada

Defini¢éo: Dada a fungéo f(x) =y, chamamos de derivada de fde x =x,, e
escrevemos por f'(x,), ao limite a seqguir, quando ele existir.

i £ - £
' XOh_ x" xo X - Xo *

i

Podemos fazer x = x, + h, e reescrever a definicdo de derivada na forma:

Tm f&+h) - £x)

. —
b=, h

Para facilitar, podemos trocar x por x e escrever.
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. + -
frgh i fx+h)-fEx) .
h" o0

h

Observagao: A notagéo para a derivada_de uma fungao pode variar
bastante. Alguns autores preferem utilizar y],&y, &foh ou outras nota-
¢oes para representar a derivada, que aqui optamos por usar f'(x).

Exercicio resolvido

1. Determine a derivada da fungéo f{x) = 2x* + 5x.

Solugao:
; +h)*+ +h)-2x" -
f'(X):]Jm2(x h) 5(};1 h) - 2x" - 5x
h" 0
1 2x°+ 4xh+ 2h*+ 5x - 2%’ — 5x
T ano h
_ lin 4xh+ 2h’+ 5h
"o h
= M 4%+ 2n+ 5
=4x+ 5.

Note que a definicdo foi apresentada por um limite semelhante aos
apresentados nos exemplos dados, pois, a derivada mede a taxa de variagao
de uma fungéo, que foi a ideia utilizada para determinar a velocidade em um
ponto e o coeficiente angular da tangente em um ponto de uma curva.

Nos exemplos, observamos que os célculos para obter a derivada uti-
lizando a definicdo, nem sempre séo tao faceis, alguns poderao ser bastante
trabalhosos e, por isso, passamos agora ao estudo de técnicas que facilitam o
célculo das derivadas, sem precisar recorrer a definicao.

Derivadas de fun¢odes elementares
- Derivada da fun¢ao constante
Seja a fungao constante f{x) = ¢, com xe R . Note que:

i FEER)-F® g oc-c
f'(X)_ h" 0 h N h" 0 h -

Im 5,
h" 0
Exemplo: Dada a fungéo f{x) = 5, temos que f'(x) = 0.

- Derivada da fungéo f{x) = x’, com n ! N . Lembre que quando
n ! N, podemos escrever x'—y" = (x — y)(x* +x 2y + ... + x? + 7). Assim,

frpg < I EETD = £6) g k) -

h" 0 h - h" 0 h
i &+h-x)6x+h)" + &+ h)"x+ .+ KR XTI+ XTI
- h" 0 h

= ]:“l 6(x+h)" '+ X+ h)"x+ et R+H)X T+ X =X X X

=nx""
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Exemplo: Se fix) =x,entdo f(x) =1 . x!"1 =x"= 1.
Exemplo: Dada f{x) = x*, a derivada da fungéo é f(x) = 4. x*' = 4x°.

Atividades de avaliagao

1. Obtenha a derivada da funcgéao f{x) = -3 utilizando a definicdo e com-
pare com a técnica das fungdes constantes.

2. Determine a derivada da fungéo f{x) = x° utilizando a definicédo e a
técnica.

3. Utilizando as técnicas determine a derivada das seguintes fungdes:

a)fix) =11

b) fix) =x’

4. Continuidade e derivabilidade

Apresentamos, até o momento, varios exemplos de fungdes continuas que
s&o derivaveis em todo o seu dominio. Mostraremos, nesta se¢éo, que toda
funcao derivavel é continua, mas nem toda func&o continua é derivavel.
Exemplo: Seja f(x) = |x|, que é uma fun¢ao continua. Analisando a deri-
vada da fungao no ponto x = 0, temos que:
Se existisse a derivada de f{x) = |x| em x = 0 teriamos:

m 10+h |- m h
oy~ I 10+ n =101 _ 1 I

h" 0 h h" 0 h
Porém,
. h ) h
mhv'o_%z_l emh"o‘k%:‘kl.

Como os limites laterais sao diferentes, podemos afirmar que ndo existe
T e — % . Portanto, a fung&o ndo é derivavel em x = 0.

Conclusao: A relagdo entre os limites, apresentadas no primeiro capi-
tulo, vale para as derivadas, ou seja, uma fungéo tera derivada em um ponto
se e somente se possuir derivada a esquerda e a direita e estas forem iguais.

Observagao: Dada uma fungéo f{x) continua em todo o seu dominio,
a funcéo sera derivavel sempre que houver uma reta tangente ao gréafico da
funcao. Neste caso, a reta ndo sera perpendicular ao eixo x. Se observarmos
“bicos” no gréfico de fungdes, nestes pontos a fungao néo sera derivavel.

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 41 14/05/2019 11:26:12



ae RAQUEL MONTEZUMR PINHEIRO CABRAL

Teorema: Se fpossui derivada para x =x,, entéo a fungdo é continuaemx,,.
Prova: VVimos no capitulo 1 que uma fungao € continua se, e somente

J&)=/(x,). ou seja, lim, _, fix,+h)=f(x,).

se, lim

x—x0)

Como fé derivavel em x, entéo existe 1 .. ow temos:
; : fxo+h)- fx
]jif(X°+h)_f(X0):]fl’. & 1’)1 &) hE= f'(¢) .0= 0.

Assim,

]hml feo+h) = ]hm}) 6f (%o + h) - £(x0) + £ (%)@
= ]hm}) 6f (%o + h) — £(x,)@= ]hml £ (%0)
=0+ £ (%)
= fXo) .

Atividades de avaliagao
1. Determine as derivadas laterais para x = 0, na fungao definida por.

2
, 0
£ = (x *xs
-%x, =<0

Conclua se a fung&o possui derivada no ponto x = 0.

2. Analise o gréfico abaixo e conclua se a fungédo é continua em todos
os pontos do intervalo fechado dado e aponte se existirem pontos de descon-
tinuidade. Observe, também, se a funcéo € derivavel em todo o intervalo e
apresente, caso existam, pontos em que a fungdo nao é derivavel.

5. Propriedades operatoérias das derivadas

Aprendemos algumas técnicas que facilitam o célculo de derivadas, sem ne-
cessariamente utilizar a definic&o.

Consideremos as fungdes r(x) e s(x) derivaveis, e suas derivadas r'(x) e
s'(x), respectivamente. Veremos como se torna facil derivar fungdes utilizando
as técnicas que apresentamos a seguir.

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 42

14/05/2019 11:26:44



Derivada do produto de uma constante por uma fun¢ao

Dada f(x) =c. r(x), com c ! R . Calculemos f(x).
_ lim £&+h) - f®

f'(X) h" 0 h
_ lin €.rx+h)-c.rx)
- h" 0 h
_lin, T -rig
h" 0 h

M rxt+th-r
_C.h"O h

=c.r'x).

Exercicio resolvido
1. Dada fix) = 3x*, calcule f(x).

Solugao: Considere r(x) = x*, assim r(x) = x4’. Logo: f(x)=3 . r'(x) = 3.

4P=12x°.

Derivada da soma
Seja f{x) = r(x) + s(x). Desejamos calcular f(x).
s Im f&+h)-fx)

h" 0 h
_lin r&®Xt+th+sx+h)-rx-sk
N h" 0 h
_ lin .r&+h)-rK S+ h) - sx)
= o h * h .
_lm r®+h -rx  1m sk+h)-sk)
N h" 0 h + h" 0 h

=r'x) + s'x).

Observagao: A propriedade da derivada da soma vale para somas de
fungdes com qualquer quantidade finita de parcelas.

Exemplo: Sejam f(x) = r(x) + s(x), onde r(x) = 3x° e s(x) = 2x. Podemos
calcular a derivada da fun¢éo fcomo:

£ xh= r'"xh+ s"xh= 6x+ 2.
Derivada de um polinémio

A derivada de um polindmio pode ser facilmente encontrada, derivando
termo a termo, utilizando as propriedades anteriores.

Exercicio resolvido: Encontre a derivada da func&o polinomial
y=2x"-x+ 3x' - 4x’+ 2x" + 6x - 4.
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Solugao:
y'=2.6x"-5x"+ 3.4x° - 4 3x°+ 2 .2x+ 6
y'=12x" - 5x' + 12x’ - 12x° + 4x + 6.

Derivada do produto de duas fungoes

Considere agora f(x) = r(x) . s(x). Desejamos determinar uma expressao
para encontrar f'(x).

lm f&+h) - f&) 1 r&+h)sE+h) - r&)sE
f' (X) - h" 0 h - h" 0 h

Sem alterar a expressdo podemos somar e subtrair o termo r(x)s(x+h)
e teremos:

F16) = Jm r&+h)sx+h)-r®sx+h)+rxsx+h)-rxsk)

h" 0 h

Jm fr x+h) - r ®)@sx+ h) + r x) &sx+ h) - s(x)C+ r ()

h" 0 h

Tm fr x+h) - r x)@s (x+ h) . Iim rx)6s x+ h) - sx)@

h" 0 h h" 0 h

]:H:) rx+ h})l— r (x) ]f[l St )+ ]:H:, ) ]hml 6s (x+ h})l— s (%)@

=r'x).sx)+ rx).s'Rx) .

Exercicio resolvido

1. Dada a fungéo f{x) = (x** — 5x) . (x— 1), determine a derivada de 1.

Solug¢ao: Considerando r(x) =x’—5x e s(x) =x— 1, e , temos que r'(x) =
x2-5es'(x)=1.e.Assim,

f"xh= r"xhs"xh+ r"xhs"xh= "3x* - 5h.(x- 1) + ~x’ - 5xhl
f'x) = 4%’ - 3x° - 10x+ 5.

Derivada do quociente de duas fun¢ées

Seja f(x) =

5 () Obteremos uma expressao para calcular f(x).

Podemos escrever que
rx) =fx) . s(x)
Aplicando a regra da derivada do produto, temos que:

1) =f6) . s() %) . s'x)
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Substituindo f{x) e isolando f'(x), encontraremos a expressao desejada.

r (X)

r'x) = f'x) $s )+ $s' (%)

s (x)
r'x)$sx)= f'x)$s x) - r (%) $s' (%)
f r'x)Ss ) - rx)$s'(x)

x)= P

Exemplo: Dada a funcdo fx) = ﬁ'* calculamos f'(x) conside-

rando que r(x) = 2x e s(x) = x* — 2x e utilizando a expresséo acima.
Calculando inicialmente as derivadas de r(x) € s(x), temos que r'(x) =2
es'x) =2x-2e, logo:
28 - 2x) - 2xS(2x— 2)

f'x) =

x - 2x)°
- 2%
x4 - 4%+ 4%
-2
X -4x+ 4

Derivada de poténcias com expoente negativo

Quando os expoentes sdo inteiros negativos, aplicamos a mesma técnica uti-
lizada para inteiros positivos, demonstrada anteriormente. Dessa forma, se f{x)
=x", entdo:

116) =

Exercicios resolvidos

1. Determine a derivada da fungéo f'(x) = 5x.

Solugao: /'(x) = 5. (4) . x*1==20x7

Observagao: Na realidade, essa férmula valera para qualquer expoente
real, como veremos mais adiante e demonstramos no exercicio a seguir para

fx)=4x.

2. Dada afungdo f(x)= /% . encontre f'(x), utilizando a defini¢&o.

Solugao:
Jim vXt+h- \/;i
)=
h" 0
Multiplicando o numerador e o denominador por v x+ h + V%, encon-
tramos:
£ () = ]Jm«/x+h f «/x+h+\/?1
h \/X+ h+ \/7

_ Iim x+h-x _ Iim 1

~ o hWx+h+y/xh oo /x4 h+\/;< s 2/x’
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Note que utilizando a regra da poténcia encontrariamos o mesmo resul-
tado, isso &

f(X)Z/;i:X%ef'(x):%xz ==

Derivadas de ordem superior

Dada uma fung&o f(x), a derivada da fung&o é chamada de derivada primeira e
representada por f(x). Se f'(x) for derivavel, sua derivada sera chamada derivada
segunda e sera representada por f(x). Se f"(x) ainda for derivavel, sua derivada
seré chamada derivada terceira e sera representada por /"(x) e assim suces-
sivamente, usando f™(x) para representar as derivadas de ordens superiores.

Atividades de avaliagao

1. Determine a derivada de cada uma das seguintes fungoes:
a) f"xh= 2x’
b) f'xh= x*- 3x+ 1

c) xh=3x"-x'+2x+ 1

3 2

d) f'xh= —5§< + 3;
_ X
e) 'xh= o

f) £'xh= "x*- 3h"x+ 1h

g) £xh= "= x’+ 2%’ - 2x + 1h

A X T 1
h) fxh= —
) Fxh= %
) 'xh=2x"*

k) fxh= x"+ 8x*

) fxh=-L 42,4
X X

S
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(Sugestao: escreva as poténcias de como expoentes negativos).

2. Encontre umaequag&o paraaretatangente acurva c“xh= x* - 6x+ 5,
no ponto (2,-3).

Sugestao: encontre o coeficiente angular que é a derivada da fungao
e utilize os conhecimentos de Geometria Analitica para a determinacéo da
equacao da reta conhecendo a inclinagéo e um ponto, ou seja,

V- Vo= m "X— xh,
3. Determine as derivadas de todas as ordens de f{x) = x°.

6. A regra da cadeia

Aregra da cadeia é uma regra de derivagdo para a composicao de fungdes.

Matematica basica: Dadas duas fungdes r e s, com a condi¢ado de que
a imagem de r esteja contida no dominio de s, podemos considerar a fungéo
composta:

xh= r"s"xth= "r%rirxh.

Derivada da fun¢ao composta

Sejam r e s funcdes reais tais que s seja derivavel em x e r seja derivavel em
s(x), ou seja, satisfeita a condicdo de que a imagem da funcao s esteja contida
no dominio da fung¢ao r, desejamos encontrar uma regra para derivar a fungao
composta f(x) = r(s(x)).
Cm fx+h)-fK) 1 re&+h)-rEE)

h" 0 h h" 0 h :

')

Multiplicando numerador e denominador por s(x+h) —s(x), ndo alteramos
a fragdo e podemos reagrupar o produto da seguinte maneira:
_ lim rs®+h))-risx) sx+h)-skx)
w0 sx+h)-s® h ‘

')

Note que quando #—0, temos que v = s(x + h) —s(x)—0. Utilizando a de-
finicdo de derivada e a regra do produto para limites, escrevemos:

f'(x) = ]vm; r(S(X)Jrng‘ r(sx) $]v12 s (x+ h})l— sk

f'®x)=r'"(s®) $s'x)
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Exercicios resolvidos

1. Derive afuncdo f'xh= "x’+ 3h:

Solugao: Considere f(x) = r(s(x)), com r(s) =s° e s(x) = x*> + 3. Assim,
fx)=r'(s).s'x) =5.s". 2x=5. (7 +3)*. 2x=10x(x* + 3)*

2. Dada afungdo f(x)=+ 4x° - 5x, determine a derivada da funcéo f.

Solu¢ao: Fazendo f{x) = r(s(x)), com r”~sh= \Fs e s = 4x? —5x . Escre-
vemos:
8x-5

1 — ' — 1 — = —== =
f'(x) = r'(s) $s'(x) 2@ $(8x-5) 2\/@-

Atividades de avaliagao

1. Calcule a derivada de cada uma das fungdes a seguir.
a) f'xh= "%+ 2x’h

b) fx)=4yx"+2x" - 7x°

1
/\h:
c) 'x < -1
1
d) f'xh= ———
) -1

e) xh= "3x" - 5x- 2K’

2. Determine a derivada primeira e a derivada segunda da fungao
fxh= "%’ - Txh .

7. Derivada de fungoes trigonométricas, exponenciais
e logaritmicas

Calcularemos agora as derivadas do seno, cosseno e tangente, utilizando os

limites ja encontrados no capitulo 1, na seg&o Limite Trigonométrico Fundamen-

tal, e algumas identidades trigonométricas bem conhecidas. A partir dessas de-

rivadas poderemos calcular as derivadas das demais fungdes trigonométricas.
Derivada do seno

Seja f(x) = sen x, temos que:

_ lim S0 X+ h) - senx
_h"O h

')
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Recorde que: sen (@ + b) = sena Scosb + senb Scosa

Assim,
oy 1in senx Scosh + senh Scosx — senx

f (X) - h" 0 h
_ 1in senhScosx+ senx (cosh — 1)
- h" 0 h
= oosx$]jm snh | senx$]jm aosh -1y

nmo N h o h

= 1 Scosx+ senx $0
= COSX.

Derivada do cosseno

Seja f{x) = cosx, temos que:

' COS (x+ h) — cosx

Recorde que:
os (@ + b) = cosa $Scosb— sena Ssenb

Assim,
y oy 1in cosx Scosh — senx $senh — cosx
£&) = h" o h

= 1m :cosSx %D— Jhm; lsenx $SmThE

h" 0

= (cosx) S0 - (senx) $1

= - 3aX.
Derivada da tangente

Seja "xh= tgx, temos que:

SaNX
0= =" -

Utilizando a derivada do quociente, temos:

00sX Scosx — senx S(— senx)
o5’ X
cos’ X+ sen’x
cos’x
1
cos’ x

e’ X.

£ xh=
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Atividades de avaliagao
1. Obtenha a derivada das seguintes fungoes:

a) f'xh=-2snx

b) £xh= 5cosx

c) £'xh= cotgx

d) f"xh= secx

e) f"xh= cossecx

SaX — COsSX

f) 'xh= 5

g) £'xh= 2genx+ 3cosx- 1

2. Seja f(x) = senx, determine f*¥(x):

3. Encontre a derivada da fungao f{x) = sen x . cosx—1I

4. Utilize a regra da cadeia para derivar as seguintes fungoes:

a) f'xh= sen2x
b) f'xh= cosdx
c) £xh= "cosxh
d) f'xh= xS%sen’x

e) "xh= sen ¥’ - 5x)
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Derivada das fungdes exponenciais

Seja f(x) =a*,a> 0 ea! 1.Desejamos calcularf'(x).
. x+h _ x . x_h _ x . h _
f'(X)zhm—a a =:|_'|m—aa a :l-m:axﬁia lkD: a“*Sha.
h" 0 h h" 0 h h" 0 h

h
. . . -1
Lembre de que, no final do capitulo 1, encontramos que lim ..+~ = ha.

Exercicios resolvidos

1. Determine a derivada da fungcdo f£'xh= 3*..
Solugéo: f"xh= 3"In3.
2. Encontre f{x) da fungéo f(x) = ¢*

Solugao:
f(x)=e'lne=e"

Derivada das fun¢des logaritmicas

Dada a fung&o f{x) = log x, x> 0,a> 0 e a = 1.Calcularemos f'(x).

_ 1 109. G+ h) - Jog.x
- h" 0 h

= I - g, e+ h) - Tog.x@

')

_ Iim .1 x+h
- h"o'h$:|oga X o
1
_]jm" QEE
=, ]anal+ Xk

h 1 1

Fazendo t= *x&Hh =& © quando ~A—0, temos que t—0. Assim, 0

limite anterior pode ser reescrito como:
_ 1m 7 A
o log. (1+ B =
o log. "1+ 9

1
_ Iim n7@+ t)itAx
N £ 0 na
1
xIna -’
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No Ultimo passo usamos o limite fundamental lim .., (1 + t)it = e, visto

na Unidade 1.

Exercicios resolvidos

1. Determine a derivada das seguintes fungoes:

a) 'xh=2hx
Solugado: f"xh= 2 $L -2
) xhe x°
b) f'xh= logx
Solugao: f"xh= 1
Gao: xIn10 *

c) 'xh=14+3Ihx

Solugado: f'x) = 2 % = %

0}

2. Generalize a derivada de f{x) = x*, para qualquer a ! R .

Solugao: Seja f(x) =x*, para a ! R, temos que: In f{x) = Inx"
Infix) =a. Inx

Derivando e usando a regra da cadeia, encontramos que:

D |
F ) i (x)—a%x
TP A, STV

Atividades de avaliagao

1. Determine as derivadas das fungdes:
a) f*xh= 5¢

b) f'xh= 2"+ x°
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c) £'xh= log;x

d) £xh= 3"+ 5Inx

e) 'xh= xInx

f) £xh= 3*"1+ Inxh

g) £xh= senx €+ log.x)
h) f'xh= 5™

2. Utilize a regra da cadeia para derivar as fungdes dadas:
a) f'xh= 37

b) £xh= log.v'x
c) flx)=¢e""

Observagao: Seja f{x) =y uma fungéo derivavel e bijetora em seu domi-
nio de definicdo. Podemos determinar a derivada da funcéo inversa.

Como f{x) =y , temos que f/(y) = x . Dessa forma, podemos aplicar a
regra da cadeia para obter.
£ xh= x
6f 'Q'yhsfl™xh= 1
1
6f A vh= ————— .
EELYR= e rte

Exemplo: Seja f(x) = arcsenx. Queremos encontrar a derivada da fungao
f. Lembre que y = arcsen x < x = sen y. Assim,

seny =x

Derivando, temos:

cosy.f(x)=1
fI”"xh=

cosy
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Lembrando que sen’y +cos’y =1, temos que cosy=y1- sn’y=y1-x .

Desta forma:
fI'xh= L >
1-X
Rtividades de avaliagdo

1. Determine as derivadas das fungdes trigonométricas inversas a seguir.
a) f(x) = arccos x

b) fix) = arctg x

C) f(x) = arccotg x

d) f(x) = arcsec x

Sintese do Capitulo

Iniciamos esta unidade com exemplos envolvendo o célculo das veloci-
dades média e instantanea de um objeto e graficos de retas tangentes a cur-

vas, para introduzir a no¢éo de derivada. Dada uma fungéo f{x) =y, definimos
a derivada de f como

N ]hI[:J fx+ h}i— fx)

Concluimos, para r(x) e s(x) derivaveis, as seguintes propriedades operatorias:

J&) S
c 0
cr(x) cr'(x)
r(x)+s(x) r'(x)+ts' (x)
r(x)'s(x) r' (x)s(x)+r(x)s’ (x)
r () r' () $5 (%) = ¥ () $6' (%)
S (%) s’
X"

n.x"!

Provamos que se f possui derivada em x , ento f'é continua em x,.
Padronizamos a notagao para derivadas de ordem superior da fungéo f{x),

usando f'(x), /(). f"(x) e f*(x), para n > 3.
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Apresentamos a regra da cadeia para f{x) = r(s(x)), com s derivavel em x
e r derivavel em s(x), temos

S =r(() . s'X).

Estudamos outras derivadas importantes:

) /&)
senx COSX
COSX - senx
tgx sec’x
a ax-lna
log x 1
xIna
Encontramos a derivada da inversa de f{x) = y, derivavel e bijetora em
seu dominio de definicdo, como - 1')= m

leituras, filmes e sites

Derivadas: http//pt.wikipedia.org/wiki/Derivada

Derivadas de fungdes: http//pessoal.sercomtel.com.br/matematica/superior/
calculo/derivada/derivada2.htm

Tabela de derivadas: http//pt.wikipedia.org/wiki/Tabela_de_derivadas
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Gapitulo
Aplicacdes das Derivadas
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Objetivos

e lIdentificar intervalos de crescimento e decrescimento de funcdes

¢ l|dentificar pontos de maximos e minimos, absolutos e relativos

e Utilizar a primeira e a segunda derivadas na construgao de gréaficos de fungdes
e Resolver problemas de otimizagao utilizando derivadas

e Aplicar a regra de L'Hépital para resolver limites

No capitulo anterior ja haviamos identificado que, com a derivada de
uma fungdo em um ponto, seria possivel determinar a equacéo da reta tan-
gente a curva neste ponto. Neste capitulo conheceremos outras aplicagées
das derivadas. Ao final do capitulo, esperamos que o aluno seja capaz de
utilizar a derivada primeira para apontar pontos criticos de uma fungao, iden-
tificando se estes sdo pontos de méaximo, minimo ou inflexdo. Além disso,
desejamos que o aluno saiba utilizar a derivada primeira e a derivada segunda
na construgdo de gréaficos, em problemas de otimizagdo e na aplicagéo da
regra de L'Hopital.

1. Equac¢ao da reta tangente

Como ja mencionamos anteriormente, uma das aplicagdes das derivadas é
a possibilidade de encontrar a equagéo da reta tangente a uma curva f{x) em
um ponto dado, considerando que f{x) é derivavel neste ponto e sabendo que
f'(x) é o coeficiente angular da reta. Vejamos mais alguns exemplos.

Matematica basica

A equagao de uma reta que passa por um ponto dado (xo, yo) € tem coeficien-
te angular m é da forma;

V- Vo= m "X— xh,

Exemplo: Podemos obter a equacéo da reta tangente a curva em .
*xh= x"- 6x+ 2 an x= 4.

Note que, para x = 4, temos que:
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y=f4h=4"- 634+ 2=16-24+2=-6.
Devemos calcular, agora, a derivada da fung&o no ponto x = 4.

f(x) =2x— 6, logo f(4) = 2. 4— 6 =2. Dessa forma, a equacdo da reta
tangente a curva no ponto (4, —6) &

y=(=6) =2(x—4)
y+6=2x-8
y=2x-14.

Atividades de avaliagao
1. Encontre a equagéo da reta tangente a curva f{x) = 3x> —5x no ponto
emquex =1

2. Ache a equacéo da reta tangente a circunferéncia y = V2 -% no
ponto (1, 1).

2. Crescimento e decrescimento de fun¢odes

Definigao: uma fungéo f'é crescente quando, atribuindo valores crescentes
para X, encontramos valores crescentes de f{x), ou seja, considerando x, <x,,
encontramos f(x,) < f(x,).

Defini¢cao: uma fungdo f é decrescente quando, atribuindo valores
crescentes para X, encontramos valores decrescentes de f(x), ou seja, consi-
derando x,< x,, encontramos f{x,) > f(x,).

Uma fungdo pode néo ser crescente em todo o seu dominio. Nesse
caso, podemos encontrar intervalos, nos quais a fungao € crescente e outros
em que ela é decrescente.

Exemplos:

1. Observando os gréaficos das fungdes, podemos verificar o seu cres-
cimento ou decrescimento.

a) / b) 1

&
s
a1 / \
3] 21}
2
1
[
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Crescente Decrescente
C) ‘I'-llr I
\ /
3 /
\
2\ / Decrescente nointervalo  @- 3 ,2@
\ J
, "-.\ Crescente nointervalo &,+ 3 6..
. \
1 0 N 2 A 4 5
.\\\ J//
, -

2. Analisando o crescimento e decrescimento da funcéo

1+x, x350

fx) = .
&) (1—x,sexl 0

Notamos que, para valores maiores que zero € x, < x,, temos:
X1 %

1+x1 1+x
*xhl *x,h& f ¢ crescentean @,+ 3 @

Para valores menores que zero e considerando , temos:
x, < x, multiplicando por —1.

X, >—x2

I-x,>1-x,

fix) > fix,) = & decrescente em @- 3 ,00.

Atividades de avalia¢ao

1. Observando os gréficos, identifique intervalos de crescimento ou de-
crescimento:

a) b)

/
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daf2 2 —_

S0

2. Analise, quanto ao crescimento ou decrescimento, a fungao
fx)==,,quando x> 0.

[

3. Maximos e minimos

Definig&o: uma funcéo ftem méaximo absoluto em um ponto x , se para todo
x do seu dominio, temos que f(x) # f(x.). Nesse caso, f{x,) & chamado valor
maximo da funcao.

Defini¢ao: uma fungéo ftem minimo absoluto em um ponto x , se para
todo x do seu dominio, temos que f(x) $ £ (x.). Nesse caso, f{x,) € chamado
valor minimo da funcéo.

Podemos nos referir aos pontos de méaximos e minimos absolutos como
pontos extremos absolutos da fungéo.

Exercicio resolvido

1. Determine o valor de maximo ou minimo absoluto, analisando os gra-
ficos das funcoes:

2) N 0)

Solugao: x = 2 é ponto de maximo absoluto  x = (0 € um ponto de mi-
nimo absoluto.

Definigcdo: Considere x, um ponto do dominio da fung&o /. Temos que
fix ) sera:
1. um valor maximo local (ou relativo) em x , quando f(x) # f(x.) paraqual-
quer x na intersegéo do dominio de fcom um intervalo aberto / contendo x .

2. Um valor minimo local (ou relativo) em x , quando £ (x) $ f(x.) para qual-
quer x na interse¢&o do dominio de fcom um intervalo aberto / contendo x .
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Chamamos de pontos criticos os pontos em que /(x) = 0. Os extremos
locais sdo pontos que tem f(x) = 0, pois a reta tangente ao gréfico, nesses
pontos, é paralela ao eixo . Por outro lado, nem todo ponto que tem a derivada
zero é um extremo local, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo: Seja f{x) = x°’. Neste caso, f'(x) = 3x’ € f(x) = 0 somente para .
Porém, pela definicao, este ponto ndo é um extremo local.

Nesse caso, o ponto x = 0 é chamado ponto de inflexao.

Quando encontramos os valores em que a derivada se anula, temos
os possiveis candidatos a extremos locais onde a fungédo € derivavel. Porém,
extremos locais podem ocorrer em pontos onde a fungéo néo é derivavel.

Exemplo: Considere a fun¢éo f{x) = |-x +3| —1. Observe que a fungao
nao é derivavel para x = 3, mesmo assim, pela definicdo, este ponto € um

minimo local.

Concluséo: Se o ponto x, do dominio de uma fungéo &€ um extremo
local, entdo teremos que uma das seguintes afirmacgdes é verdadeira:
a) fnao é derivavel no ponto x .

b) fé derivavel e f(x ) = 0.
Quando desejamos encontrar maximos e minimos absolutos de fun¢des
derivaveis, em um intervalo /a, b/, determinamos os pontos criticos no intervalo
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aberto (a,h) e comparamos com as extremidades f{a) € f{b). O maior e 0 menor
desses valores serao, respectivamente, 0 maximo e o minimo absoluto.

Exercicios resolvidos

1. Analise a fungéo , para valores de no intervalo fechado e determine
0 que se pede:

a) maximos locais

Solugao: x = % e x=2r

b) minimos locais

Solugdo: x=0 e x= ‘%

€) maximo absoluto
~ r
Solugédo: x = DR

d) minimo absoluto

Solugao: x = % .

2. Determine os pontos de maximo e minimo absoluto da fungao fix) =
x¥—x?+ 2, nointervalo /~1,3].

Solugao:
A fungdo ndo possui pontos de descontinuidade e para determinar os
pontos criticos basta encontrar os pontos que anulam a derivada.

f(x) =3x>—2x
x(3x—-2)=10
x=0ou x=

W
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Determinamos os valores de fpara os extremos e 0s pontos criticos.

- - _ 2,_ 50
f£-1)=0,£3)=20,£0)=2 e fagk=>7.

Comparando os valores, temos que: em x = — encontramos 0 minimo
absoluto e em x = 3 encontramos 0 maximo absoluto.

Atividades de avaliagao

1. Seja fix) =x° + 2x* — 4x— 2, x € [-3,2]. Encontre os pontos de maximo
€ minimo absolutos da funco.

2. Determine os pontos criticos da fungéo f{x) = |-’ + 4x|.

3. Encontre maximos e minimos absolutos de cada funcéo:
a)fix) =3x—1,comx e [-2,3].

b) fix) =x*— 16, comx € R

CO)fix) =x’—3x—11, comx € [-2,2]

4. Utilizando a derivada primeira e a derivada segunda
para tragar graficos

Teste da derivada primeira: Seja fuma fungéo derivavel em (a,b).
1) Se f(x) > 0 para todo x € (a,b) entdo 1€ crescente em todo o seu dominio.

2) Se f(x) < 0 para todo x € (a,b) entéo f'é decrescente em todo o seu
dominio.

Demonstragao: Demonstraremos para f(x) > 0. O caso em que f'(x) < 0
pode ser feito de maneira totalmente anéloga.

1) Supondo que f(x) > 0 para um ponto x € (a,b) temos
1m f&x+h) - fx)

s 0 = f'(x) > 0.
Sendo assim, para valores pequenos de h, temos
fx+h) - fx)

0 > 0.

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 65

Fundamentos do Calculo 59

14/05/2019 11:49:38



58 RAQUEL MONTEZUMR PINHEIRO CABRAL

Seh2 0& x+h2 xe fx+ hh- f'xh2 0, donde segue que
"<+ hh2 £'xh parah> 0.

Poroutrolado,se hl 0& x+hl xe £x+hh- £xhl 0.Nesse
caso, concluimos que £*x+ hh1l f£"xh, parax <0.

Em ambos os casos, f é crescente perto do ponto x € (a,5). Como f'(x) >
0 para todo x € (a,b), a fungao f'é crescente em todo o intervalo (a,b).

Utilizamos essa informagao para identificar se um ponto critico € um
extremo local.

Concluséo: Para identificar se um ponto critico x, € um extremo local
de f'é necessério verificar se fmuda de sinal.

a) Se fi(x) > 0 antes de x, (a esquerda de x ) e f(x) < 0 depois dele (a
direita de x, ), temos que x, € um ponto de maximo local da fungéo f.

b) Se f'(x) < 0 antes de x, (4 esquerda de x) e f(x) > 0 depois dele (a
direita de x ), temos que x € um ponto de minimo local da fungéo f.

c) Se ndo houver mudanga de sinal antes e depois do ponto critico x,
entdo x n&o &€ maximo, nem minimo local.

Exercicio resolvido

Encontre os pontos criticos da fungéo f{x) = x’ — 6x. Use a derivada pri-
meira para identificar intervalos de crescimento e decrescimento e pontos de
maximo e minimo locais.

Solugao: Calculamos inicialmente a derivada e os valores que tornam
fx) = 0.
£ xh= 3x"- 6
3 -6=0& x=- \/5 ou x= \/E, ou que sdo 0s pontos criticos.

Testando valores temos: para x < - \E , vemos que f'(x) > 0 e a fungcao
€ crescente; f(x) < 0 para - \/E < x< \/E ,» € a funcdo é decrescente neste
intervalo; para x > ﬁ ,» vemos que f(x) >0 e a fungdo é crescente. Dessa
forma, concluimos que - «/E € um ponto de maximo local e \/5 € um ponto
de minimo local.

Analisando os gréaficos de curvas crescentes e decrescentes, notamos que:
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a) a concavidade esta voltada para cima quando a derivada é crescen-
te, ou seja, quando a derivada segunda é maior que zero. Note que na medida
em que cresce a inclinagéo das retas tangentes também cresce.

b) a concavidade esta voltada para baixo quando a derivada € decres-
cente, ou seja, quando a derivada segunda € menor que zero. Nesse caso,
quando x cresce a inclinagéo das retas tangentes diminui.

Teste da concavidade: Seja fuma fungéo que € duas vezes derivavel
em um intervalo aberto (a,b).

a) Se f"(x) > 0, para todo x € (a,b) entdo, neste intervalo, a concavidade
do grafico de festa voltada para cima.

b) Se f"(x) < 0, para todo x € (a,b) entdo, neste intervalo, a concavidade
do gréafico de f'esté voltada para baixo.

Observacao: Se a concavidade mudar de sentido sem que a funcao
tenha mudado o crescimento, temos um ponto de inflex&o.

No teste da derivada primeira é necessario conhecer os sinais da derivada
primeira em certos intervalos. O teste a seguir torna o trabalho ainda mais facil,
sendo necessario, apenas, conhecer a derivada segunda nos pontos criticos.

Teste da derivada segunda: Seja x, um ponto critico da fungo £, ou
seja, f(x ) = 0.

a) Se f"(x ) < 0, entdo €& um ponto de maximo local.

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 67

Fundamentos do Calculo =z

14/05/2019 11:51:02



& RAQUEL MONTEZUMR PINHEIRO CABRAL

b) Se /"(x) > 0, entdo € um ponto de minimo local.

Observagao: Se em um (x ), temos que f"(x ) = 0 e a concavidade muda
de sentido, entdo este ponto € um ponto de inflexo.

Exercicio resolvido: Encontre os pontos criticos da fungdo f(x) = x° —
6x. Use a derivada primeira e a derivada segunda para identificar pontos de
maximo e minimo absolutos.

Solugao: Calculamos f'(x), /"(x) e os valores que tornam f'(x) = 0.
f'®)=3x"-6e f'x) = 6x
3 - 6=06& x=-y20ux=y2

gue s&o os pontos criticos.

- \Eh= - 6«@ < 0, logo ponto de maximo.
it/ 2h= 6/2 > 0, logo ponto de minimo.

Verificamos que os testes anteriormente mostrados sdo bons indica-
dores na hora da construgao de gréficos de fungdes. Podemos ter em mente
alguns dados importantes, como:

a) conhecer os pontos criticos;

b) intervalos de crescimento e decrescimento;

) posicao da concavidade;

d) interse¢cbes com os eixos coordenados;

e) limites préximos dos pontos de descontinuidade e no infinito.

Exercicio resolvido: Esboce o gréfico da fungédo “xh= x’ - 5x..

Solugao: Note que 1 é continua. Calculando a derivada primeira e a
derivada segunda, temos:

f¥xh= 5x'- 5 e f"xh= 20x’
5x'-5=0& x=-1 e x= lquesdoasraizesreaise 20x’=0s& x= 0
Observe que

f’~1h=4 e f"~1h=-201 0,logo ponto de maximo,
f~1h=-4 e "~ 1h=-20> 0, logo ponto de minimo.
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Quanto a concavidade,
x1 0,fxh1 0, concavidade para baixo

01 x,f"xh2 0,, concavidade para cimae

x = 0 é ponto de inflexao.

Atividades de avaliagao
1. Esboce o gréafico das fungoes:
a) 'xh=x’- x°

b) f'xh= x*- 6x°

X
¢} £xh= X+ 1

d) £'xh= x"x"- 1h
e) 'xh= 1 - 3senx

5. Problemas de otimizagao

Daremos, a seguir, exemplos de problemas de otimizagdo que podem ser re-
solvidos utilizando nossos conhecimentos de célculo.

Destaque os pontos importantes:
a) identifique as grandezas envolvidas no problema;
b) analise valores que sejam possiveis para a resolugdo do problema;

C) escreva a equacgao ou as equacgoes.
d) use a derivada primeira e a derivada segunda para detectar pontos

criticos e possiveis solugdes.
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Exercicios resolvidos: Determine dois nimeros cuja soma é 100 e o
produto &€ o maximo possivel.

Solugao: Considere x e y como variaveis. Podemos escrever as se-
guintes equagoes:

x+y=100e P=x.y = P=x.(100-x) => P=—x>+ 100x

Calculamos P’e P", para determinar pontos criticos.
P'=-2x+100 e P"=-2

2x+100=0=x=50 e P"(50) =-2.50=-100 < 0, logo ponto maximo.

Portanto, os valores devem ser x =y = 50.

2. Desejamos construir caixas, sem
tampa, com folhas de dimensao 20 cm por
35 cm. A caixa sera construida recortando-se
quadrados dos cantos, como mostra a figura.
Determine o lado dos quadrados que devem
ser recortados para que se tenha uma caixa
com volume maximo.

Solugao:
Chamaremos de x o lado do quadrado do canto.
Escrevemos a equagéo para o volume:
V =x$35-2x%) $20 - 2x)
V = 4x’ - 110x* + 700x.

Sendo o dominio de defini¢&o o intervalo [0,10].
Encontramos V' e V", para determinar pontos criticos.
V'= 12x° - 220x+ 700 e V"= 24x- 220

De 12x*- 220x+ 700 = 0 encontramos pontos criticos aproximados 4,/ e
14,2.

Podemos desprezar o segundo desses valores, pois 14,2 ndo esta no intervalo
de definic&o [0,10]. Para a derivada segunda, temos que V"(4,1) =-121,6 <0,
donde concluimos que 4,1 é valor de maximo.

Portanto devemos escolher o valor x , 4,1an
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Atividades de avaliagao

1. Encontre a darea maxima de um retangulo cujo perimetro € igual a 60 cm.

2. Determine um ponto do gréafico da fungao f(x) = x?, que seja o0 mais préximo
possivel do ponto (1,0). Lembre que a distéancia entre dois pontos (x, y,) e

(xz’ yz) é dada por \/AXZ - XlH + AY2 - Y1H .

3. Umreservatério, no formato de um cilindro, deve ter a capacidade de 20mn’.
Para construi-lo, o custo das bases é de R$ 20,00 por metro quadrado e
o custo da lateral é de R$ 16,00 por metro quadrado. Determine o raio da

base e a altura do reservatério para que o custo seja minimo.

6. Regra de L'Hopital

Concluimos a unidade apresentando mais uma aplicacdo das derivadas. A
regra de L'Hépital facilita muito o calculo de limites que envolvem indetermina-

¢oes utilizando os conhecimentos de derivadas.

No caso de indeterminagdes do tipo %: supondo ffa) = g(a) = 0 e que

existam f(a) e g'(a), com g'(a) # 0, a Regra de L'Hépital nos diz que:

1 f®) @)

wa g g')”

Demonstragao:
Partindo de f"((a) -, temos que:
g
Im f&® - f@) fx) - f@)
f'@ _ w. x-a _Im X-a  _
g'@ 1 9g® -g@l) =gk -g@)
x" a X—a X—a

Sabemos que f{a) = g(a) = 0, assim,

@) 1 £®-0 1y £&®
g'@ #:gx-0 =:gK "
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SaNX
X

Exercicio resolvido: Calcule 1 ..,

Solugao: Note que, para x = 0, temos uma indeterminagcao do tipo% )
Aplicando a regra de L'Hopital, temos:

Im senx _ Iim colsx:OOSO: 1.

<" 0 X %" 0

‘A regra de L'Hopital pode ser utilizada em outras indeterminagées do
tipo g— 3 90 e 3 - 3 .Se quando aplicarmos a regra de L'Hbpital encon-
trarmos uma nova indeterminagao, podemos utiliza-la novamente para a de-
rivada segunda. No caso de uma nova indeterminagdo passamos a derivada
terceira, e assim sucessivamente.

Rtividades de avaliagdo

1. Determine os limites:
. x° — 5x+ 4
a R
) T X+ x-2

en 2x
Sen 3x

b) Tin o

) mxnol—iw
X

. 5%’ — 2%
d) 1 .5 Tx+ 1

Sintese do Capitulo

A primeira aplicagéo de derivadas apresentada foi a possibilidade de
determinar equagdes de retas tangentes as curvas.

Conceituamos fungdes crescentes e decrescentes, maximos e mini-
mos absolutos, maximos e minimos locais, pontos criticos (f(x) = 0) e pontos
de inflexao.

Verificamos que os pontos criticos sdo possiveis candidatos a extremos locais,
porém, os pontos em que a fungéo nao é derivavel também podem ser extremos.

Teste da derivada primeira: Seja fuma fung&o derivavel em (a,b).
1) Se f(x) > 0 para todo xe(a,b) entdo 1€ crescente em todo o seu dominio.
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2) Se f(x) < 0 para todo xe(a,b) entdo fé decrescente em todo o seu dominio.

Um ponto critico x de /'€ extremo local se fmuda de sinal em x, Se o si-
nal muda de positivo para negativo temos um maximo local em x e um minimo
local se o sinal de /' muda de negativo para positivo. Quando ndo ha mudanga
de sinal, entdo x n&o € maximo, nem minimo local.

Teste da concavidade: Seja f duas vezes derivavel em um intervalo
aberto (a,b).

a) Se f"(x) > 0, a concavidade do gréfico de f'esta voltada para cima.

b) Se f"(x) < 0, a concavidade do gréafico de festa voltada para baixo.

Se a concavidade mudar de sentido sem que a fun¢éo tenha mudado o
crescimento (crescente ou decrescente), temos um ponto de inflexao.

Teste da derivada segunda: Seja x, um ponto critico da fun¢éo f.

a) Se f"(x ) < 0, entdo x € um ponto de maximo local.

b) Se f"(x ) > 0, entdo x € um ponto de minimo local.

c) Se f"(x ) = 0 e a concavidade muda de sentido, entdo x € um ponto
de inflexao.

Estudamos problemas de otimizag&o que podem ser resolvidos utilizan-
do nossos conhecimentos da derivada primeira e derivada segunda e conclu-

imos a unidade apresentando a regra de L'Hopital, que facilita muito o célculo

de limites que envolvem indeterminagdes, e diz que: 1m .. d% = 5 EZ; )
X

lerturas, filmes e sites

Pesquise mais exemplos e exercicios de aplicacdes de derivadas:

http//mww.igm.mat.br/aplicativos/index.php?option=com_content&view
=article&id=796:exercicios-aplicacoes-derivadas&catid=98:calculol

Maximos e minimos:

http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2010/03/aplicacao-de-deri-
vada-para-determinacao.html.

Interpretacdo grafica da derivada primeira e derivada segunda: http://
alfaconnection.net/pag_avsm/Idt0304.htm

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 73 14/05/2019 11:54:53



% RAQUEL MONTEZUMR PINHEIRO CABRAL

Referéncias

AVILA, G. Calculo das fungées de uma variavel. vol 1. S&o Paulo: LTC,
2003.

GUIDORIZZI, H. Um Curso de Calculo. Rio de Janeiro; LTC, 2001.
LEITHOLD, L. O Calculo com Geometria Analitica. Sdo Paulo: Harbra, 1994.
THOMAS, G. B. Calculo. vol. 1. 10. ed. Sdo Paulo: Addison Wesley, 2002.

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 74 14/05/2019 11:54:53



Gapitulo
Nocdes de Integrais

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 75 14/05/2019 11:54:53



Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 76 14/05/2019 11:54:53



Fundamentos do Calculo 7

Objetivos

¢ Resolver integrais definidas e indefinidas

e Utilizar propriedades de integrais

o Utilizar o método da substituicéo para resolver integrais

e Compreender a interpretagdo geométrica das integrais

e Conhecer o Teorema Fundamental do Célculo e as integrais de Riemann

Nesta unidade abordaremos nogdes e propriedades de integrais inde-
finidas, ou antiderivadas, as integrais das principais fungdes elementares, as
integrais definidas, o teorema fundamental do calculo e uma apresentacao
das integrais como limites de somas de Riemann. Ao final deste estudo, espe-
ramos que o aluno saiba resolver integrais definidas e indefinidas e compre-
enda a interpretagcdo geométrica das integrais.

1. Alintegral como antiderivada

Iniciamos esta unidade observando as derivadas de algumas fungoes.
Gx)=2x-3+1 e G'(x) =8 -9’
Hx)=2x'-3°-2 e H(x) =87 -9
I(x) =2x"—3x° e I'(x) = 8 — 9%’
Note que apresentamos fungdes diferentes, mas encontramos a mes-

ma derivada para todas as fun¢gdes. E mais, todas as fun¢des do tipo F(x) =
2x'—3x* +¢,com c ! R, geram derivadas f{x) = 8 — 9x°.

Chamamos a fungéo F(x) de antiderivada ou primitiva da fungéo f{x) ,
sempre que F'(x) = f{x), para todo x do dominio da fun¢ao.

Definigao: Denominamos como integral indefinida da fung¢éo f'o con-
junto das fung¢des primitivas de f'e representamos da seguinte maneira:

#re)dx=F ® +c,
onde # € o sinal da integral, f{x) é o integrando, x é a variavel de inte-
gracédo, c ! R e Féuma funcéo tal que f=F".
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Exemplos:
1. Seja fix) = 3x*. Podemos determinar as primitivas da fungéo f.

5

#3xdx = 3;-)( +c,oonC ! R.

De maneira geral calculamos este tipo de integral como:

a+l

#xadx= P ke a,c!Real!-1
Em particular,
#dxz x+ cC.
2. Dada f{x) = cosx, suas primitivas sdo da forma F(x) = senx + ¢, com

c!R.
Vejamos mais algumas integrais de fungdes trigopnométricas:

#smmdx:—m

X +c
#cos}@dx:—senTkar C

Foe'xdx=tgx+ C

#ossec’ xdx = - cotgx+ ¢

#secxtgxdx= Lcx+ C

#cossecxootgxdx= — cosEecxX+ ¢
3. Calculando a integral:

-2x
#e—zxdx —_

e
2

Quando integramos fungdes exponenciais, temos:

kx

#Fedx = %+ c.

+ C.

x

a
Ina

#axdx= + c.

4. Encontrando a integral indefinida, temos:

#édx= nx+c, x>0,

Para calcularmos integrais precisamos lembrar bem as derivadas.
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Atividades de avaliagao

1. Determine as primitivas das seguintes fungoes:
a) fx) = 3x*

b) fix) = —sennx

2. Calcule as integrais:

a) #édx

b) #2%dx
c) #yxdx

2. Propriedades da integral indefinida

As regras algébricas que aprendemos para limites e derivadas, também valem
para o calculo de integrais.

FrSf () dx = kS H £(x) dx
forx) | gx)@dx= Ffx)dx! #gx) dx.

Exercicios resolvidos:

1. Calcule: # Bx'+ x* - 1)dx.

Solugao: Podemos analisar a integral termo a termo, para encontrar a
primitiva.
3 #xidx+ Fxidx- Fax= 3;;5 + o+ %3+ c - x+ c,0,0,0 ' R

3x5 , ¥
:?"'?_X‘}' C, cC=Cto+c.

2. Calcule aintegral: # sen”xdx.

1- 2
Lembre que: sen’x = —%OS £,

Solugao: Desta forma,
#Fon’xdx = #%d}(= % #dx- = #cos2xdx

_x_1l,.snzx X _
=579 2 T3 g t¢
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Atividades de avaliagao
1. Encontre as integrais indefinidas:

a) # (senx+ cosx)dx
b) #axz—ékdx

c) #55enx dx

d) #x'dx

e) #3e"dx

Método da substituicao para calcular integrais

Podemos mudar a variavel para resolver integrais. Sejam f'e g fungdes tais que
a composta 1o g esteja definida. O método da substituicéo consiste na seguinte
ideia: se soubermos calcular a antiderivada de f entdo podemos encontrar.

#fox) ' &) dx.
De fato, se F' =f, temos que (F %9) 'x)= (£%9) x) &9'x) .Ou seja,
#fo&) 'K dx= (F2%g) x)+c=F (gK)+c.

Podemos sintetizar essa discuss&o: fazendo a substituic&o g(x) = u, temos
#f(g(x)) G'R)dx=F @&X))+c=F u)+c= #f(u)du.

Na prética, usamos a relagéo acima para justificar que: chamando g(x)
=y, temos g'(x)dx = du e escrevemos diretamente a igualdade simplificada.

o) g’ ax= f£u)du.
Exemplo: Calcule a integral:

#/2x+ 1dx

Chamaremos u=2x+ 1 & du= 2dx & dx= %du.Assim,
#/ox+ 1ax= #u? .%du

3
_1.u?
—2$7+C
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Atividades de avaliagao
1. Utilize a substituicao de variavel para calcular as integrais:
a) #3 (x- 5)"dx

1
b) #77_ - dx

¢) H#cos(Gx+ 2)dx

2x
d) #x2+ 3dx

3. Integral definida e o Teorema Fundamental do Calculo

Considere uma fungdo continua f{x) com f(x) $ O para todo ,x ! €a,@
onde [a,b] € um intervalo fechado e a < b. Desejamos calcular a area S da
regido limitada pelo gréfico de £, o eixo x e as retas x = a e x = b, como mostra
a figura. O Teorema Fundamental do Calculo (TFC) diz que a area S é igual
a F(b) — F(a), onde F(t) € uma antiderivada da fungao f(z).

AN
. |

Para tanto, consideramos a area S(#) limitada pelo graficode f, o eixox e
asretasx=aex=t paracadat € [a,b]. Observamos que S(a) = 0 e S(b) — S(a).

A fim de verificar o TFC, mostraremos que a funcao area S(z) satisfaz
S'(t) =f(1), ou seja, S(t) = F(¢) + c € uma primitiva de fz).
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x)
fe Sl + h) — S(x)

S(z)

i { t+h b

Dados ¢ € (a,b) € k>0, sejam f(x,) e f{x2) os valores de minimo e maximo
de /'no intervalo [z ¢ +h], respectivamente, com x/, x2 e [t ¢ +h]. Uma fungéo
continua, sempre atinge seus extremos em um intervalo desse tipo. Sendo
assim, podemos comparar a area S(t + h) — S(¢) representada na figura anterior,
com as areas dos retangulos de mesma base e alturas fix1) e f(x2)

flag—"

. | flx)

flx) . S + ) — S(x

S(x+ k) - S(x) | 3(z) ki) (@) |
i

S(x)

i i t+h 1]

Omesmoocorrecom#i<(0.Quandos— 0temosque lim - £ (%) = £ 1) .
. Dessa forma, concluimos que

lim S({Eth) -5

£Q# o £
e, portanto,

. h _
S'(t):]jTZS(Hy)l S(t):f(t).

Em particular, para o célculo da &rea da regido que vai de a até b, deve-
mos encontrar a fungéo F cuja derivada € a fungéo f'e calcular. S = F(b) —F(a).
Definigao: Seja f'continua no intervalo /a,b]. A érea F(b) — F(a) € usual-
mente denominada integral definida da fun¢éo f'de a a b, onde F € a fungéo
area construida nos graficos apresentados anteriormente. Indicamos a inte-
gral definida de fpor
b

# f)dx=F ) - F @)

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 82 14/05/2019 12:00:33



Observagao: Na resolugéo das integrais definidas, usaremos a seguin-
te notacao:

b

F& | =FO-F@).

a

Exercicios resolvidos:

1. Calcule a area da regidao sombreada na figura delimitada pelas cur-
vas f{x) =—x’ +5x,0eixoxeasretasx=/ex=4.

Solugao: Calculamos a primitiva da funcao f e aplicamos nos valores

x=1lex=4.
3 2
F (x)=—%+ 5;
Fay=L 4080 _13 oy 4 58 112
=3 2 ~ 6 © 73 2 T 6
_ _ _ 112 13 _ 33
S=F@-F@1)="¢ =5

2. Encontre a area da regido limitada pelo gréafico da curva fix) = x°, o
eixoxeasretasx=-lex=4.

Solug¢ao: Calculamos a integral da fungéo definida de x = -1 até x = 4,
ou seja,

3 4 3 3
oo x t_ 4 1) 64 1 _ 65
#xax=51 =3 =3 *t3-

3 3

Passemos a analisar o caso em que a fungdo assume valores positivos
e negativos, ou seja, seu grafico pode gerar regides acima ou abaixo do eixo

x . Dessa forma, as areas formadas abaixo do eixo x sdo contadas com valor
negativo na integral definida, ou seja:
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\
\ /

\ /
\_/

1)Se f(x) $ 0, para x! [,b] temos que
s1= # f(x)dx.

2)Se fx)# 0, para x! [b,c], temos que

Sz=

# f(x)dx‘ —— ¥ froax.

3) Finalmente, a integral definida de f'em /a,c] € dada por
¥ fe)dx= # f@dx+ ¥ £f&®)dx= S, - S..
a a b

Além disso, podemos escrever a area delimitada pelo gréafico de f; o eixo
x € as retas x = a e x = ¢c em termos das integrais definidas como:

Observagao: Sendo assim, a integral definida pode ser interpretada
como a area delimitada pelo grafico da fung&o e o eixo x sendo essa area
contada com sinal positivo ou negativo, dependendo do sinal da fungdo No
entanto, o calculo das integrais definidas de fungdes que mudam de sinal,
também pode ser feito diretamente, como no caso das fungdes positivas: en-
contrando uma primitiva e aplicando o TFC.

Até agora, s6 demos sentido ao valor # f&)dx quando a < b. Mas tam-
bém é importante considerar a ordem de integragao. Sendo assim, quando
escrevermos # f&)dx significa que estamos integrando a fungao fde a até b
Definimos a integral de f'de b até a como sendo

¥ rodx=- # fxax.
a b
Exercicio resolvido:

1. Determine a area da regiao limitada pela curva f{x) =X’ - 2x’ - 8x e o
€ixo x.
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Solugao: Observamos que a fungdo tem como raizes os valores x =2,

x=0ex=4,0useja, afuncio assume valores positivos e negativos. Note que

fx)$ 0 paravaloresde x! 2,0]e fx) # 0 parax! [0,4]. Desta
forma, devemos determinar.

0 4
# x’ - 2%" - 8x)dx — # (x’ - 2%x° - 8x)dx =

-2 0

_ox 2% o8y U ox 2% 8, ¢
B R i R Bl a i i B
. =2 28(2)° = 40 24 ,
=0~ i -3 - 48(2)E- - =3 - 44D+ 0
20, 128 148
3 3 3 -
2. Calcule
4
#F - 2% - 8x)dx.
-2
Solugao
4 4 4
# - 22 - Bx)dx= a5 - X _ 4k
-2 4 3 -2
s 3 25 2)°
za%_2§4 _4$42k_c(4) _ $(3 ) _4$(_2)2m
__128 20 _ 148
3 3 3

Atividades de avaliagao

1. Determine a area da regido limitada pelo gréafico da curva f{(x) = —x’+4,
oeixoxeasretasx=-2ex=2.

2. Seja f(x) = x2 — 4x+5. Calcule a area sombreada na figura:

-2 -1 o1 2 3 4 5 6 T 8

3. Considere a fungéo f{x) = x* — 3x’ — 4x. Calcule a area limitada pelo
grafico da fungéo f{x) e o eixo x.
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3. Propriedades das integrais definidas

Pelo teorema fundamental do célculo, podemos usar as propriedades das in-
tegrais indefinidas para integrais definidas e acrescentar mais algumas.

# £ dx=- i% £ (x) dx.

Integracédode a atéa:
¥ fx)dx=0.

Multiplicagcao por uma constante:
# ksfx)ax=k$# £(x)ax.

Soma ou subtracao:
FE®! gx))dx= # fedx! # g dx

a

Adicao de intervalos
# re)dx+ #F fdx= # fx)dx
a b

a

Exemplos:
1. Sejam f(x) e g(x) fungdes continuas, tais que:

¥ regax=-2 e #gxadx=5.

1

Podemos calcular integrais utilizando as propriedades.
3 3 3
# 6f (x) + g (x)@dx = # £ (%) dx + # g®)dx=-2+5=3

2. Calcule o valor da seguinte integral definida

#l V1-xxdx.

0

Substituindo u = I —x* e du = —-3x’dx Observamos que x = 0 implica u = /
e que x = ] implica u = 0, ou seja, a ordem de integracdo se inverte depois da
mudancga de variaveis. E assim, temos:

#1v 1-x’xdx= #Ou% .a—%kdu
0 1
=- #1 uz .a—%kdu
0

o=
[\)‘w‘cﬁm

wlr
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Atividades de avaliagao

1. Considere que # f)dx=3e # fx)dx = 5.  Calcule o que se pede:
a) # 55F () dx
0

b) # £x)dx

2

o) # fex)dx

0

2. Suponha # fx)dx=-2 e # g dx= 7. e Calcule

1

41%4 BF x) - 29 (x)@dx.

5. Integrais de Riemann

Apresentaremos nessa se¢ao uma maneira diferente de calcular a integral
definida de uma fung&o. Seja f{x) uma fun¢éo que pode assumir valores
positivos, negativos ou zero em um intervalo fechado /q, ¢/. Podemos dividir
esse intervalo em subintervalos de comprimento 4. Em cada subintervalo
escolhemos um ponto x. Observe que a area S determinada pelo gréafico de
f e pelo eixo x pode ser aproximada pela soma das areas S, dos retangulos,
Ccujas bases s&o os subintervalos da diviséo e de altura f{x) como podemos
ver na figura a seguir.

flx)

Podemos escrever entéo
s, 2l s=7] fx)

i=
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Essas somas s&o chamadas somas de Riemann e, passando ao limi-
te, quando n — o e 0 comprimento dos subintervalos #—0 obtemos um valor
que é chamado de integral de Riemann da fungéo f'no intervalo /a,¢/.

Dessa forma, temos:

# f)ax= s-hm3;1 £ (%) Sh.

Exercicio resolvido: Calcule a soma de Riemann para a fungao f{x) =

—x’—2x,nointervalo -2 # x # 0, utilizando 5 sublntervalos de mesmo tama-
nho. Ao final dos calculos, compare com o valor de # f (%) dx.

Solugao: Di\éidimos o intervalo -2 # x# 0, em 5 subintervalos de
comprimento h = T e escolhemos um ponto em cada intervalo

6,. 856 4

__8 10 8 __6,. 86 __4,. 6 4
x=-g !l =5, gPx=-g! =g ghx=-5! =5,-5h
x,=-% 1| 2, LDex=0! =<,0D

Calculamos os valores da func&o nos xi e multiplicamos por h para ob-
ter a soma de Riemann pedida:

fe) St £(2) Sht £(x) Sh+ £x) S+ £x) $h=

(fa- §k+ fa- 6k+ fa- 4k+ fa- 2k+ (0 )D%:

lo 24 24 16 _
25+25+25+25+0D%5—1,28.

0
Calculando # f (x) dx, temos:
-2

0 _ g : o_ . (_2)3
aft £l dx=a-5 - XK [==i-——3

- (- 2)2E: % ’ 113

Quando comparamos, observamos que o valor da area utilizando so-
mas de Riemann é préximo do valor exato calculado com a integral definida
no intervalo. Para obter uma aproximacao melhor, seria necessario considerar
uma quantidade maior de subintervalos.

Atividade de avaliagao

1. Utilize as somas de Riemann para calcular a area aproximada que o
gréfico da fungéo f{x) = x’+x’ —6x faz com o eixo x, no intervalo -3 # x # 2,
utilizando subintervalos.

2. Calcule a integral:

#2 &+ x - 6x)dx

3
e compare com o valor encontrado na atividade anterior.
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Chamamos a fungdo F(x) de antiderivada ou primitiva da fungéo f(x),
sempre que F'(x) = f{x), para todo x do dominio da fungdo. Denominamos
como integral indefinida da fungéo f o conjunto das fungdes primitivas de f'e
representamos por.

Ffxdx=F x) +c,

onde C ! R e Fétalquef=F' Porexemplo, calculamos:

a+1l

a+1

#xadx= +¢ ac!R eal!-1.

Conhecemos integrais de fungdes trigopnométricas, exponenciais e lo-

garitmicas:
Fx) +c
# £x) dx ®
sen kx coskx .
z
coskx senkx
- o
k
sec’x tgx+c
cossec’x —cotgx+c
secxtgx secx+c
cossec x cotgx —cossecx+c
e~ &
e
x! Inx+c

Verificamos que as regras algébricas de limites e derivadas, valem para
as integrais e apresentamos o método da substituicdo para a composta, subs-
tituindo g(x) = u, temos que

#f(g(x)) G'R)dx=F @X))+c=F @u)+c= #f(u)du.

Apresentamos o Teorema Fundamental do Célculo (TFC), que diz que
a area S = S(t) limitada pelo eixo x e pelo grafico de fé uma antiderivada da
fungéo f{z). Para o célculo da regido de a até b, encontramos a fungéo cuja
derivada é a fungao f'e calculamos S = S(b) — S(a). Definimos a integral definida
da fungdo continua fem /a,b], como o nimero real F(b) — F(a), onde F é uma
primitiva de f'e a indicamos por
# feodx=F O - F @)

Em particular, verificamos que as propriedades das integrais indefinidas
passam as integrais definidas:
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Frsteoax=k# faxe # E® ! gw)dx= # fedx! # gxdx

bem como

¥ fe)dx= 0 # fx)dx+ # tean— # feoax

Finalmente, apresentamos uma maneira de calcular, ou aproximatr, inte-
grais definidas como limites de somas associadas a particdes do intervalo de
integracéo (Somas de Riemann). Para f(x) definida em /a, ¢/, dividimos o inter-
valo em n subintervalos, e em cada subintervalo escolhemos um x, formando
retdngulos de mesma base 7 e altura f{x). Usamos a soma das areas desses
retdngulos para aproximar a mtegral definida de fentrea e

# feyax= 10 2l Fee) s

|eituras, filmes e Sites

Calculo Integral: http://cead.ufpi.br/conteudo/material_online/disciplinas/
matematica/download/unidade6.pdf

Integral: http://pt.wikipedia.org/wiki/Integral

Soma de Riemann. Integral Definida. Propriedades. Area: http/Avww.uff.
briwebmat/Calc1_LivroOnLine/Cap21_Calcl.html

Referéncias

AVILA, G. Calculo das fungdes de uma variavel. vol 1. Sdo Paulo: LTC, 2003.
GUIDORIZZI, H. Um Curso de Calculo, Rio de Janeiro: LTC, 2001.
LEITHOLD, L. O Célculo com Geometria Analitica. Sdo Paulo: Harbra, 1994.
THOMAS, G. B. Calculo - vol. 1. 10. ed. Sdo Paulo: Addison Wesley, 2002.

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 90 14/05/2019 12:07:18



Fundamentos do Calculo ol

Sobre a autora

Raquel Montezuma Pinheiro Cabral: Professora de mateméatica da rede es-
tadual do ceara ha 17 anos, trabalhando com educagao semipresencial ha 13
anos. Mestrado profissional de matemética pela universidade federal do ceara,
concluido em 2014. Dissertacdo: introducdo do estudo de vetores no ensino
médio: um ganho significativo para o estudo da geometria analitica, sob a orien-
tagao do prof. Dr. Jonatan floriano da silva. Especializagdo em ensino da ma-
temética pela universidade estadual do ceara, concluida em 2001. Monografia:
um paralelo entre a educagéo matematica propostos pelos paradmetros curricu-
lares nacionais e a preparacao dos profissionais da area, sob a orientacdo da
profa. Ms. lvanice montezuma de carvalho pinheiro. Graduagao em licenciatura
plena em matematica pela universidade estadual do cear4, concluida em 1987.

Livro_Computacao__Fundamentos de Calculo.indd 91 14/05/2019 12:07:18



