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APRESENTACAO

Ola, aluno(a)!

Nestelivroabordamos umatematicaque envolve umconhecimentoindubitavelmente
imprescindivel, N0 que concerne ao saber pedagdgico especifico do professor de
Matematica. Referimo-nos ao conhecimento sobre a qualidade e dos pressupostos
adotados nas abordagens de livros didaticos de Matematica, em seus diversos
conteudos. Deste modo, trazemos ao leitor, um momento sui generiris atinente a
uma pratica sistematica reflexiva, sobre um dos principais instrumentos didaticos,
tendo em vista a estruturacao de uma praxis fundamentada em sala de aula.
Falamos, pois, do livro didatico de Matematica. O elemento basico assumido diz
respeito ao fato de que a qualidade de um livro didatico de Matematica contribui de
algum modo, na qualidade de uma transmissao (transposicao) didatica envolvendo
0 saber matematico. Destarte, na medida em que conhecemos as debilidades de
um compéndio didatico, embora razoavelmente conhecido no mercado sedutor
de livros texto, desenvolveremos um olhar com mais propriedade, atinente ao
cuidado com seu trato, em parceria com 0s aprendizes. Ademais, com origem na
indicacéo particular de certos conteudos, trazemos ao leitor (professor) uma série
de exemplos praticos e situacdes-problema que exigem o olhar de vigilancia do
docente.

Prof. Francisco Régis Vieira Alves
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A L A 'l Aspectos psicoldgicos

inerentes a atividade
solucionadora de problemas
em Matematica

Ola, aluno(a)!

Nesta aula inicial, abordaremos algumas questdes pouco visiveis, sobretudo no
contexto do ensino e, principalmente, na aprendizagem em Matematica. Sua
importancia reside no fato de que, a internalizacdo de conceitos matematicos
depende das peculiaridades idiossincrasicas e privadas de cada sujeito, que esta
imbuido e interessado na resolucao de um problema significante em Matematica.
Por isso, nossa primeira discusséo sera acerca da compreensao e entendimento
do fenbmeno cognitivo conhecido como insight ou momento de iluminacgao.
Tal fenbmeno despertou o interesse de muitos pensadores no contexto da
resolucédo de problemas na Matematica e nas Ciéncias.

Entdo, vamos a aula?

Objetivo

e |dentificar os aspectos de natureza cognitiva relacionados a resolucao de
problemas em Matematica
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~ Aspectos psicoldgicos
TO PI cu 1 relacionados com a solugao
de problemas

OBJETIVO

*  Compreender e identificar os aspectos
psicolégicos relacionados com a solugao de
problemas em Matemadtica, bem como suas

etapas a serem seguidas

esta aula discutiremos as relagdes entre saber matematico escolar,
professor e aluno, com énfase na atividade solucionadora de
problemas. Veremos que a compreensdo dos fendémenos de
natureza cognitiva é condigdo pfkblat "kl k para o entendimento das escolhas, éxitos,
decisdes e fracassos de um sujeito, ante a resolugao de problemas em Matematica.

Em outras disciplinas, temos enfatizado a importancia primordial do dominio
de contetdo especifico, do conhecimento dos aspectos histéricos/epistemolégicos
dos conceitos matemadticos, da compreensado da dimensdo epistemoldgica/filosdfica
daquilo que se vai ensinar, da essencialidade do conhecimento de uma metodologia
adequada de ensino, a operacionalizagdo de uma transposi¢do didatica efetiva
e, por fim, da compreensdo, pelo menos em parte, dos mecanismos cognitivos
peculiares e inerentes a resolugdo de problemas em Matematica.

Temos discutido, recorrentemente, fatores preocupantes com que nos
deparamos no contexto escolar, no ambito especifico do ensino de Matemadtica e que,
em varios casos, ndo contamos com pontos de vista ou argumentos consistentes, no
sentido de explicar os motivos ou razdes pelos quais registramos tamanha repulsa e
pouco entendimento, da maioria dos estudantes, com respeito a Matematica.

Temos advertido o professor de Matemdtica para o fato de que nao é uma
pratica muito interessante desenvolver suas agdes com a preocupagao predominante
voltada ao ensino em detrimento de aprendizagem. E certo que atitudes e

posicionamentos particulares, muitas vezes construidos e elaborados a partir da
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anterior formagao académica, e as experiéncias desenvolvidas com seus formadores
nao sao faceis de serem identificados.

Estas atitudes que indicamos no pardgrafo anterior, observadas no contexto
do ensino de Matemadtica sdo explicadas por Brousseau (2002) que descreve a
nogao de contagio epistemologico. Este contagio acontece quando o professor
de Matemadtica, por exemplo, acredita que um bom dominio do conteudo, o
desenvolvimento de uma aula magistral, o enunciado de todos os teoremas, a
realizagdo de todas as demonstragdes formais e a colocagdo precisa das definig¢ées
formais garantirao uma boa e sélida aprendizagem. Portanto, depreende de modo
equivocado que, sua missdo, como professor, se resumira basicamente a estes
pontos e o cumprimento deste ritual.

O contdgio epistemolégico se manifesta, neste caso, quando o professor
adquire a crenga segundo a qual, basta realizar com precisdo suas atividades de
ensino, e que irremediavelmente o aluno aprendera. Nao obstante, sabemos que,
agdes em torno do ensino/aprendizagem nido podem assumir esta concepg¢ao
simplista, reducionista e afetada por uma perspectiva anacronica de ensino.

Tais concepgdes podem ser observadas quando o professor de Matematica age
e leciona de modo sério e rigoroso, pois o contetido matematico é rigido e preciso, ou
ainda que o professor de Matematica seja meticuloso e sistematico, pois leciona um
saber submetido as inferéncias lineares condicionados pela Logica Classica.

As consequéncias disto no contexto visivel, seja da escola ou da universidade,
podem ser preocupantes. Neste sentido, nafigura 1, exibimos os elementos principais
que exigem a figura e a fun¢do dinamica do professor. Assumimos a relevancia do
fato de que ndo se pode privilegiar o ensino em detrimento da aprendizagem,
todavia como antever a possibilidade de uma razoavel aprendizagem? Como antever

entraves no momento real e imediato de uma mediagao?

Aprendizagem

Professor
Figura 1 - Relagdes entre ensino/aprendizagem (elaborado pelo autor)

Nao podemos questionar o fato de que o aprendizado depende, em muitos

aspectos, do interesse do individuo. Por outro lado, recordamos a perspectiva de
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Brousseau (1995, p. 62) ao acrescentar um ponto de vista singular, na medida em
que argumenta que “o aluno aprende, adaptando-se a um meio que é um fator de
contradigdo, de dificuldades, de desequilibrios, um pouco semelhante a sociedade
humana”. Desta forma, a figura do professor ¢ essencial, como um agente promotor
de situagoes desejaveis de desequilibrios e adaptagdes, culminando em uma
aprendizagem.

Nao obstante, indicar apenas o aluno ou apenas o professor como agente
principal neste processo propicia uma visao reducionista no contexto. Ademais, esta
visdo pode deixar a responsabilidade primordial para o estudante, o que também
ndo é conveniente. Todavia a preocupagdo, de modo equilibrado, com os dois
elementos do bindmio ensino-aprendizagem (figura 1) depende, em determinada

instancia, dos padrdes de formagao introjetados no ambiente académico (figura 2).

ETAPAS DE FORMACAO DO PROFESSOR DE MATEMATICA

Saber Matematico

especifico

como se
aprende o que

existe

Aspectos
historicos

Aspectos
psicolégicos

Indicam/
licam sua
origem

Indicam entraves/
barreiras psicoldgicas

Aspectos
Ditaticos e

metodolégicos

Figura 2 - Fluxograma proposto para uma adequada formagao (elaborado pelo autor)

Feita esta explicagdo inicial e destacando as concepgdes que assumiremos
neste curso figura 2, nos deteremos a discussdo da relevancia do conhecimento
dos caracteres psicologicos de quem aprende e de quem se encontra na atividade
solucionadora de problemas de Matematica ou seja, situagdes especificas em que o
sujeito depara uma situagdo intrigante, no campo da Matemdtica, a qual estimula
sua agao fisica ou mental.

Inicialmente, o professor deve ter em mente duas fases distintas. A primeira

diz respeito as representagdes mentais mobilizadas ante a uma situagao-problema
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que chamou a atengao do estudante. Dentre o repertério de representagdes mentais
e, consequentemente, o sistema simboélico escolhido para a resolugdo efetiva do
problema, o segundo momento, entdo, se caracteriza pela colocagdo em pratica das
estratégias e conjecturas levantadas.

Ao final, o professor precisa colocar em evidéncia as estratégias mais exitosas
e as estratégias que concorreram para o fracasso naresolugao do problema. Notemos
que nem sempre o aluno aprende mais a partir de estratégias implementadas que
funcionaram. As vezes, ele adquire uma capacidade mais aprofundada de reflexio
a partir dos seus erros.

Para concluir, vamos adaptar o fluxograma proposto por Robert e Benn-Zev
(1996, p. 37) e indicar etapas importantes na atividade solucionadora de problemas.
Na figura 3, os momentos ou fases destacadas merecem comentdrios e reflexdes

aprofundadas.

Leitura do texto matematico

Identificagao/reconhecimento de Mobilizagdo de um conhecimento dependente
padroes aritiméticos, algébricos, da atividade perceptual do sujeito
geométricos e linguisticos

Selecao de Ativacao de modelos

mentais dos sujeitos

palavras-chaves

Escolha/mobilizacédo Atividade mental que evolui
de plano de acdo com base na sensagao de feeling

Escolha e Identificacdo de modelos
e imagens mentais mais
pertinentes a situacao particular

Desenvolvimento

do planos de
execucao/estratégia

Escolha e descarte de

Tomada de decisao informagoes

eagdo
Acao apoiada em elementos Uso de modelos mentais

nem sempre claros para o T PR
Aplicacio do plano/ s 6pioioluciona5aor apllc.avms*e compativeis a
estratégia de solucao situacao particular

Figura 3 - Modelo esquematico da resolugdo de problemas (elaborado pelo autor)

Reparamos que, no que dizrespeito ao professor de Matemadtica, ele apresenta aos
seus alunos a informagao que incluiu o saber matematico o qual, geralmente, envolve
a leitura de um texto ou de enunciados no quadro branco ou na tela do computador.
Do ponto de vista cognitivo, e nem sempre de modo consciente, o aprendiz relaciona,
identifica, seleciona e separa as palavras-chave mais importantes e que se supde serem

relevantes para a situagdo problema ou, pelo menos, fazem sentido para o leitor.
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Na coluna da direita (figura 3), indicamos que os verbos que empregamos,
como selecionar ou identificar, do ponto de vista da cogni¢ao, implicam a ativagao
de modelos mentais, a mobiliza¢do de imagens mentais arquivadas na memoéria a
longo prazo do sujeito.

Notemos ainda que, de modo consciente ou ndo, o solucionar de problemas
ndo mobiliza ou ativa modelos mentais ou imagens mentais que envolvem
representagdes matemdticas aleatdérias e, sim, vinculadas/relacionadas com a
situagao problema em foco. Assim, no conjunto dos modelos mentais que
resultam na atividade argumentativa do sujeito, na proxima etapa, se identificam

os modelos mentais mais pertinentes aqueles

[

em que o sujeito manifesta um sentimento de

confianga. L\

Em sua tese, Maio (2002) explica que SAIBA MAIS!
memorias de primeira ordem sdo constituidas Maio (2002, p. 114) explica que “qualquer
de registros sensérios de longa duragao. Tais crianga, a0 ver um gato, animal fisico, pela
registros sensorios possuem uma existéncia real primeira vez, terd o registro sensorio visual dele.
em nossos cérebros, sdo independentes e ligam- Se, neste mesmo momento, o gato também miar, a
se por meio de sinapses nervosas. crianga tera um registro sensorio auditivo que, ao

No contexto da Matematica, no ensino ser repetido, gerara uma ligagao sindptica entre os
de Matrizes, o professor que prioriza o lado dois registros”.

{tmi i 3 i |
algoritmico e operacional ndo estimula a

formagao de um registro sensorio visual (apoiado
na percepgao) a respeito da interpretagdo grafico-geométrica de uma matriz. A
aprendizagem envolve um ‘lkgkrrj de situagdes vivenciadas pelo sujeito e,
neste sentido, Maio (2002, p. 115) acrescenta que “se alguém enunciar a crianga
0 nome gato, na sua lingua, a crianga gerara um registro auditivo noutra regiao e,
se posteriormente ensinarmos a crianga a palavra gato, escrita simbolicamente, ela
criara outro registro, na regido dos simbolos e o ligara aos demais pelas sinapses”.
O exemplo destacado pelo autor é perfeitamente aplicado ao contexto de
aprendizagem e resolucdo de problemas em Matemadtica. De fato, ao pronunciar
palavras como ntmeros complexos, ao vivenciar situagdes relacionadas a este
conceito, ao presenciar o discurso do professor que traz uma explicagdo sobre este
tema, progressivamente, a ligacdo das sinapses nervosas vinculadas as memorias
particulares a este saber especifico evolui e adquire maior sistematizagao.

Maio (2002, p. 116) ainda destaca que
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“para cada caso uma metodologia, se possivel a mais adequada ao grupo e
ao tipo de conhecimento envolvido no processo ensino-aprendizagem. Se
quisermos que o aluno decore simplesmente o resultado de uma operagao ou
uma regra simples, basta usar o processo de estimulo/resposta, até criar as

sinapses desejadas”.

Outra dimensao do processo de ensino-aprendizagem refere-se a que procura
fazer com que o aluno decore algo, sem grandes esforgos. Um exemplo disso sao
as “musicas” ou férmulas mnemoénicas criadas pelos professores para que seus
alunos decorem/memorizem regras e propriedades. “Este processo ndo desenvolve
o raciocinio légico-matematico, como veremos adiante, mas simplesmente usa as
memorias de primeira ordem.” (MAIO, 2002, p. 116).

Algumas memorias que nao apresentam uma aprendizagem reforcada em
determinadas circunstancias, na maioria das vezes, sdo apagadas pelo cérebro,
devido ao pouco uso a posteriori. Em casos desta natureza, os alunos ficam como
se nao tivessem aprendido pouco ou quase nada. O lado visivel deste problema
¢ registrado por quem ministra aulas em Universidades o qual verifica que seus
alunos trazem do contexto escolar muitas lacunas acumuladas no contexto escolar.

Retomando o movimento descrito na figura 3, salientamos que, na fase final
da solugdo do problema, o solucionar emprega a estratégia optimal que suspeita
ter chances de éxito, todavia, o processo nao se encerra ai. Com efeito, dependendo
da atitude do professor, um novo ciclo de reflexdo poderad iniciar, envolvendo a
sistematizagdo, generalizagdo e mais elevada abstracao de ideias matemadticas.

Porém, do ponto de vista cognitivo, o solucionar de problemas pode ser
estimulado a pensar sobre uma classe de objetos que satisfazem uma propriedade
verificada ou refutada de um objeto particular. Maio (2002, p. 120) explica o

mecanismo envolvido neste caso, quando esclarece que

O nosso cérebro, seguindo a lei geral do nosso Universo que ¢ formar grupos
e ordenar a partir dos registros sensoérios, memorias de primeira ordem, forma
grupos de elementos com propriedades comuns e gera, cria, um novo registro
que chamaremos de conjunto, a classe de, a categoria de, o grupo de... Esses
registros correspondem as classes de equivaléncia das relagdes bindrias da
Matematica. Chamaremos estes novos registros de memorias de segunda ordem.

Estes novos registros correspondem aos substantivos coletivos, ou abstratos.

Assinalamos, com apoio nas consideragdes deste autor, que a organizagao
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neuroldgica de dados por parte do cérebro nao ¢ aleatdria e, sim, hierarquizada em
termos de classes, de relagdes de pertinéncia.

Mais uma vez, o autor recorda que desde crianca,

“vemos varios tipos de gatos, reais, que geram, em nosso cérebro, registros
sensoriais de primeira ordem de cada um deles, e podemos reconhecer o

gatinho da familia e os demais. Todos esses registros sensoriais de primeira

ordem possuem uma propriedade em comum: sio gatos.” (MAIO, 2002, p. 121).

O nosso cérebro, a partir dessa propriedade semelhante e comum, conjunto
ou classe de caracteristicas comuns, proporciona a formagao de um novo registro
que é chamado de: o gato, ideia de gato, conceito de gato, classe dos gatos,

categoria dos gatos, ou conjunto de gatos, ver figura 4.

Conjunto de Gatos

Classe de gato

Conceito de Gato

Ideia de Gato

Figura 4 — Formagao de novo registro

Na aprendizagem em Matematica ocorre 0 mesmo mecanismo cognitivo,
respeitadas as particularidades. Assim, no contexto da resolu¢ao de problemas,
o aluno deve conhecer as propriedades particulares de uma fungdo f(x)=2x+3
(um objeto particular), como também deve possuir ligagdes sindpticas convenientes
que o permitam descrever e prever o comportamento da classe das fungdes afins ou
a classe das fungdes polinomiais do primeiro grau.

Estes tipos de memoria envolvendo classes chamadas de memoria de segunda
ordem (MAIO, 2002). Podemos abstrair a situagao e considerar o conjunto de gatos

G:=1{g,.8,,85--..-} . Tal atitude que envolve a abstragio ¢ frequentemente exigida
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na resolugdao de problemas (ver figura 5). Cada elemento detém uma relagao de
pertinéncia com um conjunto maior G. Apresentamos na figura 5 algumas relagdes

de incidéncia e pertinéncia.

Jie

gz.

J;e ————» *G(ogato)

\

On e Sinapses

Figura 5 - Exemplo envolvendo a no¢ao de meméria de segunda ordem descrita
por Maio (2002)

Para concluir este topico, destacamos as consideragdes de cardter
neurofisiolégicas de Maio (2002, p. 208). Com respeito aos elementos indicados por
este autor, assinalamos o papel do centro logico, regido, na qual, os cdlculos exatos
sdo executados, localizado no 16bulo frontal esquerdo. Numa regido bem préxima,
temos uma porgao do cérebro responsavel pela linguagem, que gera o raciocinio
Loégico-matematico. Maio (2002) observa que esta modalidade de raciocinio que
possui “todas as caracteristicas de ter uma estrutura de grupo, pois todas as
representagdes formais, ou nao, associadas a este centro, sdo representadas por essa
estrutura, e as ligagdes sindpticas, do tipo soma espacial, ddo o suporte neurolégico
aela”.

Evidenciamos ainda, no campo da pesquisa que, todos os estudos realizados
os quais envolvem esta modalidade de conhecimento apontam que o raciocinio
Loégico-matematico, produz imagens mentais, € os neurologistas patenteiam o papel
fundamental do Centro logico neste processo.

A partir de suas consideragdes, torna-se claro que os fenémenos de natureza
neuropsicoldégica ndo podem ser negligenciados no ensino de Matematica. O
problema apontado no trecho hd pouco considerado indica que, do ponto de vista
neurolégico, o Centro Légico deve ser acionado, para que possamos contar com
uma aprendizagem satisfatéria e duradoura. No proximo tépico, discutiremos a
nogao filoséfica que envolve o apice da atividade cognitiva, que recebe o nome de

insight e suas caracteristicas[de dificil identificacdo.
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na atividade solucionadora de

Y 4
TUPICU 2 A manifestacdo do “insight”
problemas

OBJETIVO

dos com a nogao de insight

s fendmenos de natureza cognitiva intervém de modo incessante
na atividade solucionadora de problemas em Matematica.
Por outro lado, apesar de tratarmos de um objeto de natureza
extremamente subjetiva (de cardter privado) e pouco visivel, em determinados
momentos presenciamos, nas atividades dos estudantes, suas consequéncias e
implicagdes. Possivelmente, por este fato, varios pensadores se detiveram ao estudo
e a compreensao da manifestagao do fkpfdeqou o momento de iluminagao. Neste
topico, discutiremos tal fendmeno cognitivo indispensavel a atividade matematica.

Em um contexto especifico para a resolugao de problemas em Matemadtica, o
significado da palavra fkpfde gtransformou-se em objeto de atengado e uso frequente
para varios estudiosos, como Hadamard (1945), Poincaré (1899, 1905, 1908), Polya
(1945, 1962, 1982). Mais recentemente, nas investigagdes desenvolvidas na drea
de Psicologia Cognitiva, o referido termo ¢ utilizado para nomear “o processo pelo
qual um solucionador de problemas subitamente move-se de um estado em que nao
sabe para um estado mental em que sabe como proceder para resolver o problema”
MAYER (1992 apud DAVIDSON & STERNBERG, 1992, p. 4).

Mayer relaciona o processo de fkpfdeq a compreensiao e ao entendimento.
Dallob e Dominowki (1992 “mra DAVIDSON & STERNBERG, R, 1992), ao referirem-
se a manifestagao do fkpfdeq, relatam de modo semelhante a possibilidade de uma
plena compreensao atinente a um evento particular. Essa compreensao ¢ baseada
num movimento dialético cognitivo de uma confusio mental, para um estadio

psicolégico de clareza, de maior discernimento.

AULA 1

. Apresentar os aspectos psicolégicos relaciona-
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Seifert bglAi[(1992) explicam o fkpfdeq como a possibilidade de enxergar e
compreender a natureza interna das coisas claramente, em especial por intuigao (de
modo tdcito). Neste contexto, ele sublinha que “intuigao significa o conhecimento
imediato a respeito de algo, sem a consciéncia imediata do uso do raciocinio.”
SEIFERT HglZ (1992). Neste caso, observamos que os autores conduzem, no campo
da investigagao psicoldgica, o acréscimo do termo intuigdo a significagao da palavra
fkpfde g entretanto a relagdo entre fkpfdege intuicao nem sempre é esclarecida pelos
mesmos autores.

De fato, Fischbein (1987, p. 3) relata
“a pouca atengdo dedicada nos estudos em
psicologia, para explicar claramente o papel

e a natureza da fkqrfal, enquanto fenémeno

psiquico”. Ele fornece uma perspectiva

Na tese de Morais (2006, p. 20), encontramos

interessante ao se referir ao termo fkqrfal,

interessante discussao filosofica sobre este
ressaltando-se que ¢ usado de forma equivalente

vocabulo. Ele diz que relacionado ao termo

~ nhecimento intuitivo. Com a intenc¢ao de
percepcao notamos duas vertentes: a vertente a0 conhecimento intuitivo. Com a intengao
Fischbein

fornecer melhor

internalista que caracteriza a percepgdo como
um processo que resulta de ideias, imagens ou
conceitos dados a priori pelo entendimento, e o
principio externalista que caracteriza a percepgao
como um processo que se inicia através do contato
direto do organismo com seu meio, propiciando o

desenvolvimento de representagdes internas que

esclarecimento,
enfatiza ainda a distin¢do entre percepcao e
intuicado. “A percepgao se trata de uma cognigao
imediata” (FISCHBEIN, 1987, p. 13). Ele diz que
podemos perceber algo, mas ndo necessitamos
demonstrar a sua existéncia.

Por outro lado, embora ele declare que

codificam esse mundo. a intui¢do também se caracteriza por uma

e cognicdo imediata, ela ainda se relaciona com
enunciados ou proposi¢des evidentes, que excedem a nossa simples observagao
sensorial e que podem ser vinculados de algum modo a uma teoria ou modelo, mas
por uma via generalizante. Por exemplo, aceitamos que o conjunto dos nimeros
naturais ¢ infinito, no entanto, manifestamos certa dificuldade (desconfianga), em
adquirir o entendimento relativo ao qual o infinito do conjunto dos naturais ¢ bem
menor do que o infinito que representa a quantidade de numeros reais.

Ademais, “aintuigdo expressa uma necessidade humana de evitar aincerteza”
(FISCHBEIN, 1987, p. 28). Neste trecho, percebemos que cada vez mais buscamos

enfraquecer nossas incertezas sobre o que sabemos ou como conhecemos um

objeto matematico particular. N6s conhecemos, desenvolvemos algumas crengas
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e concepgdes, afirmamos ou infirmamos algo sobre o objeto especifico envolvido,
por intermédio da intuigdo. Contudo, esta forma de intuigdo é acompanhada, em
certos casos, de imagens e representagdes mentais, produzidos a partir da interagao
com tal objeto, o que, neste caso, Fischbein (1987, p. 57) denomina de “intuigao
geométrica”.

Por outro lado, no que diz respeito a validade do que sabemos sobre o objeto
matematico, nio reduziremos o grau de incerteza a zero, uma vez que a fkqrfal ]
I[di@bi (HANNA, 2001, p. 172). No ambiente especifico da Matemética, basta
observar, por exemplo, o desastre em se ter considerado a intui¢do geométrica
como fundamentagao para a Analise no século XVIII (HERSH, 1997). Ja nos séculos
seguintes, com o progresso da formalizagao e maior fundamentagao, identificaram-
se a falibilidade e a contradigdo presentes nos conhecimentos matematicos
assentados nesta forma de raciocinio.

Desta maneira, foi observado um movimento de mudanga nas crengas e
concepgoes, de ideias predominantes acerca do saber matemdtico do século XIX.
Este movimento buscou a diregdo de se alcangar a verdade matematica, na medida
em que se reduzia a incerteza para niveis despreziveis ao se restringir o papel
da intuicdo, em contrapartida, que se atribuia a hegemonia e proeminéncia do
método axiomatico, que discutimos na disciplina de Filosofia das Ciéncias e da
Matematica. Contudo, ndo nos deteremos mais em discussoes sob um viés filoséfico
vinculado ao que nomeamos de “intui¢do. Daqui em diante, nos restringiremos
aos aspectos psicolégicos, num contexto da \

resolugao de problemas de Matemadtica.

Observamos, todavia, um elemento sempre - . "
’ o VOCE SABIA?

o

presente nas reflexdes do matematico hugaro

George Polya (1962) e outros estudiosos: a nogdo © ety ca palaoi sl me Disthc da

(o . Ciéncias e da Matematica relaciona-se com
de problema matematico, em que o solucionador

. . .~ a expressio Eureka, que caracteriza uma
possivelmente  encontrara  condigdes  de
) experiéncia  emblemdtica  vivenciada  por
manifestar o seu fkpfdeqna busca do alcance de

Archimedes (GRUBER, 1994, p. 397). George Polya
determinado objetivo particular.
(1887-1985), por exemplo, mesmo admitindo a
Neste sentido, Smith (1992, p. 232) define
dificil defini¢do, cunhou o termo heuristica, ao
o termo fkpfdeqldvl _ibj , para destacar em um

se referir a atividade de resolugao de problemas

contexto que temos um problema ndo singular, .
que requerem algum insight, entretanto em um

cuja solugdo pode ser obtida por meio de uma ambito especifico da atividade matematica.

experiéncia e a atividade solucionadora envolve e — ——
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um fkpfdeq. A partir dessa afirmagdo surgem alguns questionamentos: O que é
mesmo um problema? Na investiga¢do de um problema, em que momento temos
a possibilidade de identificar o surgimento do fkpfdeq? Quais as caracteristicas
predominantes do fkpfde q? Que espécies de raciocinio permitem explord-lo? Qual a
importancia didatica do fkpfdegno ensino do Calculo? Que elementos identificados
numa metodologia de ensino permitem/estimulam a manifestagao de um fkpfde 2
Para responder a primeira pergunta, recorremos a Dallob & Dominowski
(1992, p. 33) que consideram um problema “quando temos uma situagao dificil ou
perplexa, como um jogo”. Os autores afirmam que “um problema existe quando
percebemos um objetivo para ser atingido nao muito claro ou uma tentativa inicial
que falha em alcangar tal objetivo”. O ingrediente-chave de um problema ¢é a
necessidade da descoberta de uma resposta apropriada para a situagao apresentada.
Polya (1962, p. 117) lembra que “o grau
de dificuldade ¢é intrinseco a toda situagao-
problema”, isto ¢é, deve existir dificuldade

na situag¢do apresentada para quem tenciona

soluciona-lo. Quando ndo existe obstaculo

Hambrick & Engle (2003, apud DAVIDSON &

na resolugdo, ndo ha problema. Este grau de
STERNNERG, 2003, p. 176) lembram que “a

dificuldade se manifesta de maneira diferenciada
capacidade de trabalho de memoria se refere

. . em inumeros aspectos, tanto para os alunos como
ao suprimento cognitivo que pode ser alocado

flexivelmente dependendo da demanda da tarefa”. para o professor.

A funcao da memodria é trazer ao foco de atencao O papel e a funcdo destes aspectos

do solucionador de problemas representagdes relacionados a uma situagao-problema podem

ser esclarecidos com o auxilio da Psicologia

Cognitiva, por exemplo, ao afpgfkdr foli1bj “oflabl]

mentais estimuladas pelo objeto e manté-las de

forma altamente associadas e acessiveis. Deste

modo, torna-se natural esperarmos, por parte do
professor, uma perspectiva global da situagao de

previsao e de antecipagdo das agdes necessarias

il kdl (A} ogl [db™ul (DALLOB & DOMINOWSKI,
1992, p. 34). Para o aluno, a situagdo pode

envolver uma tarefa relacionada a um objeto

que conduzem ao éxito e também ao fracasso, no

matematico familiar, contudo, num contexto

caso das intuigdes equivocadas. inusitado, fazendo recurso da sua memoria de

|
curto prazo, enquanto para o professor, os anos e
as experiéncias vivenciadas com aquele objeto matematico, o auxiliam no processo
de enriquecimento de sua memoria de longo prazo e a disponibilidade de um

extenso repertoério flexivel de representagdes mentais, relacionadas com a mesma

situagdo. Situagdes desta natureza distinguem as duas categorias de memorias.
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Para o professor bumbog entretanto, deve ficar claro que o momento
do fkpfdeq no aluno caracterizara uma forma privada e idiossincrasica, para
compreender um problema, esbogar as estratégias (formular hipodteses) tdticas
exequiveis e, posteriormente, apresentar sua solugao. As estratégias e tdticas
exequiveis constituem a etapa de compreensao. Sublinhamos que estas duas etapas,
“compreensao” e “solu¢ao”, na perspectiva que objetivamos, busca a utilizagao
metodoldgica do fkpfdeq, podendo apresentar consideravel distancia e requerendo
tempo didatico consideravel.

Na “compreensao”, temos a mobilizagdo de uma representagdo adequada
do problema. Mayer (1992, apud DAVIDSON & STERNBERG, 1992, p. 4) confirma
nossa afirmagao, quando explica que um solucionador “constr6i uma representagao
mental interna de um problema que sugere um plano de solugao”.

A construcgao da representagdo mental ocorre durante a busca da solugao e
requer uma atengdo confrontada a partir da prépria situagdo. Este ¢ o momento
caracteristico de ocorréncia do fkpfde q. O fkpfde dedmpreende e determina o que deve
ser feito na resolugdo da situagdo-problema. A representagdao mental constituida
no fkpfdeq requer vigilancia para atender as especificidades das situagdes, uma
vez que estas podem encerrar alguma inconsisténcia. Respondemos, portanto, a
segunda pergunta.

Na solugdo, temos a sistematizagao das ideias que apresentam possibilidade
de éxito e, gradativamente, intervém e se fortaleza o raciocinio légico. Neste
momento, temos a necessidade de uma demonstragao formal justificada, concisa,
de maneira formal e rigorosa. Concordamos com Hilbert (1902, p. 61), quando
assume a ideia de que “o rigor de uma prova ¢ o requisito para uma solugao perfeita
de um problema e a prova e/ou a demonstragao” finalizam o processo de solugao de
um problema relevante.

Além disso, o rigor assume um

determinante papel no momento da solugao, uma '!
SAIBA MAIS!
vez que este fornecera os elementos de validagao

Balacheff (1988, p. 31) designa o termo validagao

e consisténcia. Nesta etapa, identificamos

S R . como “a atividade que possui a finalidade de
frequentemente um raciocinio inferencial, isto ¢,

. . . assegurar a validade de uma proposicio ou
um discurso linear, consistente e fundamentado 8 proposi¢

R . . eventualmente produzir uma explicagao (prova
em um ‘[ onrptedrico, cada vez mais afetado pela

. ou demonstragao)”.
certeza matematica.
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Neste momento, a intuicdo deixa de
ser preponderante e o raciocinio logico

matematico adquire papel de destaque (ver

ATENCAO! 4 figura 6), conquanto que, registramos ainfluéncia

Encontramos na literatura vérios escritores da intuigao em cada passo de inferéncia.
(LAKATOS, 1978; POINCARE, 1899), que
registram a presenca da intuicdo em cada passo

do raciocinio silogistico de prova.

Intuicdao

=

,q-»g-»p3—>... —_ pn_r—q[% pi,—b B—» p3—>...—» _Dn_j—bf%

modalidade de raciocinio inferencial modalidade de raciocinio inferencial

Figura 6 - Descrigao de um raciocinio inferencial e linear, em que, cada etapa, intervém a intuicao

Recordamos, de modo resumido, as caracteristicas da intui¢do descritas
anteriormente em Hanna (2001]: as experiéncias sensorias; o cardter nao
inferencial; ndo se basear em alguma razdo ou premissa, mas apenas no préprio
episédio intuitivo e na possibilidade do erro ou do equivoco cedem lugar para o
paradigma do raciocinio formal, estruturado de forma axiomatica, entretanto, o
raciocinio intuitivo nunca é completamente banido neste processo e o professor
de Matematica necessita compreender tais caracteristicas no sentido de conseguir
desenvolver uma mediagao didatica adequada, no sentido de uma aprendizagem
significativa.

Apos estas consideragdes, concluimos que o raciocinio 16gico formal nao
¢ o mais adequado, metodologicamente falando, para a exploragao do insight, haja
vista que ele mesmo possui algumas caracteristicas que se opdem as apontadas em
Hanna (2001). Tendo em vista tal posicionamento, que raciocinio vocé considera
0 mais propicio ao insight? Para responder a esta questao, lembramos que uma das
variaveis importantes apresentada na etapa de solugdo de problemas, e que pode
ser explorada pelo professor, diz respeito a transferéncia e ao grau de similaridade
entre o que foi aprendido para problemas inusitados, que detém fatores de
ineditismo.

Por exemplo, Bassok (2003 "“nra DAVIDSON & STERNBERG, 2003, p. 344)
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diferencia problemas que superficialmente
apresentam a mesma aparéncia, embora as ideias

estruturais necessdrias para a sua resolugdo GUARDE BEM ISSO!

sejam bastante diferentes, e nol_ibj "p que se

A estes grupos de problemas ele atribui o termo

apresentam superficialmente distintos, ainda

. surface-structure problems.
que necessitem estruturalmente dos mesmos

argumentos para a sua solugao.

Estes grupos de problemas propiciam o raciocinio por analogia, forma de
raciocinio que mereceu atengao por parte dos matemdticos. Com as reflexdes do
matematico francés Antoine Augustin Cournot (1801-1877), evidenciamos a ligagao
do raciocinio por analogia com outra espécie de raciocinio, frequentemente
necessario em Matemdtica, chamado de raciocinio indutivo (raciocinio por
inducao).

Cournot (1851, p. 92) relaciona os raciocinios quando acentua que “o
julgamento por analogia se aproxima do julgamento por indugao. O pensamento
por analogia conclui semelhangas parciais entre duas coisas do mesmo género, em
diregdo as suas semelhancas totais. Portanto, temos conclusées do particular ao
geral, o que para Kant, caracterizava a indugao”.)

Por sua vez, Polya (1945) diz que tanto o raciocinio por analogia como o
raciocinio por indugdo constituem uma base para o raciocinio heuristico, exigido
na resolugao de problemas e que requerem o fkpfdeq. Portanto constatamos duas
subclasses de raciocinio que pertencem a uma classe mais ampla, nominado
por Polya de raciocinio heuristico. Entendemos que esta forma de raciocinio
se apresenta mais propicia ao estimulo do fkpfdeq, contudo, necessitamos, agora,
compreender qual o significado do termo “heuristica”.

Polya (1982) adverte para o fato que o termo “heuristica” era conhecido
desde a antiguidade, embora assinalar que varios especialistas fazem referéncia
ao mesmo termo, sem um cuidado e atengdo necessdrios. Além disso, este termo
nunca teve sua significacdo delimitada e aprofundada, consequéncia de
pertencer a loégica, filosofia ou psicologia (POLYA, 1945). Para facilitar a

compreensao do raciocinio heuristico, Polya fornece a equagao:

metodologia_ estratégias metologia
— = - —» x = "heurlstica’ =
‘heurfstica’ taticas

=‘estratéaias * '91<?

Sua ideia é observar, na equagdo acima, trés termos que admitimos serem

conhecidos, enquanto o termo " uldebro@gf"[” faz o papel de uma incognita.
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Desta forma, por meio desta equagdo concebida por Polya (1982), poderiamos
adquirir uma compreensiao/entendimento maior do referido vocabulo, inclusive o
modo como olffpfdeqse relaciona com esta modalidade de raciocinio.
Buscandoresponder ao questionamento sobre o significado da palavrainsight,
concluiremos nossa discussdo, destacando ainda quatro caracteristicas, descritas
por Seifer hgldi (1992, “mra DAVIDSON & STERNNERG, 1992) frequentemente
atribuidas ao fkpfdege que podem ser observadas ao longo de uma sessio de ensino

do contetdo, a saber:

Subitaneidade, em que o temos insight parece acontecer
abruptamente, por meio de uma espécie de salto ou mudanga de
estadio da compreensdo, por meio de um processo incremental,

Espontaneidade, em que o insight parece ocorrer
internamente, em uma consiéncia ou controle total do
solucionador de problemas.

Imprecisibilidade, em que o insight se manifesta de forma
surpreendentemente e sem aviso.

Satisfacao, em que o insight graciosamente preenche as condicoes de
solubilidade de uma situagdo previamente nao resolvida, culminando
com um triunfante “Ahal”, de experiéncia,

Figura 7 — Caracteristicas do fkpfdeq

Para concluir esta aula, destacamos
ainda dois pontos importantes. O primeiro diz

respeito a atengdo na atividade solucionadora

de problemas, pois, somente através dela, pode-

Advertimos que os elementos indicados se proporcionar uma real aprendizagem do

anteriormente nio sio de facil registro ou aprendiz. Tal pressuposto é contrario a visdo de

identificagdo empirica, tendo sua ocorréncia um ensino de prioriza a memorizagio.

demarcada em sala de aula. . . .
De fato, pelo que discutimos no primeiro

]
topico desta aula, a manifestagdo de uma memoria
ou uma liga¢do sindptica que possibilita a resposta do estudante para uma questao

ndo ¢é certeza de que tal conhecimento é sempre acessivel. E necessario um método
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adequado para que tal conhecimento adquira
sistematizagdo e o sujeito possa sempre contar

com este saber particular. Dai a importancia

GUARDE BEM ISS0!

de distinguirmos meméoria a curto prazo e

memoria de longo prazo. A memoria a curto prazo ¢ evidenciada quando

Tal esquecimento, do ponto de vista questionamos o leitor, por exemplo, o que de fato

neurolégico, indica que as sinapses nervosas se recorda dos contetudos do Calculo Diferencial
)

adequadas e vinculadas a este saber especifico @ Wizl ou ch sl hinens, o gk

: sobre os métodos fastidiosos de integragao?
foram, ao decorrer do tempo, deixadas de serem gras

acionadas, que as ligagdes foram paulatinamen te T — T ——
enfraquecendo, até sumirem por completo
depois de alguns anos de formado.

Com respeito ao segundo ponto, nos apoiamos nas consideragdes de Maio
(2002, p. 212) ao declarar que “o Homem é um ser biologicamente estruturado para
ser racional, ou seja, possui capacidade biologica para desenvolver o raciocinio
l6gico-matematico e para produzir Matematica”.

Logo, cabe ao professor encontrar uma metodologia adequada no sentido de
conduzir seus estudantes na dire¢do de uma aprendizagem significativa, embora
tal percepgdo exija alguns anos de experiéncia e tentativas que podem mesmo ser
“frustradas”.

Concluimos que nestaaula evidenciamos asrelagdes entre saber matematico,
professor e aluno, em torno da atividade mais importante e que concorre
diretamente para a aprendizagem em Matemadtica, a atividade solucionadora de
problemas em Matemadtica. Tal atividade, como mencionamos ao longo da aula, nao
pode ser vista a partir de uma perspectiva reducionista e anacronica, que concebe
a atividade de mediagdo de ensino do professor, como um elemento suficiente e
garantidor neste processo, de uma real aprendizagem imediata (ALVES, 2012).

Assim, comentamos e descrevemos, ao longo do texto, os elementos
de natureza cognitiva relacionado ao que chamamos de fkpfdeq na atividade
solucionadora de problemas. Tais elementos, quando conhecidos e bem estimulados
pelo professor, podem gerar atitudes proficuas nos estudantes, a partir de um real
entendimento e compreensdo do aluno, sobretudo, a manifestagdo do interesse
pela resolugao efetiva de um problema, e ndo a simples repeti¢do automadtica de

um receitudrio previsto, estabelecido bl offpklo professor bunbog.
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ATIVIDADE DE APROFUNDAMENTO "

1. Nos primeiros anos de escolaridade, interagimos e compreendemos propriedades
matematicas particulares de objetos. Num estagio, subsequente, o ensino formal nos orienta
no sentido de compreender propriedades matematicas de conjunto de objetos. Por fim, no
contexto académico, precisamos compreender as relagdes e de que modo tais conjuntos ou
classes de objetos se relacionam e se combinam. Do ponto de vista neurolégico, o que isto
tem haver com memoérias de 12 e 22 ordem?

2. Descreva duas atividades em que exploramos de modo predominante mais a
percepgao, e outra, em que se destaca a intuigao.

3. Explique o processo matematico de abstragao intrinseco ao que apontamos na
figura 4 do texto.

4. Diferencie, com suas palavras, os termos percepgao e intuigao.

5. Fornega exemplos praticos que se encaixam ao que descrevemos na figura 3.
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Registros de representacao
semidtica na atividade

solucionadora de problemas de
Matematica

Ola, aluno(a)!

Nesta aula, discutiremos alguns problemas relacionados a nogao de simbologias,
notacdes e simbolos matematicos exigidos na atividade solucionadora de
problemas. O professor de Matematica nao pode perder de vista que 0 emprego e
o desenvolvimento de operacdes mentais com o amparo de simbologias (e a sua
mobilizag&o) exigem, de modo intrinseco, um processo de abstragao matematica.
A grande questéo € observar que 0 grau de abstracdo do professor e do aluno
sao, reconhecidamente, bem diferentes. Por isso é natural esperar a manifestacéo
de sérias dificuldades e entraves ao entendi-mento por partes dos estudantes,
Nno que concerne a significacao dessas estranhas notacdes, de modo standard,
adotadas pelo professor expert.

Entao, vamos a aula?

Objetivos

e Estudar as Teorias das Representacdes Semidticas

e Compreender a aplicacdo da Teoria das Representacbes Semidticas
no ensino/aprendizagem em Matematica no contexto da resolugdo de
problemas
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TUPIGU 1 A teoria das representacoes
semiodticas

OBJETIVO

. Conhecer a Teoria das Representagdes Semidticas

m discurso cifrado, a linguagem e os “jargdes matematicos”

que encontramos nos livros de Matemadtica, em todos os niveis

escolares, sao hibridos, no sentido de que, eles se apropriam,

exploram e se apoiam em elementos da lingua materna, elementos simbdlicos e
diagramas, desenhos e/ou figuras.

Neste sentido, sdo esclarecedoras as colocagdes de O halloren (2005), quando

declara:

o discurso matemdtico sucede através da mistura de linguagens gramaticais,
simbolismo matemadtico e imagens visuais, o que significa que a mudanga
pode ser feita sem a emenda entre estas trés fontes. Todavia, cada fonte

semidtica possui uma contribuigao particular e fungao no interior do discurso

matematico (p. 94, tradugdo nossa.)

Ora, as simbologias sdo empregadas pelo homem desde os periodos mais
antigos e primitivos. Nos livros de Histéria da Matematica, evidenciamos a evolugao
dessas simbologias a acréscimo de sofisticagdo, ao longo dos séculos, dos proprios
sistemas de representacdo simbdlica notacional, adotada pelos matemadticos.
Certamente, seu marco inicial pode ser registrado na Matemadtica desenvolvida
pelos gregos.

E interessante perceber que esse tipo de agdo mental implica a substituigio

e representacdo daquilo que desejamos colocar em evidéncia, seja de modo
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consciente ou inconsciente. Com relagdao a este
fato, Duval (1995) explica que sistemas variados
da escrita de numeros, notagdes simbolicas para
objetos, escritas algébricas e logicas adquirem
um estatuto paralelo ao da lingua natural para
explicar relagdes e operagdes, etc. Entretanto,
a utilizagdo de uma diversidade de sistemas de
representagdo semiotica é essencial ou apenas
comoda para o exercicio do desenvolvimento das
atividades cognitivas vinculadas a Matematica?
O repertério vasto de simbologias se torna um
entrave para um sujeito que busca apreender

entidades conceituais matematicas?

w ATENGAD!

Professor do Hepgfar qRlkfs bopfq\foblabld oj "qfl klab]
J @b H TUFM, na cidade de Lille, pesquisador

internacionalmente conhecido na adrea de
Educagdo Matemdtica, Raymond Duval, ao
conceber a QU of\a\plAbnobpbkq @ bplB) o "p,
forneceu uma leitura e interpretagao diferenciada,
além de extrair proficuas implicagdes para certos
fenémenos eminentemente de natureza cognitiva

da aprendizagem em Matematica.

Mais adiante, Duval (1995, p. 1) fornece
indicios interessantes para responder este
primeiro questionamento ao mencionar que a resposta desta questdo “ultrapassa o
dominio das Matemadticas e do seu ensino”, uma vez que necessitamos compreender
o proprio funcionamento do sistema cognitivo humano. Por outro lado, tornam-
se prementes algumas questdes subjacentes que dizem respeito a Matematica e
sua aprendizagem escolar. Neste sentido, Duval (1995) estabelece que nao existe
compreensdao em Matematica se ndo distinguimos um objeto (matematico) de sua
representagdo. “E essencial ndo confundir os objetos matematicos, isto é, niimeros,
fungdes, retas, etc., com suas representagdes’” (DUVAL, 1995, p. 1-2).

De maneira recorrente, no inicio de sua obra principal, intitulada Sémiosis
et Pensée Humaine, Duval (1995) sublinha a peculiaridade da aprendizagem
das matemadticas a qual requer atividades cognitivas que exigem a utilizagdo de
sistemas de expressdes e representagdes diferenciados da lingua natural.

No contexto do ensino e da aprendizagem em Matematica, lidamos com
numeros, simbologias cifradas para objetos conceituais complexos, quantificadores
existenciais e universais, escritas algébrico/analiticas e légicas que podem assumir
um papel tdo essencial quanto a nossa propria lingua natural, no que diz respeito
a transmissdo das nog¢des matematicas.

O emprego recorrente de notagdes particulares em diversos ramos
elementares com que nos deparamos no contexto escolar, como na Aritmética,

Algebra e Geometria (e outros ramos da Matematica Avangada), constitui um modo
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particular de comunicar, transmitir, generalizar e sistematizar determinadas ideias
e concepgoes, relacionadas com estes e outros ramos da Matemadtica. Diante destes
elementos indicados, a acao do professor ndo pode negligenciar esses e outros
elementos, tendo em vista a realizagdo de uma praxis. Duval (1995) questiona
se a utilizagdo de varios sistemas semidticos de representagdes e expressoes €
imprescindivel ou, de outro modo, ¢ um meio comodo, mas secunddrio, para o
exercicio e desenvolvimento das atividades cognitivas fundamentais.

A tal reflexdo, acrescentamos ainda que, além disso, um professor qualquer,
mesmo o especialista na area, ndo obteria uma resposta adequada para tal indagacao,
amparado apenas num corpus tedrico formal inerente ao saber matematico que,
embora reconhegamos seu enorme avanca e evolugdo, no ultimo século, “fracassa
na tentativa de explicar o motivo pelo qual os conceitos cientificos matematicos
podem ser efetivamente apreendidos, internalizados, elaborados e organizados
(reestruturados) em esquemas cognitivos idiossincrasicos ao sujeito cognoscente”
(ALVES, 2012, p. 2).

A perspectiva de Duval, possibilita concluir que um bom ensino de
Matematica pressupde a promogao e, consequentemente, a evolugdo de um
repertorio de representagdes mentais heterogéneas e flexiveis para cada situagao-
problema, envolvendo potencialmente uma situagao digna de ateng¢ao do aprendiz.
Note-se que, em seguida, concernentemente a atividade matematica e a resolugao
de problemas, exigimos a mobilizagdo mental de um registro conveniente, que se
constitui e se manifesta na atividade matematica por meio de simbolos (enunciados
na lingua natural, férmulas algébricas, graficos, figuras geométricas, etc). Por
influéncia de Pearce, Duval (1995, p. 3) nomeia tais objetos de representagdes
semidticas e explica que tais representagdes semidticas “sdo inteiramente
subordinadas as representagdes mentais e preenchem uma fung¢ao de comunicagao”,
entre os sujeitos epistémicos.

Duval (1995) salienta ainda uma fungao das representagdes que se constitui a
partir da possibilidade de codificagdo da informacgao, de modo que a informagao
pode ser descrita em determinado sistema de tratamento. Outra consequéncia
reside na circunstancia de recordar, trazer em nossa memoria objetos ausentes e
nao captaveis pelos nossos 6rgaos sensorios. Neste tltimo trecho, indicamos uma
relagdo clara e imediata de dependéncia entre a percepgdo e a intuigao.

Por exemplo, nos graficos abaixo, a partir de uma atividade perceptiva

relacional entre os registros geométricos que constituem graficos de fungdes, é
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mais simples compreender que, no primeiro caso, existe um ponto de maximo
aparentemente no vértice da parabola. De modo tdcito, extraimos tal propriedade
da figura 1.

No grafico (fig.1) do meio existe um ponto de minimo também no vértice e, ao
comparar o terceiro grafico com os anteriores, o observador pode concluir, também
por uma atividade perceptiva relacional entre os objetos e tacita, que o terceiro
registro geométrico ndo se trata de uma pardbola; deste modo, se espera que
os estudantes enfrentem mais dificuldades para compreender suas propriedades
particulares que podem ser mais facilmente esclarecidas quando comparado aos

outros dois primeiros.

o v wuvmo v
-~
"
[
_
-
= i s &

Figura 1 - Atividade de percepgao relacional entre graficos no i?

Por ultimo, vale destacar que as representagdes mentais dizem respeito
a um dominio mais amplo do que das imagens mentais; entretanto, ambos os
elementos destacados se relacionam e participam de todo raciocinio matematico
que, reconhecidamente, propicia a abstragdo dos conceitos matemdticos. Por
exemplo, podemos fechar os olhos e “enxergar” com os “olhos da mente” os
graficos acima, todavia, quanto maior a complexidade do registro geométrico ou
registro algébrico, maior a quantidade de informagdes a serem processadas no
processo de abstragao mental.

Por exemplo, vamos considerar duas representagdes distintas para o objeto

matematico que conhecemos por matrizes.

@ (1) (111)
a, a4, a; a b ¢ a. X 1
m=\d, G4y 4y m=|a, b, c, m=4a, X, 2
a;; Gy Gy a, b, ¢ a, x; h
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Na segunda representacao, a partir de uma analise mais atenta, a notagao ¢
menos “carregada”. De fato, é mais simples desenvolver uma apreciagao (identificar)
de elementos com um indice apenas do que elementos com dois indices, como
indicamos primeiramente. A ordem também dos elementos ndo ¢ aleatoria, neste
sentido, o matemdtico escolhe as letras a, b e c. Vocé pode observar que a ordem
poderia ter sido qualquer uma, como no terceiro caso.

Observe que a “nogdo de representagao é essencial em Psicologia, no que
se refere ao comportamento com vias a aquisi¢ao de conhecimentos” (DUVAL,
1995, p. 23). E, de modo particular, na Matematica, em toda troca de informagdes,
principalmente quando no referimos ao contexto do ensino, os conhecimentos
sdo sistematizados e veiculados de modo cifrado em linguagens proprias desta
Ciéncia.

Sublinhamos a diversidade de representagdes de registros de representagao
semidtica para designar o mesmo objeto matematico, em atividades elementares
como as que, doravante, indicaremos (ALVES, 2012). Ademais, o dominio de
algumas regras operacionais é imprescindivel. Por exemplo, vamos considerar as
seguintes situagdes: (i) calcular a

a b3 1 5 7
a inversa de f(x)=2x+3; (ii) encontrar a [ ][ ]:[ ] . (iii)
c dj|—-2 2 -5 9
|z—2—=3i]=5; (iv) |z +1|=]z—3|.

Notamos que o tratamento dos registros exigido no item (i) ¢ completamente
distinto do que é requisitado em (ii). A partir doregistro inicial, de modo tradicional,
encontramos o seguinte “procedimento” y=2x+ 3. Ora, por que ndo se preserva
o registro inicial f(x)=2x+37? J4 identificamos aqui uma conversao necessaria

nesta questdo. O resto do tratamento destes registros algébricos é conhecido:
substituir x—3

y=2x+3 < x=2y+3<2y=x—3< y= .
x pory 2

No segundo caso, registramos a aplicagio de um tratamento mais

complexo. De fato, é necessdria a aplicagio da definicdo do produto de
3a—2b a-+2b 5 7
3c—2d c+2d) (-5 9

sublinhamos a possibilidade do seguinte registro algébrico X-A =B, onde

matrizes, assim: [ ] Mas antes de prosseguirmos,

3 1 5 7
A= [_2 2] e B:[_5 9] . Note-se que, desde que detA=6+2=0, podemos

empregar outro registro algébrico que designa a matriz inversa A™', e assim o
tratamento X-A=B— X-A-A"'=B-A" - X-(A-A)=B-A"' " X=B-A".

No item (iii) temos o seguinte registro algébrico |z—2—3i|=5, a dificuldade
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aqui ¢ a conversao necessaria que o aluno precisa visualizar para interpretar o que
esta condicdo significa em termos de registros geométricos, ou melhor dizendo,
descri¢ao dos complexos que cumprem esta condi¢ao no plano.

Reparamos que |z —(2+ 3i)| =5 |z —(2+ 3i)| =5 e temos que interpretar o

distancia
mesmo registro algébrico com o significado da localizagdo de todos os complexos
z=x+ yi que estdo a uma distancia igual a 5 do ponto (2,3). Note-se que, no
que diz respeito a Matemdtica, realizamos a identificagdo (2+3i)= (2,3) para
interpretar |(x,y)—(2,3)|:5 como o moédulo da diferenga (‘gb = 5) entre um
distancia
complexo desconhecido e um complexo conhecido no plano.

No ultimo item temos |z+1|=|z—5| ou |(x,y)—(— 1,0)| =|(x, y)—(5,0)| .
Perguntamos ao solucionador de problema onde estdo os complexos z=x -+ yi
que cumprem esta condi¢do? O que a mesma representa geometricamente?

Perceba que o registro ‘1" interpretamos como (0, 1). Enquanto que no
registro aritmético ‘3’ realizamos a conversdo para o par ordenado (0,5). Assim,

o problema esta em identificar no plano o lugar geométrico onde as distancias

|z +1| e |z — 5| sao iguais. Na figura 2, vemos o tridngulo isésceles do lado direito.

5 ) z+1] A | N\ JF-3
| —e2+3i | 5 -
\ P (0, 1) (0. 5)

Figura 2 - Registro geométrico que podem auxiliar a resolugao das situagdes problemas

Aqui, fazemos referéncia a uma operagdo intrinseca a Matemadtica. Por
exemplo, em Matemadtica, fazemos a “identificacdo” de 2+3i = (2,3), ou ainda
x+ yi = (x,y). Tal operagdo ¢é viavel gracas a defini¢do de uma fungdo que torna
tal “identificagdo” possivel. Reparamos que isto ndo se trata de conversio de
registros, e sim, quando nos atemos aos numeros complexos, considerando o eixo
imagindrio, através de um ponto, formamos o registro 2+3i .

Formalmente falando, utilizamos o plano para compreender o significado de

um numero complexo. A identificagdo nos permite falar que tratam-se da mesma
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coisa, entretanto, formalmente falando a +bi ¢ o afixo do ponto (a,b) e o ponto
(a,b) é imagem de um complexo a+ bi .

Por exemplo, quando tomamos ainda 0 registro
z-z= (x + yi)(x — yi)=x" + y* .0 que de interessante neste registro algébrico é a
seguinte interpretagdo “o produto de dois niumeros complexos pode fornecer um
numero real, que designamos por x* + y* €R..

E quando tomamos o plano cartesiano RXR , e tomamos o ponto (2,3),
formamos outro registro particular. A identificacdo entre os dois objetos nos

permite afirmar que tratam do mesmo objeto. Tal operagao ¢ diferente no caso de
2
x"—1

x—1 '

x+1e

Tais expressdes podem ser vislumbradas como expressdes algébricas. Podem
2

ser observadas também como fungdes polinomiais do tipo X+1 e . Podem

X—1

2

também serem tomadas como fungdes do tipo f(x)=x-+1 e g(x)= . Neste

caso, a primeira vista podemos pensar que tratam-se de objetos distintos, todavia

g(x):xz—lz(x—l)(x-i-l).

x—1 x—1

Assim, por meio deste tratamento particular de registros que

nominamos de “fatoragio”, para valores x€R-—{l}, vemos que
=1 (x—1)(x+1)

x—1 x—1

=x+1=f(x), portanto, tratam-se das mesmas

8(x)=
fungdes, para valores diferentes de x =1.

No contexto de interpretagdo da teoria de Duval, toda e qualquer agido que
executamos sobre o mesmo registro, sem alterar sua natureza e com a aplicagao de
regras de inferéncias que incidem sobre um registro, sio chamadas de “tratamento”.

Por outro lado, quando produzimos uma agdo capaz de alterar a natureza
do registro, ora representado no quadro aritmético, ora no quadro algébrico ou
geométrico, é chamado de ‘conversdo de representagdes’.

Na figura 3, Santos (2011) explica o processo de conversio de registros.
Reparamos que no tratamento de registros, realizamos transformagoes e
aplicamos “regras” no interior do mesmo registro. Mas na conversdo, registramos
transformagdes que relacionam o registro inicial diferente do registro final.
Ademais, a conversdo ¢ a transformacao da representagao de um “objeto para uma
diferente representagdo desse mesmo objeto no registro de chegada” (SANTOS,

2011, p. 40).
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Representacao do registro grafico

Representagao no
registro simbalico
(algébrico)

Figura 3 - Conversao de registros relacionada ao conceito de fungao
logaritmica. Fonte: Adaptada Santos (2011)

Entretanto, Santos (2011) aponta um

dimensao delicada neste processo ao relatar que I

a conversdo requer a percepgado (identificagdo) da

SAIBA MAIS!

diferenga entre o sentido e areferéncia dos signos,

, 5 A exploragio de wuma diversidade de
ou entre o conteudo de uma representagao e o

. . representagoes de um mesmo objeto matematico
conceito do que esta sendo representado. Sem

~ .. N nao ¢é regra no ensino de Matematica. Duval
essa percepgdo, a atividade de conversio pode
) ; (1995, p. 43) reforga nossa ilagao, ao constatar
ser incompreensivel. O problema fundamental
) ) ) ) que o ensino privilegia a aprendizagem de regras
aqui é a dependéncia de uma capacidade privada .
concernentes a formagdao de representagoes
e ontolégica que conhecemos como “percepgao”. .
semioticas e as concernentes ao seu tratamento.

Ninguém questiona que a percepgao do

professor é mais sofisticada e “treinada” do que
a percepgao do estudante que dirige sua atengao

a um contetdo (ou objeto) pela primeira vez.

Assim, pela figura 3 ¢é facil para o professor

w ATENGAD!

compreender as relagdes conceituais existentes

entre cada registro semidtico explicitado, E importante o professor ficar atento para o fato
todavia, o mesmo se pode esperar no que diz de que graficos, desenhos e figuras desempenham
respeito ao estudante? Temos aqui um grande um papel destacado na atividade matematica
problema. do estudante. Neste sentido, observamos que

. . a utilizagdo de uma figura em uma atividade
Antes, porém, de prosseguirmos em nossa

discussdao, enunciaremos trés propriedades geomeétrica, por exemplo, ¢ comum encontramos

o . . explicagdes de que, se utilizdssemos somente a
essenciaisrelacionadasaosfendémenosdenatureza

. o » . ) apreensao verbal em um enunciado, seria mais
cognitiva. A primeira, como ja mencionamos, diz
dificil a resolugao do problema.

. ) , =
respeito ao ‘tratamento’ de uma representagao
N

TOPICO 1




semiotica, que, segundo Duval (1995) consiste numa transformag¢do que produz
outra representagao no mesmo registro. Antes de dispormos de uma determinada
representagao semiotica, no entanto, devemos contar com uma teoria formal que
fornece e define, de modo consistente e preciso, seus proprios objetos, simbolizados
por notagdes matematicas. Assim, Duval (1995) caracteriza a nogao de ‘formacgao
de uma representagao’, como a atividade que exprime uma representagao mental e
salienta que tal atividade implica sempre uma selecao no conjunto de caracteres do
que desejamos representar.

Assim, para que possamos evitar o fortalecimento de rituais de ensino que
priorizam a algoritmizagdo, o professor pode explorar a conversao de registros,

como os que exemplificamos na figura 4.

Representacao no RLN Representacao no RF
Uma reta é determinada

por dois pontos distintos

Representacao no RS Representacao no RG

NS0 PR
¥ [x,-x,]'{x X+,

Il}\t-.

Figura 4 - Exemplos de conversao de registros em Karrer & Barros (2011)

As representagdes apontadas na figura 4 podem ajudar na percepgdo de
relagdes e hipoéteses que nao parecem evidentes na representagao discursiva; sendo
assim, as figuras sdo meios interessantes que auxiliam, antecipam e facilitam a
exploragdo de diferentes aspectos da situagdo, assim como “permitem perceber
a ideia central de uma demonstragao” (MACIEL, 2004, p. 78). Na figura abaixo

adaptamos as possibilidades de apreensao figural explicadas em Maciel (2004).

MODALIDADES DE APREENGAO DE UMA FIGURA

Apreencao
Perceptiva

Apreencao Apreencao Apreencao
Discursiva Sequencial Operatoéria

Relacionada e
dependente da
visualizacao -
apreensao imediata
dos drgaos sensorios

o Relacionada com a
SEhTIL Relacionada coma 5
condicionada com uma 2 exploracao ou
= ordem de construcao 2 A
legenda, explicativa, o e manipulacao numa
denominacao particular i (articuiar atividade heuristica
ou hipétese. R R do individuo

Figura 5 - Descricao das atividades de apreensao figural descritas em Maciel (2004, p. 79)
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No que concerne a figura 5, cabe a explicagao de Duval (1994), quando sugere
uma classificagdo das modalidades de apreensao de uma figura. Com respeito a

apreensdo perceptiva, Santos (2004, p 79) explica:

a primeira delas é a apreensao perceptiva, a mais imediata das apreensdes, ou
seja, aquela que permite identificar, reconhecer, imediatamente, uma forma,
ou um objeto, seja em um plano seja no espago. Essa apreensdo esta somente
relacionada com a visualizagao e com a interpretagao das formas da figura na

situagdo.

A segunda forma de apreensdo ¢é a discursiva, por meio da qual uma
figura ¢ vista em relagdo a uma denominagio, uma legenda ou uma hipétese que
apresentam alguma de suas propriedades (SANTOS 2004). A terceira forma de
apreensao ¢ descrita do seguinte modo [...] é a sequéncia, que esta relacionada
com a ordem de construgdo de uma figura. Essa ordem ndo depende somente das
propriedades matematicas da figura, mas também das necessidades técnicas dos
instrumentos utilizados, que podem ser régua e compasso ou os comandos de um
menu de um programa de computador.

As operagdes cognitivas descritas por Duval (1994) possuem um valor
inigualdvel para o professor que delas pode extrair implica¢des pedagogicas se as
explorar de modo consciente. A boa didatica aconselha a introdugio progressiva
de um conceito, assim, em seus momentos iniciais, por meio da visualizagio,
o professor apresenta um diagrama, quer feito no ambiente lapis e papel, quer
produzido pelo computador.

Perceba que a construgdo da figura é condicionada pela propria visdo e
experiéncia do mestre (experiéncia anterior), assim, o professor pode explorar
a apreensdo discursiva ao atribuir alguma legenda ou frase significativa para a
figura. Na ultima fase, o professor ndo pode efetuar a construcao da figura de
modo solitdrio e, sim, com o apoio e sinergia da sua turma. Por fim, o aluno deve
acompanhar de modo ativo a construgao de uma figura e adquirir a capacidade de
explora-la de modo eficiente.

Vale ressaltar que alguns objetos matematicos possuem restri¢des internas,
intrinsecas a sua propria natureza e que, em varios casos, o uso da tecnologia pode
proporcionar a superagdo de entraves metodoldgicos. Por exemplo, um matematico
profissional, partindo do registro algébrico f(ac,)7)=943)7—9gi3 nio conseguiria

obter os registros gréficos que exibimos na figura 6.
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Figura 6 - Registros graficos em 3D de natureza complexa

Outra dificuldade envolvendo o emprego de registros da lingua natural diz
respeito a natureza polissémica do nosso idioma, enquanto que em Matemadtica,
buscamos a monossemia e precisdo dos significados e operagdes. Por exemplo, na
figura 7 temos alguns exemplos que, apesar de formalmente incorretos, envolvem o

emprego de uma “légica pessoal” do solucionador de problemas.

Simplificando um resultado obtido

E—\I_ Lsin x=a

ESHT X=h=n = SiX=6

Encontre o X

3cm

Aaui Eb’”‘j{ @)

Figura 7 - Exemplos de erros devido ao emprego pouco adequado de

registros em lingua natural

Note-se que os exemplos da figura 7 envolvem o uso e a interpretagado de
simbologias particulares da Matemdtica. Neste sentido, algumas particularidades
dos proprios registros induzem determinadas concepg¢des e maneiras de se
interpretar ou criar regras pessoais que, do ponto de vista formal, podem ser
incongruentes.

Por exemplo, o registro algébrico \/ﬁ:\/Z-\/E, para abeR", pode
sugerir a elaboragdo do seguinte registro algébrico /a+b = Ja ++/b ou ainda
JED- i = (= 1)\/; , que estdo em flagrante contradi¢do com definig¢des e
propriedades formais da fungdo raiz quadrada v :R* — R.

Para concluir, nesta aula, evidenciamos aspectos importantes da Teoria das
Representagdes Semidticas que podem nos auxiliar no sentido de proporcionar um
ensino mais eficiente, na medida em que considera caracteristicas importantes e
necessarias a aprendizagem. No proximo tépico, veremos e discutiremos algumas

aplicagdes desta teoria.
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Portanto, assinalamos que a disposi¢dao de um repertério mental adequado
e flexivel estd diretamente relacionado com um bom desempenho em Matematica.
Nao obstante, os sujeitos que manifestam alguma dificuldade maior em Matematica

manifestam, de modo geral, um limitado repertdrio de imagens mentais.
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TU PI cu 2 ConsideragOes sobre a atividade
solucionadora de problemas

OBJETIVOS

. Compreender aplicagdes da Teoria das Representagoes
Semidticas

. Identificar questdes sob a o6tica da Teoria das Representacdes

Semidticas no contexto da resolugao de problemas

o topico anterior discutimos a Teoria das Representagdes

Semidticas concebida por Raymond Duval. A partir deste ponto

de vista e de determinados fendomenos cognitivos destacados
por ele, torna-se, no minimo, “imprudente” um ensino de Matemadtica que
desconsidera os saberes mobilizados pelos estudantes quando constroem graficos,
esbogam desenhos ou rabiscos no papel. Assim sendo, nesse tépico, apresentamos
algumas situagdes-problema interpretadas segundo o viés desta fundamentagao
tedrico/pratica.

Orienta a Didatica da Matemadtica, iniciar uma aula a partir de um bom
problema de Matemadtica. Apontamos ainda a necessidade de se explorar situagdes-
problema e ndo apenas exercicios de Matematica que, de modo geral, exigem apenas
o tratamento dos registros algébricos (e pode se pautar na aplicagdo automadtica
de simbologias). Observamos ainda que os problemas discutidos em seguida nao
se destacam pelo cardter de ineditismo, e sim, pela interpretacdo diferenciada a
partir da teoria que discutimos na se¢ao passada. Vejamos, pois, alguns exemplos

de situagdes-problema.

PROBLEMA 1

Determine explicitamente os coeficientes a, b e ¢ do trindmio
f(x)=ax*+bx+c em funcio dos valores f(1), f(2)e f(3). (FONTE: Lima;
Carvalho; Wagner & Morgado (2007, p. 47)).
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Reparamos que este problema ¢é descrito em termos de registros da lingua
materna e registros algébricos. Note-se que o diferencial deste tipo de problema é
que em geral, os estudantes se acostumam a efetuar tratamentos sobre os registros
algébricos com a intengdo de encontrar relagdes entre os pares (¥, y) no gréfico ou
a incognita ‘x’.

Neste caso, é necessario o emprego dos seguintes registros algébricos

f(0)=a(0)* +b(0) +c
f(x)=ax* +bx+c, e a partir deste, escrevemos { f(1)=a(l)* +b(1)+c . O resto

(
(

f(2)=a(2)* +b(2)+c¢
f0)=c
do tratamento sobre os mesmos ¢ trivial {f(1)=a-+b+c . O ponto de vista

fR)=4a+2b+c
diferenciado é que os estudantes se acostumam ao tratamento indefectivel do
registro ‘x’ como incégnita. Neste caso, os registros a, b e ¢ assumem o papel de

incégnita a partir do seguinte tratamento dos registros

a+b= ) f(0
at+b+e=f(1) o O
4a+2b+c=f(2) 4a+2b= f(2) - f(0)

2a+2b=2f(1)—2f(0) [—2a—2b=—2f(1)+2f(0)
laa+26=f@2)— fl0) {4(1 +2b=f(2)— f(0)
{2a=f(2) = £(0) = 2f () +2f(0) = £(0) —2f (1) + f(2)

f)—2f) + f(0)
2

<

[c= f(0) {

Realizando 0 tratamento semelhante dos

registros algébricos, a partir do sistema, se escreve

atb= ()~ f(0) = b= f() ~ f(0) ~a= f1) — f(0) - L AL LTI,

2

PROBLEMA 2

Determine o primeiro termo e a razdo da progressao aritmética na qual a soma
dos n primeiros termos ¢, paratodo n€N:a) S, =2n" +n;b) S, =n’ +n+1.

Note-se que o enunciado ¢ desenvolvido a partir de registros algébricos
e a lingua materna. Observamos que os registros algébricos S, =2n’*+n
e S,=n+n+1 sio formados a partir dos seguintes registros algébricos
f(x)=2x"+x e g(x)=x"+x+1, onde xeR..

(FONTE: Lima; Carvalho; Wagner & Morgado (2007, p. 75)).
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PROBLEMA 3

Consideremos o tridngulo AABC e odngulo a do vértice apontado na figura
abaixo. A partir deste angulo definimos as seguintes razdes senov =—, cosq = <
a a

e tgu =2. Perguntamos o que nos “garante” se tomarmos outro tridngulo como
represenfante (outro tridngulo retangulo em que o angulo « apareca)? O que nos

garante que a defini¢do destas razdes estao bem definidas?

1

s

b
A

a0
*n
hY
|______________s

~
-

™
~

o
A=A’ C B

®

Figura 8 - Desenho esquemadtico que garante a boa definigao das razdes

trigonométricas

Observe que este problema envolve preocupag¢des eminentemente voltadas
ao professor. Quando se questiona se tais razdes estdo “bem definidas”, na verdade
tencionamos averiguar que tais definigdes nao podem depender de um representante
particular, ou melhor dizendo, se tomamos outro tridngulo retangulo ‘ABC com um
angulo a, as razdes devem ser as mesmas. Mas o que torna possivel esta definigao é
a semelhanca de tridngulos!

Esse e varios outros exemplos podem ser recordados em Matemadtica e que
se relacionam a concepgdes superficiais em Matemadtica, mas que exigem uma
verificagdo e cuidado maior do professor.

No préximo exemplo acentuamos a inversdo pedagodgica necessdria em
determinados conteudos matemdticos. De fato, nos livros diddticos, por exemplo,
encontra-se a Lei dos cossenos, seu enunciado, sua demonstragdo e aplicagdes e
exercicios. Atualmente este tipo de sequéncia pode ser alterada. Assim, no lugar
de comegar pelo enunciado, sempre que o contetdo permitir, iniciar a aula com um
exemplo ou situagdo particular, ao alcance dos estudantes, que envolva a referida

Lei.
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PROBLEMA 4

Consideremos o tridngulo abaixo e questionamos como calcular o lado
indicado. O professor pode fornecer ou nao o registro geométrico que exibimos
abaixo. No caso em que nao fornece o registro, ¢ um interessante exercicio estimular
os estudantes na atividade de formagao do seu préprio registro geométrico. A tarefa
proposta pode ser feita por alunos que ainda ndo aprenderam a Lei dos cossenos.
Uma estratégia possivel é decompor a figura em dois tridngulos retangulos (lado
direito). E com o auxilio das razdes trigonométricas desses triangulos, tentaremos
identificar as medidas desejadas. Outro pré-requisito nesta situagao-problema é o

conhecimento do teorema de Pitagoras.

g

60°

10 A B D

} 10 |

Figura 9 - Resolucdo de um problema no caso particular

Observe quenotriangulo AABC ,a partir dasrazdes trigonométricas dos angulos

1 AB —
agudos, oaluno deve empregar oseguinteregistro 5 =c0s60°= e ..AB=3.0aluno

1
pode também efetuar o seguinte tratamento 6-cos60°= 6'E= 3 que ¢ o valor do

segmento. No préximo passo, o solucionador encontra o restante do comprimento
10 —3=7(figura lado direito). Em seguida, a partir do registro envolvendo o
triangulo retangulo ABDC, garantimos a formagao do seguinte registro algébrico
@' =h+7=(6"—3)+7 =36-9+49=274+49=76.".a=4/76, onde
6 =h +3°.

A boa Didética da Matematica, no orienta que sempre que possivel, devemos
proporcionar aos estudantes depararem situagdes em que se pode generalizar e
sistematizar as ideias matematicas relacionadas aos conteudos ja aprendidos.

Assumindo este principio, enunciamos o seguinte problema.

PROBLEMA 5

Em qualquer tridngulo em que conhecemos dois lados e um angulo formado
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por eles, podemos calcular o terceiro lado? Baseando-se no raciocinio empregado
no problema anterior, o professor deve conduzir seus alunos no sentido positivo
deste problema. Neste sentido, consideramos um tridngulo qualquer AABC, de
lados conhecidos b e ¢, e 0 angulo « formado pelos lados b e c. Assim, usando o
raciocinio anterior, tomando a altura ‘h’, podemos determinar, usando as razdes
trigonométricas, os valores dos segmentos que decompdem o lado ‘c’, onde

escrevemos b-cosa+c—b-cosa .

C

A C B b.cos a ' c-b.cosa

Figura 10 - Tentativa de generaliza¢ao do problema envolvendo a Lei dos cossenos
Usando mais uma vez o teorema de Pitdgoras, vem que:
2 2 2
h*+(c—b-cosa) =a
2 2 2
h* +(bcosar) =b

a — (c2 —2bc-cosa+ b* - cos’ a) =b"— <b2 cos’ a)

e a* —(c—b-cosa)’ =b>—(bcosa)’

a’—c*+2b-cosa—b*-cos’a=b>— b’ cos’ &

—a’—c"+2bc-cosa=b" —a’=b>+c* —2bc-cosa

O professor deve perceber que a Lei dos cossenos (caso particular) escrita
na relagdo acima diz respeito as relagdes trigonométricas ou razdes de seno e
cosseno para angulos agudos. A Lei verificada no caso particular vale também
quando a=90°. Por outro lado, o professor, deve estar conscio que apenas o caso

particular foi demonstrado.

b.cos(180°-a)

Figura 11 - Generalizacdo do problema da Lei dos cossenos

No caso geral da Lei dos Cossenos, nao podemos nos prender apenas aos

angulos agudos. Se tivermos defini¢des formais das razdes trigonométricas apenas
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para angulos agudos, algumas expressdes podem perder o sentido matematico.
Neste caso, o valor de cosa pode nao ter sentido.

Mas em todo caso, o problema ainda pode ser resolvido, observando o

diagrama acima, consideramos cos(180°—«) . Usando os triangulos retangulos que
h + (b~ cos(180° —oz))2 =b’

dispomos, escrevemos as relagdes (**) , .

h* 4 (c+b-cos(180°—a)) =a’

Reparamos que a unica diferenca desta expressao (*) para a expressao (™), é
que no lugar de &, aparece 180°—«, e no lugar do sinal de menos aparece o sinal
de mais. Entdo, desenvolvendo as contas semelhantes ao caso anterior, obtemos:
a® =b"+c* +2bc-cos(180°—a) . Verificamos entdo que (i) (dngulo agudo «)
a’ =b’+c* —2bc-cosa; (ii) (angulo obtuso) a® = b* + ¢* + 2bc- cos(180°—a) .

Surge agora o problema da defini¢do matemdtica formal do cosseno para
valores obtusos. Aqui se evidencia o valor pedagdégico correto da Lei dos cossenos.
A discussao metodoldgica aqui para o professor de Matemadtica nesta situagao-
problema é que temos duas férmulas em cada caso.

Entretanto, “convém” definir formalmente o cos(180°—«a) = —cos(«) . Neste
caso, a mesma férmula funcionara para os dois casos de angulos. De certo modo, a
Lei dos cossenos indica a necessidade desta definigao formal.

Salientamos, para concluir, que o professor de Matemdtica deve adquirir o
Uehbifkdi , no sentido de distinguir/diferenciar uma situagdo-problema que avalia
apenas o conhecimento e habilidades operatdrias ou algoritmicas, das situagdes-
problema em que podemos avaliar o conhecimento conceitual do aluno e que
essas situagdes-problemas requer um olha do aprendiz rico em relagdes, como uma
“rede” de ramificacoes.

Para os incipientes ou especialistas de outras dreas do conhecimento,
o primeiro tipo envolve uma avaliacdo quantitativa, enquanto que no segundo
caso, o mestre tem condigdes de avaliar qualitativamente o aprendiz. Todavia,
a estruturagdo e a concepgao de situagdes-problema que permitem inferir um
conhecimento do aprendiz, rico em relagdes conceituais é bem mais importante do
que a aplicacdo de extensas listas de exercicios que envolvem a aplicagdo da mesma
férmula para todos eles e que exige um raciocinio matemadtico estruturado em
inferéncias logicas. Para os profissionais de outras dreas, alertamos, tal modalidade
de raciocinio impulsiona uma automatiza¢do das agdes, conquanto ndo garanta,

necessariamente, um entendimento pleno da situagao.
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Além disso, situagdes-problema de carater interessante exigem tempo, esforgo
e dedicagao por parte do professor que as concebe com um objetivo precipuo de
promover o debate entre os estudantes e ndo simplesmente indicar os gabaritos.
Em muitos casos, a experiéncia com a sala de aula, e a condugdo da disciplina,
proporciona conhecimentos ao professor que, em muitos casos, ndo consegue obter
na academia.

Nas proximas aulas nos deteremos ao estudo dos livros didaticos de
Matematica. O aspecto preocupante é que o professor deve se manter vigilante e ndo
confiar plenamente na qualidade dos livros didaticos. Igualmente, assinalaremos de
que modo a abordagem atual de muitos livros didaticos pode afetar e condicionar
a abordagem do professor e dos aprendizes, no que concerne ao uso adequado de

simbologias e representagdes.
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Nocbes de logica empregadas
pelos livros didaticos e as

funcoes polinomiais

Ola, aluno(a)!

A Logica Classica, de raizes aristotélicas preserva raizes profundas na Matematica.
Tal impregnacédo mutua de ambas as areas do saber cientifico € tado enraizado
que muitos manifestam dificuldades em distinguir o que de fato é originalmente
da Logica e pode ser empregado pela Matematica e, reciprocamente. Nesta aula
colocaremos em evidéncia as inumeras adverténcias indicadas por Lima et al.
(2001) a respeito desta forte relacéo.

Objetivo

e Analisar as nocdes de logica e de funcdes polinomiais apresentadas nos
livros didaticos de Matematica
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TU PI cu 1 Nocoes de logica empregadas pelos
livros didaticos

OBJETIVO
. Analisar as nogdes de Loégica Classica explorada nos livros

didaticos de Matematica

a Logica Classica, de raizes em Aristoteles (384 a. C. — 322 a.
C.), identificamos as raizes de fundamentos importantes do saber
matematico, sobretudo, no que diz respeito a sua fundamentagao
e confiabilidade. Um dos principais modelos empregados na Matemdtica é o

modelo de inferéncia simples dotipo H — T

hipétese tese

No contexto da Ldgica proposicional, afirmar que o valor légico assumido

por hipdtese tese H — T ¢ Verdadeiro ou (V) é significar que a hipdtese H é
hipdtese tese

suficiente para que tenham a condigdo expressa pela tese T. Ou ainda, a tese T
acontece sempre que temos as condigdes descritas pela hipotese H. De outra parte,
a tese T ¢ apenas necessdria para que se tenha a condigao expressa pela hipétese H.

Por exemplo, a condigdo de c ser injetora, ¢ uma condigao suficiente para
que C seja fungdo. Por outro lado, quando dizemos que clélfungao, tal propriedade
€ necessdria, mas nao suficiente para que a mesma seja injetora. Ou ainda, quando
dizemos que fé crescente, mais uma vez, tal condi¢do, por definigao, ¢ suficiente
para que c seja fungdo, entretanto, se ¢ é uma fungao, tal condigdo é apenas
necessaria, mas nao suficiente para que tal fungdo seja crescente.

De fato, se c ndo ¢ crescente, a mesma poderd ser decrescente ou constante.
Outra propriedade que envolve inferéncias légicas do tipo hipI;Ite = 3; ¢ a seguinte:
se ¢ € crescente, entdo c sera injetora. Afirmagdes deste tipo exigem do professor o

dominio aprofundado das defini¢des formais. Note-se que se temos uma fungao c

injetora, ndo necessariamente [clsera crescente. Assim, a condicdo de ser crescente,
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¢ suficiente para possamos declarar que fé injetora, todavia, a propriedade da
injetividade ou a relagdo 1-1 (um por um) é apenas necessdria, mas nao suficiente,
basta tomar a fungio ¢%&1F4d que é injetora, mas nio é crescente.

Outro modelo que nao se pode esquecer, refere-se ao emprego do operador de
inferéncias bicondicional < que envolve sentengas proposicionais do tipo p < g
o que, em termos de Matematica e de Logica, pode ser desmembrado em dois
“sentidos”: p=gene p<=q.Porfim, no contexto ainda da Légica proposicional,
encontramos propriedades recorrentemente exploradas em Matemadtica, como por
exemplo, a propriedade descrita por uma sentenga proposicional me sua negagao
{m

Antes de referenciar as preocupagdes especificas de Lima bg[2i(2001),
acentuamos os seguintes exemplos:

Exemplo (A): Seja II um plano no espago E, onde se escolheu um sistema
de coordenadas OXYZ. Tomemos a reta AO, que passa pela origem, pelo ponto
A= (a,b,c)e é perpendicular ao plano II. Entdo existe um numero real ‘d” tal que
a equagao do plano II ¢ ax+by+cz=d, istoé P=(x,y,z) €1l se, e somente se,
suas coordenadas satisfazem a relagdo acima.

Como mencionamos em algumas aulas, um dos sérios problemas dos livros
didaticos ¢ o tratamento superficial dedicado as definigdes formais. A tonica
geral é a apresentagdo de situagdes-problema em que a exigéncia do dominio e
da compreensao das defini¢des matematicas formais é praticamente inexistente. O
problema se acentua no contexto académico, em que sdo exigidos dos estudantes
uma série de atitudes e hdbitos matematicos que ndo foram paulatinamente
trabalhados no contexto escolar.

Observe no enunciado do exemplo (A) a palavra “existe”. Em Matematica,
as questdes de existéncia ou verificar a existéncia de um objeto conceitual que
satisfaz propriedades especificas particulares nem sempre se traduzem por uma
facil tarefa. No contexto académico, tal exigéncia é constante e nao se admite a falta
de compreensao relativa a tal nogdo, no que se refere ao professor de Matemadtica.
Vejamos entdo o proximo enunciado.

Exemplo (B): Dada a equagdoAx’+ By’ +Cxy+Dx+Ey+F=0, o
conjunto dos pontos P = (x, y) cujas coordenadas a satisfazem é uma circunferéncia
se, e somente se, A=B=0, C=0eD’+E" >4AF .

Sublinhamos que na aula 5, demonstraremos o sentido (=) enunciado

acima. Por outro lado, gostariamos de discutir o caso geral descrito por Lima bgl]
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~i+(1999) o caso geral. Se o centro da circunferéncia I' é um ponto arbitrario
M E%)_& consideremos a nova circunferéncia I'' , de mesmo raio, com
centro na origem. Reparamos que o ponto de coordenadas (x,y)€Il"
se, e somente se, o ponto (x+a,y+b)€l’, isto é se, e somente se
A(x+a)’ + B(y+b)* +C(x+a)y +b)+ D(x+a)+ E(y+b)+F=0 ou
Ax*+ By’ +Cxy+D'x+E'y+F'=0(")

(x +a, y+b)

P=(a,b)

(x,y)

Figura 1 - O caso geral discutido por Lima et al. (1999, p. 45)

A equagdo (*) representa, conforme Lima et al. (1999, p. 45), a circunferéncia
I''. Note que os coeficientes A, B e C sdo os mesmos da equagdo de I' (os demais
coeficientes nio nos interessam.) Como I tem centro na origem, podemos
garantir que A=B=0e C=0 (sera demonstrado na aula 6). Deixamos aqui uma
argumentacao especifica descrita por Lima et al. (1999).
De fato, o autor considera que a equagao dada por ser sempre reduzida ao
2 2 2 2 C D E F
caso Ax" +Ay  +Cxy+Dx+Ey+F=0 <x +y +—xy+—x+—y+—=0
A A A A
Vamos agora completar os quadrados, o que é pouco explorado pelos
autores de livros diddticos neste caso (LIMA et al. 2001), assim, escrevemos:
E ]Z D’ +E —4AF

- , assim, concluimos que
2
2A 4A

D 2
0<|jx+—| +|{y+
2A
D’ +E*—4AF 2 | g2 2, g2
——————>0 oqueresultaem D"+ E —4AF>0«< D"+ E >4AF.

4A

Deixamos a cargo do leitor indicar o centro da circunferéncia e seu raio. Este
tipo de enunciado envolve o bicondicional < . Vejamos uma situagao envolvendo
o caso das condigdes légicas presentes em uma defini¢do matematica formal.

Exemplo (C): f:A— B nio ¢ funcio.

Temos aqui um conceito que representa a “pedra angular” de tudo o que o

estudante toma contato na escola. Ja discutimos alguns aspectos relacionados com
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este conceito nas aulas passadas, todavia, do ponto de vista légico, como negar tal
propriedade?

Do que diz respeito a definigao formal, quando temos os conjuntos A,B = &
>, dizemos que f:A — B ¢ fungdo quando cumpre duas condigdes descritas em
Lima (2010, p. 13), diz que Vx € A, existe um unico f(x)€ B. E uma regra que
evita ambiguidades no sentido de se obter de modo explicito f(x)€ B, para todo
xXEA.

Assim, do ponto de vista logico, negar esta propriedade significar negar
as duas propriedades que caracterizam uma func¢do ou negar apenas uma delas.
Note-se, por exemplo, que podemos declarar que 3x € A, que corresponde a mais
de uma imagem em ?. Ou ainda sua negagao consiste em dizer que a regra possui
ambiguidades e ndo se pode obter f(x) para todos os elementos de x € A .

A importancia da compreensdo da defini¢ao formal, do ponto de vista légico,
permite o professor de Matemadtica estruturar, conceber e descrever situagdes-
problema interessantes e que nao recaem nos exercicios tradicionais envolvendo
“setas” e “bolinhas” entre conjuntos.

Exemplo (D): O quociente e o resto da divisdo de um polinémio D por
um polinémio d (ndo identicamente nulo) existem e sdo unicos. No exemplo (D)
temos um exemplo de um teorema importante envolvendo o conceito de fungdes
polinomiais. De modo geral, o professor de Matemdtica ou ndo sabe realizar a
demonstragdo ou nao possui o tempo didatico necessdrio para sua execugdo em
sala de aula, todavia, na condigdo de fazé-lo, a quantidade de alunos que se
interessa é pequena e, com raras excegoes, alguns estudantes entendem a ideia da
demonstragao formal.

Dois aspectos que devem merecer atengdo aqui. O primeiro diz respeito
a nogdo de existéncia e o segundo aspecto que se refere a unicidade dos objetos
que devem satisfazer as propriedades descritas em (D). Temos aqui um dos raros
momentos em que os autores de livros fazem referéncia a tais preocupagdes.

Mais uma vez advertimos que, embora o professor de Matematica, de acordo
com o nivel da turma em que leciona, nao realize a demonstragao formal de (D), sua
obrigacao moral de conhecé-la nunca podera ser descartada. Assim, para ilustrar a
demonstragdo correta, recorremos Lima gl (1999) quando inicia a demonstragdo
pela unicidade.

Assim, supomos que existem dois pares de polinémios (q,,1) e (g,.7;)

satisfazendo a defini¢do de divisdiode D pord.Istoé: D=d-q, +r,e D=d-q, +1,.
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Temos entdo que D=d-q +r,=d-q,+r,..d(q —q,)=r,—r,. Em seguida, os

autores observam

que o polinomio do lado direito tem grau menor que o grau de a, por ser
diferenga de dois polinomios de grau menor do que o grau de d. Ja o polinémio
da esquerda tem grau maior ou igual ao de a, a menos que (g, —¢,) seja
identicamente nulo. Logo, a identidade ocorre somente quando os polindmios
em ambos os lados sdao identicamente nulos. Portanto, temos, necessariamente
que q, =q, e 1, =1, (LIMA Kgi+2001, p. 206).

No caso da demonstragao de existéncia, os autores empregam um processo
algoritmico através do qual reduzimos sucessivamente o grau do dividendo até que
ele se torne menor que o do divisor e a divisdo se torne imediata. Note-se que, “se D
tem grau menor que d, entdo certamente D pode ser dividido por d, ja que g =0er=D
cumprem as condigdes grau(r) < grau(d) e D=dq+r (LIMA kg, 2001, p. 206).

Exemplo (E): f:A— B é uma funcao

- par ou impar.

[

— Os erros de mnatureza ldégica sdo
SAIBA MAIS! recorrentes, relacionados aos dois conceitos que

indicamos no item (E). De modo tradicional, os

Deixaremos a indicagao de leitura do livro de Lima

hZiH1999, p. 206-207). Na mesma, vocé podera estudantes aprendem que pbk %&¢é uma funcgao
adquirir contato com outras demonstragdes de impar e que 'Ip%&& uma fungdo par. Todavia,
existéncia e unicidade em Matematica. uma condigdo légica importante dessas nogoes é

a nogao de simetria. Neste caso, para todo ponto

(%, f(x)) € Graf (f(x)) no grafico de uma fungao
que possui simetria, o ponto (—x, f(—x)) € Graf (f(x)) . No caso em que c%&c¥u&
temos uma fungdo par. No caso em que c%&1[cPu& temos uma fungio impar.

Outra propriedade l6gica formal pertinente a estes conceitos pouco acentuada
pelos autores de livros didaticos, diz respeito ao fato de que qualquer fungio c%& ]

pode ser decomposta em termos de uma soma de fung¢ao par com fung¢ao impar. De

fato, f(x) — 2f2(x) — f(x)-l—f(—x)-i—f(x)—f(—x) f(x)+f(_x) | f(x)_f(_x)

2 2 2
8(x) h(x)

Por fim, consideramos as fung¢des obtidas nas expressdes ha pouco destacadas

SRy )=S0

demonstrar que a fungdo d%&lpar, enquanto que a fungio e %&¢ impar. Na figura

que sdo descritas por g(x)= . Por fim, pode-se

2, comentamos ainda alguns erros frequentes dos alunos.
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Figura 2 - Exemplos de erros conceituais dos alunos

O lado mais preocupante destacado na figura 2 é que as resolugdes (I) e
(IT) sdo provenientes de professores em formagao em um curso de licenciatura no
modelo presencial. Nota-se que no caso (I), o sujeito errou de modo flagrante a
condigdo légica que caracteriza a negagao da propriedade. Em parte substituiu o

quantificador universal “pelo quantificador existencial 3.

No caso (II), o problema ¢ a incapacidade de generalizar um modelo
matematico. Reparamos que as fungdes f:R — R exemplificadas na figura
2 (II), restringem-se a classe de fun¢des . Mais uma vez a condigdo fornecida
pelo estudante de licenciatura é incompleta, pois desconsidera a propriedade
de simetria que o grafico precisa possuir para que se possa declarar algo sobre a
func¢ao em foco.

Exemplo (F): Uma fungio: f:A — B possui inversa se, e somente se, €
uma bijegao.

O enunciado que destacamos em (F) diz respeito ao problema de comentar/
mencionar com os estudantes determinadas propriedades que precisam ser
demonstradas e pormenorizadas a posteriori. Todavia, muitas vezes sdo tomadas
como defini¢oes formais ou simplesmente ndo questionadas/admitidas, o que
caracteriza uma atitude muito nociva e improdutiva com vista ao real entendimento,
tendo em vista que o referido item se refere a algo que pode ser formalmente
verificado.

No que diz respeito ao carater matematico de dominio do professor, a
condicdo acima em (F) pode ser desmembrada em duas outras condigdes: (i) Dadas
as fungdes f:A—B e g:B— A, dizemos que ¢ € inversa a esquerda de f

quando gof:A— A ou g(f(x))=x, Vx€A. E de modo semelhante, para
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h:B— Adizemos que h ¢ inversa a direita de f quando foh:B— B ou g(f(x))=x, VyEB.
Repare que as fungdes g e h podem nio ser a mesma funcao.

Por fim, Lima (2010, p. 22) comenta que “uma fungdo f:A — Bpossui inversa a esquerda,
se somente se, ¢ injetora”. E uma funcdo f:A — B possui inversa a direita, se somente se, é
Sobrejetora. Um conhecimento como este nio é objeto de ensino no contexto escolar, todavia,
diz respeito as propriedades importantes da funcao inversa e o professor nao pode restringir seu
conhecimento do contetido especifico apenas ao universo do livro didatico.

Para concluir este tépico, destacamos que o objetivo deste topico foi indicar os problemas
de ordem légica que comprometem outros fatores de ordem matematica. Mencionamos mais uma
vez que a quase totalidade dos estudantes ndo consegue diferenciar o que é Logica do que ¢
Matematica. Como ja mencionamos, temos duas dreas especificas do conhecimento cientifico e, em
muitos casos, a Matematica se apropria e emprega nogdes da Logica Classica que ndo sdo objeto
direto de ensino por parte do professor e nem por parte dos autores dos livros didaticos.

Por fim, um problema que merece eterna vigilancia por parte do professor, quando adotar
um livro didatico, diz respeito a clareza dos enunciados, a precisao das afirmagdes e a consisténcia
logica das definicdes matemadticas formais. O professor deve possuir uma capacidade critica a
ponto de identificar tais falhas conceituais que podem implicar em aprendizagens inadequadas e se
prolongar durante toda a vida adulta do sujeito, como indicamos na figura 2.

No proximo tépico abordaremos e discutiremos alguns problemas relacionados ao
conteudo de fungdes polinomiais abordadas no contexto escolar. Tal contetido apresenta teoremas
importantes que, embora ndo demonstrados no contexto escolar, o professor nao pode ser eximir

da responsabilidade de conhecé-los.
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y
Funcoes polinomiais
discutidas nos livros
didaticos
OBJETIVO

nos livros didaticos de Matematica

este topico discutiremos o importante conceito de funcdo

polinomial e suas propriedades. Mais uma vez destacaremos e

. Analisar a nocao de fung¢des polinomiais apresentadas

discutiremos problemas preocupantes apontados por Lima gLl

7i+(2001) no que diz respeito a abordagem deste conceito pelos livros didaticos
brasileiros.

Para iniciar esta aula, sublinhamos que nosso objetivo principal gira em torno
das fung¢des polinomiais; assim, nada mais coerente do que iniciar a aula fornecendo
a seguinte defini¢do: chama-se polinémio complexo a uma expressao formal do
tipo p(X)=a,X" +a, X" +a, ,X"*+--a X +a,, onde a,,a,4,,...,a,cC e
X é um simbolo, chamado de indeterminada. Quando dizemos “expressao formal”
“queremos dizer que, essencialmente, vemos o polinémio como a lista ordenada
(ay.4a,,4a,,.....,a,) de seus coeficientes e que somamos e multiplicamos polinomios
através das regras usuais de multiplicagdo de monoémios e adicdo de monodmios
semelhantes.” (LIMA bgl%§+1999, p. 202).

Com referéncia ao contexto do seu ensino e sua abordagem pelos livros

didaticos, Lima bgli+2001, p. 308) menciona que

no estudo de polindmios ha trés aspectos a considerar: o aritmético, em que
se consideram as propriedades de divisibilidade, andlogas as dos ntimeros
inteiros, o algébrico, em que se trata da resolugao de equagdes, e o analitico,
em que os polinomios sdo vistos como uma importante categoria de fungdes

de uma variavel.
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Tais aspectos podem ser explorados de modo metodolégico e de modo
equilibrado pelo professor de Matemadtica, entretanto, na pratica, ndo observamos
o equilibrio indicado por Lima bg¥i+(2001). “Embora esses trés pontos de vista
se entrelacem e se complementem” (LIMA bg[%h) 2001, p. 308), em alguns livros o
aspecto analitico é praticamente inexistente, a divisibilidade se resume ao fator (x-
a) e a Algebra, que predominantemente ¢ incipiente.

Apontamos algumas defini¢des formais ambiguas assinaladas, por exemplo,
por Lima bg[i+{2001). Inicialmente o autor salienta que a defini¢do de polinémio
como a “expressao que define a funcdo polinomial” nao é conveniente. Além disso,
“o0 polinémio nulo ¢ definido por alguns livros didaticos como aquele que assume o
valor zero para todo valor de x e dai, sem nenhuma explicagao, os livros concluem
que seus coeficientes sdo todos iguais a zero.” (LIMA hglZtl, 2001, p. 308).

Outro exemplo preocupante diz respeito ao conceito de polinémios idénticos.
Conforme Lima hgli-H{2001, p.308) “Tais conceitos s3o definidos como aqueles que
assumem o mesmo valor para todo x e, novamente sem explicagdo, conclui-se que
seus coeficientes sdo iguais”. Isto é uma propriedade interessante e poderia ser
provada. Mas quando Lima (2001. p. 308) faz a opgao em ndo provar, “de modo
algum deveria trata-la como 6bvia consequéncia de uma redagao obscura.”

Na figura 3, trazemos a defini¢do introdutéria de func¢ao polinomial. Nela

identificamos como se adequam as indicagdes de Lima hgllk (2001).

I. POLINOMIOS
35, Definigio

Dada a sequéncia de nimercs complexos (ag, a,, 85, .. ., an ), considerermos a
funglo: f: C-+ € dada por flx) = a5 + & = + azx® +#. .. +a, =", A funcio fé
denaminada funeio polinomial ou polindmio associedo & seqléncia dada.

Os niameros ag, ;. 83, ..., 8, 5850 denominados coeficientes e as parcelas
By, By%, B:XT, .., 8,%" séo chamados termos do polindmio f,

Figura 3 - Defini¢ao de fungao polinomial segundo Iezzi (1981, p. 47-F)

Lima bq+(2001, p- 453) acentua que “o problema deste tipo de definicao
formal é o perigo de conduzir o leitor a crer que s6 podem ser considerados
polinémios complexos.”. E com base nesta defini¢do, alguns autores de livros
declaram de modo categdrico que: “um polindmio M#&é identicamente nulo
se, e somente se, todos os seus coeficientes sao iguais a zero, e indicamos por

P(x)=0& P(x)=0,VxeC”
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Mais adiante, Lima bg¥+2001, p. 454) alerta que

E correto dizer que a fungio identicamente nula é aquela que se anula para
todos os valores da variavel, e ela tem realmente todos os coeficientes nulos,
mas isso é uma consequéncia da definigao e do fato de uma fungao polinomial
complexa de grau n poder ter, no maximo, n zeros. Nao ¢ preciso aguardar um
grande desenvolvimento do contetido para se mostrar esse fato, que decorre
do seguinte resultado: se um numero complexo a é zero de uma fungio
polinomial P, entdo P(x) é divisivel por x —a. E isso pode ser provado com base
na simples identidade x* —a* = (x— a)(xk_1 +ax* P 4ax' T 4+ ak_l)

valida para todo inteiro k € 7",

Outro método que nao recebe o devido cuidado por parte dos autores de
livros didaticos refere-se a pesquisa das raizes racionais de uma equagdo com
coeficientes inteiros. Neste caso, Lima bq@-*—(ZOOl, p. 308) critica que o método “¢é
introduzido sem nenhuma justificativa ou pelo menos uma desculpa. Este tipo de

atitude deve ser evitada, pois d4 uma falsa ideia de como se faz Matemadtica.”.

Na figura 4 exibimos o enunciado do método criticado por Lima bq+(2001).

109. Teorema

Se uma egquacdo polinomial

Pix} = anx™ + ap ®x" 7! b an_gx™T + L ax + oag = O, la, ¥ 0),

de cosficientes inteiros, admite uma raiz racional % fonde p &, g C»Zi_ eEpeq

530 primos entre i, entio p é divisor de 8y & q & divisor de a,,.

Figura 4 - Iezzi (1981, p. 119-F) fornece o teorema e a demonstragio para a identificagdo de raizes racio-
nais de um polinémio

Observe que sua demonstragao é rapida e de facil entendimento, na condigao
em que seu enunciado seja fornecido de modo preciso.

Com efeito, Lima bgl2+2001) aponta que em outros casos semelhantes, apos
enunciar e provar (por meio do algoritmo da divisdo de polindmios) o teorema do
resto (o resto da divisdo de um polindmio Mi&por x - a é M%& o texto diz que
o teorema de D’Alembert é uma consequéncia do teorema do resto. De fato, “o
resultado ¢ imediato, porém em nenhuma parte do capitulo é dito o que significa
um polinémio ser divisivel por outro, de modo que a compreensdo do teorema ¢

comprometida” (LIMA bg%¥) 2001, p. 310).

TOPICO 2



F.229 |EPUSP-E3) Mostre que 8 eguacdo 1000x% + 20k - 1 = 0 admite wms raiz posiliva
infarior a % .
Solugéo

Facamaos Pix] = 100025 + 20x% - 1 e calculemos PO} & Pl % I

PO = 10006015 + 20001 - 1 = -1 <l 0
1 1. Lt _ 1oDD + 2500 - 3125 37H
Plg = 10000 o) --2&::5; =1 I 5 T - § 13 a

1
Como POl - P EI <] 0, resulta que P apresenta um ndamero Impar de ralzes reais no

intervalo Jo; :3[ (teorema de Bolzanol.

F:230 Cuantas sio a5 raizes resis da equagio x? - 10x2 + Sx - 1 = 0, no intervale J0: 3[7

F.231 Dade a fungdo polinemial fixl = x3 + 2x, pede-se construir sew grifico cartesiano &, &
party dal, estabelecer o nomero de ralzes reals de egquacso Tixl = 0.

F.232 Determinar & de modo que a equagan «? = x? + Bx + & tenha a0 menos uma raiz real na
intervala }-2‘_‘ I:I[.

F.233 (EFUSF-B4} — Mastre qus a squagds flx) = =3 - 2x? + 3x + a= 0, [a >0} $8 term uma
raie real, Diga qual € o sinal da ra'z,

F.234 (EPUSF-GB) — Conssdare a equagio, na incdgnita =, 3x3 - 2x? + 3x + 12 - 28 - 1 = 0,

al Mostre que, para ceda 1 real, sla admite uma raiz Gnics real rit),
bl Determing o valerde 1 pere 0 gual & raiz rlt] & maxima,
cl Determine essa raiz mixima,

Figura 5 - Exercicios extraidos dos concursos vestibulares explorados por Iezzi (1981, p. 118-F).

Na figura 5 evidenciamos o cardter
algoritmico adotado por Iezzi (1981) ao sugerir

GUARDE BEM 1SS0! atividades extraidas dos concursos vestibulares.

A tonica geral é a exigéncia de regras operatdrias

Atitudes como adotada por prof. Gelson
P P e “habilidades algoritmicas” do leitor.

Iezzi devem ser constantemente valorizadas e - -

Algumas excegdes sdo encontradas. Por
exploradas pelo professor de Matematica.
exemplo, no caso do teorema de Bolzano (figura
6) enunciado por Iezzi (1981, p. 123), o autor
fornece a interpretagado geométrica ou as ideias heuristicas (figura 7) envolvidas no

enunciado do teorema.
104, Tecrema de Bolzano

Sajam Plx} = 0 uma equagio polinomial com coeficientes reais e Ja: bl um in-
tervalo real aberto,

19)  =e Pla) 2 Pib) tém mesmo sinal, entBo existe um ndmero par de raizes
reais ou ndo existem ralzes reais da equacio em Ja; b .

291 se Pla) e Pibl vdm sinais contririos, entdo existe um nimero impar de
rafzes reais da equacio em Ja; bl .

Figura 6 - Teorema explorado do ponto de vista formal e intuitivo
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Na figura 7 ndo distinguimos nenhum grafico ou recurso relativo a pintura
no sentido de apoiar a percepgao e a intuigao do leitor. Tal pratica reducionista ja
foi apontada por ndés em aulas passadas e se manifesta em praticamente todos os

conteudos do contexto escolar.

Exemplos

sinal de P(a) # sinal de P(b) sinal de P(a) = sinal de P(b)

P(b) A —

P(a) L.

Pty

Y4

nimero impar de raizes
P

Pia)

P ————— —

Figura 7 - Iezzi (1981, p. 117-F) explora as ideias heuristicas do teorema de Bolzano

O teorema de Bolzano é estudado no contexto académico, com o uso
especifico do Célculo Diferencial e Integral. Neste caso, embora nao discutido no
contexto escolar, o professor deve estar consciente de que tal contetido possui
raizes conceituais bem mais complexas, assim, constitui parte de sua didatica, uma
abordagem conveniente ao entendimento dos seus alunos.

Outro teorema fundamental relacionado com fungdes polinomiais
n

f(2) :Zal.z’ € C[z] , diz respeito ao Teorema Fundamental da Algebra. Lima
i=1

bqldi (2001, p. 455) comenta que também “seria altamente desejavel dizer algo
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acerca do fato de a demonstragao desse teorema nido ser acessivel ao estudante do
contexto escolar por se fundamentar em tépicos avangados.” Observe que a atitude
didética de simplesmente ndo justificar ou demonstrar aos alunos é questionavel
e insuficiente. Por outro lado, o professor pode encontrar meios heuristicos e
informais para a transmissao deste tépico particular.

A atitude mais coerente, diante da omissdo desse assunto por parte dos
autores de livros, é conhecer com profundidade a demonstragdo ao ponto de
identificar os elementos inapropriados e longe ainda do alcance dos estudantes do
nivel escolar. O Teorema Fundamental da Algebra é enunciado nos livros didéticos
do seguinte modo: todo polindmio complexo de grau maior ou igual a 1 possui pelo
menos uma raiz complexa. Em outras palavras, o corpo dos numeros complexos é
algebricamente fechado (LIMA, 1999, p. 210).

Lima bgldi+(1999, p. 219) esclarece o verdadeiro motivo da omissdo de
sua demonstragdo ao acentuar que ‘“‘no contexto escolar ao mencionar que
embora fundamental & Algebra, o teorema acima é um teorema de Anilise,
e sua demonstragio ¢ baseada na continuidade das fungdes polinomiais
complexas [...]” Em seguida Lima bg[%i+ (1999, p. 219) enuncia o seguinte
teorema: todo polinémio complexo odo polinémio complexo p(x) de
grau n pode ser fatorado na forma p(x)=c-(x—x)x—x,)(x—x,),
onde ¢ ¢ um numero complexo e x,,x,,x,,......,x, sdo as raizes complexas de
p(x) (possivelmente repetidas). Além disso, esta fatoracdo é tinica, a menos
da ordem dos fatores.

Com referéncia aos teoremas de enunciado semelhantes ao apresentado
anteriormente, ha poucos destacados, Lima bgldi+(2001, p. 455) comenta suas

abordagens feitas em alguns livros didaticos ao

indicar que o enunciado do teorema da decomposi¢ao de um polinémio nao
faz referéncia a unicidade dessa decomposi¢do nem a possibilidade de as
raizes se repetirem, e a multiplicidade de uma raiz s6 ¢ abordada trés paginas
adiante, em outra se¢do, de forma obscura. Em consequéncia, a demonstragao

do teorema também nao é apresentada claramente.

Lima qui (1999) fornece algumas indicagdes que, apesar de omitidas
pelos autores de livros, podem ser exploradas do ponto de vista metodolégico
pelo professor de Matematica. Neste sentido, Lima bq+(1999, p.- 456) traz uma

informagdo preocupante que diz respeito ao fato de que ha
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[..] uma grande quantidade de problemas quanto a conceituagdo. O
tratamento que conferem aos polinémios enfatiza exclusivamente o seu aspecto
algébrico, ndo aparece nenhum grafico, ou seja, ndo ha referéncia ao seu aspecto
analitico. Como o texto nada diz sobre a analogia entre a divisibilidade entre os
inteiros e a divisibilidade entre polinémios, o aspecto aritmético é despercebido.

Lima bgldi+(2001) aponta algumas imprecisdes histéricas abordadas por
autores de livros didaticos, sem maiores implicagdes no decurso natural do
conteudo. Critica, por exemplo, as referéncias ao termo ‘incégnita’ empregado
pelos autores, sem maiores cuidados e indicagdes de bases confidveis na literatura.

Lima hgldi+(2001, p. 219) corrige a imprecisdo do comentdrio acima ao
explicar que, na realidade, “esta era a visdo da Algebra no final do século XVIIL
Desde as primeiras décadas do século XIX, com os estudos sobre grupos e corpos,
e com a generaliza¢ao do conceito de fungao, a Algebra, ndo se reduz mais a isto.”.
Assim, além de constituir uma conclusao imprecisa e equivocada, tal atitude acaba
sendo predominante durante toda a abordagem do livro didatico.

Um razodvel conhecimento da Histéria da Matemadtica evidencia o carater
nao trivial relativo ao surgimento e sistematizagao da teoria que envolve equagdes
algébricas. Como discutimos nos pardgrafos anteriores, os conhecimentos em
Anidlise Real sdo necessdrios para a compreensao de muitas das propriedades nesta
teoria abstrata.

Para concluir, comentamos um importante caso de divisdo de polindmios
em que o divisor ¢ da forma (x-a). Lima bgi+{1999, p. 210) comenta que “sempre
que um numero a ¢ identificado como uma raiz de um polinémio nf%& podemos
concluir que n%&¢é divisivel por (x-a). O teorema da divisdo oferece um outro
modo de chegar a mesma conclusdo.”.

Para dividir um polinémio qualquer por (¥ — a) obtemos um quociente g(x) e
umresto r(x) =r,, satisfazendoaequacao p(x) = (x —a)q(x) +r, . Calculando o valor
numérico deambos oslados para x =a, obtemosque p(a)=0-q(a)+71, ..r, = p(a) .
Assim, conclui Lima bgli+1999, p. 210), que “o resto da divisdo de um polinémio
p(x) por (x—a) é igual a p(a). Em particular, concluimos que um numero a
¢ raiz de p(x) se, e somente se, p(x) ¢ divisivel por (x—a).”. O autor indica
como executar, de modo eficiente, a divisdo de um polinémio por fatores da forma
(x—a).

Consideremos ~um  polinémio  p(¥)=a,x" +a, " +--+ax+a,

e sejam g(x)=b, x" ' +b, " +--+bx+b, e r(x)=r, o quociente
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e o resto, respectivamente, da divisio de p(x) por (x—a). Dessa forma,
p(x)=(x—a)q(x)+1 ..

=(b,_x"" +b,_x" " +--+bx+b)x—a)+r,=

(b, \x" +b, ,x"" 4+ bx’ 4 byx) —

ab, x"' —ab, ,x"* —---+abx+ab,)+r, =

n—1

p(x) = Zaixi :bnflxn + (bn72 - abnfl)xni1 + (bnf} - abnfz )x%z e
i=0

..+ (b, —ab))x +(r, —ab,)

Igualando  os  coeficientes acima, obteremos que: b, =a,;
4, = (bnfl - abnfl) ban =a,, + abnfl; a, , = (bn—s - abn—z) bn—} =4a,, + abn—z ;
etc. No passo final, r, —ab, = a, .".1, = a, + ab, que é o resto da divisdo. Lima hgl’}+
(1999, p. 211) complementa que como “os calculos e comentdrios acima mostram,
temos um processo recursivo para obter sucessivamente os termos de 7 %& a partir
do termo de mais alto grau, e resto da divisao.”.

Por fim, depois de mostrar a fundamentagao do método chamado no contexto
escolar de Briot-Ruffini, Lima bgl3+(1999, p. 211) conclui que “os clculos descritos

acima sdo facilmente efetuados quando dispostos na forma abaixo (figura 8), que

constitui o chamado dispositivo de Briot-Ruffini.”.

an An-1 Ap-2 - @2 ai Qo

a | bni b2 bp-z -+ by---bg | r -

Figura 8 - Lima et al. (1999, p. 211) comenta e caracteriza o método chamado dispositivo de Briot-Ruffini

No contexto escolar, Lima A’ +H2001, p. 404) comenta que as abordagens de
livros didaticos, limitam-se a “mostrar como utilizar o algoritmo de Briot-Ruffini
como ferramenta para a decomposi¢do de um polinémio em fatores lineares.”.

Todavia, na perspectiva do professor, sua visdo

ndo pode ser apenas de ferramenta ou utilitarista.

|
\—
SAIBA MAIS! O mesmo deve compreender o motivo légico e

formal pelo qual o dispositivo de Briot-Ruffini
Acesse o site http://educacao.uol.com.br/

. ; ¢é verdadeiro.
matematica/relacoes-de-girard-soma-e-produto-

. . . Outros exemplos podem ser mencionados
de-raizes-de-uma-equacao.jhtm e revise seus

. . . aqui, ainda no contexto do estudo das equagoes
conhecimentos sobre as relagdes de Girard. qut, quag

————— 0]i00Miais, como_ as relagdes de Girard. Mais
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uma vez, cabe ao professor analisar de modo critico a abordagem conduzida pelo
autor de livros, consultar, de preferéncia, mais de um ou consultar a internet.
Assim, ele tera mais elementos no sentido de escolher, avaliar e conduzir o
desenvolvimento dos conteudos, evitando, deste modo, a mera repetigao de regras
e procedimentos irrefletidos.

Por fim, como discutimos no inicio desta aula, a atengdo com respeito ao
papel da Logica formal é uma exigéncia constante no oficio da vida de professor.
Deste modo, com um bom dominio de contetdo especifico e uma razodvel formagao
em Logica Matemdtica, o professor podera adquirir uma percepgdo apurada

relacionada as abordagens de livros encontrados por ai no mercado, destinados ao

ensino escolar.

Q

ATIVIDADES DE APROFUNDAMENTO

1. Demonstre o teorema de Briot Ruffini.

2. Fornega teoremas que envolvem a nogao de existéncia e unicidade de objetos
no contexto do Ensino Fundamental.

3. Fornega teoremas que envolvem a nogao de existéncia e unicidade de objetos
no contexto do Ensino Médio.

4. Fornega teoremas que envolvem a nogao de existéncia e unicidade de objetos

no contexto do Ensino Superior.
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AULA 4 Analise de livros de
matematica - Parte |

Ola, aluno(a)!

Nesta aula iniciamos a discussdo em torno do livro didatico de Matematica.
Atentamos para o fato de que nas aulas passadas nos detivemos ao ambito da
resolucao de problemas. Diferenciamos no material de Didatica da Matematica a
natureza essencial de uma situacao-problema e de um mero exercicio, entretanto,
sua exploracdo num ensino eficaz de Matematica depende, em grande parte, da
qualidade do livro didatico.

Objetivo

e Compreender a abordagem, por parte dos livros didaticos, das nocdes de
conjuntos numéricos e funcdes exponencial e logaritmica.
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y
Analise de livros: estudo
do conceito de conjuntos
NUMEricos

OBJETIVO

. Identificar erros conceituais e o uso inadequado de

conceitos de conjuntos numéricos abordados nos livros

didaticos.

esta aula discutiremos problemdticas nem sempre visiveis e
muito menos identificaveis para olhares descuidados. Tais
problemadticas dizem respeito ao principal, se ndo o tnico
instrumento de apoio, que serve como guia e direcionamento para toda a agao do

professor. Com relagdo a isto, Lima (2001, p. 462) destaca que:

O livro didatico ¢ o instrumento essencial utilizado pelo professor para
realizar seu trabalho. Dele sao tiradas as listas de exercicios, é nele que estao
as definigdes, os exemplos, as observagdes, as demonstragdes e a linguagem a
ser usada na comunicagdo com a classe. Muitas vezes (quase sempre) o livro
didatico ¢ onde o professor aprende aquilo que vai transmitir a seus alunos,
pois em geral nao estudou na faculdade (se é que frequentou) um numero
considerdvel de assuntos que fazem parte do curriculo escolar. Portanto, o
nivel, a qualidade do ensino e, consequentemente, a formagao adquirida pelo
aluno dificilmente serdo superiores ao nivel e a qualidade média dos livros

didaticos disponiveis. Dai a importancia dos mesmos.

Lima (2001) aponta, critica e denuncia sérios problemas no excerto acima.
Problemas intrinsecos e especificos na frente de ensino da Matemdtica e que tém
sido atacados com mais seriedade em outros paises (Portugal, Inglaterra, Franca),
referentes a formagdo do professor de Matematica. E, a partir de uma formacao
precaria, dificilmente se adquire um cabedal de conhecimentos matematicos na

graduacao capazes de indicar fraquezas e deficiéncias no livro didatico.
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Desde que assumimos como principal referéncia a obra de Lima (2001) e
os exemplos emblematicos apontados por ele e por sua equipe de professores
do Instituto de Matemdtica Pura e Aplicada — IMPA, iniciamos com a nogao de
conjunto, abordada no programa de Matematica do Ensino Médio. Lima (2001, p. 6)
aconselha que “o principal uso desta nogao ¢ dar uma interpretagdo concreta para
algumas ideias, fundamentais porém abstratas, de natureza légica, traduzindo-as
com relagdes entre conjuntos”.

Lima (2001) comenta também as primeiras nog¢des logicas e regras de
inferéncias necessarias para traduzir e empregar propriedades matematicas. Deste
modo, Lima observa que o matematico refere-se sempre ao conjunto de propriedades
ou a uma condi¢do, o matematico refere-se sempre ao conjunto de objetos que
gozam daquela propriedade ou satisfazem aquela condigdo. Além disso, em muitos
casos, “o matemdtico precisa assumir ou demonstrar uma implicagao logica do tipo
p = q, interpreta-a como uma inclusio entre conjuntos” (LIMA, 2001, p. 6).

Infelizmente, na maioria dos compéndios de Matemdtica usados em nossas
escolas nao fica claro para o leitor o motivo pelo qual os conjuntos sio colocados no
comego do livro (LIMA, 2001). Mas antes de prosseguir com exemplos especificos,
recordamos a defini¢ao de conjunto que é formado por elementos (LIMA, 2004). Mais
especificamente, dado um conjunto > e um objeto qualquer a (que pode até mesmo
ser outro conjunto), a Unica pergunta cabivel em relagdo aeles é: a€ Aoua g A?

Lima (2001, p. 6) critica a falta de conexdo entre conjuntos e légica. Por
exemplo, emalgunslivrosanalisados pelo autor e sua equipe, observa que anegacao
de uma proposigao (~ p) se relaciona com a nogao de complemento de um conjunto
A°=U—A. E que podemos olhar a contrapositiva p=¢g < ~p=~gq
de modo semelhante que verificamos em AC B <> B < A°. Lima (2001, p.
7) critica que “as Leis de Morgan sdo demonstradas de maneira formal, usando
simbolos em vez de palavras, o que torna o argumento ininteligivel neste estagio
de aprendizagem”.

O autor aponta algumas “invengdes”

pedagégicas no sentido de significar e dar

GUARDE BEM ISS0!

sentido a nogdo de conjunto como as descrigdes

Seria mais vantajoso desenvolver referéncias em xulyllul é satélite natural da Terra} ou xulylulélo

conjuntos no contexto da Geometria e trabalhar a més do ano que comega pela letra M. O autor

interdisciplinaridade. condena tais criagdes ao explicar que isto nao ¢
Matematica.
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Lima (2001) comenta alguns erros de concordancia nas obras quando registra
o uso da frase “@é o conjunto dos elementos u tal que u obedece a propriedade
M. Quando o correto seria “@¢ o conjunto dos elementos u tais quelud goza da
propriedade[M’. Lima (2001) indica o uso inapropriado do verbo obedecer e explica
que ¢ mais adequado afirmar que um objeto goza de uma propriedade.

Outras notagdes introduzidas pelos autores de livros podem proporcionar
confusdo para o estudante e cabe ao professor, com sua sensibilidade, adotar
aquela que transmite maior significado e nao aquela quer lhe é mais familiar.
Neste sentido, registramos a notagdo “carregada” da inclusdo de conjuntos
ACB & (Vx, x€ A= x€EB). Outra notagio comentada por Lima (2001) é a de
igualdade de Conjuntos A=B < (Vx, XEA&SxE B) . Lima (2001) acrescenta
que essa defini¢do é complicada e pouco natural. O professor poderia simplesmente
explicar, no caso da igualdade de conjuntos que se sdo o mesmo conjunto, devem
possuir os mesmos elementos.

Este tipo de abordagem conjuntista coloca énfase maior nos “simbolos” do
que em seu “significado”. Note-se, todavia, que durante todo o seu percurso de
formagao académica, o professor recebe e vivencia justamente a predominancia das
simbologias e estruturas.

Lima (2001) discute um exemplo interessante relacionado a nogao de
complementar de um conjunto. Considera os conjuntos A = {2,5,7,9} e B = {5,7}
e adota a seguinte tabela (ver tabela 1). Notamos que este recurso didatico apoiado
em tabelas apresenta um carater interessante, todavia, o mesmo esquema pode ser
explorado nas demais relagdes e propriedades entre conjuntos? Neste exemplo,
se o uso da tabela ¢ pontual e esporddico, sem continuidade na abordagem do
conteudo, para que explorar? Tais questionamentos serdo deixados para o leitor

como elemento de reflexdo.

m |m |m [>

o | |u|w
R (MM RN | =

€

Tabela 1 — Descrigao das relagdes de pertenga entre elementos
Com relagdo a introdugdo ao conjunto numérico dos naturais, Lima (2001,

p. 7) comenta:
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Os alunos que ingressam no Ensino Médio certamente ja tiveram um longo
contato anterior com os numeros naturais, inteiros, racionais e até mesmo
certos irracionais, como o nimero p e algumas raizes quadradas nio exatas.
Reapresentar-lhes esses niimeros s6 tem sentido se o objetivo for o de ganhar
mais consisténcia tedrica, explicando-lhes de forma mais conveniente fatos que
foram impostos peremptoriamente antes e, a0 mesmo tempo, mostrar, mediante
exemplos, problemas e outras aplicagdes, que essas sucessivas ampliagdes do

conceito de nimero tém alguma utilidade, na Matematica e fora dela.

Por exemplo, quando escrevemos m <n, estamos condicionados a

uma defini¢do formal e, mais precisamente falando a seguinte equivaléncia

definicdo X
m<n < n—me&N . E isto deve ser de conhecimento do professor. Ademais,
quando o livro didatico apresenta a igualdade N={0,1,2,3,4,.....} o professor
deve saber que a construgdo axiomadtica deste conjunto é garantida pela funcao
sucesso s(n). Lima (2001) critica a apresentagdo descuidada do conjunto
Z={...,—4,—3,—2,—1,0,1,2,3,....} e seus subconjuntos Z;, 7 , 7, 7, sio
notagdes complicadas. Que tal Z, para indicar o que os mateméticos simplesmente
denotam por N ?

Outro problema propicia margem as imprecisdes no sentido de distinguir o
raciocinio Indutivo do modelo de Indug¢ao Matematica. De fato, é comum os autores
de livros explorarem alguns casos particulares e, em seguida, declarar, de modo
precipitado que a propriedade em estudo continua sendo valida para todo n€N.

Advertimos que o raciocinio indutivo é empregado no modelo formal de
Indugdo Matematica e, apoiados somente no raciocinio indutivo nao se pode afirmar
coisas desta natureza. Na proxima aula nos deteremos de modo pormenorizado a
este problema no estudo de progressdes.

Lima (2001, p. 8) questiona também a linguagem inapropriada e uso de termos
do tipo “temos”, “observamos”, “verificamos”, etc., o que ndo ¢é educativo, pois
dd a impressdo ao leitor que as proposicdes gerais da Matemadtica sdo estabelecidas
mediante a observagdo de alguns exemplos. Em alguns casos, os autores empregam
a expressao, apos a discussdo de exemplos, “temos que”, o que é semanticamente
incorreto, pois “temos que” significa “devemos”. No préximo segmento discutiremos

o uso de determinadas operagdes 16gicas no amago dos conjuntos numeéricos.

1.1 CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS E NUMEROS REAIS

O caso da abordagem dos nimeros racionais e nimeros reais por parte de
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autores de livros ¢ delicada. Com efeito, recordamos que em disciplinas passadas

descrevemos o simbolo — {(x,y)EZXZ | (x,y)~(a,b)} (FERREIRA, 2010, p.

63) e que “o conjunto R lZienotado no ambiente escolar na verdade representa o
conjunto dos cortes de R, que podem ser cortes racionais e cortes nao racionais”.
Reparamos que o professor precisa ser um conhecedor destas formalidades, todavia,
como discutir isto com os alunos?

Inevitavelmente, o professor precisa se amparar em uma “metodologia
de ensino” que lhe auxilie na discussdo extremamente abstrata envolvendo os
numeros reais e seus subconjuntos. Infelizmente, como apontou Lima (2001) no
inicio desta aula, o professor ndo aprende na academia aquilo que efetivamente
lecionara na escola. Lima (2001) aponta pequenos deslizes conceituais dos
autores de livros que declaram que a desigualdade do tipo 3 < 7 ndo se altera
quando se soma o mesmo numero a ambos os membros, resultando, por exemplo,
4=3+1<7+1=8..4<8.

O que ndo se altera é o sentido da desigualdade. Possivelmente uma boa
defini¢do de niimero real, sem mencionar a nogao de cortes de Dedekind, é explicar
que um numero real é o resultado da medida de uma grandeza, que podemos
imaginar como um segmento de reta. Numero irracional é a medida de um segmento
incomensuravel com a unidade adotada (LIMA, 2004).

O professor pode explicar também aos seus alunos que um numero real ¢ uma
expressao decimal (finita ou infinita). Quando tal expressdo ¢é finita ou periddica,
tem-se um numero racional. Em caso contrario, tem-se um numero irracional
(LIMA, 2001).

Diferentemente dos nimeros complexos que nao sao ordenados de modo
semelhante ¢ que se constroéi a nogdo de ordenagdo dos numeros naturais, inteiros
e racionais. Os autores de livros dizem que a ordenagdo dos reais se baseia em no
sentido de que a estd a direita de b, todavia, o que podemos decidir com relagao
aos numeros reais 0,1563847 € 0,1563798561?

De modo recorrente, encontramos no il 'rp académico, consideragdes do
tipo: o “professor de Matematica deve adotar uma Diddtica”, “O professor de
Matematica deve possuir uma abordagem inter e transdisciplinar”, “O professor
de Matemadtica nado pode avaliar seus alunos baseando-se apenas em uma prova ou
avaliagao”. Estas concepgdes equivocadas, sem fundamentagdo e sem consisténcia,
além de generalistas, ndo indicam em nenhum aspecto como resolver o problema.

De fato, é notério no contexto de ensino escolar, abordagens estanques,
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abordagens que nao possibilitam que o estudante vislumbre a inter-relagao entre
os conceitos matemadticos, todavia, a situagdo é bem mais preocupante, pois, em
alguns casos, nem mesmo o professor compreende e domina a inter-relagdo dos
conceitos matematicos. Sem mencionar o fato de que nao tem sentido exigirmos
um ensino interdisciplinar, se na maioria dos casos, em sua formacao, o licenciando
¢ submetido a um ensino estanque, com pouca ou nenhuma relagao, explicagdo e
orientagdo relativa ao modo pelo qual os contetdos escolares se relacionam.

Para exemplificar este quadro preocupante, citamos o caso do estudo das
fung¢des que encontramos nos livros diddticos. Neste rol, podemos mencionar o
estudo das fungdes polinomiais do primeiro grau, das fungdes polinomiais do
segundo grau, operagdes com fungdes, fungdo exponencial e logaritmica e as
trigonométricas.

No que diz respeito ao estudo de fung¢des polinomiais do primeiro grau, o
primeiro a se observar é a nomenclatura empregada por parte dos autores de livros.
De fato, em expressdes do tipo “fungdes do primeiro grau” ja observamos uma falha
conceitual, pois tal terminologia nao existe. Lima (2001) comenta que os exemplos
e problemas interessantes cedem lugar a um formalismo mondtono e muitas vezes
mal orientado. O modelo linear e a nogao de proporcionalidade nao sao explorados

de modo adequado pela maior parte dos autores analisados em Lima (2001, p.10).

Em outros casos, a nogao de fungio é apresentada em toda a sua generalidade,

a partir de pares ordenados, produto cartesiano e relagao binaria. Tudo isto

,

¢ absolutamente desnecessario e inutil. O préprio livro, depois de dada a
defini¢ao geral, todas as vezes que introduz uma funcgao, trata-a como uma

correspondéncia sem nunca mais falar em pares ordenados.

A proposito, vale recordar aqui a defini¢ao formal de par ordenado encontrada
em Lima (2004) que caracteriza o simbolo m= (u,v) como formado de um objeto u,
chamado a primeira coordenada de me um objeto v, chamado a segunda coordenada
de p. Por outro lado, Lima (2001) critica a nogao encontrada nos livros didaticos que
chama de par ordenado (4,v) como “um conjunto de dois elementos considerados
numa certa ordem”. Tal definicdo formal é imprecisa, pois se tomamos os pares
ordenados do tipo uv, tal que u=v, por meio dessa definigdo, temos o conjunto {u,v}
= {u} e neste nao identificamos a que ordem o autor se refere.

Nio podemos nos furtar de destacar a definigdo fornecida por Halmos (2001,

p- 123) quando questiona:
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o que significa dispor os elementos de A em uma ordem qualquer? Suponha,
por exemplo, que o conjunto > ¢ a quadrupla x*)_)")az elementos distintos,
e suponha que queiramos considerar seus elementos na ordem: ‘[Ld[7.
Mesmo sem definicdo, podemos, no entanto, fazer dele algo inteligente
em termos de conjunto. Ou seja, podemos considerar para cada posigao
particular na ordenagio '[1[d[4, o conjunto de todos os elementos que

aparecem naquela posigao, ou antes, dela; deste modo obtemos os conjuntos

{{c},{c,b},{c,b,d} ,{c,b,d,a},....} .

Podemos ir adiante e entio considerar o conjunto (ou colegdo, se isto
soa melhor) C={{a,b,c,d},{b,c},{b,c,d},{c}} que tem exatamente por seus
elementos aqueles conjuntos. Os elementos de @e os elementos destes ultimos,
estdo apresentados de modo ndo sistematico. Isto foi feito para enfatizar que se
baseando na intuigdo e possivelmente num obscuro conceito de ordem, pode-se
produzir algo s6lido mais simples e direto.

E interessante a discussio “ingénua” relacionada com os conjuntos e a
tentativa de definicdo formal de um par ordenado. Mais adiante, Halmos (2001,
p. 37) decreta que “para um conjunto qualquer >: x¥")_z e, se na ordem desejada,
a vem primeiro, entdo @ xx/\z)x/\g_gz; se, todavia, _ vem primeiro, entdo

@ xx_z)x/\m_az”. Assim, ele define formalmente o par ordenado de ” e _, com

primeira coordenada a e segunda coordenada _, como o conjunto definido por: %)D

&1 mx’\z)x_zz. Naturalmente, do ponto de vista de uma metodologia de ensino,
¢ invidvel apresentar tal nogdo com toda sua formalidade no contexto escolar,

todavia, tal saber deveria ser familiar ao professor.
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y
TU PI cu 2 Analise de livros: estudo do conceito
de funcdes

OBJETIVO
. Identificar e analisar a abordagem do conceito de fungao nos

livros didaticos

a aula passada discutimos a situagdo referente a qualidade

dos livros diddticos com respeito as nogdes bdsicas de Logica

Matematica e os conjuntos numéricos. No que segue, abordaremos

questdes preocupantes relacionadas com o conceito de fungdo que se caracteriza
com a “pedra angular” no contexto escolar.

Vamos recordar agora, do ponto de vista mais formal, a defini¢ao de fungao

descrita em Lima (2010, 13) quando explica

uma fungdo f:A— B consta de trés partes: um conjunto >, chamado de
dominio da fun¢do (ou o conjunto onde a funcio é definida), um conjunto
?, chamado de contradominio da fungdo, ou o conjunto onde a fungao toma
valores, e uma regra que permita associar, de modo bem determinado, a cada
elemento x € A, um unico elemento f(x)€ B, chamado de o valor que a

fun¢ao assume em u ( ou no ponto u).

Mas quando no detemos na andlise pelo modo como o qual os autores
introduzem esta defini¢do formal nos livros diddticos, ficamos surpresos. Com
efeito, Lima (2001, p. 10) explica que como toda a preparacgdo, a definicdo de
funcado, é dada incorretamente como “uma relagdo que a cada elemento u de >,
faz corresponder um tnico elementolulde ?”. O maior questionamento deste autor
refere-se a condi¢do em que a relagdo ‘O’ é, por defini¢ao, um subconjunto de >?’
e é necessario saber de modo explicito como ocorre tal correspondéncia.

Mais adiante, Lima (2001) comenta que apesar de toda a complicacao e do
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aparato formal, em todo o livro ocorrem apenas dois tipos de fungdes: aquelas com
bolinhas e setinhas (que ilustram bem os conceitos gerais, mas que nao sio usadas
para nada mais) e aquelas definidas por meio de férmulas.

Neste sentido, vale recordar as condi¢des de injetividade (dados
x,x, €A, tais que se f(x,)=f(x,)=x =x,) e sobrejetividade (dado
y€EB,dxcAtal que f(x)=y) de uma funcio f:A— B. Todavia, os livros
didaticos dao a impressdo que a maioria das fungdes se comporta como a que

exibimos na figura abaixo.

Figura 1 - Diagramas pictoricos de bolinhas criticados por Lima (2001)

Advertimos ainda que, o professor de Matemadtica deve ser um bom
conhecedor das defini¢des formais acima e suas equivaléncias 16gicas, embora,
na maioria dos casos, nao as explicite em sala de aula. Reparamos que dados
x,x, €A, tais que se ¥, =x, = f(x) = f(«,) é a contrapositiva da condigdo de
injetividade. Todavia, o ensino predominantemente baseado nestas condigdes
légicas pode provocar barreiras ao estudante que nao possuem um razoavel
amadurecimento para compreender tais inferéncias légicas. E em muitos casos
o professor perde a oportunidade de explorar situagdes mais interessantes de

gréficos (f:Z — N, f(n)=|n|+2) como o que exibimos abaixo.
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Figura 2 - Diagramas explorando conjuntos numéricos e fungdes (HAMMACK, 2009, p. 184)

Ora, os exemplos anteriores indicam um caminho comodo para o bumbog, no

sentido de imprimir énfase ao formalismo. Nao obstante, na figura 2, trazemos uma
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descrigdo grafico-geométrica das relagdes. O carater preocupante ¢ o fortalecimento
de apenas um desses componentes. Este tipo de atitude é improdutiva e provoca
complicagdes ao entendimento. Lima (2001) pondera que o estudo da Matematica
deve proporcionar aos jovens a oportunidade de desenvolver o seu espirito critico,
aprender a raciocinar corretamente, fortalecer a imagina¢do e a criatividade, e
habituar-se a tomar decisdes baseadas na analise cuidadosa dos fatos. Estudada de
modo como esta mostrada neste livro, a Matemadtica é mondtona, desagradavel e
desestimulante.

Os autores de livros ndo fornecem também caracteristicas precisas da nogao
de fun¢ado. Com efeito, a principal caracteristica de fun¢ao afim, por exemplo, ¢ que
para acréscimos iguais dados a varidvel u, corresponde a acréscimos iguais para
c%& todavia, o professor pode apoiar-se nos graficos e buscar transmitir de modo
intuitivo esta propriedade, uma vez que, se o mesmo for enunciar e demonstrar o
Teorema Fundamental da Proporcionalidade (LIMA, 2004) e, em seguida, enunciar
e demonstrar o seguinte teorema: seja f:R — R uma fun¢do monétona injetiva.
Se o acréscimo f(x + h)— f(x)=(h) depender apenas de e, mas nido de u, entdo
f:R—R ¢éuma fungdo afim (op.cit 2004, p. 100).

Decididamente, ao se depararem com este enunciado, os alunos desistirao da
Matematica, todavia, no que diz respeito ao professor, tal conhecimento deveria
ser familiar. Observamos que Teorema Fundamental da Proporcionalidade indica
propriedades intrinsecas a um objeto particular, implicando outros cuidados, na
medida em que nos apoiamos na lingua materna para a transmissao desses saberes.
Note-se, por exemplo, o modo inapropriado da seguinte declaragdo: uma reta que
intercepta outra., quando o correto ¢ afirmar que uma reta que intersecta outra.

A boa Didatica da Matematica recomenda a introdugdo intuitiva dos
conceitos e, depois de algum tempo para a familiarizagdo com os mesmos, efetua-
se, em adequacgao a clientela ou ao publico, a formalizagdo dos conceitos (ALVES,
2010), assim, explorar os significados geométricos dos coeficientes presentes na
fungdo afim f(x)=a-x+b, onde a,bE€R . Neste sentido, Lima (2001, p. 51)
acentua que nao se observa que b é a ordenada do ponto em que o grafico de f
intersecta o eixo v, ou seja, d%& c. E (nem ao menos para justificar a expressao
“coeficiente angular”) ndo se chama a atengdo para o fato de que o valor de ‘a’
determina a inclinagdo do grafico em relagao ao eixo u.

Outro conhecimento bdsico que o professor deve saber é que quando se

constrdi o conjunto dos nimeros reais , nele definem-se, de modo axiomatico, as
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relagdes de ordem, assim, podemos afirmar que ¢ um corpo ordenado. Ademais,

valem as seguintes regras, para
a-c<b-csec>0

a,b,ceR: (i)a<b=a+c<b+c; (ii)a<b:><[
a-c>b-c

Estas propriedades axiomaticas justificam a descri¢ao do estudo do sinal da

fungdo f(x)= y=ax+ b .No ensino escolar, encontramos afirmag¢des, sem maiores

b
FXx>——
detalhes dando conta do f(x)=ax+b>0<ax>—b 0 Z . Observamos
S ——
a<o0 a

que foi necessédrio aplicar uma regra axiomatica que apresentamos em (ii). Sem
essas propriedades, que sao fundamentais e indispensaveis, resolver inequagoes ¢
impossivel (LIMA, 2001, p. 51).

Em outra verificagdo das propriedades em que as propriedades dos ntiimeros re-
ais sdo inevitaveis refere-se ao caso em que a fungao f(x)=ax+b,onde f:A— B
¢ crescente ou decrescente. Observamos que se a>0, dados x,,x, €A e se

monotonicidade
da multiplicagao

x<x, = ax<ax, = ax +b<ax,+b. f(x)<f(x,)e a funcio ¢
a>0 monotonicidade
da adigdo

crescente quando g >0 . Com o mesmo raciocinio se mostra que se a <0 a fungao
¢ decrescente.

O problema é que o professor ndo vai dar sua aula fazendo referéncia a
monotonicidade de adigdo em R e a monotonicidade da multiplicagio em R,
todavia, mesmo sem ancorar suas explicagdes nas mesmas e sem o livro de
Matemadtica indicar de modo explicito, o professor deve conhecer e dominar estas
propriedades.

Ademais, deve ser de conhecimento do professor o significado das fungdes
monotonas nao-descrescentes (se x, <x, = f(x,) < f(x,) e fun¢des mondtonas
nao-crescentes (se x, <x, = f(x,)=> f(x,) em qualquer caso a fungdo ¢ dita
monoétona, o que representa uma extensio geral do conceito e, apesar dos livros
nao mencionarem, o professor deve conhecer todas as suas condigdes.

Com respeito ao conceito de fungdo, o professor precisa ficar atento ao fato
de que os estudantes manifestam dificuldades para compreender conjuntos do
tipo Dom(f(x)) = {x € A| f(x) € B} (dominio da funcdo) Im(f(x))={f(x)|x € A}
(imagem da fungao), para fungdes do tipo f: A— B.

Por fim, quando os autores abordam e apresentam o conceito de funcao

f(x)=ax+b, com a=0 , ndo deviam influenciar o leitor a compreender seu

AULA 4

‘ TOPICO 2 ‘ 75




grafico como uma defini¢do matematica formal. No que diz respeito a isso, é
primordial que o professor conhega o seguinte teorema: “o grafico de uma fungao
afim f:x—ax+b é uma linha reta e, reciprocamente, toda reta nao verticallolélo
grafico de uma funcao afim” (LIMA, 2004, p. 89-91). E apesar de tratar-se de uma
propriedade que explora no¢des da Geometria Analitica, tal falha conceitual deve
ser identificada pelo professor.

Para concluir esta parte inicial, recordamos a defini¢do formal de funcao
inversa.

Lima (2004) apresenta este conceito ao comentar que uma fungdo g:¥ — X
¢ dita a inversa de f:X—Y quando se tem g(f(x))=x e f(g(¥)=y()
para todos x€ X e y€Y. Evidentemente, a partir desta defini¢ao formal, d ¢é
inversa de c se, e somente se, ¢ € inversa de d.

Como de costume, os autores de livros diddticos abusam da exploragao do
raciocinio algoritmico (OTTE, 1991) que discutimos na disciplina de Filosofia
das Ciéncias e da Matemadtica. O exemplo emblemdtico é tomar fungdes do tipo

f(x)=2x+3 e ensinar ao estudante a seguinte “receita de bolo”: chamamos

y=2x+3
trocando isolando x—3
y=2x+3 & x=2y+3 @l 2y=x—3®x=T.Assim,afungﬁo
X pory a variavel y

. . -1 x¥—3 sz 1s .
que procuramos ¢ descrita por f (x):T Como ja discutimos em outros

trabalhos (ALVES, 2011 (a)), o aluno pode resolver dezenas de “exercicios” desta

natureza e, mesmo assim, ndo conseguird adquirir o real significado e a esséncia da
nog¢ao de fun¢do inversa.

De fato, o conhecimento envolvido nestes “malabarismos algébricos” nao
nos permitem afirmar nada a respeito sobre a injetividade e a sobrejetividade da
fungdo f:X—Y que possui uma inversa g:Y — X . Poderfamos questionar por
que argumentos algébricos como o que discutimos nao poderiam ser aplicados para
fungdes do tipo f(¥)=x>—5x+6 ou f(x)=+/2x+3?

Lima (2004, p. 187)recorda que se temos as condig¢des que falamos em (*), entao,

a funcdo f, como consequéncia, deverd ser injetora e sobrejetora. De fato, dados

%3 €X demodo que f(x)=F(x) = g(f(x)=8(f(x) & (5)=(x). Por
sua vez, a igualdade f(g(y))= y, vale para todo y €Y. Isto implica que a fungao
f:X—Y ¢ésobrejetiva, pois dado y €Y, mas como temos a fungdo g:¥ — X,
por hipotese, tem sentido escrever g(y) € X que chamaremos de x = g(y) € X . Por

fim, exibimos que o elemento y €Y tomado, ¢ realizado por este elemento em X,
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do seguinte modo f(x)= f(g(»)) e .. f(x)=y . Isto quer dizer que f(X)=Y.

Agora, o conceito de fungdo polinomial do 2° grau. Com o mesmo estilo,
os autores de livros sdo criticados por Lima (2001, p. 52) quando declara que “as
afirmagdes feitas nunca sdo justificadas,” os fatos mais relevantes e basicos sobre
as fungdes quadraticas sdo omitidos, os exercicios sdo quase todos de natureza
manipulativa e nunca o leitor ¢ induzido ou solicitado a raciocinar.

Demodosemelhanteaoquesublinhamoscomafungaoafim, ograficodafuncgao
quadratica se chama parabola, sem maiores explicagdes, todavia, Lima (2004, p.
114) discute de modo formal e preciso a nogao de funcao quadratica, quando
observa que os coeficientes a,b,c de uma fungio quadratica f(x)=ax*+bx+c,
ficam inteiramente determinados pelos valores que essa fungao assume. Em outras
palavras, devemos verificar as condigdes logicas ax’ +bx+c=a'x’ +b'x+c',
paratodo x€R .

Em seguida, tomamos x=0..0+c=0+c'<c=c'. Assim, segue
a condigio ax’+bx=a'x’+b'x, para todo x€R-—{0}. Em seguida,
escrevemos  (ax+b)x=(a'x +b")x & (ax+b)=(a'x+b"). Fazemos agora
x=1,.(a+b)=(a+b") e x=—1..(—a+b)=(—a'+b"). Resulta no final das
contas que a=a' e b=b".

A partir desta argumentagdo, Lima (2004, p. 114) declara que se pode
identificar uma fungdo quadrética com um trindmio do segundo grau, entretanto,
vale destacar a diferenga entre um trinémio do segundo grau e uma funcao
quadratica. Um trinémio do segundo grau é representado pelo autor pela
expressdo formal do tipo aX’ +bX+c, com a,b,c€R, sendo a=0. A palavra
formal ai significa que a letra X é apenas um simbolo, sendo x* um outro modo
de escrever XX . Por definicdo, dois trinémios aX* +bX+c e a'X*+b'X+c'
sdo iguais quando a=a', b=b', c=c'.

Lima (2004) explica ainda que um trinémio por ser identificado com um
terno ordenado (g,b,c). A cada trinémio corresponde a fung¢ao quadratica por
x+— ax’ +bx +c e tal correspondéncia é biunivoca.

Outra propriedade descuidada dos autores de livros didaticos, mas deve
fazer parte do conhecimento do professor refere-se a seguinte propriedade:
se ax’+bx+c=a'x>+b'x+c', para trés valores distintos de u, entdo
a=a',b=b", c=c".

Neste sentido, Lima (2001, p. 115) admite que duas fungdes quadraticas

f(x)=ax*+bx+ceg(x)=a'x’+b'x+c' assumam os mesmos valores em
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f(x)=g(x) . f(x,)= f(x,) ef(x,)=g(x,), onde x,x,,5, €R sdo distintos.
A estratégia pouco usual no ensino escolar consiste em tomar os coeficientes
a=a—a',f=b—>b"' ey=c—c' emostrar, usando tais hipéteses que todos s3o nulos.

Por fim, Lima (2004) enuncia o seguinte teorema:

Teorema: phgj O, x,, 4, € R Ogp@Uk, j bol pClob fplafpgfkql pLIbC]
Wi Y20 ys € R UG\ fpldrblllplit kg pLA = (%, 1) , B=(x,, y,) € C=(x,, y,) [
pl1 Y1 CDifktrobplBl [R* 4Blufpgble] ~)BEplj bkgple} Medkad'| lguadratica
fx)= ax’ +bx+c, tal que f(x)=y . f(x,)=y, ef(x,)=y,.

Outra propriedade peremptoriamente assumida pelos autores de livros
didaticos diz respeito ao comportamento da concavidade da parabola, que os
mesmos alegam representar o grafico de uma fungdo quadrdtica, na “condicdo do
sinal do coeficiente” a>0 ou a<0.

Lima (2004) recorda que a tangente a uma parabola no ponto P ¢ a reta que
tem em comum com a parabola esse inico ponto P e tal que todos os demais pontos
da pardbola estio do mesmo lado dessa reta. A tangente de uma parabola tem sua

posicdo determinada pelo seguinte teorema.

Teorema: [(BpAf oA 1" ALdoAL] [ Ld-kad | Cf (x) = ax® + bx + ¢ )
pr @ kdbkgpl®l [ kgl [P = (x,, y,) )kabF, = ax,” + bx, + ¢ [IAabg"[]
nr bk pp™d olBbpblad kgl [Blghj [ ifk"ad I [fdr~il M Dax, + b +1

DEMONSTRACAO:

Lima (2004, p. 137) realiza demonstragdo verificando que todos os pontos
dessa pardabola que tém abcissa diferente de x, estdo fora da reta mencionada
e no mesmo semi-plano determinado por ela. A figura 3 explicita a heuristica da

situacao.

»L (%, ax? + bx +c)

(%, Yo+(2ax o+ b)(x -x,))

(x, ax3 + bxs+c)

Figura 3 - Desenho sugerido por Lima (2004, p. 137)
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Lima (2001, p. 137-138) inicia sua argumentagao, admitindo inicialmente que
a>0.Edeclara “a necessidade de mostrar que para todo x = x,, o ponto (¥, y) da
pardbola, com y=ax” +bx+c estd acima do ponto (x,, y, +(2ax, + b)(x —x,))”
como podemos identificar na figura 3, de mesma abcissa x, situado sobre a reta.

Noutras palavras, queremos mostrar que % kal [ar bl 1- &

x#=x, =ax’ +bx+c>y, + (2ax,+b) -(x—x,)=

grdfico da parabola inclinagdo do grdfico

= (ax,” + bx, +c) + (2ax, + b)(x — x,)

Mas verificar isto, basta notar que se x = x,, temos:

ax’ +bx+c— [yo + (2ax, + b)(x — xo)]

=ax’+bx+c— [(axo2 + bx, +¢)+(2ax, + b)(x — xo)]

ax’ +bx+c— [axo2 + bx, + ¢+ 2ax,x + bx — 2ax,x, — bxo]
=ax’ — [czxo2 +2ax,x — Zaxoz] =

=ax’ +ax, —Zaxoxza-(x—xo)2 >0sea>0

XZ X

Isto mostra que “a reta de inclinagdo (2ax, +b) que passa pelo ponto
(%0, ¥), com y, = f(x,), tem este unico ponto em comum com a pardbola que é
o grafico delcdelque todos os pontos da pardbola estdo acima dessa reta. Logo esta
reta é tangente a pardbola neste ponto”, (LIMA, 2004, p. 138). Quando a>0, a
parabola se situa acima de qualquer de suas tangentes, conforme acabamos de ver.
Se a <0 entdo a parabola se situa abaixo de todas as suas retas tangentes.

Decerto que esse modelo generalizado ndo pode ser completamente
discutido pelo professor com seus alunos, todavia, mesmo se os autores de livros
ndo explicarem de modo preciso e pormenorizado esse modelo, o professor de
Matemadtica deve conhecé-lo. No contexto escolar, se tornaria estranho explicar
por que ainclinagdo (2ax, + b) condiz com a reta tangente que construimos nesta
demonstragao.

Por outro lado, quando sabemos que inclinacio (e ndo
coeficiente angular) nos interessa, aplicamos a equagdo da reta:
(7= yo) = (2ax, + b)(x —x,) . y = y, + (2%, + b)(x —x,) ¢ temos
agora  conhecimentos de  Geometria  Analitica,  conteudo  ainda
desconhecido, dependendo da série que consideramos. Para concluir,
reparamos que nas desigualdades que escrevemos, concluimos que

axz—l—bx—l—c—[yo + (2ax, —l—b)(x—xo)]:a-<x—xo)2 <0 sea<0

XZXy
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Portanto, no caso de a<0, temos ax’ +bx+c< [yo + (2ax, + b)(x —xo)],
para todo x = x,. Sugerimos para o leitor esbogar o desenho para este caso como o
que exibimos na figura 3.

Neste topico discutimos elementos relacionados com fung¢des mais simples.

Na préxima se¢do, abordaremos algumas questdes atinentes ao estudo das fungdes

f(x)=e"e dw&]lidlul
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y
Estudo do conceito de funcao
exponencial e logaritmica

OBJETIVO

didaticos

o tépico passado salientamos algumas propriedades descuidadas
por autores em relacdo a livros que podem comprometer a
evolugdo do conhecimento conceitual do estudante. Nesta
segdo, passaremos a uma discussdo referente a funcao exponencial definida para
acR, a=1, temos f(x)=a". Lima (2001, p. 53) menciona uma caracteristica
intrinseca a mesma quando destaca que trata-se da unica fun¢io mondtona
f:R—R, tal que f(x+ y)=f(x)-f(y), para quaisquer x,y€ER e f(1)=a.
Acrescenta também que as fungdes do tipo exponencial f(x)=b-a" sdo as unicas

fung¢des monotonas com a propriedade de que, para h fixo, o valor f(x+h)

f(x+h)

¢é proporcional a f(x) e o coeficiente de proporcionalidade T:c
x
depende apenas de /2, mas ndo de x (LIMA, 2001, p. 32).

Lima (2001) questiona os autores de livros didaticos pelo fato de nao
darem énfase as principais aplicagdes e variedades de situagdes na vida real
em que as grandezas variam segundo essas normas, todavia, ndo estudam com
a devida clareza sua monotonicidade e, além disso, para quaisquer x,yeR ,
vale a*-a’ =a""”. Em vez disso, o livro é voltado inteiramente para equagdes
e inequagdes exponenciais, sem observagdes interessantes nem conclusdes
inteligentes (op.cit 2001).

Uma nogao importante neste topico apresentados pelos livros didéticos diz
respeito a extensado da nogao de poténcia de um numero positivo para o caso em

que o expoente é um inteiro, um numero racional ou um numero real. Lima (2001)
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critica o modo “por decreto”, sem preocupagao alguma em explicar por que foram
escolhidas essas defini¢des e nao outras.
“o_m n m+n

De modo particular, as propriedades operatérias, como “a”-a" =a e

n
(am> =a™, sio mencionadas de passagem, sem justificativa alguma no caso de
inteiros, e aceitas como vélidas, sem comentério adicional algum, para expoente
: m - T
racional. Nem ao menos se observa que se r =—, a defini¢do de a’" depende
n

apenas d numero racional 'r' e ndo da fragdo que o representa” (LIMA, 2001, p.
53).

Caraga (1951, p. 27) desenvolve um comentario interessante no contexto desta
discussao. Neste sentido, o autor questiona as defini¢des adequadas para expressdes
do tipo a-0 e a’. O autor recorda que sabemos que a operagio de multiplicagio
¢ comutativa e, por outro lado, que “0-a=0, logo, se queremos conservar esta
lei formal — comutatividade — a defini¢do a dar deve ser tal que 0-a=0=a-0.
Portanto, como nova defini¢io, temos a-0=0. Vemos agora a poténcia de a’ e
que a potenciagdo goza da propriedade multiplicativa a”-a" =a""""” (CARACA,
1951, p. 27).

Se queremos manter esta lei formal, a entidade a definir X:=a’ tal como
o produto se efetue segundo esta lei. Isto é, deve vir a ser do seguinte modo
a’-a"=a"", todavia, admitimos a seguinte propriedade axiomatica n=0+n,
para Vn€N, logo deve ser descrita por a’-a" =a". E esta igualdade exige
necessariamente que a’ =1.E, portanto, como consequéncia de obedecermos
esta propriedade operacional, definimos a° =1.

Exemplos como este explicado por Caraga (1951) podem conduzir o estudante
a compreender a natureza e o motivo do estabelecimento de uma defini¢do formal.
E como ja mencionamos nas aulas de Didatica da Matematica, o professor deve se
esforgar para explicitar e fornecer significado para elas. Diferentemente do que
muitos livros didaticos que produzem defini¢des formais sem muitos cuidados e
dao a impressao de um determinado “arfificialismo” e “arbitrariedade”.

Outro aspecto que funciona como “entrave metodolégico” para o professor

diz respeito as representagdes e construcdes dos graficos de fungdes do tipo:

fm=2", g(x):[g]x b

E interessante que antes de explorar propriedades de fungdes particulares da

fungdo exponencial, os autores falam de propriedades gerais, como o crescimento e
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decrescimento. Note-se que com o auxilio de algum software de Matematica, como
o Geogebra, tragamos com facilidade seus graficos.

Numa era tecnologica, nos admiramos ainda a falta de intimidade com o
manuseio de programas computacionais que podem auxiliar o ensino tecnolégico.
E o que ndo se pode perder de vista é que seu uso deve ser apoiado em propostas

metodoldgicas de ensino da Matematica a partir de um aparato computacional.

Figura 4 - Plotagem de gréficos da fungao exponencial com o Geogebra (elaboragao proépria)

De acordo com o que discutimos na disciplina de Diddtica da Matemadtica,
o professor pode auxiliar o entendimento do estudante na medida em que
relaciona e explora os aspectos numéricos, geométricos e algébricos do mesmo
conceito matematico, entretanto, se no principal instrumento (o livro didatico)
de uso didatico do professor, Lima (2001, 2004) indica uma preferéncia e atitude
em transformar a Matemadtica num jogo que envolve “malabarismos algébricos”
e o emprego sem maiores cuidados de férmulas, o que se pode esperar do ensino
e da aprendizagem destes estudantes? O “ludico” pode evitar a hegemonia do

raciocinio algoritmico em sala de aula? Mas como?

jrm—————k
Aritmética

Conceito Geometria

Matemdtico

Algebra

Figura 5 - Relagdes conceituais exploradas no ensino de Matematica (ALVES, 2011)

Por outro lado, Lima (2001, p. 462) alerta que “estamos certos de que as
colegdes aqui analisadas sdo adotadas pela absoluta maioria dos professores”.

Mais ainda: elas refletem em seu bojo a atitude, a visao de matéria, a linguagem,
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os hébitos e o conhecimento matemdtico predominantes no meio em que estdo
inseridas. Por isso, baseando-se em suas colocag¢des e nas relagdes evidenciadas na
figura 5, a mudanga metodoldgica e a tonica geral no ensino nao sofrera mudancas
se o proprio professor, desde sua etapa inicial de formac¢do, ndo vivenciar e
experienciar situagdes de ensino diferenciadas.

Em outro trecho, Lima (2001, p. 173) critica a seguinte orientagdo dos autores de
livros para o leitor: “para resolvermos uma equagao exponencial, devemos transformar a
equagdo...em igualdade de mesma base...”. No entanto, em todos os exemplos abordados,
os dados sdo preparados para que se chegue a esta forma de maneira explicita e sem o
minimo recurso ao uso de logaritmo ou mudanga de base. Nao se faz nenhuma mengao
sobre se isto é sempre vidvel e permitido (op.cit 2001, p. 173).

Lima (2001, p. 123), critica que equagdes do tipo 3* = 2 envolvem segdes
descritas como “Resolucdo de equagdes com o auxilio de Logaritmos”, onde nao é
feita nenhuma mengdo a “equagdo exponencial”. Dentro da visdo geral dos alunos,
segundo a qual a atividade matematica ¢ essencialmente de manipulagao numérica,
os setores de Matematica sdo compartimentalizados a parir de receitas envolvidas.

Outros exemplos encontrados nos livros didaticos podem ser apontados,
todavia, sua discussdo se torna interessante na medida em que o professor domina
com profundidade a seguinte defini¢do formal que cosindera a € R", e suporemos
que a=1. A funcao exponencial de base ‘a’, f: R — R", indicada pela notagao
f(x)=a", deveser definida de modo a ter as seguintes propriedades, para quaisquer
se x<y =a" <a’ paraa>1

x,yeER: (1) a"-a’=a"";(2) a =a; (3) c .
se x<y =a  >a  paraa<l

Reparamos que a propriedade (1) pode ser descritacomo f(x + y)= f(x)- f(y)
e que ¢ nao pode assumir o valor 0. De fato, se existe algum x, €R, tal que
J(%) =0, segue que  fx)=[f(x =% +x)=f(x=%) f(%) = f(x=%)-0=0,
portanto, f(x)=0. Mais ainda, se uma fungdo f:R — R" possui a propriedade

(1) serd sempre positiva (como vemos os casos particulares na figura 3).

Lima (2004) escreve que VxeR, temos:
2
flx)= f[%-l—g] = f[g]f[g] = f[g] >0. Assim, diante da propriedade (1),

tanto faz dizer que a fungao exponencial é definidapor f:R —R" ou f:R—R.
Por outro lado, quando tomamos na definigio acima f:R — R", a tornamos
sobrejetiva, ou seja, f(R)=R" CR. Lima (2004).

Estes cuidados e o conhecimento aprofundado das defini¢des formais

é condigdo pfkbldr~[Alk para um ensino de Matematica com seguranga. Assim,
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concordamos com Lima (2001) quando, a partir de suas consideragdes, nos
permite afirmar que o professor de Matemdtica deve, antes de qualquer coisa ou
preocupagdo, ser “conteudista”. Isto quer dizer que domina com profundidade
aquilo que vai ser objeto de sua regéncia.

Apenasapos preencher esta exigéncia, ¢ que podemos nos preocupar comalguma
forma de “abordagem metodoldgica”, sem descuidar dos aspectos epistemoldgicos
e filosoficos (ALVES, 2011(b)) e histéricos (2011(a)). Relacionadas as propriedades
que mencionamos, Lima (2001) critica que muitos autores de livros nao esclarecem
propriedades do tipo a” = a” = x = y , sem mencionar o conceito de fungao injetiva.

Em outro comentario, Lima (2001, p. 56) denuncia

mais uma vez, ndo ¢ apresentada qualquer motivacao relativa ao estudo de
fungdes exponenciais. Nem mesmo exemplos de situagdes praticas em que
as fungdes exponenciais ja sao fornecidas pelo enunciado. Deve-se notar que
questdes deste tipo (muitas vezes associadas com modelos de crescimento
populacional ou desintegragao radioativa) ocorrem em vestibulares e o autor

nao selecionou nenhuma delas para a segao dos problemas de vestibulares.

Nao ¢ feito nenhum comentdrio entre fungdes exponenciais e progressdes
geométricas. Neste sentido, como o professor pode desenvolver uma mediagdo
pedagogica do seu contetido especifico que explore a relagdo conceitual dos
conceitos matematicos, se o mesmo € apresentado (seja no ambiente de formagao
ou pelos livros didaticos) de modo estanque e sem conexao?

Para exemplificar o comentdrio do ultimo excerto, consideramos uma fungao
exponencial do tipo f(x)=b-a", com f:R—R. Se considerarmos uma
progressdo aritmética {x,,x,,x,,......x,,....}, de razdo ‘h’, isto é, x,, =x,+h,
entdo os valores {f(x,), f(x,), f(%3)-...., f(%,),....} também formam uma progressao
aritmética.

O argumento ¢é simples e pode ser encontrado em
Lima (2004, p. 185). De fato, ele dispde a seguinte lista:
{b-a",b-a",b-a”,b-a",...,b-a",...} e pode-se observar que para todo n€N
, temos f(x,,,)=b-a"" =b-a""" =b-a* -a" =(b-a™)-a" = f(x,)-a", segue que
f(,0)

flx,)

nao ¢é explicitada ou mesmo conhecida pelo professor.

=ad"=cte.0 que foi discutido, em determinadas circunstancias de ensino

Por exemplo, na figura 5, vemos os graficos gerais apresentados por Lima et

al (2001, p. 55), todavia, com o auxilio computacional, plotamos o grafico da fungao
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f(n)=2", para n>0 que diz respeito a restrigio de uma fun¢do exponencial ao
conjunto N . Reparamos que nos modelos discreto (lado direito) tais propriedades

sdo mais evidentes.

fix)=a*(0<a<1)

Figura 6 - Lima bl (2001, p. 55) e modelo exponencial restrito aos ntumeros naturais

Para concluir os comentdrios, criticas, consideragdes e sugestdes pertinentes
ao conceito de fungdo exponencial, enunciamos dois teoremas que condicionam todo

o tratamento formal desta fungado. Tais teoremas sao encontrados em Lima (2004).

Teorema (Caracteriza¢do da func¢ao exponencial):

P LY : R — R* O "ldrkad'l 01 1 kgl k" Gkghgf's " CHpgl () Dobp bhegb [l
ab’obp’ bkgp& 3 plphdr fkabplta] ~ce bplpl 1 [Bhr fs "ibkgbp7

S f(n-x)=(f(x) Do [h € Z [BJ al Tk € R LYfaf(x)=a" o
gal @ € R )Tkabld = () SHE (x + y) = f(x)- f() )3k o G "fpmr bl
x,yeER ]

DEMONSTRACAO:

Ver Lima (2004, p. 183). Lima (2001) explora o seguinte ciclo de equivaléncias
légicas (i) — (ii) — (iii) — (i) . Note-se que este tipo de demonstracao ¢ omitido dos
livros didaticos (op.cit 2001). Entretanto, pode-se optar por (ii) — (i) — (iif) — (ii)
ou (iii) — (i) — (i1) — (iii) .

Sugerimos ao leitor o estudo deste teorema no sentido de testar seus
conhecimentos e dominio deste modelo formal pertencente ao contexto escolar. E,
apesar do fato de que este modelo formal serve para caracterizar o objeto matematico
que chamamos usualmente de fungdo exponencial nao ser exigido dos estudantes,
assumimos o pressuposto de que o professor deveria conhecer e dominar, de modo
aprofundado, bem mais do que realmente vai efetivamente ensinar e explorar. Os

mesmos comentdrios se encaixam com respeito ao préoximo teorema.
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Teorema (Caracterizagao das fung¢des do tipo exponencial):

PR — R Mokl [ 1k g kN Efkghgfs gl D) Chbp bkgbL O]

ab'olp Bhap D il Do B b € R Al olp'fj 1 Ghingfs1 BCD—8E) }? )_ 8
g\x
abrblkabCybplablk ST *plB1 1 [AbnbkablAbL$Bkql 1)[plh = g(0) (]

a :%)@7 b (x) = b-a* ) Gal G R +
8

DEMONSTRACAO:

Ver Lima (2004, p. 185).

Lima (2004, p. 184) faz um comentdrio interessante relacionado com o teorema da
o grofidad [ lalMcdkad I Bt kbkfi. O autor explica que a hipotese de monotonicidade
pode ser substituida pela hipétese de que a fungdo f:R — R" seja continua, que diz
respeito a um tépico estudado pelos egressos de um curso de licenciatura ou bacharelado

em Matemdtica. O teorema fica agora descrito do seguinte modo.

Teorema (Caracteriza¢do da fung¢ido exponencial):
LY R — R Wj Adrkad I OV kq@er "2 pldbdr fkqbpAda) ~@ bpldl1 [
bnrfs"ibkqbp7
S F(n-x)=(f(x) )0 [h e Z (B al (¥ € R LY (x)=a" Wio O]
dal 3 € R )Dkabd = (1) SHER(x + 3) = £(3)- £(5) )0 B fpnrbol]
x,yeER+
27pf N begh)UNaby Lkpgoadl Oa™Ofj mif ~ad'1 0 (i) — (i1) Oj ra™O
ki1 O pl O Dnr ) Uab’1 ooboUa™Ulaby 1 kpgo”ad | Ulal Ulobpriqal )L
‘Tkpfaboj 1p0 x € R—Q HBkgl1)Ogh “pbOnrbd x=1lim,__(r,) )0
lkabOD {1}, CQH] >ppfi )OI mbi"0d “lkgfkrfa™ab)l] bp obsbj 1pAl
f@)=flim, . (r) = lim,_f(r,)=lim, (a")=d" 3
Bubj milplj [ [Bpgh)labcl oct'j [ odrj bkql Lpbdr kal [Nl ~i Lol chppl oL
abs bof* L foldl [0 _fbkgbLdbld of “ad'l (31 ke b bkal Lol crka”™j beghlAL]
k"gr obut [BRCd kpgor ad | Buflj AgfNal pllkgrkgd piINCZ CQCR CC +

Repare que Lima (2004) emprega um argumento de densidade dos ntimeros reais.
Argumentos como este demonstram que muitos tépicos estudados no contexto escolar
sdo apoiados em conteudos complexos e que envolvem ideias que exigem modelos
matematicos de abstragao sofisticados (como o caso do Calculo Diferencial e Integral).

O problema que se coloca é que metodologia ou abordagem este professor

devera adotar em sua escola para que explore as “ideias intuitivas” e mesmo
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provisorias deste e de outros modelos matematicos formais sem incorrer no mesmo
“erro” ou omissao dos autores de livros didaticos que optam simplesmente por nao
discutir e apresentar para o leitor.

Para concluir este topico, nos resta discutir a fungao logaritmica. Comrelagao a este
conteudo, Lima (2001) acentua que é claro que as situagdes contextualizadas motivam
a leitura e aumentam a cultura do aluno, mas, justamente por isso, exemplos artificiais
devem ser evitados. Com relagao aos aspectos formais necessdrios a esta defini¢ao, o autor
critica o descuidado com respeito as garantias da existéncia e unicidade do logaritmo.

Em outros textos, Lima (2001, p. 279) menciona que “a exposi¢do da fungao
logaritmica traz um carater manipulativo”. Nao ha aplicagdes por meio de problemas
em cujo enunciado ndo aparega a palavra “logaritmo”. Pois uma das caracteristicas
da situagao-problema ¢ o solucionador descobrir do que se trata a situagao.

Para recordar, mencionamos que Lima (2004, p. 190) comenta que para
todo o ntimero a=1, a funcdo exponencial f:R—R", f(x)=a", é uma
correspondéncia biunivoca (injetora e sobrejetora) entre os conjuntos R e R",
crescente se a>1 e decrescente se 0 <<a<1. Com a propriedade adicional que
fx+y)=f(x) f(y). Segue-se que clpbssui uma fungio inversa. Sua inversa é a
fungio log, :R" — R, que associa a cada x €R", o numero real log, x€R,
chamado de logaritmo de x na base a. Lima (2004).

Reparamos que temos agora f(x)=a" e f '(x)=log,x, pela definicdo
descrita, devemos ter que f(f '(¥))=x e f '(f(x))=x . Por definigdo de fungio

inversa, masisto vaiequivaleraescrever: f(f‘1 (x)) = f(og,x)= asr —
[ (x)=log, x ¢ definicao
mversa

para todo ¥ €RR . De modo equivalente, empregando a definigdo de inversa de

uma fungdo, escrevemos: fﬁl(f(x)):fﬁl(a”)defzgdologa(ax)def;mx. Assim, estas
fungdo inversa

propriedades sdo conquéncias das defini¢des das fungdes acima e das condigdes

exigidas para fungdes que admitem funcdo inversa.

25 fx) =2* Yex
20
15
10 f".(x)’v'og‘x
5 //_
10 5 5 10 15 20 25 30
-5

Figura 7 - Relagdes entre as fungdes exponencial e
logaritmica (elaboragao prépria)
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Mais uma vez sugerimos o apoio computacional para que possamos observar
as propriedades geométricas extraidas das relagdes e a exponencial e sua inversa.
Lima (2001) critica a falta de atengdo com respeito as afirmagdes sobre a fungao
logaritmica que exigem demonstracao formal. De fato, Lima (2001) desenvolve
um comentdrio quando descreve que apos esbogar graficos de exponenciais
e logaritmos (para a>1 e 0<ag<1), observa que os graficos de y:a" e
y=1log,x sdo simétricos em relagdo areta y=ux.

Mais uma vez, Lima (2001) critica o modo pelo qual os autores de livros conduzem
o leitor a generalizar resultados a partir da observacgao ou da analise de alguns casos

particulares. O problema pode se refletir quando o professor de Matematica se entrega

ao modo mais “comodo” e realiza ou reforga este “habito” em seus alunos.

ATIVIDADES DE APROFUNDAMENTO

1. Demonstre e conceba exemplos de aplicagdes para o “contexto escolar” do seguinte
teorema (Caracteriza¢ao das Fungoes Quadratica): a fim de que a fungao continua
i R — R seja quadratica é necessdrio e suficiente que toda a progressio
aritmética ndo constante {x,,x,,%;,....} seja transformada porldhlima progressao
aritmética de segunda ordem nao degenerada {f(x,), f(%,), f(%5),.....} .

2. Analise as seguintes defini¢oes formais:

(i) Seja a relagio f:X—Y, dizemos que a fungdo g:Y — X ¢ sua inversa se

a(f(x))=x e f(g(y)) =y, paratodo xEX ¢ y€Y.

(ii) Seja a bije¢do f:X — Y, dizemos que a fung¢do g:Y — X ¢é sua inversa se

g(f(x))=x e f(g(y)) =y, paratodo xEX e yEY.

(iii) Seja a fungdo f:X — Y, dizemos que a fungdo g:Y — X ¢ sua inversa se

g(f(x)=x e f(g(y)=y, para todo x€X e y€Y. Além disso, tal fungio é

Unica.

Em seguida responda:

Qual destas defini¢des apresenta hipdteses apenas necessdrias para definir o conceito

de funcao inversa?

Qual destas defini¢cdes apresenta propriedades que sdo consequéncias da defini¢ao

formal, entretanto, nao fazem parte do conceito de fungao inversa?

Qual destas definigdes caracteriza a existéncia e a unicidade do referido conceito?

3. Consideremos a fungdo f(x)=2x>+x—3 e o ponto f(2)=7

4. Demonstre que f(x)= a”, é uma correspondéncia biunivoca (injetora e
sobrejetora). Dica: Lima (2004).
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AULA 5 Analise de livros de
matematica - Parte |l

Ola, aluno(a)!

Na aula passada nos detivemos as analises dos conteudos de: conjuntos
numeéricos e classes de funcdes. Nesta aula, apresentamos criticas e sugestdes
para o aperfeicoamento que Lima (2001) apresenta com respeito aos conteddos
de sequéncias numéricas, matrizes, determinantes, sistemas lineares. As
indicacdes que fazemos doravante podem ser Uteis no sentido de aperfeicoar a
vis&o critica do professor com respeito ao livro didatico de Matematica.

Objetivo

e Compreender os elementos relacionados a adequacédo de abordagem
e apresentacdo dos conceitos de sequéncias numéricas, matrizes,
determinantes, sistemas lineares
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y
Andlise da nocao
sequéncias numericas e

progressoes

OBJETIVO

conceito de sequéncia numérica definida como uma aplicagdo do

. xn : N - R , . . .
tipo ¢ muito importante e alguns casos particulares
n—x
n

e mais triviais sdo objetos de ensino no contexto escolar. Lima

(2001, p. 177) comenta que:

Muitas vezes necessitamos considerar os elementos de um conjunto, colocados
ou dispostos numa certa ordem, constituindo o que se chama de uma sucessao

ou sequéncia. Trata-se de um engano e, talvez os autores ndo tenham notado

que isso impediria que em uma sequéncia houvesse termos iguais.

Mais uma vez, Lima (2001) desenvolve obje¢des com respeito a linguagem
matemadtica empregada na apresentagao deste assunto. Em outros momento, o autor
aponta que nio ha uma tentativa de relacionar a ideia de progressao aritmética com
a ideia de aumento constante (LIMA, 2001, p. 177) e “tampouco hd tentativas de
conexdes com conteudos estudados nas séries anteriores”.

Lima (2001, p. 244) faz outra adverténcia quando registra que

em alguns livros didaticos o autor declara que uma sequéncia numérica pode
nao ter uma lei de formagdo. Isto ¢ um equivoco. Se ndo tiver uma lei de
formacao, a sequéncia nao existe. Talvez o autor queira dizer que nem sempre

existe uma féormula que permita determinar cada elemento da sequéncia.

Adequadamente, o livro referido por Lima (2001) define sequéncia como fungao

de

. Identificar erros conceituais e conceitos descritos de
modo inapropriado pelos autores de livros didaticos no

que concerne aos conceitos de sequéncias e progressoes
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com o dominio nos naturais. Nao se entende, entretanto, a razao de se excluir o zero do
dominio, e também se sente falta de uma palavra sobre sequéncias finitas. Mas antes de
discutirmos a abordagem deste contetdo, recordamos que uma sequéncia de niimeros
reais ¢ uma fun¢do x:N — R que associa a cada nimero natural num numero real
x_, chamado de n-ésimo termo da sequéncia Lima (2010). Observe que, no contexto
da Analise Real, este autor considera o conjunto N={1,2,3,4,...}. Mas como ja
comentamos na disciplina de Filosofia das Ciéncias e da Matematica, podemos considerar
também o conjunto N ={1,2,3,4,....}. Em qualquer caso, Lima (2010) estabelece as
seguintes notagdes para esta entidade conceitual (x,,%,,%;,%,,.ccc0puveers.n) OU (X, ) ey -
Alguns livros desenvolvem a preocupagao em explorar representagdes
geométricas da nogao de sequéncias numéricas, apesar de que o diagrama de Venn
exibido na figura 1 ndo transmite bem a nogao de “ordenagao” dos elementos do

conjunto que descrevemos em (X, X,, X5, X ,.eeeejureeesenn) -

1. NOCOES INICIAIS

1. Definigao Assim, em toda sequéncia finita, a

Chama-se sequéncia finita ou n-upla cada numero naturali(1 < i < n)

toda aplicacdo f do conjunto estd associado um numeto real a

Ny={1,2,3,..., n} emR f={(1,2a1), (2, @), (3,a3),...,0,a)..,(na)}

a
// iy
as

2. Definigao

Chama-se sequéncia infinita toda
aplicagdo de f de IN*em IR.

Em toda sequéncia infinita, a cadai € IN*
esta associado um aj € IR.

f={(1, a1), (2, a@z2), (3,as), ..., (I aj), ..}

Figura 1: Nogao de sequéncia abordada por Iezzi & Hazzan (1977, p. 1-D)
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Observe ainda que apesar de realizar a seguinte identificacdo no plano
cartesiano (n,a,)EN xR, os autores lezzi & Hazzan (1977) nio exibem seu
possivel comportamento no plano cartesiano. A segdo correspondente de exercicios
explora apenas “notagdes algébricas” e ndo se observa a inten¢do do autor em
reforcar a ideia da interpretacdo geométrica apresentada desde o inicio. Além
disso, a tonica geral é a proposicdo de “exercicios” e ndo de “situagdes-problema”
envolvendo situagdes do dia-a-dia ou situagdes-problema relacionando este novo
conceito com outros conceitos estudados em etapas anteriores.

Observamos que em nenhum item da figura 2 os autores Iezzi & Hazzan (1977)
pedem do leitor que represente as sequéncias no plano cartesiano e reempregue as

notagdes (,a,) €N xR introduzidas no inicio do assunto.

EXERCICIOS

D.1. Escrever os seis termos iniciais das sequéncias dadas pelas seguintes formulas de recorréncia:

aJa;=5ean=an-1+2 ¥n32

b)b;j=3ebn=2"bn-q, ¥ny2
c)c1=2ecn=(cn-1)2, ¥n>2
d)d; =4 edn=(1" dn-1, ¥n 2
e)e;=-2e e, =(en_1)n, ¥n>2

D.2. Escrever os seis termos iniciais das sequéncias dadas pelas seguintes leis:

aan=3n-2, ¥n3>1 bbn=2-3", ¥n3>1
Ac=n(n+1), ¥n31 dd,=(-2"e ,¥n>1
e)e,=n3 , ¥n>1

D.3. Descrever por meio de uma férmula de recorréncia cada uma das sequéncias abaixo:
a)(3,6,9,12,15,18, ..) b)(1,2,4,8,16,32, ..)

o(,-1,1-1,1-1,.) d)(5,6,7,8,910,..)

e)(0,1,2,3,4,5,..)

Figura 2: Padrdo de “exercicios” explorados em Iezzi & Hazzan (1977, p. 4-D)

Lima (2001, p. 244) comenta que
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as féormulas dos termos gerais das progressoes sao obtidas por um método
desnecessariamente complicado. Nao sao feitas as conexdes da progressao
aritmética com a fungao afim e da progressao geométrica com a fungio
exponencial. Nio aparecem também os graficos que permitiriam fazer

facilmente essas ligagdes.

A partir deste excerto indicado acima, destacamos que o conhecimento do
professor de Matematica deve ser bem maior e mais aprofundado daquilo que
realmente o mesmo vai ensinar, transmitir. Deste modo, recordamos os seguintes

teoremas que devem ser de conhecimento geral e de dominio familiar para o mesmo.

Teorema: Phlgj Iplj "Ncdkad IO : R — R [k gl k*)Bkgl' I [IFHL [pb)C]
blplj bkgblph)lp"kpcl oj "l "l A [Tk qo" >+

E sobre uma propriedade fundamental relacionando fung¢des quadraticas e

progressdes aritméticas, temos o teorema seguinte.

Teorema: > ClabChr B0V Derkad' ! (' kq@er"O f : R — R Clphg O]
nr”aogf &b bppLofl [Aldr dJbkqbldr b o (Aol dobppl | Kofg 1g O]
k11O Tkpgkgp x,, %, 25,2, .. %,,.... L pbd* Ol qo™kpel of ~aUnd ol
krj ~Onol dobppl I (ofg Igf~ClabUpbdr ka Ol oabj Tk *abdbkbo’a™C]
n=F®) 3 =f%) s = (%) 3o = f(*a)e 3, = f(%,),
Mo Ok irfo)ldbpg i 1pLILghl obj ~[Bkrk fral L old fj ~[Y6- - 1)Lt
. 538 blabi™ f1 kNI & *bfgl pldbldol dobpp bpldblj Iqof " plHAuncao

exponencialt]

Teorema: Pl f:R —R*Orj "Oerkall 0 1k"g kO frghgfs "0
ofngl (1) Dobp bkegpd 1 Chb* obp bhgp&hr B kpel of Tl o Chvol dobppl 1 O
rofgi Tg T x5,y %y oo % een O krj A1 ol dobppll O dblj Igof™
N =) 3 = (%) 3= () 3o = f(%a)rer 3, = f(,), O

P pboj 1 p0b = £(0) B :% ol 1pF (x) = b-a* JBro @ al O
x€R+

Destacamos que ndo adianta exigir um ensino de Matemadtica rico em
ligagdes conceituais se, em seu periodo de formagdo, o licenciando nao for
submetido a um ensino académico que privilegia também as relagdes conceituais

entre varias defini¢des matematicas. Todavia, a partir das ponderagdes de Lima
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(2001), evidenciamos que ocorre justamente o contrario, ou seja, o futuro professor
ndo conhece com profundidade os resultados matematicos que concretizam tais

relagdes conceituais.

DEFINIGAO

8. Chamam-se progressao aritimética (P.A.) uma sequéncia dada pela seguinte férmula
de recorréncia:

ar = a
Aan=an-1+r,¥n €IN, n> 2

onde a e r sdo numeros reais dados.

Assim, uma P.A. é uma sequéncia em que cada termo, a partir do seguinto, é a soma do
anterior com uma constante r dada.

Eis alguns exemplos de progressdes aritméticas:

fi=1, 3,5 7,9,...) ondeai=1 er=2
f2=(0, -2,-4,-6,-8,...) ondeai= 0 er=-2
fa=(4, 4, 4, 4, 4, ...) ondeai=4 er=20
fa=(1l,3,5,7,9 ondea:=1 er=1
2 2 2 2 2 2
fs=(4,11,10 3 8 . ) ondeai=4 e r=__1
3 3 3 3

Figura 3: A desconsideragao do carater geométrico da nogao de P.A. abordada em Iezzi & Hazzan (1977, p. 5-D)

Mas antes de discutir um pouco mais esta e outras questdes preocupantes,
exibimos na figura 3 o viés algébrico no qual a definigao formal de PA. é apresentada
ao leitor.

Sugerimos a abordagem geométrica do conceito de progressdo aritmética e
progressao geométrica. Neste sentido, destacamos que os autores Alves & Borges Neto
(2011) exploram numa aplicagdo diddtica, apoiada em uma metodologia de ensino
chamada de Sequéncia Fedathi, dos conceitos de progressdes. O apoio computacional

¢ empregado como um aliado do professor no sentido de facilitar o entendimento.

80 3000 o
7 2500
60- //’ 2000_
e 1500 .
40 7
10004 .
204 7 500 .
// ([ ]
/, L
T T T T T 1 ——.—-—-—-—-—?-—-—-04 T T 1
5 10 15 20 25 30 0 2 4 6 8 10

Figura 4: Figura sugerida por Alves & Borges Neto (2011) que proporciona distinguir o
carater linear da P. A. e o carater exponencial da PG
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Lima (2001, p. 432) desenvolve uma argumentagao importante ao comentar
que, finalmente, o texto define sequéncias numéricas como “aquelas cujos temos
sdo numeros reais” e continua dizendo que dard maior importancia as sequéncias
que obedecem a uma “lei de formagdo”. Na verdade, toda sequéncia tem que
obedecer a uma lei de formagao dos seus termos, ou seja, uma regra que permita
dizer, para todo n€N , qual é 0 n-ésimo termo. E provavel que o autor ache que
“lei de formagao” é o mesmo que “férmula algébrica”, mas ndo é.

Lima kgl (2000) comenta uma importante propriedade de uma progressio
Aritmética g, =a, +(n—1)-r, a fungdo que associa a cada natural 'n’ o valor de
a_¢é simplesmente a restrigao aos naturais de uma funcio afim a(x)=a(0)+r-x .
Portanto, pensando em uma progressao aritmética como uma fungao que associa a
cada numero natural o valor a , o grafico dessa fungao “é formado por uma sequéncia
de pontos colineares no plano” (LIMA kg%, 2000, p. 5). Em outras palavras, (a ) ¢
uma progressao aritmética se e somente se os pontos do plano que tém coordenadas
(La).(2,a,),(3,a,),......etc. estiverem em linha reta.

Na figura 5, exploramos a significagdo geométrica da equagdo
a,=a, +(n—1)-r que podemos interpretar como o conjunto de pontos sobre a
reta a(x)=a(0)+r-x, onde x €R . Do lado direito, Lima bglZ (2000, p. 5) exibe
os pontos (*) no plano Rx R, e do lado esquerdo, os autores Alves & Borges Neto

(2010) destacamos termos @, =a, +(n—1)-r=(a, —r)+(r)-n=(a, —r)+ (r) -n.
f_oeficiente Zlclinf§do
mear a reta

an=a:+(n-1)-y=y-n+(az-r A

a; |
A/_Eeﬁciente
r a
angular 2 |
(@2-7)
coeficiente 4
/&/ linear

r 4

\j
>
Y

Figura 5: Interpretagao geométrica da P.A. (LIMA, 2000)

Lima bg4[3000, p. 4-5) esclarece que em uma progressio aritmética, o termo
geral é dado por um polinémio em k, a,=a,+(n—1)-r=(r)-n' +(a, —r). Se

r=0, ou seja, se a progressdo nao for estaciondria (constante), esse polinémio
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¢ de grau 1. Se r=0, isto ¢é, se a progressao for estaciondria, esse polinémio é de
grau menor do que 1. E reciprocamente, se em uma sequéncia o termo de ordem
n for dado por um polinémio em n, de grau menor que ou igual a 1, ela sera uma
progressao aritmética. Com efeito, se x, =a-n+b, (xn) ¢ a progressao aritmética

naqual a=r

razdo

e b=a, —r,ouseja, r,

azdo

=a e g, =a+b éseu primeiro termo.
Outra questao que pode passar despercebido para leitor pouco cauteloso diz

respeito a soma dos n primeiros termos de uma progressio aritmética conhecida

(al +an)'

n , .
. Note-se que esta formula como todas as outras relacionadas
2

com PA e PG. podem ser demonstradas por Indugdo Matematica, embora nao

por § =

seja um modelo discutivel no contexto escolar. Lima bgldi (2000, p. 6) escreve
S,=a,+a,+a,+...+a, epalacomutatividade em R, garantimos também que
S,=a,+a,, ++...a,+a,. Em seguida, o autor somas tais expressdes obtendo:
S, +S,=2-5,

==(a,+a,+a,+...+a,)+(a, +a,, ++..a,+q) =

associatividade
em R

:<a1 —Hz”)—I—(a2 +an71)—|—....+(an —l—al):n-(a1 —i—an),‘,Z-S

n parcelas
(al + an ) n
2

=(al —i—an)-n ouS =

Como de costume, Lima et al (2000, p. 7) evidencia as relagdes conceituais
entre o conceito de P.A e outros conceitos estudados nas etapas anteriores. Neste
sentido, o autor observa que a soma dos n primeiro termos pode ser observada da
seguinte maneira:

(a,+a,)n ((a1 +(a, —i—(n—l)r))n (2a1 +nr —r)n r

2 r
Sn: = = =—n +[al__].n
2 2 2 2

Comenta que se r=0, S, é um polinémio do segundo grau em n,
desprovido de termo independente. Se r =0, S, ¢ um polinémio do segundo
grau menor que 2, sem termo independente (op.cit 2000, p. 7). Mais ainda, se
todo polinémio do segundo grau em n, desprovido de termo independente,
¢ ovalor dasoma dosn primeiros termos de alguma progressao aritmética. De

fato, considerando a expressio P(n)=a-n’ +b-n ¢ a soma dos n primeiros termos
= s r r

da progressao aritmética na qual -=a e (g, ——|=b..r=2aea =a+b. Por
2 2

. ~ 2 . o~
exemplo, considerando a fungdo f(x)=2x" +3x, ao considerar sua restrigdo em

r
N, teremos P(n)= 2n* +3n,0 que equivale a termos as igualdades: —=2.".r =4
2
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e a,=2+3=5. Portanto, temos a seguinte PA.: (5,9,13,......) associada a este
polinémio.

Mas antes de concluir nossas consideragdes acerca das nogoes de PA., vale a
pena comentar a nogdo de operador A que se relaciona com tais nogdes. O operador

diferenca ¢ descrito por Aa, =a,,, —a, . E, podemos concluir que uma sequéncia

n
(an) ¢ uma progressao aritmética se e somente se Aa,=a,  —a, é constante.
Uma progressao aritmética de segunda ordem ¢é uma sequéncia <a”) na qual as
diferengas neste operador formam uma progressao aritmética nao-estacionaria.

Limaetal (2000, p.8)ilustracomoseguinteexemplo (Cl,,> =(1,3,6,10,15,21,.....)
e argumenta que se trata de uma progressao aritmética de segunda ordem, pois:
Aa,=a, —a,= (bﬂ) =(2,3,4,5,6,......) ¢é uma progressio aritmética nio-
estacionaria. O autor define que uma progressao aritmética de ordem h (k>2) ¢
uma sequéncia na qual as diferengas entre cada termo e o termo anterior formam
uma progressdo aritmética de ordem k—1 (LIMA b, 2000, p. 8).

No que diz respeito ao conceito de PG. de modo semelhante ao que

-1
comentamos no caso de PA., seu termo geral a, =a, -q"

oua, K =a,-q" quepode
ser encontrado em qualquer livro didatico de Matematica, pode ser interpretado
como a restrigdo no conjunto N, de uma fungao exponencial do tipo a(x)=5b-g" ",
para x €R .

Antes, contudo, destacamos que uma progressdo geométrica ¢ uma sequéncia
Xy, %5, X5,000rX,,... onde cada termo a partir do segundo é o produto x,,, =x, 1.

n

Tem-se, portanto: x, =X, 1, X, =X, r =%, 1" , c..,....€ €m geral x,,, =, -1

Lima et al (2000, p. 40) aconselha que “nao encha a cabega de seus alunos
com casos particulares desnecessarios. Isso s6 serve para obscurecer as ideias
gerais e acaba dificultando as coisas”. Saber que, numa progressdo aritmética, cada
termo ¢ a média aritmética entre seu antecedente e seu consequente nao sé6 nao
substitui, ou pelo menos nio substitui de modo eficiente, o conhecimento de que
uma progressao aritmética ¢ uma sequéncia na qual a diferenga entre cada termo e
o anterior ¢ constante.

Mais adiante, Lima et al (2000, p. 41) comenta ainda que: “entretanto ¢ bom
lembrar que o conhecimento apenas dessas féormulas costuma atrapalhar muito os
alunos quando a progressao comeca em a0”. E certamente mais eficiente saber que
para avangar um termo, basta somar r ou multiplicar por q; para avangar dois

termos, basta somar 2r ou multiplicar por g*[...]

A soma dos termos em P.G. ¢ descrita nos livros do seguinte modo:
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VIl. SOMA DOS TERMOS DE P.G FINITA

18. Sendo dada uma P.G,, isto é, conhecendo-se os valores de a1 e ¢, procuremos uma
férmula para calcular asoma Sn dos n termos iniciais da sequéncia.

Temos:
Sh-ap+ag + a1q2 +o + A qn2 + a1q"“1 @
Multiplicando ambos os membros por q, obtemos:
qS, = a19 + a1q2 + a1q3 + o a1qn'1 + a1qn @
Comparando os segundos membros de (1) e (2) , podemos observar que a parcela aj

s aparece em , aparcela a N 56 aparece em e todas as outras parcelas sao
19

comuns as duas igualdades, entéo, subtraindo, temos:
@ - @ = S, - S-Sy = a1q”- a; = Sn- (q-1)=a1qn- a
Supondo q # 1, resulta:

19" -

Sn= q-‘l

Este resultado sugere o seguinte teorema:

Figura 6: Método de verificagao sem usar Indugdo Matemdtica descrito em Iezzi & Hazzan (1977, p. 26-D)

Nossa preocupagdo incide sobre aquele tipo de aluno que gosta de se
antecipar a figura do professor. Assim, o aluno autodidata pode sofrer muitas
dificuldades ao se deparar com o que o autor comenta na pagina seguinte uma vez
que o mesmo menciona o método de demonstragao por Indugdo Matematica que

ndo € objeto de ensino no contexto escolar.

TEOREMA
A soma dos n termos iniciais de uma P.G é

ajqn-a, °
Sp=——— (a#1)
n g 1 q
L[]
Demonstracao |
Demonstra-se aplicando o principio da ] 0.
inducao finita: *.

T T T T 0800000 01— T T
0 2 4 5 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

Figura 7: O teorema segundo Iezzi & Hazzan (1977, p. 27-D) e o grafico de convergéncia
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Inicialmente, ja observamos que o modelo de demonstragdao por meio de
Indug¢do Matemadtica nao pertence ao ambiente escolar. Segundo, no raciocinio
indutivo empregado no modelo de indugao nao se restringe na verificagdo da
“possibilidade” de validade da propriedade apenas para um numero fixo, mas
arbitrario [k§ como é verificado na figura 6. E como tal verificagdo particular pode
“sugerir” um teorema que, segundo o autor, necessita do modelo de Indugao?

Assim, apontamos que além de confusa, tal descri¢do ¢ inadequada para o

contexto escolar. Por fim, Lima (2001) discute estudo da nogao de soma infinita

1 1 1
do tipo 1+E+_+_+ ..... . Para isto, o autor langa mao de um dos paradoxos
111
de Zendo — Aquiles e a tartaruga. Considerando a progressiao 2,1,5,—,5, ..... O

mostra que a soma de seus k primeiros termos tende a 4 quando n tende ao infinito.

Observamos o emprego de determinadas expressdes que fazem referéncia
a determinados conceitos que ndo sdo objeto de estudo especifico no contexto
escolar. Expressdes do tipo “os termos tendem para determinado valor” ou
“quando fazemos n tender ao infinito”. Apesar dos estudos dos contetidos de
Calculo Diferencial e Integral consumir um bom tempo de estudo no contexto
académico, o futuro professor de Matemadtica ndo pode desenvolver um discurso
baseado em conceitos complexos que lhe sao familiares, mas que, entretanto, dizem
respeito a modelos matematicos abstratos, fora do alcance e do entendimento dos
seus alunos na escola, com rarissimas excegdes ¢ claro.

Na figura 7, usando o software Geogebra, plotamos o gréfico a. Neste caso,
sabemos que n[Jl] e podemos observar que quanto maior sdo os valores assumidos
pelo expoentelk] mais proximo de zero suas imagens se aproximam.

Assim, a condi¢do em que alguns livros didaticos apresentam em que

. , N 1 1 1 a,
condig¢des podemos avaliar a expressao 1 +—+——+—+..... =S= , com |q| <1.
2 1—

Na figura 8 identificamos a declaracao “Esta ultima sequéncia converge para 1”.
Note-se que o autor faz referéncia a nogdo de reduzidas de uma série de numeros
reais ao escrever a sequéncia (51,52,83,....,Sn,....) sem nenhuma “ceriménia” ou

cuidado com o leitor.
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X. SOMA DOS TERMOS DE P.G INFINITA

25. Exemplo Preliminar

T 1 1 1
Consideremos a P.G infinita { —r i i— }
2 4 8 2
Formemos a sequéncia {S1,52,S3 , ..., Sn, ..}onde:
S1 :1_
2
S2 = 1_+1_+1_
2 4 4
2 4 8 8
1,1 1 1 - 2" _ 1
Sn= —+t—+— t— = =5
2 4 8 2 2 2

Esta ultima sequéncia converge para 1 pois:

. . 1 1
lim Sn=Ilim (1- 1-——)=1-lim — =1-0=1
N>+ N—=+ on n—-+e 2N

Quer dizer, que, quanto maior o nimero de termos somados na P.G. ( 1_
mais nos aproximamos de 1. 2
Dizemos, entao, que a soma dos infinitos termos dessa P.G. é 1.

;o)

’

11
4 4

Figura 8: Explicagao fornecida por Iezzi & Hazzan (1977, p. 29-D)

Comentamos ainda o modo “restrito” da introdugao da nogao de interpolagao
Aritmética e interpolagdo geométrica. Mais uma vez, a preferéncia pela abordagem
algébrica se coloca em evidéncia. Decididamente os autores de livros ndo valorizam
a exploragao do plano cartesiano; deste modo, propomos os termos interpolagao
geométrica dos termos de uma PA. e interpolagdo geométrica dos termos de uma
P.G. no R x R. Neste caso, empregando o exemplo da figura 9, passamos a considerar

as condigdes de interpolar de modo geométrico, no plano cartesiano, cinco pares
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ordenados de modo que os pares (1,1) e (7,2) sdo os pares ordenados extremantes.

Voceé consegue esbogar o desenho desta situagdo geométrica?

V. INTERPOLAGAO ARIMETICA
Em toda sequéncia finita{a,, a,,.. , a,, ,a, }, ostermos a e a sdo chamados extremos e os
demais sdo chamados meios. Assim, na P.A. (0, 3, 6,9, 12, 15) os extremos sao 0 e 15 enquanto os

meios sao 3,6,9e 12.

Interpolar, inserir ou intercalar k meios aritméticos entre os numeros a e b significa obter
uma P.Ade extremos a1 = a e an = b, com n =k + 2 termos. Para determinar os meios

dessa P.A. é necessario calcular a razdo, o que é feito assim:

a,=a,+ (1) -r=>b=a+(k+1) .r =r=_b-a
k+1

Exemplo

Interpolar 5 meios aritméticos entre 1 e 2.
Vamos formar uma P.A. com 7 termos onde a; = 1e a,= 2. Temos:

=a,+6-r=> r=2z7-21 . 2-1 1

6 6

a

7

entdgoaP.A é (1,_7,i,i,16_0,16_1, 2).

Figura 9: A nogao de interpolagdo aritmética apresentada por Iezzi & Hazzan (1977, p. 11-D)

Como de costume, os autores que optam pela abordagem que exibimos na
figura 9 perdem a oportunidade de explorar a relagao conceitual entre P.A e fungao
afim, inclusive a relagao inversa das relagdes, ou seja, se a uma funcio afim f(x)

transforma um PA em outro PA. o que se pode afirmar da fungio inversa f'(x)?

4 L.
3 |
2 7 ? ? ? (7,2)
2? 5 ° o ©®
(1,1) & ) [ J
1 F o ® ®
o 1 2 3 4 5 6 7 8
-1 }

Figura 10: Nogao de interpolagio geométrica do termos de uma P.A. (elaboragao propria)
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A seguir, enunciaremos alguns resultados formais pertencentes a um curso
introdutério de Analise Real, entretanto, tais resultados possuem uma aplicagao
imediata e fornecem a validade de varios argumentos explorados no contexto
escolar. Recordamos nosso pressuposto inicial de que o professor de Matematica
deve conhecer bem mais aquilo do que efetivamente vai ensinar. Assim, enunciamos

nosso primeiro teorema.

Teorema: PPAI> —1 )+ h)" >1+n-h )b o Glal [ale N %Abpfdria”abl]
abllbokl riif&

DEMONSTRACAO:
Seguiremos o argumento de Morgado; Wagner & Zani (2001, p. 24) quando
conjecturam que para n=0, (1+ h)o = 1=1+0-h2 e a desigualdade ¢

definigdo
h+1=0

verdadeira. Supondo que a desigualdade é verdadeira para n =k, mostraremos

que a mesma ocorre ainda para n =k +1. Mas se temos

(I+h) >1+k-ho (1+h)(1+h) > (A +k-h)(1+h)

1+h=0

=1+kh+h+kh* =1+(k+)h+k-h* >
> 14 (k+Dh (14+R) T > 1+ (k+ Dk c.q.d.

Teorema: Pb[j| <1)dm, . q" =0+

n—00

DEMONSTRACAO:

Se ¢ =0 oresultado segue de imediato, pois |g" — O| =0<¢,paratodo € >0

etodo n>0. Mas se g= 0, dado € >0, sabemos que |q| >0, assim escolhemos o
1 1 1 1
elemento #:=-— —1 ou h+1=7— ereparamos que |q| <1l 0<——-1=h.

lq lal lql lq]

Por outro lado, notamos que:

[ 1 ]n
— —0
1+h

Observamos, entretanto, que o elemento k7 esta fixado e que estamos

I 0 U TS S S
(LR | LA 00 (L)~ 14n-h

q'—0|= <

1
n-h

interessados em valores suficientemente grandes para n € N, portanto, escolhemos

1 1
os valores para —<n<—>—h<€. Assim, podemos garantir que a diferenca
. n.

TOPICO 1



1
q" - O| < Y <€, para k suficientemente grande.
n .

Teorema: LUjj fopld"[dj "LS, al plAldofj bfol plgboj 1 pld" Lol dobppll []
dblj Iqof "k, ) )lablatuil [q )lghilakbg| < 1 )Ifr il =

a
L+
1—

DEMONSTRACAO:

Morgado; Wagner & Zani (2001, p. 26) comentam que, de modo intuitivo,

;. ) . n. . . 7 ’
o resultado ¢ intuitivo, pois, ¢ ¢é aproximadamente igual a 0, se k é grande. Dai,

1—q" 1-0 a, B
S, =a,- =a - = . Provemos entdo o teorema.
1—¢ I=q 1—=¢
, 1 1 1,
Dado € >0, vamos tomar ontmero #:=-——1ou (h+1)=+— < |q| =—(),
d [ Ltk

como no teorema anterior. Observamos que £2>0 e que 1—¢g>0. Segue que

_qn_ a, |: |Cl1| |

1—q 1“Z| 1—q 0

Sn—S|:1—-|q|":O<€, para todo n€N. Se
-9

S, —S|= a - q|". Agora, analisamos o comportamento de

a €R. Se g =0, temos que

a, =0, temos que:

—ag" a a n a 1 !
s, —8|=|a, —L - |: o) Jq" < o [ ]
1—g 1—q| l1—gqg 0l—g (14+h
:|a1|' 1 §|a1|' 1 <
l1-g A+h)" 1—q 1+n-h
o]
(I—=q)n-h
j | 1o 9
Mais uma vez, analisamos o comportamento da expressao m e que
j— q n .
quando k[absume valores suficientemente grandes, este quociente se aproxima de
a a
valores préximos de 0, assim | 1| <g | 1| <n (*). Prosseguindo,
(L=q)n-h €-h-(1—q)
para valores suficientemente grandes e sempre maiores do que (**), estabelecemos:
a
— S| < ¢ < & . Como se queria demonstrar.
(L=q)n-h

Para concluir este tépico, apontamos alguns dilemas que o professor deve
enfrentar. Primeiro, o mesmo deve conhecer e compreender os modelos formais

do Calculo Diferencial que foram empregados, entretanto, ndo podera explicita-los
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no contexto do ensino escolar, sob pena de gerar “confusio mental” nos alunos
sem necessidade.

Evitando de modo explicito este formalismo, Morgado; Wagner & Zani

1 1 1 1
(2001, p. 27) perguntam o limite da soma 1+—+—+—+..... que vale ——=2
2 4 8 1

e comentam que este resultado admite uma interessante parafrase. Suponha
que Raul deve percorrer uma distdncia de 1km. Na primeira hora, ele percorre
metade dessa distancia; na hora seguinte, ele percorre metade da distancia que
falta, isto é, %Lkm; e assim sucessivamente. Apo6s n horas, Raul tera percorrido

1 1 1 1 - : "
—+—+—+... +2—” km. Se n for grande essa soma sera “aproximadamente” igual

2 4 8
a distancia total de 1km.

Um segundo dilema diz respeito ao método para a abordagem de contetidos
como esse ultimo, envolvendo a nogao de série de numeros reais. Nesta abordagem,
caso o professor detenha o conhecimento de algum software, parte dessas nogdes
podem ser abordadas de modo informal e intuitivo.

Chegamos ao final do tépico 1. Neste topico estudamos determinadas
preocupagdes que ndo podem ser negligenciadas no que concerne ao horizonte de
reflexdes do futuro professor de Matemadtica. Neste sentido, indicamos elementos
atinentes a abordagem dos contetidos de sequéncias e progressdes. No proximo
topico, abordar-se-do as nog¢des de matrizes e determinantes, com o apoio de um

olhar semelhante ao que indicamos no tépico 1.
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T PI 2 Andlise da nocao de matrizes e
determinantes

OBJETIVO
. Identificar erros conceituais e conceitos descritos de
modo inapropriado pelos autores de livros didaticos rel-

ativamente aos conceitos de Matrizes e Determinantes

a aula passada discutimos as nogdes de sequéncias numéricas.
Neste topico, abordaremos os conceitos de Matrizes e
Determinantes que apresentam um carater ubiquo em toda a

Matematica, quer seja no contexto escolar, quer seja no contexto académico.
No tépico anterior, evidenciamos, a partir das indicagdes de Lima (2001) e
Lima bgl™ (2000), varias falhas e equivocos conceituais presentes nas abordagens de
sequéncias numéricas, P A e P.G. Nesta se¢ao nos deteremos ao conceito de Matrizes
e determinantes. Com respeito a isto, Lima (2001, p. 94) comenta que “as matrizes
sdo estudadas no Capitulo 3, introduzidas com uma boa dose de motivagao, através
de varios exemplos que apresentam matrizes como modelos matemadticos para
tabelas de dupla entrada”. Por outro lado, passando a parte introdutéria deste

conceito, evidenciamos os primeiros problemas ao registrar que

O mesmo cuidado ndo é tomado no que se refere as propriedades das diversas
operagoes. Elas sdo devidamente enunciadas, mas nao é apresentada nenhuma
justificativa (nem através de exemplos). Isto é um problema, por exemplo,
no caso da associatividade do produto que nio ¢, de modo nenhum, uma
propriedade 6bvia (LIMA, 2001, p. 329).

Em alguns livros, a nogdo de matrizes é apresentada fora do contexto e as
matrizes surgem como um objeto sujeito a manipulagdes banais, inconsequentes
e ndo justificadas (op.cit. 2000, p. 287). Em alguns livros didaticos, os exemplos

sdo artificiais e os exercicios idem. As propriedades das operagdes sao listadas sem
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comentdrios. Deveria ser observado que a associatividade é mais complicada de
provar do que as outras (op.cit. 2000, p. 287). Os livros podem explicar que muitas
das propriedades, como A+B=B+ A ¢ uma propriedade herdada da que ja
conhecemos em R, em virtude de a; +b, =b, +a, .

Aconselha a boa Didatica da Matematica, a se evitar iniciar uma aula ou uma
parte de uma segao de ensino por meio de uma definicdo matematica formal. Neste
sentido, vale recordar que o aluno aprende por meio da construgao progressiva de
conceitos matemdticos. Na disciplina de Filosofia da Matemadtica, diferenciamos
uma defini¢ao formal de um conceito matemadtico. A exemplo disto, encontramos
em Iezzi & Hazzan (1977, p. 45-D) o inicio do assunto de multiplicagdo de matrizes

justamente por uma definigdo e suas propriedades formais.

VI. PRODUTO DE MATRIZES

45, Definicao

Dadas duas matrizes A= (a e B ,,=(by), chama-se produto ABa matrizC=(c;) ., . tal que

ij)mxn mxp

n
Cik =ap* byt @byt astbyt..ain by = Z aijbjk
j=1

paratodo i€{1,2,..m}etodoke {1.2,...p}

Figura 11: Os autores de livros didaticos iniciam de modo inadequado a segdo por meio
da prépria definigao formal

Lima (2001, p. 118) exalta, todavia, que “uma boa qualidade dos livros
didaticos que procuram desde logo relacionar sistemas de equagdes lineares a
multiplicagdo de matrizes e destaca os aspectos em que as matrizes apresentam
comportamento diferente do dos nimeros reais”. Por outro lado, algumas outras
propriedades sdo exploradas de forma deficitaria. Por exemplo, as propriedades
das transpostas ndo sao enunciadas, embora haja um exercicio em que se pega para
verificar, em um caso particular de duas matrizes 2X2 dadas, que a transposta da

soma ¢ a soma das transpostas.
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VIl. MATRIZ TRANSPOSTA

51. Definicdo

Dada uma matriz A=) chama-se transposta de A a matriz At =(ay) tal que a matriz

mxn mxn

A‘:(a‘ji)nxm talque a; = a; , paratodoie todoj.lIsto significa que, por exemplo, a,,a,,,a a

ij 1 1t r Aot r A3 s Antr

sao respectivamente iguais a a,;,a,,,a,;,--12,,, vale dizer que a 12 coluna de A* éigual a 12linha de
A. Repetindo o raciocinio, chegariamos a concluséo de que as colunas de A‘sdo ordenadamente

iguais as linhas de A.

52. Exemplos
YA a b At a ¢
o = - =
c d b d

20)Aiabc At
“ld e £ 7

Nn T o
-~ o O

39)A=[1 3 5 7]>A'=

N U w =

Tlustracdo 12: Os autores Iezzi & Hazzan (1977, p. 55-D) iniciam de modo recorrente as se¢des do livro por
meio de defini¢des formais e depois exibem exemplos praticos

Lima (2001, p. 118) comenta ainda que “a matriz identidade é definida e sua
principal propriedade () e I B=B AI = A X= X s6 ¢ apresentada — e sem justificativa
— para A e B quadradas. Inversas sdo definidas corretamente, porém, nao ¢ citado
que, se uma matriz é invertivel(e ndo inversivel) sua inversa ¢ tunica — fato, alids,
muito ficil de provar —nem que se A é quadrada, AB =1, entdo BA =1".

No que diz respeito ao conhecimento do professor de Matematica, deve
ficar claro que em Algebra Linear, as matrizes surgem principalmente associadas
a transformagdes lineares e o produto de duas matrizes é naturalmente definido
como a matriz associada a composta de duas transformagdes lineares. “Num estudo
elementar, a nivel do Ensino Médio, convém motivar a multiplicagdes de matrizes
mediante exemplos mais simples” (LIMA; CARVALHO; WAGNER & MORGADO,
1999, p. 131).

Vale recordar que dada a matriz quadrada m, do tipo nXn, nem sempre
existe uma matriz p, do tipo nxn, tal que m-p=p-m=1, . Quando uma tal
matriz p existe, a matriz m se diz invertivel e p chama-se a matriz inversa de m .

~ -1
Escreve-se entdo p=m .

Resolucao de Problemas e Analise de Livros




Lima; Carvalho; Wagner & Morgado (1999, p. 135) fornecem um exemplo
interessante em que nao se verifica a propriedade caracteristica de uma matriz
invertivel. Nesteexemplo, elesconsideramumamatrizmdetipo n x n talque m* =0.
Eneste caso, ndo pode existir uma matriz p talque m-p= p-m =1, . Defato, seuma

tal p existisse terfamos I, =1 -I = (pm)(mp) = p-mz p=p-0-p=0.

associatividade
Os autores Lima; Carvalho; Wagner & Morgado (1999, p. 135-136) discutem
a nogdo de matriz invertivel ndo de modo isolado, mas no contexto também
ax+by+cz=d
de sistemas lineares do tipo ya,x+b,y+c,z=d, (*) que pode ser interpretado,
a,x+by+cz=d,
a b ¢ x d,
em termos matriciais, do seguinte modo: m=\|a, b, c,|, x=|y|l e d=|d,|.
a, b, z d,
Entdo, o sistema se escreve como m-x =d . Se a matriz m possui inversa m ', o
conhecimento de m~' permite resolver o sistema multiplicando ambos os membros
da igualdade acima, a esquerda, por m', o que nos d4 a elegante resposta (LIMA;
CARVALHO; WAGNER & MORGADO, 1999, p. 136):
mx=deom ' mx=m -d—m ' -mpx=m'-deox=m'-d
A respeito deste problema Limia; Carvalho; Wagner & Morgado (1999, p.

135-136) comentam:

acontece, porém, que o problema de determinar a matriz inversa m"' (mesmo
quando se sabe que ela existe) ¢ muito mais trabalhoso do que resolver
diretamente o sistema (*) por escalonamento. Por isso, embora a matriz inversa
m! seja um objeto teoricamente muito interessante, ao contrario do que as
vezes se diz, ndo ¢ o instrumento mais eficaz para resolver um sistema de

equagdes lineares.

Note-se que na definido de matriz inversa m™' se exige que
m-m ' =m '-m=1I,(identidade 3x3), mas a solugdo do sistema m-x=d
acima obtida usa apenas o fato de que m ' -m=1I, . Isto sugere naturalmente
a pergunta: dada uma matriz m, do tipo nXn, suponha que exista
uma matriz p, ainda do tipo nxn, tal que p-m=1 . Tem-se entdo
necessariamente que m-p =1 ? (LIMA; CARVALHO; WAGNER & MORGADO,
1999, p. 136).
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Teorema (caracteriagio das matrizes invertiveis): >0Lj “qofull

nr”ao”a’[dh [[fks bogQ bilph)[Blpl j bkgblpb)detm =0 +

Lima, Carvalho, Wagner & Morgado (1999, p. 152) comentam que metade
desta demonstracdo consiste no uso imediato da férmula det(mn)=detm-detn .

. . PR -1 . -1
Com efeito, se a matriz m, possui inversa m , da igualdade, m-m =1, se

- . . _ 1

conclui que detm-detm =1, logo detm =0 e mais ainda detm 1:—1.
detm

Os autores comentam que a reciproca, admitimos que detm=0 e procuremos
al bl Cl xl .yl ZI
uma matriz p tal que mp=1I,. Escrevemos m=|a, b, ¢,|, p=|x, ¥, 2z,
1 00 a, b, ¢ X5V 2

e I,=|0 1 O0]. A equagdo mp =1, significa que os vetores-coluna da matriz

0 0 1

procurada p sdo solugdes (xl,yl,zl); (xz,yz,zz); (x3,y3,z3) .

49. TEOREMA

A multiplicacdo de matrizes goza das propriedades seguintes:

(1) é associativa: (AB)C =A(AC) quaisquer que sejam as matrizes A :(aij )mxn ,B :(bjk )nxpe C:(ck,)pxr
(2) é distributiva a direita em relagao a adigao: (A + B) C = AC + BC quaisquer que sejam as matrizes
A=) b),e (<),

(3) é distributiva a esquerda: C(A+B) = CA + CB quaisquer que sejam as matrizes
A=(a u‘)mm'B =(b u‘)mme C=(%)om

(4) (kA) B = A(kB) = k(AB) quaisquer que sejam o numero K e as matrizes

A= (a U)mxne B= ( blk)nxp

Demonstra¢éo

(1) Fazendo D -AB =(d,),.E =(AB)C =(e,)  eF=BC=(f,) ,temos

s
P P n
e, =2 dik—¢,=>" (Zau-bu]-ck[ =

k—1 k1 =)

) n n P

2| 2abucc | = 23y 2obuccn | =
k—1 i k=1

1

n

3,

1

ent&o,(AB)C =A(BC)

Figura 13: A formulagio geral das propriedades das Matrizes na pratica pode ter pouca
utilidade (IEZZI & HAZZAN, 1977, p. 67-D)

No que diz respeito a nogao de determinantes, Lima (2001, p. 63) indica que

“aredagdo de alguns autores de livros é confusa e desorientada”. De fato, o autor
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registra que em alguns livros encontramos frases do tipo “Determinante de uma
matriz quadrada é um nimero real que associamos a essa matriz segundo algumas
regras”. Claro estd que dizer isso ou nao dizer nada dd no mesmo. Mais grave
€ que o capitulo ndo contém nenhuma definicdo de determinante que seja mais
esclarecedora do que esta (2001, op.cit, p. 63).

Lima (2001) faz uma critica preocupante quando destaca que o mais préoximo
daquilo que poderia ser considerado como uma definigdo é apresentado como um
teorema. (Teorema de Laplace). Presumivelmente, se é um teorema, deve admitir
algo se ndo se sabe o que é um determinante nem quais suas propriedades? O
enunciado do Teorema de Laplace poderia ser tomado como uma defini¢do indutiva
de determinante (o que nao foi feito).

Mesmo assim restaria o 6nus de provar que a linha ou coluna que se toma
para fazer o desenvolvimento nao influi no resultado. E, como ocorre muitas vezes
no livro, o préoprio enunciado do Teorema de Laplace ¢ defeituoso, nao ficando
claro que uma linha ou coluna foi escolhida e manteve-se fixada. Na figura 14
vemos a frase “...0 numero que podemos obter operando com os elementos de
M..."”. E necessario que o professor de Matematica esteja conscio da natureza e que

tipo de operagdo os autores Iezzi & Hazzan (1977, p. 67-D) se referem.

II. DEFINIGAO DE DETERMINATE (n < 3)

Consideremos o conjunto das matrizes quadradas de elementos reais. Seja M uma matriz de ordem
n desse conjunto. Chamamos determinante da matriz M (e indicamos por det M) o niimero que podemos
obter operando com os elementos de M da seguinte forma:

61. 1°) Se M é de ordem n=1, entdo det M é o Unico elemento de M.

M=[a,]=detM=a,
Exemplo
M=[6]= detM=6.

Podemos também indicar o determinante de M pelo simbolo [ a,,], isto é, colocando uma barra
vertical de cada lado de M.

62. 2°) Se M é de ordem n=2, o produto dos elementos da diagonal principal menos o produto dos
elementos da diagonal secundaria.

v

a, a RN

M—[ " 12}idetM— P |=aay, —anay,
a21 aZZ %1 a\

Figura 14: Definicao formal de determinante fornecida por Iezzi & Hazzan (1977, p. 67-D)

Poucos livros apresentam o enunciado formal e a demonstragdo formal
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do Teorema de Laplace. No caso dos autores Iezzi & Hazzan (1977, p. 76-D),

recomendam ao leitor que sua demonstragdo ¢ feita no “apéndice” do livro.

V. TEOREMA FUNDAMENTAL (DE LAPLACE)

O determinante de uma matriz M, de ordem n > 2, é a soma dos produtos dos elementos de uma
fila qualquer (linha ou coluna) pelos respectivos cofatores. Isto &,

a) Se escolhermos a coluna j da matriz M

ay 3y a1j a,
a, a a,. a
_| % 92 2j 2n = _
M= entdo det M —aiJ.AU. +azjoAZj +u +anj-Anj
a a a

o e hj n

all a1Z aln
alW aZZ a2n
M= " 7 " T | entiodetM=aA +aA, +.ta A
ij i2 72 in " lin
an  ap Ain
_am anl ann_

Figura 15: Iezzi & Hazzan (1977, p. 76-D) enunciam e demonstram no “apéndice” o
referido teorema

Mais adiante, Lima (2001, p.63) observa que em alguns livros didaticos:

sdo calculados varios determinantes 3x3 usando-se a regra de Sarrus. Em
seguida, alguns determinantes 4x4 sao obtidos via Laplace, sendo de observar
que em todos os exemplos e exercicios propostos, as matrizes 4x4 cujos
determinantes vao ser calculados tém sempre dois ou trés zeros numa mesma
linha ou coluna. Com isto, esconde-se o fato de que o desenvolvimento de

Laplace é um processo de calculo extremamente penoso e demorado.

Lima (2001, p.64) conclui, destacando ainda que

entdo determinante é uma nogdo inutil? Nao. Do ponto de vista algébrico
ele é importante, pois ¢ (a menos de um fator constante) a unica fungio
multifuncional alternada das linhas (ou colunas) de uma matriz quadrada.
Ele fornece, portanto, um critério numérico para abordar nogdes sutis como
a orientabilidade. Em virtude de suas propriedades caracteristicas det( A) # 0
¢ a condigdo necessaria e suficiente para que as linhas (ou colunas) da matriz
A sejam linearmente independentes. Do ponto de vista geométrico, seu valor

absoluto é igual ao volume do paralelepipedo cujas arestas sdo seus vetores-
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linha. Consequentemente, do ponto de vista analitico, os determinantes
jacobianos ocorrem na féormula de mudanga de varidveis em integrais multiplas.
Portanto, determinantes, desempenham papel fundamental na Algebra, na

Geometria e na Analise.

E no contexto do ensino escolar, Lima (2001, p. 64) adverte que

o erro que se comete no ensino de Matematica em nosso pais é olhar para
o determinante como um auxiliar para a resolugao de sistemas lineares, via
Regra de Cramer. Um sistema 20 20 “ resolvido por meio dessa regra, usando-
se o desenvolvimento de Laplace para calcular os 21 determinantes, com o
auxilio do computador mencionado acima, levaria 21 bilhdes, 754 mil e 140

anos para ser resolvida. O mesmo sistema, no computador, sendo resolvido

por escalonamento, demoraria 6 milésimos de segundo.

Decerto que as deficiéncias apontadas pelo autor preservam um forte
potencial que pode atuar no sentido de prejudicar a aprendizagem dos estudantes.
Apenas um professor de Matemdtica com uma sélida formagdo nos contetidos
em que efetivamente lecionara no contexto escolar, terd condigdes de evitar ou
superar os obstaculos e entraves fornecidos pelos livros didaticos. No préximo
topico discutiremos a nogao de Sistemas Lineares em seu contexto de abordagem

pelos livros didaticos de Matematica.
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TUPICUB Andlise da nocao de
sistemas lineares

OBJETIVO

. Identificar erros conceituais e conceitos empregados e
descritos de modo inapropriado pelos autores de livros

didaticos referentes ao conceito de sistemas lineares

a aula passada discutimos as nogdes de Matrizes e Determinantes.
Como de costume, os autores de livros ndo se esforcam para
desenvolver as ligagdes conceituais entre estes conceitos e a nogao

de Sistemas Lineares que serd justamente o objeto de nossa préxima discussao.
Lima; Carvalho; Wagner & Morgado (1999) discutem a nogao de Sistemas
de Equagdes Lineares de modo intimamente relacionado a algumas nogdes de
Geometria Analitica. De fato, os autores comentam que ao escreverem uma equagao

: 2 2 . . ~
do tipo ax+by=c, assumem que a” +b" =0, ou seja, os coeficientes nao se

~ . . ax+by=c .
anulam ao mesmo tempo. Uma solugdo do sistema linear ¢ um

ax+by=c,
2 . . ~ .
par (x, y) € R® cujas coordenadas u,v satisfazem ambas as equagdes. O sistema (*) se
diz indeterminado, impossivel ou determinado quando admite mais de uma
solu¢do, nenhuma solug¢do ou uma unica solugio.

Com esta preocupacdo, os autores recordam que cada equagao de (*) tem como
solugdes as coordenadas (u,v) dos pontos de uma reta, de modo que o sistema ¢
indeterminado, impossivel ou determinado, conforme as retas rer, representadas

pelas equagdes, coincidam, sejam paralelas ou sejam concorrentes respectivamente

(ver figura 16).
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Y n=n Y Y

X X X
)
"

Figura 16: Interpretacao geométrica dos sistema (*) fornecido por Lima; Carvalho;
Wagner & Morgado (1999, p. 97)

Alguns autores de livros, segundo Lima (2001), os autores desse compéndio
realizam uma interpretagao semelhante, embora nao fagam de modo semelhante a
interpretagdo no caso de sistemas 3x3. Por outro lado, de acordo com a tradicional
exposicao indefectivel dos autores de livros, o leitor inicia seu processo de viciar-
se na Regra de Cramer. Convenhamos que “é um absurdo resolver sistemas 2x2,
calculando-se 3 determinantes” (LIMA, 2001, p. 291).

Os autores relacionam o sistema (*) com a seguinte representa¢ao matricial
al bl Cl

m= . Acrescentam que no caso de uma matriz do tipo m,,, suas

a, b, ¢

2 2 2

linhas sdo os vetores (a,,b,,c,) e (a,,b,,c,)ER’ e suas colunas sdo os vetores
(a,,a,);(b,,b,)i(c,,c,) € R*. A matriz m chama-se matriz aumentada do sistema (*).
Por outro lado, alguns autores de livros perdem a oportunidade de explorar o
cardter geométrico desta nogdo como vemos o padrdo algébrico de exemplos que

exibimos na figura 17.

Exemplos

1°) O sistema linear pode ser escrito na forma matricial

ozt [ALHE

2°) O sistema linear pode ser escrito na forma matricial

S 3x+y-z=4 3 1 1% [4
212x+5y +7z=0 25 70177 ]o
z
39) O sistema linear pode ser escrito na forma matricial
X+y=4 1T 1 « 4
S;43x-y=1 3 -1 L}: 1
2x—-y=0 2 -1 0

Figura 17: Os autores Iezzi & Hazzan (1977, p. 117-D) comentam a forma matricial,
entretanto, ndo exploram o cardter geométrico da nogao de sistema linear
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Note-se que Lima (2001, p. 120) fazressalvas quanto ao emprego descuidado da

. . . . ax+by=c
RegradeCramer parasistemas 2 X 2 aoconsideraroseguintesistema: e
ax+by=c,
que as operagdes efetuadas nem sempre sdo reversiveis. De fato, a partir deste sistema,
ax -+ bly =0 {bzalx + bzbly =b,, {bzalx + (blbz)y =byc,
— — —

escrevemos: { bax+bb,y=bc, |bax+(bb,)y=hc,

azx + bzy = C2

A {[albzx - blazx] + [(blbz )y (blbz)y] = Clbz - blcz e {[albz - blaz ]x = CIbZ - blcz

=0
E de modo andlogo, encontramos: (alb2 - blaz) y=a,c, —c,a, € escrevemos o
. [albz - blaz]x = Clbz - blcz - . .
sistema: (**). Lima (2001, p. 120) critica alguns autores
(albz _b1a2>y =aqc — a4,
que nao empregam uma redagdo precisa e podem levar o leitor a acreditar que os

sistemas (*) e (**) sdo equivalentes. Se isso ¢ verdade, para toda solugao (x,y) de (¥)

devera ser solugdo de (**). Por outro lado, Lima (2001, p. 120) exibe o seguinte sistema

x+y=1
{ n J ) e usando as relagdes que desenvolvemos acima, devemos obter o seguinte
X =
J 0-x=0
sistema equivalente (a, = b, =, =1, i€{1,2}) 0 o que nao ¢ verdade.

Isto é consequéncia do emprego inadequado dos operadores logicos
<> ou — na dedugdo acima. Em seguida, Lima (2001, p. 120) comenta ainda que

se registre em alguns livros diddticos a seguinte afirmagao: “se [a,b, —b,a,] for

. < R L < b, —bc
diferente de zero, entdo o primeiro sistema possui unica solugio x = —=*——==
albz - blaz
_ a6 —0a, ,
a,b, —ba,

Infelizmente, embora a afirmacdo relativa a unicidade da solugdo esteja
correta, ndo € isso o que se provou. Provou-se que, nesse caso, o segundo sistema
admite essa Unica solugdo. O primeiro sistema, que nao é equivalente ao segundo,
poderia ter essa tinica solugao ou ndo ter solugao alguma.

Estes problemas de ordem légica e “formas alternativas” de abordagem da
nogao de Sistemas Lineares podem ser superada com uma “boa dose de criatividade”
apoiada no conhecimento matematico do professor. Neste sentido, destacamos a
interpretagdo geométrica discutida por Lima; Carvalho; Wagner & Morgado (1999)
para a solugdo de sistemas 3 x 3 e sua andlise a partir do posicionamento dos planos

no R*.
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(I

Figural8: Interpretagao geométrica do sistema 3x3 em termos de planos no R’ (LIMA; CARVALHO;
WAGNER & MORGADO, 1999, p. 108-109)

Possivelmente uma dificuldade aqui em termos de regéncia na sala de aula é
que tais desenhos ficam na dependéncia da “habilidade pessoal” do professor no

esbogo dos casos possiveis (I, II, III, IV, V e VI).

r=n,Nn,Nn,

(Iv)

(VD)

Figural9: Interpretagao geométrica do sistema 3x3 em termos de planos no R’ (LIMA; CARVALHO;
WAGNER & MORGADO, 1999, p. 109-110)

Antes de concluir esta aula, acrescentamos um ultimo comentario sobre a
Regra de Cramer que ¢ um dos métodos mais tradicionais para resolver sistemas
de equagdes lineares. Ela apresenta a vantagem de fornecer explicitamente os
valores das incégnitas como quocientes de dois determinantes. Consideremos,

ax+by+cz=d,
portanto o sistema ya,x +b,y+c,z=d, (**). No qual supomos que a matriz m
ax+by+c,z=d,
dos coeficientes tenha determinante = 0. No que diz respeito ao conhecimento
do professor, este deve estar conscio de que isto equivale a admitir que as linhas
de m sdo linearmente independentes e, portanto o sistema (***) possui uma tnica
solugao.
Para deduzir a Regra de Cramer, em vez de operar com as linhas da matriz,

trabalharemos com os vetores-coluna: a = (al,az,a3) , b= (bl,bz,b}) , C= (cl,cz,c3) .

AULA S
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Em termos agora de vetores, essas trés equagdes numéricas que constituem o
sistema (***) se exprimem como uma Unica equagdo vetorial (LIMA; CARVALHO;
WAGNER & MORGADO, 1999, p. 144). Dizem que o vetor d ¢ combinagido linear
dos vetores a,bec: x-a+ y-b+z-c=d . Em seguida, os autores empregam as

propriedades dos determinantes:
det[d,b,c|= det[x-a—l—y-b—i—z-c,b,c]
=x-det[a,b,c]+ y-det[b,b,c]+z-det[c,b,c]=
=x-det[a,b,c]+ y-det[b,b,c|+ z-det[c,b,c]
=0 0

=x-det[a,b,c]
det[d,b,c]
det[a,b,c]

Portanto, det|d,b,c]=x-det[a,b,c|< x= Deixamos o resto

como tarefa para o leitor.

ATIVIDADES DE APROFUNDAMENTO

1. Analisar e investigar nos livros didaticos o seguinte problema apontado por
Lima (2001) ao comentar que o livro define determinantes de primeira e de
segunda ordens. Em seguida, ap6s definir menor complementar, cofator e
matriz adjunta, afirma que o determinante de uma matriz qualquer pode ser
obtido pela soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer (linha ou
coluna) da matriz M pelos respectivos cofatores (Teorema de Laplace). Ou seja,
o Teorema de Laplace é usado como defini¢ao dos determinantes (p. 148).

2. Analisar e investigar nos livros didaticos o seguinte problema apontado por
Lima, Carvalho; Wagner & Morgado (2001,1 p. 144) ao comentar que a regra de
Cramer s6 se aplica quando a matriz dos coeficientes do sistema tem determinante
diferente de zero. Tentar utiliza-la fora desse caso pode conduzir a erros.

3. Pesquisar a definigao formal de determinante de uma matriz 2X2 e 3X3 que
recorre a nogao de permutagdo para sua caracterizagao.

4. Completar a demonstragao da Regra de Cramer e comparar com o que os livros

didaticos apresentam.
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AULA 6 Analise de livros de
matematica - Parte ll|

Ola, aluno(a)!

Nas aulas passadas destacamos as sérias consideracdes acerca da qualidade
dos livros didaticos de Matematica. Evidenciamos e fornecemos modelos de
explicacdes tematicas formais que se apoiam em principios que nem sempre
podem ser discutidos no contexto escolar. Nos proximos topicos, discutiremos
outros aspectos preocupantes concernentes aos conteldos especificos de
Geometria Analitica, Trigonometria e Numeros Complexos.

Objetivo

e |dentificar e compreender os elementos essenciais relativos a abordagem dos
topicos de Geometria Analitica, Trigonometria e Numeros Complexos nos
livros didaticos
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'I' PI -l Andlise das nocOes de
geometria analitica

OBJETIVO

. Discutir os principais conteidos da Geometria Analitica,
que necessitam de aperfeicoamento e olhar atencioso do

professor

Geometria Analitica possibilita, de certo modo, a algebrizagao
da Geometria. Entretanto, a intui¢do e a percepgdo de suas
propriedades podem ser estimuladas por meio de figuras que
funcionam como apoio ao entendimento.
Todavia, registramos abordagens que negligenciam tal perspectiva. De fato,
como na maioria dos outros similares, a condi¢do de alinhamento de trés pontos no

R2 ¢ dada por intermédio de determinantes. Nao ha vantagem nisso, uma vez que a

relacgao I = Va = Je = s , obtida da semelhanca de tridngulos, ¢ mais simples e
Xp— X, Xo — X,
concreta e antecipa a nogao de inclinagao (LIMA et al, 2001).

A figura 1 apresenta o teorema de condigdo para alinhamento de trés pontos:

VI. CONDIGAO PARA ALINHAMENTO DE TRES PONTOS

22. Teorema

Trés pontos A (x, y,), B (x,,y,), C(x, ;) sdo colineares se, e somente se,

% i
D=|X, Y, 1=0
X ¥ 0

Figura 1: Tezzi (1984, p. 18-G) fornece o teorema que caracteriza a condigdo de alinhamento de pontos

A vantagem do livro de Iezzi (1984) é que o teorema enunciado acima ¢
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demonstrado formalmente para o leitor, diminuindo o habito de apresentar
o conhecimento matemdtico como um saber que envolve apenas a aplicagao de
propriedades e férmulas. Por outro lado, alguns livros apresentam o mesmo
resultado sem mencionar a necessidade de uma demonstragdo e fornecem a
impressao de que se trata de uma definigao formal, o que é incorreto.

Ademais, vale ressaltar que Lima bg[4i+(2001, p. 210) acentua que “a
experiéncia diddtica tem mostrado que a condigdo de alinhamento de trés
pontos, dada em forma de um determinante, apesar de ser uma bonita férmula,

nao deve ter o destaque que tem no livro (e em muitos outros), pois deste modo

acaba funcionando como a receita de bolo favorita em matéria de equagdo de reta,
Y20 — Ys— N

X, — X X, — X

escondendo os significados dos termos envolvidos”. A expressao
2 1 3 1
, por exemplo, considerada intermedidria nesta abordagem, é muito mais ilustrativa

do que a expressao por meio de um determinante.

E evidente a critica colocada por Lima bglZi. (2001) com referéncia a
algoritmizagdo excessiva explorada pelos autores de livros. Neste caso, a boa
didatica recomenda a exploragao da interpretagao geométrica da referida condigdo.

Com respeito a caracterizagdo da equagdo que descreve uma reta r, Iezzi
(1984) apresenta o teorema apontado na figura 2. E interessante que, ao se iniciar
o estudo da reta, muita nomenclatura desnecessdria é introduzida, como por

exemplo, a nogdo de equagdo paramétrica da reta.

25. Teorema

“A toda reta r do plano cartesiano esta associada ao menos uma equacao da forma ax
+ by +c=0 onde a, b,csaonumerosreais, a#0 ou b=#0,e {x, y} representaum
ponto genérico de r".

Figura 2: A descrigdo analitica da equagao da reta
Com respeito a nogdo de equagdes paramétricas, Lima et al. (2001, p. 211)

salienta que a

apresentacao das equagdes paramétricas de uma reta ¢ feita sem nenhuma
motivagdo e sem nenhuma aplicagdo interessante em que o parametro pudesse
ter uma interpretagdo geométrica ou fisica (por exemplo, o tempo). O leitor fica

sem saber porque inventaram equagdes paramétricas e para que elas servem.

Mais uma vez a abordagem vetorial também faz falta.
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Notamos as criticas incisivas indicadas por Lima et al. (2001). Nesta discussao
ainda, os autores apontam que em alguns livros encontramos terminologias como
“equacao fundamental de uma reta” para se referir a forma y—y, =m-(x —x,)
entretanto, ndo se preocupa em mostrar a relagdo desta equacao com a equagao
geral descrita por “ulALVIACT1Elou “u[ALVIACTIE] Nao podemos ainda esquecer
a terminologia de equagdo de uma reta na forma reduzida. (LIMA bkg%. 2001).

Uma grave inadequacdo consiste em considerar retas coincidentes como
paralelas. Lima bgldi. (2001) sublinha expressdes inconvenientes detectadas nos
livros diddticos e na sua apresentagao por parte dos autores. Assim, o autor destaca
que ¢ inadequado considerar “retas coincidentes como paralelas”. Ou ainda “retas
paralelas distintas” e “retas paralelas coincidentes”.

Alguns argumentos formais envolvidos nas demonstragdes requerem muito

cuidado. Neste sentido, Lima bg¥2001, p. 449) acentua que

ao demonstrar a féormula da distincia de um ponto a uma reta, o texto nao
referencia o fato de que a reta considerada é nao-vertical (_ precisa ser nao
nulo na equagio "“uldVIACTIE); também nada se diz a respeito do calculo da

distancia quando a reta ¢é vertical.

Com respeito ao estudo da circunferéncia, alguns autores chamam a
equacdo de (x—a)z —|—(y—b)2 =R’ de “equacdo reduzida”, enquanto a forma
desenvolvida x*+ y* —2ax—2by+2z’+b*—R*=0 de “equagdo geral”.
Mais uma vez Lima bg[3i+(2001) fornece uma indicagio do uso excessivo de
terminologias que tornam leitura cansativa. Lima hgl3i+(2001, p. 449) comenta
ainda que na demonstragdo, um tanto confusa, que a condigdo necessdria para
que a equagio Ax” + By’ + Cxy+ Dx + Ey+ F =0 represente uma circunferéncia
é A=B=0,C=0 e D’ +E>—4AF>0. Comenta ainda que “na demonstragao,
além de usar parte da tese (a condigdo A=0), o autor iguala os coeficientes
correspondentes  das  equagdes”  x°+ 3y’ —2ax—2by+a’+b*'—R' =0 e
I +[£]y2 +[£]xy+[2]x+[£]y+[£]=0.

A A A A A

Na sequéncia, o autor do livro didatico admite tacitamente que duas
equagdes definem a mesma curva tém coeficientes proporcionais, o que ¢ falso. Lima
bgl%+(20010, p. 450) indica que “nio é dificil mostrar corretamente as condi¢des
A=B=0, C=0, e depois, usando o completamento de quadrados, chegar a

condigio D* +E*—4AF>0..
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O enunciado formal e correto envolvendo esta propriedade é descrito em
Lima b, (1999, p. 44): dada a equacdo Ax*+ By’ + Cxy+Dx+Ey+F=0, o
conjunto de pontos P = (x, y) cujas coordenadas a satisfazem € uma circunferéncia
se, e somente se, A=B=0, C=0 e D° +E*—4AF>0.

Mostraremos o sentido (=) demonstracdo baseando-se nas argumentagdes
de Lima bgll}. (1999). De fato, inicialmente, supondo que o centro da circunferéncia

I' seja o ponto 0=(0,0), entdo os pontos coordenados (—r,0) e (r,0)
pertencem a I'. Substituindo sucessivamente estes valores na equagdo de I,
obtemos A(—r)*+B(0)’ +C(—r)-0+D(—r)+E-0+F=0..Ar’  —=Dr+F=0 e
Ar® + B(0)’ +Cr(0)+ Dr+ E(0)+ F=0..Ar’ + Dr+ F=0.

Assim, avaliamos (Ar2 +Dr+F)— (Ar2 —Dr+F)=2Dr=0 :i) D=0.

r raio

F
Segue que Ar’+F=0. Ou ainda A:—r—z. Mas como a origem O=(0,0)& T’

ndo pertence a circunferéncia I' descrita por Ax* + By* +Cxy+ Dx+Ey+F=0,
F
logo F =0, segue-se como consequéncia que A=—— = 0. Usando um raciocinio

semelhante, levando-se em conta que os pontos (0,r) e (0, —r) também estao sobre
I', escrevemos: A(0) + Br*+C(0)-r+ D(0)+Er+F=0..Br' +Er+F=0
e A0y +Br*+C(0)-(—r)+ D(0)+E(—r)+F=0..Br’ —Er+F=0. Agora
escrevemos a diferenca (Br2 + Er + F)— (Br2 —Er+F)=0..2Er=0<E=0.

F
Segpue que Br’ + Er+ F= Brl+F=0".B=——. Portanto, se temos
g q 2

A=B=0 ¢ D=E=0, a equagdo dada se reduz a Ax’+ By’ +Cxy+F=0.
Ademais, como o centro da circunferéncia I', de raio r, é a origem
0=(0,0), as coordenadas (x,y) de todos os pontos cumprem a relagdo
Ax’ + By’ +Cxy+ F=Ax’ + Ay’ +Cxy+ F=0.. A(x" + y°)+ Cxy+ F=0.

Deixaremos a demonstragdo no sentido (<) a ca:;zgo do leitor, haja vista
que a propriedade enunciada e discutida em Lima et al (1999) envolve o operador
inferencial < que exige a verificagdo de ambos os sentidos, o que, geralmente, ¢é
negligenciado pelos autores de livros didaticos.

Para concluir esta segdo, Lima et al. (2001, p. 451) comenta que no estudo

da hipérbole, um autor de livros diddticos, diz que “as assintotas da hipérbole
2 2

x z ~ 7’ ~ . ’ ’
—Z—y—zzl até encontra suas equagdes, porém, nao diz o que ¢ uma assintota”.
a b

Diante disso, cabe ressaltar a indicagdo do tratamento com o autor na apresentagao
desta nogao. Com efeito, no contexto da transmissdo do saber, o professor ndo pode
replicar o mesmo equivoco manifestado pelo autores de livros criticados por Lima

et al (2001). No proximo tépico trataremos dos contetiidos de Trigonometria.
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y &
Andlise das nocdes de
trigonometria  presentes  Nnos

livros didaticos

OBJETIVO

. Discutir os aspectos negativos identificados nas
abordagens dos livros didaticos envolvendo o con-

teudo de Trigonometria

este topico discutiremos um assunto que ocupa bastante o tempo

do professor no contexto escolar. Todavia, de modo semelhante

ao que indicamos no contexto da abordagem e transmissao
dos conteudos de Geometria Analitica pelos livros diddticos, o conteudo de
Trigonometria sofre do mesmo tratamento algébrico dos conceitos.

O tempo despendido no estudo dos conteidos de Trigonometria ¢
consideravel. Para o inicio de nossa discussdo, vejamos uma situagdo-problema,
peculiar, tradicionalmente proposta pelo professor:

(a) provar que (14 cot g*(x))-(1—cos’(x))=1, para Vx€R.

(b) provar que (1 - tg(x))2 +(1—cot g(x))’ = (sec(x) —cos sec(x))2 , para
VyreR.

Este tipo de enunciado geralmente provoca “calafrios” nos estudantes. De fato,
expressoes do tipo “Demonstrar que...” ou “Provar que...” ou ainda “Verificar...”,
sao familiares ao professor de Matematica que vivencia aproximadamente quatro
anos de estudos académicos.

Vamos descrever o que deve ser realizado no item (a). Reparamos que para
se verificar que dois objetos A e B sdo idénticos, no caso da relagdo estabelecida
por meio de uma igualdade, geralmente partimos do lado esquerdo e chegamos
a expressdo do lado direito. A reciproca pode ser verdade, na condigdo em
que todas as inferéncias logicas empregadas sio do tipo <. Observamos

que ¢ invidvel partir do lado direito para o lado esquerdo, assim, tomamos
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sen” (x)-+cos’ (x)=1

(14 cot g*(x))- (1 — cos’(x)) & (14 cot g*(x))- sen’(x) <

identidade

definisao cos(x distributividade  gep (x —|—cos2 X
S0 By oo™ LT T g
sen”(x) sen” (x)
identidade 1
=

senz(x)) -sen”(x)

sen’(x).

sen’(x) B

Observamos que o enunciado (a) precisa ser reformulado para o enunciado (c)

(c) provar que (1+cot g*(x))-(1—cos’(x))=1, para Vx€R, onde x=k-7.
Repare que para valores do tipo x = k-7 .". sen(km) =0 e assim nao se pode efetuar
o cancelamento do termo acima.

Vejamos agora o item (b) descrito por

(1 — tg(x])2 +(1—cotg(x))’ = (sec(x) —cos sec(x))2 e vamos efetuar uma estratégia
2 2
defini¢do
semelhante. Assim (1 - tg(x))2 + (1 — cot g(x))° <:; 1— sen(x) i - cos(x) AN
cos(x) sen(x)

[[cos(x) - Sen(x)]2

cos’ (x)

L [[sen(x) - cos(x)] ]

sen’ (x)

cos’ () sen’(x)

- [[1 — 2sen(x) cos(x)]} n [[1 - ZSen(x)cos(x)]]

< [1 — 2sen(x) cos(x)] | =+ . ]

< [1 — 2sen(x) cos(x)] :

& [1 - 2sen(x]cos(x)] :

sen’(x)- cosz(x)] '

Orestantedaestratégiaaqui, diferentemente daanterior, resideemdesenvolver

~ 2 . z ~ .
a expressao (sec(x)—cossec(x)) e verificar, ap6s a argumentacdo cansativa

! ] = (sec(x) —cos sec(x))2 .

O resultado segue entdo pela propriedade usada e pouco explicada no contexto

acima, também que [I—ZSen(x)cos(x)]-[—z() (%)
sen”(x)-cos”(x

escolar que conhecemos por transitividade que diz que se a =5 e b=c —a=c.

Mas o que se destaca nestas situagdes é que o solucionador de problemas
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precisa desenvolver uma habilidade perceptual sobre os registros algébricos e
identificar as propriedades e outras identidades conhecidas que podem lhe auxiliar.

Assim, além de testar a memoria do estudante, tarefas desta natureza (ver
figura 2) ndo colocam em avaliagdo o conhecimento conceitual do solucionador de
problemas. De fato, o sujeito nao precisa nem saber o que ¢ uma fungao pbk %&ou
‘I p%& Didaticamente falando, o importante aqui ¢ resolver.

Mas no estudo da Trigonometria, o problema que geralmente se coloca
diz respeito a construgao de fungdes. Mas com o advento da tecnologia, ainda
tem sentido forgar o aluno na repetigdo de rituais indefectiveis de ensino que

permanecem inalterados por décadas? Que aprendizagem esperar?

c.99 tg x+cotg x=sec x - cossec x
¢.100 (tg x + cotg x) (sec x— cos x) (cossec x — sen x) =1

€.101 sec® x+cossec? x=sec’ x - cossec’ x

cotg® x
c.102 —gz=cos2 X
14 cotg” x
sen’x —cos> X
c.103 ————=1+senx-cosx
senx —cos X

c.104 cossec’ x +tg’x = sec” x + cotg® x
¢.105 2(senx+tgx)(cos x + cotgx) =(1+senx+cos x)?
c.106 (1+cotgx)(1-cotgx)* = 2-cossec’ x

1-2-€0os’ X+C0os" X

c.107 > 2
1-2-sen“x+sen’x

tg*x

¢.108 (cotgx+cosx) + (1-senx)’ = (1—cossecx)’

COSX+COsy senx+seny

c.109
senx—seny COSY—COSX
cosx+cotgx
c.110 —g:cosx-cotgx
tgx+secx

sen’ x+cos’y

cos’ x-cos’y

c.111 +1=tg’x-tqg’y

Figura 3: Identidades trigonométricas exploradas em Iezzi (1980, p. 52-C)
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Ja mencionamos em trabalhos anteriores, que softwares como o Geogebra,
permite a descrigdo rapida de fungdes do tipo pbk%& pbk%u&e pbk%u& e
comparamos seu comportamento na figura 4. Todavia, no ensino tradicional, o
aluno deve conhecer uma série de propriedades formais da fungao seno, que ocupa
boa parte de uma aula, para que apenas no final de longa jornada, o professor lhe
apresente o grafico.

Tal abordagem nao poderia privilegiar justamente o caminho inverso, na
medida em que o solucionador de problemas identifica as propriedades mais

importantes como exibimos nos graficos abaixo?

™ GeoGebra

Arquivo  Editar  Exibir  Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

El

Deslocar Eixos
Arraste a area de trabalho ou 0S efxos (Shift + Arraste) -~

(=7 Objetos Livres
e @ F(x) = sin(x
Lo @ g(x) = sing
@ h(x) = sing:

[ Objetos Depe

El

< 1 >

@ Ertraca | 1= Wlle Sl aamanan -

Figura 4: O software Geogebra permite a exploragao de propriedades importantes no grafico

A questao relativa ao estudo da trigonometria do triangulo envolve varios
pontos nebulosos. De fato, as fungdes seno e cosseno tém como dominio um
conjunto de todos os angulos do plano, menores ou iguais a dois angulos retos.
Assim, essas fungdes sen: A — R eldos: A — R sio independentes da forma como
se definem os angulos.

Outra questao apontada por Lima et al. (2001, p. 283) refere-se a questao
preocupante, ao destacar que na secao em que define-se o ciclo trigonométrico,
com alguma obscuridade, um arco é definido como “uma parte da circunferéncia
determinada por dois de seus pontos”. Além de ser uma frase vaga, pois nao se diz
de que modo tal parte ¢ determinada, esta tentativa de definicao impede que haja
arcos de mais de 360°, como ocorrerao logo a seguir.

Outra falta de precisao ¢ indicada pelo autor ao declarar que um arco de 1
radiano é definido como aquele que tem comprimentoigual aoraio da circunferéncia,
mas nao ¢ dita uma palavra sequer sobre o significado do comprimento de um arco.

Lima bgl%¥ (2001, p. 283) complementa ainda seu comentario acrescentando que o
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termo “ciclo trigonométrico” é mais uma terminologia exclusiva dos autores de
livros brasileiros para o ensino Médio.
Com referéncia ainda ao capitulo do livro didatico sobre fungdes circulares,

Lima B4 (2001, p. 284) critica de modo veemente, a0 comentar que

Neste capitulo, seno e cosseno serao definidos como fungdes reais de uma
variavel. As primeiras palavras sdo a definigdo delpbklul Ou melhor, deveriam
ser. Na verdade, nao ha definicao alguma. Em primeiro lugar, ndo é correto
definir um conceito matemadtico com referéncia a uma figura (embora o livro
faga isso mais de uma vez). Mesmo assim, a definigdo é de pbk[u mas ndo ha
u algum na figura. Ainda que o leitor descobrisse que u ¢ a medida do arco
AP, ndo esta especificada a unidade: graus ou radianos. Em todo o livro esta
indefinicdo persiste. Temos duas fun¢des sen, : R — R [elsen, : R — R . Para
todo numero real u, senxé o seno do arco que mede u radianos e sen,x |f|
o seno do arco que mede u em graus. Sao duas fungdes diferentes, mas sao

tratadas no livro como se fossem a mesma.

No excerto acima, Lima qui (2001), aponta a imprecisio no momento do
estabelecimento de defini¢des formais e a ambiguidade na linguagem adotada
pelo autor, além de detectar outros problemas graves a respeito deste contetdo.
Para concluir, anunciamos que na proxima segdo discutiremos sobre Numeros

Complexos. Evidenciaremos a énfase no trato algébrico deste contetdo.
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V4
Andlise das nocdes de numeros
complexos e questdes

sobre as definicbes matematicas

OBJETIVO

presentes nos livros de Matematica

este topico discutiremos aspectos negativos relacionados aos

Numeros Complexos. Sua importancia conceitual reside no fato

de que este conjunto constitui uma espécie de “expansio” dos
numeros reais e que, grosso modo, ¢ indicado no contexto escolar por Rc C.
Cabe o cuidado quando discutimos esse conjunto, uma vez que, formalmente, a
identificagdo entre os conjuntos RxXR e C precisa ser bem compreendida apenas
pelo professor.

Um pouco mais adiante discutiremos a natureza da simbologia R xR
que no contexto escolar ¢ chamado de produto cartesiano do conjunto R por
R . Formalmente, o conjunto dos numeros complexos ¢ construido a partir de
RxR e com as operagdes de adi¢ao 7(’:_ e multiplicagao ¢ designadas por: T(IZ_:

definigao > definicdo
(a,b)i{:—(c,d) = (a+c,b+d)ec: (a,b)?é(c,d) = (ac—bd,ad + bc) .

Tais consideragdes de ordem axiomatica e formal podem ser omitidas no
contexto do ensino escolar, entretanto, ndo podem representar um conhecimento
negligenciado pelo professor de Matematica, uma vez que representam os
fundamentos matematicos referentes aos numeros complexos.

Lima et al. (2001) critica de modo incisivo os autores de livros didaticos ;
de fato, a necessidade de ampliagdes sucessivas dos conjuntos numéricos constitui
uma boa motivagdo no tocante a introdugao dos numeros complexos. Nao obstante,
a pergunta relativa ao significado do simbolo J-1 compromete e indica certo

artificalismo. “Um encaminhamento melhor, que coroaria o desenvolvimento que
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vinham seguindo seria apresentar a equagao x2 + 1 = 0 e discutir a necessidade de
ampliar o conjunto dos niimeros reais a fim de que ela tenha solugdo” (LIMA b+
2001, p. 200).

De modo tradicional, a abordagem diddtica adotada pelos autores de livros
preserva rituais de ensino indefectiveis que priorizam o carater algoritmico deste

conceito. De fato, “sente-se a pressa em livrar-se dessas dificuldades iniciais, e cair
+i

o mais rapido possivel nos exercicios do tipo: “calcule ”. (LIMA &, 2001,

3—2i
p- 215).

Algumas excegdes sdo observadas no que diz respeito a preservagao das

origens historicas. Neste sentido, Lima kg+2001, p. 215) acentua

Este livro ndo é excegdo, embora se deva registrar um ponto positivo: enquanto
muitos livros afirmam, sem maiores explicagdes, que os numeros complexos
nasceram da necessidade de resolver equagodes do 2° grau com discriminante
negativo, o presente livro ressalta corretamente que esta necessidade s6 surgiu

no contexto da resolugao de equagdes cubica do 3° grau.

Como ja  pontuamos, no  contexto  escolar, as  regras
operacionais sdo preponderantes, assim, situagoes do tipo
(3+45i)-(7—2i) = 21—6i +35i —10-i* = 31+ 29i sdo manipuladas, sob a condigao
de que i* = —1. Como mencionamos em disciplinas passadas, do ponto de vista do
conhecimento do professor de Matematica, formalmente, dizemos que existe uma
imersio de R em C, masisto nido significa que R C C, e sim, definimos a fun¢io
k:R — C, dada por k(x)=(x,0).

Neste caso, sem maiores dificuldades, podemos provar que a fungao
k:R — C ¢ injetora e preserva as operagdes de adi¢do e multiplicagdo, isto ¢,
k(x + y)=k(x)+k(y) e k(x-y)=k(x)-k(y). Assim, para o professor, deve ser de
dominio geral, embora os autores de livros ndo mencionem este fato, que temos
em CDk(R) uma copia algébrica de R, o que nos permite identificar R com
k(R)cC.

Agora, admitindo esta identificagdo e adotando o simbolo i para o numero
complexo (0,1), a expressao para (a,b)=(a,0)+(b,0)(0,1) pode ser escrita como
a+ bi . Ademais, formalmente, escrevemos i =(0,1)* =(0,1)-(0,1)=(—1,0) que se
identifica com o real —1.

Nao é muito facil distinguir o que de fato a Matemdtica se apropria da

Loégica Formal. Todavia, para o bom professor, é importante ser vigilante quanto
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aos elementos de natureza logica que possibilitam, em muitos casos, a precisao e
o sentido ndo ambiguo das definicdes matemadticas formais estudadas na escola.
Um dos problemas é que na cultura escolar atual, ndo se define ou se questiona
a respeito da existéncia e unicidade de nenhum objeto, tudo se resume em fazer
contas e resolver equagoes.

Por outro lado, evidenciamos que o estudo de Numeros Complexos envolve a
nogao de par ordenado. Realizaremos uma pequena digressao no sentido de colocar
em destaque a complexidade desta nogdo que, na maioria dos livros didaticos,
recebe um tratamento inadequado. Para tanto, recordamos um problema histérico:
O conjunto {1,2} pode ser pensado como um par nao ordenado, visto que {1,2} =
{2,1}. Contudo, podemos precisar de outro par (1,2) que caracterize uma ordem
neste conjunto, de maneira a dizer que 1 € o primeiro componente € 2 é o segundo
componente e, em particular, que (1,2) # (2,1).

Do ponto de vista légico e matematico, um mesmo par ordenado pode ser
representado por (x,y) ou (a,b), isto ¢, (x,y) = (a,b) , entdo suas representagdes sao
idénticas caso decorra dai que (x, y)=(a,b)—>x=aANy=b.

Assim, qualquer caminho para o estabelecimento desta definigdo formal
de par ordenado (x,y) ¢ tnica e, embora esquecida, do ponto de vista formal no
contexto escolar, deve satisfazer essa condi¢do tnica de decomposigao.

A Historia da Matematica registra que a defini¢do formal de par ordenado
mais simples e que obteve maior éxito foi devida a Kazimierz Kuratowski, em 1921

e descrita por: (x,y) = {{x},{x,y}}. Assim, indicamos outra pseudodefinigao.

definigao

DEFINICAO: (a, b) = (x,y) <>any=b.

Os autores de livros didaticos, por vezes, segundo Lima bql]i. (2001)
apresentam-na como “propriedade” ou “defini¢ao”. De certo que do ponto de
vista escolar, a intuicao deve ser explorada, por outro lado, enunciamos o modo
axiomatico e formal de se obter o resultado acima.

LEMA:
Se {a,x}={a,y} —>x=y.

DEMONSTRACAO:
Temos por hipdtese que {a,x} = {a, y} e desejamos verificar a tese Tese: x = y.

Vamos negar a propriedade, assumindo provisoriamente a possibilidade de
Hipdtese a=y
que a=y, assim x€{a,x} = {a,y}={a}...x=a=y. Se a= y, temos que
Hipdtese y

ye{a’y} = {a,x}yG{a,x}Hy:x
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Teorema: (a,b)=(x,y) & a=xAb=y

DEMONSTRACAO:

Aprendemos a verificar os seguintes sentidos(#) e (<=) O que nenhum
légico purista vai lhe aconselhar, é que como aplicagdo na Matemadtica, a verificagao
da equivaléncia logica entre duas féormulas sempre apresenta um lado de implicagdo
condicional simples e mais facil. O problema aqui é saber, a priori, qual sentido
escolher.

Vamos comecar por (=) Hipdtese:(a,b)=(x,y) Tese:a=xAb=y.

Note-se que precisamos da seguinte definicdo formal de par ordenado

hipdtese

descrita em 1921 pela igualdade {{a},{a,b}} = (a,b) = (x, y)={{x}.{x, y}}.

defini¢ao
Assim, escrevemos {x} € {{x},{x, y}}={{a},{a,b}} e temos duas alternativas: (i)
{x}={a} ou (ii) {x}={a,b}.

No primeiro caso, x€{x}={a}..x€{a} —>x=a. No segundo caso
{x}={a,b} edai a€{a,b}={x}.".a € {x} — x=a. De qualquer modo concluimos
que x =a(").

)

Agora podemosusar que {x}={a} e {{x},{x, y}} ={{a},{a,b}} ={{x},{a,b}}

. Agora, pelo lema anterior, escrevemos:
lema " lema
Wy =UxgAa by —ix yh = {a, by=ix, by~ {x, y} = tx, by — y=Db.

Hipotese Hipotese

Se a=xAb=y, entdo é claro que (a,b) = (x,b) = (x,5).

Assim, feita esta pequena digressdo, colocamos em destaque as seguintes

regras operatérias: (i) v—c = fc-(—1) =+c i’ = \/Z\/Z_Z: Jei;

3=V = [ 3)3) =3 <3 =3¢ x5
b _ 3.ix3-i=+3-3-i*=3-(—1)=-3

No item (i), se ndo é dito que c€R ou se c€R", muitas das operagdes
efetuadas acima estdo completamente equivocadas. Na linha (ii), mais uma
vez, os autores de livros devem ter aten¢do em ndo conduzir o leitor na crenca
segundo a qual, propriedades como \/ﬁ:\/g-\/g para a,b¢e R* sio validas
automaticamente em C, o que ¢ falso.

Destacamos ainda que na linha (ii) temos um exemplo de sofisma que quer
dizer um enunciado falso com aparéncia de verdade ou credibilidade. Reparamos
que a forma légica de um enunciado é determinante para que atribuamos o termo

de sofisma ou ainda a expressao “sofismar a verdade”.
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Perceba que um sofisma nasce de um lapso da argumentac¢ao com a intengao
de iludir o receptor da mensagem, ademais, pode ocorrer também que o préprio
professor busca sofismar a verdade do aluno, uma vez que tal fato ou enunciado
légico encerra determinada propriedade que nem ele consegue explicar ou torna-
la acessivel ao entendimento do aprendiz.

Outro aspecto merecedor de atengao diz respeito ao formalismo exagerado
registrado em determinadas colegdes de livros diddticos. Comentamos, por exemplo,

o caso de Iezzi (1980) que enuncia os dois teoremas que destacamos na figura 5.

TEOREMA

A operacéo de adicdo define em C uma estrutura de grupo comutativo, isto &,
verifica as seguintes propriedades:

[A-1
[A-2
[A-3
[A-4

propriedades associativa
propriedade comutativa
existéncia do elemento neutro
existéncia do elemento simétrico

[ —

TEOREMA

A operacao de multiplicacdo define em C uma estrutura de grupo comutativo, isto é,
verifica as seguintes propriedades:

[ M-11]propriedades associativa

[ M- 2] propriedade comutativa

[ M - 3] existéncia do elemento neutro

[ M - 4] existéncia do elemento simétrico

Figura 5: Iezzi (1980, p. 3-F) acentua o formalismo na apresentagao do conceito

Saltam aos olhos os termos colocados em destaque como hipéteses de que
C possui a propriedade de grupo aditivo. Apesar de inoportuno e proporcionar
dificuldades ao leitor, o professor de Matemadtica depara situagdes em que o mesmo
verifica onde os conceitos de Estruturas Algébricas sao aplicados e exemplificados.

A divisdo de nimeros complexos, por exemplo, é apresentada como uma
receita: a divisdo de dois numeros complexos....pode ser obtida, escrevendo-se
o quociente em forma de fragdo; a seguir, procedendo-se de modo andlogo ao
utilizado na racionalizagdo do denominador de uma frag¢do, multiplicando-se
AN

ambos os termos da fracao pelo....conjugado do denominador, isto é —-

2 2y 2

Recomenda a boa Didatica da Matemadtica, a exploragdo de varios quadros e

modo de representagdo do mesmo objeto matemadtico. Seja um registro algébrico,
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registro aritmético ou grafico, quanto maior a conversao de registros explorada pelo
professor, melhor. Na figura 6 colocamos em destaque a interpretagao geométrica

da soma algébrica z, +z, =(x,, y,) +(x,,¥,) -

(x14+x2,y1+y2)

(X1 B y1)

Y

Figura 6: Lima et al (1999, p. 170) explica a interpretagao geomé-
trica da soma/diferenca de complexos

Destacamos alguns problemas pontuais identificados por Lima bgl1i
(2001) que exigem atengdo do professor: a imagem de um complexo é chamada
de “afixo”, quando ¢ justamente o contrério, afixo de um ponto é o complexo
cuja imagem € o ponto; a definicdo de imaginario puro nao pode excluir o
zero; a féormula de De Moivre pode ser demonstrada para expoentes inteiros

positivos e negativos; propriedades operatérias envolvendo o conjugado

—_— —_— —_—— —_ —_ 2 B Z
z+tw=z+w; z2w=z-w;z+tz=2-Re(z); z-z:|z| ;Z :W podem ser
z
exploradas de modo mais eficientes e ndo podem ser negligenciadas.

Para concluir este topico, enunciamos um teorema discutido em Lima bgl%%.
(1999, p. 172) que envolve uma argumentacao diferente da que ¢é adotada pela

maioria dos autores de livros didaticos.

Teorema: PbLz =1, cos6, +isend, LIz, =1, cosB, + isend, )L bkql 1 [
z, -z, =n-r,co8(6, +6,)+i-sen(6, +6,) 10 pLI ppld r,=0) gy Ipld

i = 1"_1 [COS(Q1 — 92) +i- Sen(el - 02)] +
z, 7,
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K @b Lkpg'ad'l (@ [dofj bfo’ ol mofba”ab)Aodrj bkq a1 [dp@fj B
i 9666 &g bie"kgpl [r BTG A1 of @l pDr gl obpldblifs ol pldvifidj Tr )OI
Lo fay -7 | Gar bldfuldbprfal (Dabdr ka” ol nofba”ab) 3 pg [ 1 po’oldr b
:—1- [cos(6, — 6,) +i- sen(6, — 6,)] [ rigfmif "al [l o3, [Ifr"ilV3, 0 "plelkal I
/\T]DlmfbaAabl]rbEpcfj 1pBaj fofkal Bnrf)3) pbj @b 1kpa o) abj 1p0]
Nodrj bkqolhr b oG rigfnif oLl fpl1j nibul p)Chbsbj 1p03 rigfrif ~oldp]
j “aril A ] ~oTpDodrj bkql pEM oIk gol Pal )T pbos™j 1pladr AL -1, = r, [A]
0, —0,)+0,=0,+ ”

Phdr b pblak b7

i [cos(0, —0,) +i-sen(, —0,)]x z,

1
1"2

:[r—l-rz](cos(Ql —0,+0,)+i-sen(0, — 0, +6,)) =z,

£

A"Qlabbpobsbj 1p7

r—l-[cos(ﬂl —0,)+i-sen(6, —92)]><z2 =z .'.i:r—l-[cos(H1 —0,)+i-sen(6, —92)]
r,

1,

2 ZZ 2

Concluiremos nosso estudo, recordando mais uma vez as palavras de
Lima bg[d3i+(2001, p. 462) ao acentuar que “o nivel, a qualidade do ensino e,
consequentemente, a formacdo adquirida pelo aluno dificilmente serdo superiores
ao nivel e a qualidade média dos livros didaticos disponiveis.”

Lima bglZ+2001) indica ainda as seguintes caracteristicas preocupantes do

livro genérico adotado aqui no Brasil:

* Ele é muito bem impresso e diagramado, embora as figuras matematicas
contenham imprecisdes.

* Seu texto ndo induz o leitor (aluno) a pensar. Quando propde problemas
que exigem raciocinio, sdo quebra-cabegas que nao se relacionam com a
matéria ensinada.

e Transmite sistematicamente a impressio de que as conclusdes gerais
da Matemdtica resultam do exame superficial de dois ou trés casos
particulares.

e Contém afirmagdes gerais obviamente falsas.

e Usa uma terminologia peculiar, que o aluno devera esquecer em estudos

posteriores na Universidade.
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* Nao estabelece conexdes entre os assuntos estudados em diferentes

capitulos ou volumes.

* A manipulagdo ¢é privilegiada em detrimento da conceituagao e

contextualizagao.

Finalizamos esta aula com o reconhecimento dos inumeros elementos
matemdticos que carecem da atengdo por parte do professor de Matematica. De
fato, evidenciamos varios elementos atinentes aos tépicos de Geometria Analitica
e Numeros Complexos que merecem a vigilancia do professor de Matematica, na
medida em que detém certos pressupostos que nao podem ser discutidos em sala
de aula no contexto escolar. A omissdo a qual nos referimos é consciente, tendo em

vista a evolugao adequada da aprendizagem do aluno.
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