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Apresentacao

Caro(a) aluno(a),

Sejam bem-vindos(as) ao curso de Licenciatura em Matematica. A disciplina
Matematica Basica | tem por objetivo fazer que o estudante revisite alguns conteddos
dessa drea que foram estudados no Ensino Médio. Nessa disciplina, focaremos,
basicamente, nos seguintes contetddos: Conjuntos, Fun¢bes e Trigonometria. Eles
serao de fundamental importancia para as disciplinas vistas posteriormente e, dentre
elas, podemos citar a disciplina de Célculo Diferencial e Integral I.

A abordagem dada ao contetdo sera diferente da que foi vista no Ensino Médio,
pois agora passaremos a nos apoiar em estruturas matemadticas bem definidas e as
usaremos para demonstrar algumas afirmacdes que julgamos importantes para o
desenvolvimento matematico do estudante. Ressaltamos que, nesse processo, outra
parte dos conteudos sera abordada na disciplina de Matematica Basica Il

A disciplina Matematica Basica | esta organizada em oito aulas. Em cada uma,
procuramos seguir uma ordem légica no desenvolvimento dos contetidos com o intuito
de que o leitor avance de maneira independente a cada assunto abordado. Ao longo
de cada aula, vocé encontrara exercicios resolvidos e também outros, deixados no
préprio corpo do texto, para serem solucionados. Além disso, no final de cada aula, na
sessao Pratique, vocé ainda podera colocar em pratica os conhecimentos adquiridos.
Sendo assim, antes de resolver tais exercicios, é necessario que vocé entenda toda a
teoria, analisando os exemplos e exercicios resolvidos. Nao se esqueca, também, de
olhar as referéncias citadas ao longo do texto no formato de icones.

Sendo assim, convido-os a fazerem parte desse novo mundo da Matematica que
serd apresentado. Esperamos que, ao final da disciplina, todos possam ter sucesso e
sintam-se motivados a enfrentar os desafios do curso de Matemadtica. Paraisso, podem
contar com nosso estimulo e nossa ajuda. Bons estudos!
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Aula 1

Introducao a teoria dos conjuntos

Ol3, estudantes!

Na nossa primeira aula da disciplina de Matematica Bésica I, veremos uma breve
introducado a teoria dos conjuntos. Comecaremos com a ideia basica de conjuntos, que
nada mais € do que uma colecao de objetos. Veremos que as vogais ou até mesmo as
letras empregadas na constru¢ao dos algarismos romanos sao exemplos de conjuntos.

Ainda no tdpico 1, apresentaremos as formas de representar um conjunto,
definiremos subconjunto e fixaremos a simbologia utilizada para relacionar elemento
com conjunto, e conjunto com conjunto. Encerramos o primeiro tépico trabalhando com
as operacdes entre conjuntos, como a unido, intersecdo, diferenca e complementar,
juntamente com algumas de suas propriedades.

No segundo tdpico, estudaremos os conjuntos numéricos fundamentais,
Naturais, Inteiros, Racionais, Irracionais e os Reais, e seus subconjuntos. Veremos
quais sdo as operagdes consideradas fechadas em cada um desses conjuntos e a
representacao geométrica deles. Existe ainda o conjunto dos nimeros complexos,
porém ndo vamos estuda-lo nesta disciplina. Aproveitem ao maximo as informacgdes e
os contelidos sobre nosso tema!

Objetivos

= Compreender a no¢do de conjunto e subconjunto

= |dentificar as diferentes formas de representar um conjunto e seus
subconjuntos

= Conhecer as operag¢des realizadas entre conjuntos juntamente com suas
propriedades

= Conhecer a caracteristica de cada conjunto numérico, seus subconjuntos,
suas representagdes geométricas, bem como as operagdes que sao fechadas
em cada um deles
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Topico 1

Conjuntos e Subconjuntos: estudo das
notacoes, dasrelacées, das operacoes
entre eles e suas propriedades

OBJETIVOS

= Entender o conceito primitivo de conjuntos e subconjunto

= Compreender as simbologias utilizadas no estudo de conjuntos

= Estudar como se realizam as operacdes entre conjuntos e suas

principais propriedades

Os dias da semana, os
meses do ano ou até mesmo os
dedos de nossas maos nos dao
a ideia de conjunto. O nosso
esforco neste primeiro tdpico
serd a formalizacdo desta ideia,
jd que que a nogao de conjunto é
de fundamental importancia, pois
toda a Matematica é formulada
nessa linguagem e, a partir dessa
estrutura, podemos definir outros
conceitos matematicos (numero,
funcao, relacdo, ...).

u
",

maj
Georg Cantor (1845 - '{00 O’s".
1918) foi um importante (oo
matematico suico

que contribuiu

significativamente para

os estudos sobre os conjuntos. No site
indicado, vocé obtém mais informacdes
sobre os estudos de Cantor http://super.
abril.com.br/comportamento/georg-
cantor-e-o-alefe-zero-o-homem-que-
colocou-o-infinito-no-bolso.

Sendo assim, vocé deve estar se perguntando “O que é um conjunto?”” ou “Qual é
a definicdo de conjunto?”. Na verdade, esta pergunta é muito dificil de ser respondida,
pois, da mesma forma como o ponto, a reta e o plano, da geometria euclidiana basica,
um conjunto ndo pode ser definido! Podemos apenas ter uma no¢ao primitiva sobre
ele. Queremos dizer com a expressao no¢ao primitiva que conjunto trata-se de um
conceito aceito sem definicdo matematica formal. Dessa forma, temos apenas uma

nogao intuitiva!
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A nogdo de conjunto designa um agrupamento, colecdo ou classes de objetos
quaisquer bem definidos. Tais objetos sdo chamados de elementos do conjunto.

Da mesma maneira, temos que elemento é uma no¢ao primitiva e, portanto, nao
apresenta definicao.

Vimos que um conjunto é formado por elementos, mas como poderemos
distinguir, matematicamente, um elemento de um conjunto? Um conjunto costuma
ser, em geral, representado por letra maitscula do nosso alfabeto, e um elemento
qualquer por letra minuscula. Logo, podemos designar um conjunto por 4, B, C, D, E
e um elemento poraq, b, ¢, d, e, ...

Dessa forma, dado um objeto qualquer a e um conjunto 4 apenas uma das
possibilidades pode acontecer: ou a é um elemento de A4, e escrevemos a € 4 (1é-se
o elemento a pertence ao conjunto 4), ou a ndo é um elemento de 4, e escrevemos
a ¢ A (lIé-se a ndo pertence ao conjunto A). Acima usamos os simbolos de € e ¢ (lé-
se, pertence e ndo pertence) para relacionar elementos com conjuntos. Designamos
tal conceito como relagdo de pertinéncia. Da mesma forma que a no¢ao de conjunto
e de elemento é um conceito primitivo, o mesmo vale para o conceito de pertinéncia.

Vejamos abaixo alguns exemplos do que foi abordado até agora:

= Seja A4 o conjunto das vogais do nosso alfabeto. Seus elementos sdo as letras
a, e, i, 0 e u. Como a é um elemento do conjunto 4, denotamos por a € 4.
Note ainda que b ndo é um elemento do conjunto 4, e denotamos esse fato
pela simbologia b & A4.

= Seja B o conjunto dos algarismos romanos. Seus elementos sao as letras
maiusculas I, V, X, L, C,De M. Noteque [ e B eque O¢ B.

Mas entdo como poderemos representar os conjuntos acima usando a linguagem
matematica? Para isto, usaremos as principais formas de representacao: forma tabular,
descricao por uma propriedade e diagrama de Venn. Vamos conhecé-las?

* Forma tabular: Usamos este tipo de representacdao quando definimos um
determinado conjunto enumerando ou citando seus elementos. Neste caso,
os elementos sdo separados por virgula e compreendidos entre chaves. Por

exemplo, o conjunto das vogais 4 = {a, e,i,o,u} e o conjunto dos algarismos
romanos B = {1, V,X,L,C,D,M} .

= Descricdo por uma propriedade: Nesta forma de representacdo, definimos
um conjunto determinando a propriedade que seus elementos precisam
satisfazer. Neste caso, usamos uma letra, geralmente é x, para representar

um elemento arbitrario. Ou seja, considere um conjunto J tal que seus
elementos, que designaremos por x, possuam a propriedade P. Em notacao
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matemdtica temos que J:{x|xtemapropriedadedeP} (Lése: J é o
conjunto dos elementos x, tal que x tem a propriedade P). Por exemplo:
A= {x|xéuma vogaldo alfabeto} é a forma de representar o conjunto
A={a,e,i,o,u} e B={x|xéumalgarismoromano} indica o conjunto
B={LV,X,L,C,D,M}.

= Diagrama de Venn-Euler:
E habitual representar
um  conjunto  usando
diagramas. Dentre eles,
destacam-se  diagramas
de Venn-Euler ou
simplesmente  digramas
de Venn. Nesse tipo de
representacao, o conjunto
€ representado por uma
regiao plana, limitada .
por uma curva fechada
(geralmente, sdo usados circulos ou elipses) e simples (ndo entrelacada, ou
seja, sem auto intersec¢des). Os elementos sdo indicados, em seu interior,
por meio de pontos; e pontos no exterior da regiao, indica elementos que
ndo pertencem ao conjunto. Como exemplo desse tipo de representacao,
ilustramos abaixo o conjunto das vogais do nosso alfabeto (figura 1) e o
conjunto dos algarismos romanos (figura 2).

o Majg
John Venn (1834 - 1923) N .
foi um  matemédtico y,o

inglés que desenvolveu

a légica  booleana

estabelecendo a criagao

de diagramas para a representacao de
conjuntos. Mais informagbes sobre John
Venn podem ser encontradas no link
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/
Biographies/Venn.html

Figura 1 - Diagrama de Venn para o conjunto das vogais

A

Fonte: DEaD | IFCE
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Figura 2 - Diagrama de Venn para o conjunto dos algarismos romanos

o

Fonte: DEaD | IFCE

Observe que o conjunto das vogais (figura 1) apresenta cinco elementos e
que o conjunto dos algarismos romanos (figura 2) apresenta sete elementos. Além
disso, o conjunto dos meses do ano que possuem trinta e dois dias € um conjunto
sem nenhum elemento. Percebemos assim que existem conjuntos com quantidades
varidveis de elementos. Logo, como podemos caracterizar um conjunto de acordo com
a sua quantidade de elementos ou de suas caracteristicas? Existe uma nomenclatura
especifica para esses casos?

Em geral, podemos classificar os conjuntos, de acordo com a sua quantidade de
elementos, em conjunto finito e conjunto infinito. Dizemos que um conjunto é finito
quando apresenta uma quantidade finita de elementos distintos. Como exemplo,
temos o conjunto das vogais e o conjunto dos algarismos romanos. Ja os conjuntos
que nao sdo finitos sdo denominados de conjuntos infinitos. Por exemplo, o conjunto
C= {x| x € um ponto de uma reta} . Sabemos, da geometria euclidiana bdsica, que
uma reta possui infinitos pontos. Logo, o conjunto C é um exemplo de conjunto infinito.

Vale destacar ainda alguns conjuntos notdveis como o conjunto unitario, o
conjunto vazio e 0 conjunto universo.

= Conjunto unitario é o conjunto que possui apenas um elemento. Como
exemplo, temos o conjunto B formado pela primeira letra do nosso alfabeto.
Temos B ={a}.

= Conjunto vazio é o conjunto que ndo possui elemento. Denotamos o
conjunto vazio pela letra & ou o simbolo { } Como exemplo, temos
A:{x|x¢x}=®.

= Conjunto universo aquele que representa o conjunto de todos os elementos
que estdo sendo estudados em um determinado contexto. Como exemplo,
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temos que o conjunto universo dos nimeros que serdao estudados neste livro
é o0 conjunto dos nimeros reais que veremos mais adiante.

Vimos que podemos relacionar um elemento com um conjunto através da
relacdo de pertinéncia. Sera que podemos relacionar um conjunto com outro conjunto?
Tal relacdo pode ser estabelecida a partir da definicao de subconjunto, dada a seguir e

é denominada de relagao de inclusdo.

Defini¢do 1.1 Um conjunto 4 é um subconjunto de um conjunto
B se todo elemento de 4 é também elemento de B. Denotamos
por Ac B (Lé-se: A4 estd contido em B, ou 4 é um subconjunto
de B). Usamos entdo a relagdo:

Ac B Vxed=>xeB.
(Lé-se: A estd contido em B se, e somente se, para todo x
Y pertencente a 4, implica que x pertence a B). Y.

Podemos ilustrar que 4 — B usando o diagrama de Venn-Euler (figura 3).

Figura 3 - Representa¢do de A — B pelo diagrama de Venn

Fonte: DEaD | IFCE

Usamos os simbolos e ¢
para relacionar elementos
e conjuntos; e usamos
os simbolos © e & para
relacionarmos conjuntos.

Caso exista algum elemento em A
que ndo pertenca a B, dizemos que 4
nao esta contido em B ou que 4 ndo é
subconjunto de B e usamos a notagao
Az B (lése: 4 ndo estd contido
em B). Por exemplo o conjunto

A={1,2,3} & um subconjunto de B ={-iiiiiii  }. De fato, todos os elementos

que pertencem a 4 também pertencem a B. Como A Be A # B, dizemos que 4 é

um subconjunto préprio de B. Agora o conjunto B = {—uuuu } ndo € subconjunto
do conjunto 4 = {1,2,3} pois —-le Be —-1¢ 4.

Matematica Basica |




Outro fatointeressante é que 7
Dois conjuntos

A e B sdo iguais,
escrevemos A=B, se

o conjunto vazio & é subconjunto
de todo conjunto A. De fato, para
que J & A é necessdrio que exista

= todos os elementos de 4
elemento em J que ndo pertenca
~ : pertencem a B e,
a A. Mas & ndo possui elementos, .
reciprocamente, todos os elementos de B

B pertencem a 4, ou seja A=B significa
mostrarque 4 B eque Bc 4.

portanto & c 4.

Arelacao de inclusao satisfaz as seguintes propriedades:

Propriedades (Inclusdo) Sejam A4, B e C conjuntos quaisquer.

(i) Para qualquer conjunto 4, 4 — A , Todo conjunto é subconjunto de
si proprio. (Reflexiva)

(ilSe Ac B e Bc C entso A C.(Transitiva)

(i) Se A4 B e BC A entdo A= B.(Anti-Simétrica)

Agora veremos que dado um conjunto finito qualquer podemos formar um novo
conjunto cujos elementos sao todos os seus subconjuntos. Vamos a sua definicao.

Definicdo 1.2 Dado o conjunto finito A, chama-se conjunto das

partes de A — denotamos por go(A) - o conjunto formado por
todos os subconjuntos de A4.

Por exemplo, se considerarmos 4 = {1,2,3} , entdo temos que o conjunto das
partes de A é dado por @(4)= {@,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} , ou
seja, a partir dos elementos 1, 2 e 3, construimos todos os conjuntos possiveis usando
nenhum, um, dois e trés elementos. Se utilizarmos a andlise combinatdria (assunto que
serd visto em disciplina futura do seu curso), poderemos provar que o nimero de
elementos do conjunto das partes go(A) de um conjunto A, com n elementos, é dado
por 2". No exemplo, vimos que o conjunto A possui 3 elementos, assim 50(/1), tem

23=8 elementos.

Agora que temos a ideia de conjunto, subconjuntos e conjunto das partes,
estudaremos as operacdes que podem ser realizadas entre conjuntos. Dessa forma,
como podemos operar com conjuntos? Dados dois nimeros, da aritmética bdsica,
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podemos realizar opera¢bes de soma, subtracdo e multiplicacdo. E quanto aos
conjuntos? Serd que existem opera¢fes semelhantes? Para conjuntos, tais operagdes
recebem o nome de unido, intersecao, diferenca e complementagao.

Faremos um estudo de cada uma dessas opera¢bes comegando pela unido.
De maneira intuitiva, a unido entre dois conjuntos A e B consiste em criar um novo
conjunto a partir da juncdo de todos os elementos que se encontram no conjunto A e
no conjunto B. No rigor matemdtico temos

Defini¢do 1.3 (Unido de conjuntos) Dados dois conjuntos A e B, chama-se unido
de A e Bo conjunto formado por todos os elementos que pertencema Aoua B.
Denotamos por 4\ B . Assim, podemos escrever:

AuB={x|xeru xeB}

Para representarmos a unido entre os conjuntos acima, utilizaremos o diagrama
de Venn como pode ser visto na figura 4.

Figura 4 - Diagrama de Vennde A U B

A B

Fonte: DEaD | IFCE

Note que, na figura 4, a unido entre os dois conjuntos é toda a regido pintada
de cinza, ou seja, considera tanto os elementos de A quanto os elementos de B.
Por exemplo, dados os conjuntos A ={ a,b,c,d} e B= { c,d,e,f} , temos

que AUB={ a,b,c,d,e,f}. Observe ainda que os elementos que se repetem
devem ser contabilizados apenas uma vez. Utilizando o diagrama de Venn, podemos
representar a unidao desses conjuntos da seguinte forma:

Figura 5 - Representacdo da unido AU B pelo diagrama de Venn

A B

Fonte: DEaD | IFCE
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Uma outra opera¢do muito usual entre conjuntos € a intersecdo. De forma
intuitiva, a intersecdo entre dois conjuntos A e B consiste em criar um novo conjunto
a partir da juncao dos elementos em comum em ambos os conjuntos. No rigor
matematico temos

Definicdo 1.4 (Intersecdo de conjuntos) Dados dois conjuntos, chama-se
intersecdo de 4 e B o conjunto formado pelos elementos que estdo em 4
e B, ao mesmo tempo. Denotamos por AN B . Assim, podemos escrever:

AmB:{x|xeAexeB}

Para representarmos a intersecdo entre os conjuntos acima utilizaremos o
diagrama de Venn como pode ser visto na figura 6.

Figura 6 - Diagrama de Vennde AN B
AO QB

Note que, na figura 6, a intersecdo entre os dois conjuntos é a regiao pintada,

A B A

Fonte: DEaD | IFCE

ou seja, considera os elementos que estdo em A e Bao mesmo tempo. Por exemplo,
se considerarmos os conjuntos A:{a,b,c,d} e B:{c,a’,e,f}, temos que
ANB= { c,d } (figura 7). Perceba ainda que no ultimo caso da figura 6, os conjuntos
A e Bnao possuem elementos em comum. Neste caso, dizemos que os conjuntos sao
disjuntos, ou seja, 4 "B = . Como exemplo, dados os conjuntos 4 = { a,b,c,d} e
B= {e,f,g} temos que AN B = (figura 7).

Figura 7 - Representacdo da intersecdo A M B pelo diagrama de Venn

B A

Fonte: DEaD | IFCE
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Agora que definimos a unido e intersecdo de conjuntos, veremos algumas

propriedades das mesmas.

Propriedades (Unido e Intersecdo de conjuntos) Sejam
A, B e C conjuntos quaisquer. Entdo:

i) Idempoténcia:A L A=Ae ANA=4.
ii) Comutatividade: AoB=BuAde ANB=BNA.

i) Associatividade:

(AUB)UC=4U(BUC) e

(ANB)NC=A4Nn(BNC).
iv)Existéncia do Elemento Neutro:Auw=A4 e
ANU = A4, onde U é o conjunto universo.

v) Ac(4UB);
(AmB)CB

Demonstracao: Demonstraremos
apenas a propriedade v). As demais
serdao deixadas como exercicio
para o leitor. Mostraremos
inicialmente que AC(AUB).
Pela definicdo de wunido de
conjuntos, temos que AUBRB
contém todos os elementos de A
ou B. Assim todos os elementos
de A sdo elementos da unido
AU B, portanto AC(AUB).
Da mesma forma, temos que
BC(AUB).

Agora mostraremos que
(AF\B)CA e (AmB)CB.
Observe que se xeAdNB,
entdo xeAd e xeB, isto §,

",

BC(AUB); (AmB)CA e

. , o Majg
Existem muitos 9 .

teoremas que V)o

relacionam a intersecao

com a unido de

conjuntos. Um desses

é 0 que garante que a distributividade:
AU(BNC)=(AUB)N(4AUC) e
AN(BUC)=(ANB)u(ANC)- Vocé
encontra algumas demonstra¢bes das
propriedades de conjuntos, no site https://
www.sonoma.edu/users/w/wilsonst/
Papers/finite/2/t2-6.html e https://www.
sonoma.edu/users/w/wilsonst/Papers/
finite/2/t2-5.html.

todo elemento da intersecdo é elemento de A e também de B. Logo (ANB)c A4 e

(AnB)cB.m

Agora veremos a diferenca entre dois conjuntos que, de forma intuitiva, consiste

em criar um novo conjunto comparando dois conjuntos e considerando os elementos

que estao em um conjunto e que n3ao sao elementos do outro conjunto. No rigor

matematico temos
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Definicdo 1.5 (Diferenca de conjuntos) Dados dois conjuntos A e B,
definimos o conjunto diferenca entre A e B, denotamos por A — B, como
sendo formado pelos elementos que estdo em A, mas ndo estdo em B.
Da mesma forma, o conjunto B — A sera formado pelos elementos que
estdo em B, mas ndo estdo em A. Podemos escrever

\ A—B={xeA[x¢B}eB—A={xeB|x¢A}

J

Para representarmos a diferenca entre os conjuntos acima utilizaremos o
diagrama de Venn, como pode ser observado na figura 8.
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Figura 8 - Representacdo da interse¢cdo 4 — B pelo diagrama de Venn

A B A B A

Fonte: DEaD | IFCE

“,

Note que, na figura 8, a Como A—B={xeA\x¢B},
diferenca 4— B corresponde

a regido pintada de azul, ou
seja, corresponde a pintar

temos que A-Bc A.
Da mesma forma, como
B—A={xeB|x¢A},temos
que B—AcCB.

os elementos que estdao em

A e n3o estdio em B. Por

i,

exemplo, dados os conjuntos

A= {—3,—1,1,3,5 } e B= {—5,—1,0,3,7 } , temos que A—B= {—3,1,5 } (parte
pintada de laranja na figura 9). De fato, os elementos -3, 1 e 5 pertencem a 4, mas ndo
pertencem a B. Além disso, B— A ={—5,0,7 } (parte pintada de azul na figura 9).

Figura 9 - Representacdo da intersecdo A — B pelo diagrama de Venn

A B

Fonte: DEaD | IFCE

Aula 1| Topico 1



Um caso especial da diferenca de conjuntos ocorre quando temos 4 < B ou
B < A . Neste caso, faz sentido falar do complementar de um conjunto em relacdo a
outro. De forma intuitiva, o complementar de B em relacdo a A consiste um criar um
novo conjunto dos elementos que se devem acrescentar ao conjunto B para que ele se
transforme no conjunto A. Em linguagem matematica:

Definicio 1.6 (Complementacdo entre conjuntos) Dados dois conjuntos

quaisquer A e B, tais que Bc A4, definimos o complementar de B
= B

em relagido a A, denotamos por (', como sendo os elementos

que estdio em A, mas ndo estdo em B. Ou seja, Cj:A_B.
(figura 8)

Note que, se considerarmos os conjuntos A:{—7,—5,—3,—1,1,3,5,7} e
B= {—3,—1,1,3,5 } ,temos que B — A e assim faz sentido falar do complementar de

Bemrelacdo a A. Logo, Cj:A—B:{—7,—5,7}.

Agora listaremos algumas propriedades da complementacao entre conjuntos,
cujas demonstrac¢des também ficardo a cargo do leitor

Propriedades (Complementacdo de conjuntos) Dados A4, B e C conjuntos
quaisquer taisque Bc 4 e C — A4. Entdo:

) Ci=Te( =4
iy C'nB=@e(,wB=4

i) C," =CioCy
v C.=CinCi

Finalizamos assim esse tdpico onde estudamos as no¢des basicas de conjuntos.
Definimos subconjuntos e o conjunto das partes. Vimos as formas de se representar um
conjunto. Além disso, aprendemos as operacdes que podem ser realizadas entre eles e
algumas de suas propriedades. Agora, vamos restringir o nosso estudo aos conjuntos
numeéricos, ou seja, aqueles cujos elementos sao nimeros. Este serd o assunto do

préximo tdpico.
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Topico 2

Conjuntos humeéricos

OBJETIVOS

= Estudar os conjuntos numéricos, seus subconjuntos e como
representd-los geometricamente

* Entender quais operagdes sao fechadas para cada um deles

= Compreender o que sdao e como sao formados os intervalos reais

4 o mOi‘.
O Papiro de Rhind @
é um longo papiro (oo

que os nimeros vém acompanhando de origem egipcia

datado de cerca de

1650 a.C. Seu nome

é devido ao escocés Alexander Henry

Desde a antiguidade, temos

a humanidade. Os primeiros nimeros
concebidos pelo homem surgem da
necessidade de se contar objetos,

desde o nimero de ovelhas num pasto Rhind que o comprou no Egito. Neste
até o desejo de saber a quantidade papiro, estd descrito varios problemas
de habitantes de uma tribo. Um matemdticos. Para saber mais, acesse:
dos primeiros registros da nogdo http://webpages.fc.ul.pt/~ommartins/
de nimero pode ser encontrado no seminario/rhind/inicio.htm

Papiro de Rhind.

Comecaremos, nesse tdpico, a estudar os chamados conjuntos numéricos, ou
seja, 0s conjuntos cujos elementos sdo nimeros que apresentam caracteristicas comuns
entre sim. Segundo Lima (1999): “Nimeros sdo entes abstratos, desenvolvidos pelo
homem como modelos que permitem contar e medir, portanto avaliar as diferentes
quantidades de uma grandeza”.

Os principais conjuntos numéricos que veremos serdao naturais, inteiros,
racionais, irracionais e reais. Este Ultimo estara presente em grande parte deste livro.
Comecaremos com o conjunto dos ndimeros naturais.
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Conjunto dos Nimeros Naturais (N)

Desde os primeiros anos na escola, j4 temos contatos com os nimeros. Os
numeros estudados nas séries infantis sdo chamados de nimeros naturais.

Partindo da necessidade de se contar objetos que surgiu o que conhecemos
como o conjunto dos nimeros naturais, que serd indicado pelaletra N . Seus elementos
serao chamados de nimeros naturais e podem ser representados da seguinte forma:

N={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,...},

onde as reticéncias indicam que a contagem continua. Quando queremos excluir o
zero de qualquer conjunto numérico, utilizamos o simbolo *. Assim, N* representa
N* = N—{ 0} = { 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,...} e é chamado conjunto dos numeros
naturais ndo nulos.

Sera possivel representar geometricamente os nimeros naturais? Isso é possivel
e é feito através da marcagao de pontos numa reta. Para isso, inicialmente devemos
considerar uma reta e fixar uma orientacdo (sentido do percurso, que indicaremos por
uma flecha). Tal reta é chamada de reta orientada.

Agora iremos marcar, em qualquer posi¢ao, um ponto que representa a origem.
Fixaremos ainda um segmento de reta u (unidade de comprimento). Agora, podemos
inserir os nimeros naturais na reta orientada, colocando o nimero 0 na origem; depois
a partir do 0, no sentido positivo (ou seja, a sua direita), marcamos um segmento
unitario u (ou seja, um segmento cujo comprimento mede um unidade) de forma que
sua extremidade passard a representar o nimero 1. Agora, ainda no sentido positivo,
iremos deslocar o segmento unitario u consecutivamente partindo do 1 e marcaremos
os demais pontos. Os pontos obtidos representam os nimeros naturais.

Figura 10 - Representacao geométrica dos nimeros naturais

N
>

A S S S I
r T 1T

UNIDADE
ORIENTACAO

ORIGEM

Fonte: DEaD | IFCE
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Como poderemos entdo operar com os nimeros naturais? Dizemos que uma

operacdo * é fechada em um conjunto numérico A4, se para quaisquer dois elementos

X e y pertencentes a A, tivermos x*y € 4. Assim, podemos afirmar que a adicdo e a

multiplicacdo sdo fechadas em N . De fato, a soma e a multiplicacdo de dois naturais é

sempre um natural.

Isso ndo ocorre emrelacdo a subtracdo. Por exemplo, 2—5 ¢ N. Porisso, temos

a necessidade de ampliar os naturais. Dai surgiu o conjunto dos inteiros no intuito de

fornecer sentido as subtra¢cdes da forma a—b, onde a e b sdo naturais com a<b.

Ficou estabelecido assim a ideia de nimeros negativo.

Conjunto dos Nimeros Inteiros (7 )

O conjuntodosnumerosinteiros,
que serd denotado pela letra 7Z, é
o conjunto formado pelos numeros
0,£1,£2,+£3.... Seus elementos
serao chamados de nimeros inteiros e
podem ser representados da seguinte
forma

Z:{...,—3,—2,—1,0,1,2,3...},

onde as reticéncias indicam que a

Wy,

Ty

Dois numeros
inteiros sao
ditos opostos ou
simétricos um ao
outro quando sua

soma é zero. Assim, se a é um inteiro,

temos que -a é o seu oposto ou

simétrico.

contagem continua tanto pela esquerda quanto pela direita.

Se observamos ©0s conjuntos

N:{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,...} e
Z:{...,—3,—2,—1,0,1,2,3...},notamos que N — Z, ou seja, todo nlimero natural é

um ndmero inteiro. Podemos representar essa relacao de inclusao pelo diagrama de Venn.

Figura11- N é subconjunto de 7,

Fonte: DEaD | IFCE
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Em Z temos alguns subconjuntos notdveis:
7, { 0,1,2,3,4,5,.,,} =N (conjunto dos nimeros inteiros ndo-negativos)
- { =3, 2,—1,0} (conjunto dos niimeros inteiros ndo-positivos)
= {il,i 2,+ 3,...} (conjunto dos nimeros inteiros ndo-nulos)
= {1,2,3,4,5,. . } (conjunto dos niimeros inteiros positivos)
= {...,—5,—4,—3,—2,—1} (conjunto dos nimeros inteiros negativos)

Da mesma forma que fizemos a representacdao geométrica dos numeros
naturais na reta orientada, podemos proceder para os numeros inteiros. Para isso,
basta completar a reta em que marcamos os naturais (figura 12). Utilizaremos o
mesmo artificio, porém iremos para o sentido oposto, ou seja, no sentido negativo.
Dessa forma, a partir da esquerda do zero, iremos deslocar o segmento unitario u no

sentido negativo e iremos marcando todos os pontos. Os pontos obtidos representam
0s numeros inteiros negativos.

Figura 12 - Representacdo geométrica dos nimeros inteiros

| I [ N
I I 7
w3 2 -1 0 1 2 3 -

Fonte: DEaD | IFCE

No conjunto 7, surge uma nova operacao que nao era possivel no conjunto N,
a subtracdo. Dessa forma, além de Z ser fechado para a adi¢do e multiplicacdo, temos
que Z também é fechado para a
subtracdo. Dessa forma, dados dois

y,

'I"Q,‘Q

@) conjunto dos
ndmeros naturais €
denotadopelaletra N,

inteiros a e b, temos que a+b,
a—>b e a-b sdo inteiros.

Vimos que,comanecessidade por causa da primeira
de se definir a subtragdo de dois letra da palavra
ndmeros naturais, foi construido “natural”. Mas, por que o conjunto dos
o conjunto dos inteiros. Mas numeros inteiros é representado pela
claramente a divisio n3o é uma letra Z e ndo I? A melhor explicacdo é
operacdo fechada nos inteiros. que diz que isso se da por causa da palavra
De fato, 1+4¢7. Para ndmero em alemao que se escreve zahl.
resolvermos esse impasse foi Resolveram denotar inteiro com Z para
construido o conjunto formado por ndo confundir com o I de irracional (que

todos os quocientes entre niimeros estudaremos mais adiante).

Ty
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inteiros. Dai a notagao desse conjunto ser (Q . Os nimeros que formam esse conjunto
sdao chamados de nimeros racionais.

Conjunto dos nimeros racionais (Q)

O conjunto dos nimeros racionais, denotado por Q, é formado por todos os

quocientes entre inteiros p e g, com g () . Assim, de modo simplificado, temos

@:{£|p€ZquZ*}'
q

. o . X
Note que todo nimero inteiro x pode ser escrito da forma x = T Dessa forma,

temos que todo niimero inteiro é racional (Z — Q ). Mas, como todo nimero natural
é inteiro, segue que Nc Z c Q. Na figura 13, podemos observar essa relagdo de

inclusdo utilizando o diagrama de Venn.

Figura13 - Q é subconjunto de 7Z

Q( Z

Fonte: DEaD | IFCE

Quando a divisao entre dois nimeros inteiros nao é exata, o nimero resultante
do cdlculo é chamado de decimal. Existem dois tipos de decimais. Os decimais exatos e
os decimais ndo exatos, mas periddicos, também conhecidos como dizimas periddicas.
Os decimais exatos sdo aqueles em que o nimero de casas decimais (algarismos depois
da virgula) é finito. As dizimas periddicas sdo aquelas que a parte decimal possui um
numero (periodo) que se repete indefinidamente.

A fra¢do (quociente) que gerou o decimal é chamada de fracdo geratriz do
ndmero decimal. Veremos a seguir alguns exemplos de como encontrarmos as fracdes
geratrizes de decimais exatos e das dizimas periddicas.

Por exemplo, os nimeros 2, 34 e —0,875 sdo considerados decimais exatos e
234 117 e —0,875=— 85 _ 7

suas fracdes geratrizes sdo dadas por 2,34 =
100 50 1000 8
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Observe que, para transformar um decimal exato qualquer em uma fracdo, basta
retirarmos a virgula e colocarmos o ndmero no numerador. O denominador serd a
poténcia 10", onde n é o nimero de algarismos depois da virgula.

Os numeros 0,4444..., 0,272727... e 2,12727... sdo considerados dizimas
periddicas cujos periodos sdo 4, 27 e 27, respectivamente. Os numeros 0,4444... e
0,272727... sdo considerados dizimas periddicas simples, pois, depois da virgula, vem
o periodo. J& o nimero 2,12727... é considerado uma dizima periédica composta,
pois existe o nimero 1 entre a virgula e o periodo. Os nimeros 0,4444...,0,272727...
e 2,12727... ainda podem ser representados da forma 0,21, O,ﬁ e 2,12_7, onde as

barras indicam o periodo.

Encontraremos agora a fragao geratriz de cada um desses nimeros:

= Qual afracdo geratriz da dizima 0, 4444..=0,4>

Solucdo: Chamaremos de x a dizima. Assim, x =0,4444... e, multiplicando ambos os
membros por 10, teremos

x=0,4444..=10x=4,444..=10x=4+0,444...=>

=10x=4+x=9x=4=x=

9
Logo a fragdo geratriz de 0,4 ¢ 4 .
9

* Qual afragdo geratriz de 0,272

Solu¢do: Chamaremos de x a dizima. Assim, x:O,ﬁ e, multiplicando ambos os
membros por 100, teremos

x=0,27 = 100x =27,27...= 100x =27+ 0,27 =

5 100x=274x=99x =27 = x= 2 = 2.
o 99 11
Logo a fracdo geratrizde 0,27 é —.

11

* Qual afragdo geratriz de 2,1272

Solucdo: Chamaremos de x a dizima. Assim, x=2,12_7 e, multiplicando ambos os
membros por 10, teremos

x=2,127=10x=21,27...=10x =21+0,27 =
o 0x =214 o s lox= 22t 2234
11 11 110
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Logo a fracdo geratriz de 2,127

Do que vimos acima, podemos
que, Q,
definir divisdo (por
nimeros diferentes de zero). Dessa
forma, o conjunto Q éfechado paraas

erceber no conjunto
p ]

podemos a

. 234

e —.

110

m%

Dois numeros
racionais ndo nulos

sao ditos inversos

um do outro quando

quatro operag¢des adicdo, subtracao,
multiplicagao e divisao.

o produto deles é

igual a 1. Por exemplo, o inverso de
Além disso, uma propriedade

1.

éiguala§ pois §§
57785

interessante no conjunto dos nimeros

hy

racionais é que, entre dois ndmeros

racionais, sempre existe outro

numero racional. De fato, sejam a e b dois racionais, tais que a <b, vamos mostrar

a+b . —
que g<——<b. Veja que a+b_a:b_a>0:>a< a+b ¢ da mesma forma,
2 2
a+b b-a a+b
b- = >0= <b.
2 2 2
Vamos agora ver como podemos representar geometricamente os nidmeros
racionais.

Como todo ndmero inteiro € racional, iremos aproveitar a reta dos ndmeros
inteiros (figura 12). O nosso desafio aqui serd marcar os ndo inteiros. Daremos alguns
exemplos para entendermos como isso funciona.

Comec¢ando com o nimero %.Temos que %: 0,5 . Assim, como 0,5 estd entre
0 e 1, marcamos o ponto médio do segmento de extremidades 0 e 1. Para marcarmos
o racional 2, devemos escrevé-lo da seguinte forma %: 2+%. Assim, podemos
perceber que % estd entre 2 e 3. Entdo, dividimos o segmento de extremidades 2 e 3,

em quatro partes iguais e marcamos o primeiro desses pontos.

De modo geral, dados dois nimeros inteiros consecutivos, dividimos o segmento
compreendido entre eles em n partes iguais, em que n é um inteiro positivo qualquer.
Prosseguimos assim para marcarmos qualquer nimero racional.

Figura 14 - Representacdao geométrica de alguns nimeros racionais

3 -2 0 1 2

v

xl
)

Fonte: DEaD | IFCE Aula 1| Topico 2
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Vimos, nessa secao, que todo nimero decimal exato e as dizimas periddicas sao
ndmeros racionais, isto &, eles podem ser colocados em forma de fra¢do. No entanto,
existem decimais ndo exatos que tém a parte decimal infinita e ndo periddica. Esses
decimais sao chamados de nimeros irracionais. Este € o assunto da préxima secdo.

Conjunto dos nimeros irracionais ()

; T . = . p
Um numero é dito irracional se ele ndo pode ser escrito da forma —, em que

peZ eqeZ*. Dessa forma, podemos concluir que ITNQ = . Utilizando o
diagrama de Venn para relacionar os conjuntos estudados, podemos representa-los da

seguinte forma:

Figura 15 - Relagdo entre os conjuntosI[ N, Z,Q e I

Q( Z IRRACIONAIS

Fonte: DEaD | IFCE

Existem ndmeros irracionais muito famosos, devido a sua importancia tanto na
Matematica, como em outras dreas. Podemos citar, por exemplo, 0 nimero 7 que
é aproximadamente 3,14; o nimero irracional neperiano e que €, aproximadamente
2,718, e o nimero de ouro representado por @ que é aproximadamente 1,618. Além
disso, toda raiz n-ésima ndo exata é um ndmero irracional. Como exemplo, podemos

citar os nimeros irracionais ﬁ, 310 e 324

Apesar do conjunto dos nimeros racionais serem fechados para qualquer uma
das quatro operagbes 0 mesmo nao ocorre com o conjunto dos ndmeros irracionais.

Podemos provarisso com alguns exemplos. Os nimeros x =—+v2 +1 e y =2 +1 sdo
irracionais, mas a soma x+y = —\/§+l + \/§+1 =2 n&o é irracional. Assim como, o

produto xy =—1 néo € irracional. Se tomarmos x = V2+le y =v2-1 , temos que
= 1 . X =~z
X—y =2 ndo é irracional. Por fim, tomando x=y = \/5, teremos — =1, que ndo é

o y
irracional.
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O nlimero 7z é o quociente da medida do comprimento de uma @ >,
circunferéncia pela medida do diametro. Podemos encontrar (oo

mais informagdes sobre o nimero 7 no site http://www.mat.
ufrgs.br/~portosil/aplcomia.html

O nuimero @ é conhecido por numero de ouro, por suas

incontaveis aplicacdes em vdrias dreas da matematica e fora dela. Aprenda um
pouco mais sobre o nimero de ouro acessando o site http://www.infoescola.com/
matematica/o-numero-de-ouro/.

Note ainda que a soma de um racional com um irracional é sempre um irracional.

De fato, considere a um niimero racional, ou seja a € QQ, e seja b um nimero irracional,
ou seja b e I.Vamos fazer a prova dessa afirmacdo pelo método do absurdo, ou seja,
a€Q eque be I esuporemos por absurdo que a+b é um ndmero racional. Sendo

a+b=meQ, entdo temos que b=m—-acQ, pois meQ e acQ e portanto,
m—aeQ (Q é fechado), ou seja, b€ Q. Mas isso contradiz o fato que be I.
Logo, a+b e 1. Da mesma forma, podemos provar que se a € Q* e be I, entdo

a-be ]I,ﬁe]l eée I.
b a

Para encerrar os conjuntos numéricos, que serdo utilizados nesta obra,
estudaremos agora o conjunto dos nimeros reais.

Conjunto dos nimeros reais (R )

Chamamos de numero real todo ndmero racional ou irracional. Ou seja, o

conjunto R ¢é definido como sendo a unido R=QuUI. Utilizando o diagrama de
Venn, podemos estabelecer a relacdo do conjunto dos nimeros reais com os demais
conjuntos.

Figura 16 - Representacao dos nimeros reais

Q( Z @ IRRACIONAIS
N\ R

Fonte: DEaD | IFCE
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O conjunto dos nimeros reais é fechado para todas as operacdes. De fato, dados
dois nimeros reais x e y temos que eles sao racionais ou irracionais. Assim, para as
quatro operac¢des envolvendo x e y temos que o resultado € racional ou irracional.
Logo, é um numero real.

Vamos definir agora o mddulo de um ndmero real. Esta definicao serd util
quando definirmos funcao modular na quarta aula. Dado um ndmero real x, definimos
0 mddulo ou valor absoluto de x, denotamos por |x

, da seguinte forma:

||_ x,se x>0
M= —-x,se x<0 .

Por exemplo, [2 =2 e |-10|=—(-10) =10.

Geometricamente, 0 mddulo de um ndmero real representa a distancia desse
numero até a origem.

Vejamos como fica arepresentacdo geométrica dos nimeros reais. Vimos que os
ndmeros racionais nao “completam” todos os pontos da reta. Por exemplo, entre os

racionais 1, 41 e 1, 42 existe o irracional \/5 ~1,414215 . Assim, quando inserimos os
irracionais na reta, completamos a reta toda.

Todo nimero real corresponde a um Unico ponto da reta, assim como cada ponto
daretarepresenta um Unico nimero real, porisso denominamos essa reta de retareal.

Figura 17 - Representagao da reta real
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Fonte: DEaD | IFCE

Para encerrar o tdpico, vamos estudar os subconjuntos dos numeros reais
chamados de intervalos reais. Os subconjuntos dos nimeros reais que estao entre dois
numeros fixados, que designaremos por a e b com a < b, sdo chamados de intervalos
reais. Os numeros a e b sdo chamados de extremos do intervalo. Um conjunto

C={xeR|a<x<b} é um intervalo real. Note que C R e seus extremos s&o
ndmeros a e b. Podemos ainda representar o conjunto C como sendo C =[a,b]. A

notagdo C =[a,b] significa que os extremos a e b pertencem ao intervalo C. J3 a
notacdo D = ]a,b[ significa que os extremos a e b ndo pertencem ao intervalo D e a
notacdo E = [a,b[ significa que o extremo a pertence ao intervalo E'mas o extremo b
ndo pertence ao intervalo E.
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Por exemplo, se considerarmos o conjunto 4={xeR|-1<x<3}. Note que
A cC R eassim, A é um intervalo cujos extremos sdo os nimeros - 1 e 3. Observe ainda
que os extremos pertencem a A. Logo, A é chamado de intervalo fechado. Podemos

também representar o conjunto A como sendo A4 =[-1,3]. Se considerarmos agora

o conjunto B={xeR|5<x<8}. Note que BC R e assim, B é um intervalo cujos
extremos sdo os numeros 5 e 8. Observe ainda que os extremos ndo pertencem a B.
Logo, B é chamado de intervalo aberto. Podemos também representar o conjunto B
como sendo B = ]5, 8[. Na figura 18, temos a representacdo grafica dos intervalos Ae B.

Figura 18 - Representacdo dos intervalos 4 e B

-1 -3
@ @

v

5 8
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Fonte: DEaD | IFCE

Note que, nafigura18, quando os extremos pertencemaointervalo, fazemosuma
bolinha pintada na sua representacao grafica, e uma bolinha ndo pintada indica que o
extremo nao pertence ao intervalo. Observe ainda que, como intervalos sdo conjuntos,
valem as mesmas operagdes: unido, intersecdo, diferenca e complementacao.

De modo geral, conhecendo dois nimeros reais a e b, com a < b ,definimos

m NOTAGCAO SIMBOLICA REPRESENTACAO NA RETA REAL

a b
AL [a,b]:{xeR|aﬁx£b} ¢ ¢ * >
a b
Aberto 1 pl={xeR|a<x<b} 0 o—>
Semiaberto e a b
< ® O >

semifechado  [a,b]={xeR|a<x<b}
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Semiaberto e a b
semifechado  [a,b]={xeR|a<x<b} < O ° >
Semirreta a
fechada [a,+0]={xeR|x>a} < — >
Semirreta a X
30 aberta [a,+0]={xeR|x>a} < O >
Semirreta b
fechada [o0,b]={xeR|x<b} ¢ ° >
Semirreta b
aberta [-o0,b] ={xeR|x <b} ¢ O >
Reta real [_OO,_'_OO] _R < >

Fonte: DEaD | IFCE

Chegamos ao final da nossa primeira aula. Estudamos aqui os conjuntos,
subconjuntos e as formas de representa-los. Além disso, definimos as operacdes que
sao realizadas entre eles. No segundo tépico, trabalhamos os conjuntos numéricos.
Vimos também quais operacdes sao fechadas em cada um deles e como representd-los
geometricamente.

Toda essa estrutura servird de base para a proxima aula. Nela estudaremos
fungbes. Veremos que as fun¢des nada mais sao do que relagbes entre conjuntos. Até
breve.
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1. Determine o conjunto X tal que
{a,b,c,d}uX={ a,b,c,d,e},{c,d}u){:{ a,c,d,e} e
{b,c,d}r\X={c}.

2. Dados dois conjuntos 4 e B, chama-se diferenca simétricade 4 e B o

conjunto AA B, tal que AAB:(A—B)U(B—A).
a) Determine {a,b,c,d}A{c,d,e,f,g}.

b) Desenhe um diagrama de Venn-Euler representando o conjunto AAB.

3. Coloque na forma de fragdo irredutivel os seguintes nimeros racionais:

a) 5,@
b) 3,354

4. Represente cada conjunto sobre a reta real:

A={xeR|—1£x<3},B={xeR|x£Oou x>1} e
C={xeR\—1<x<00u xZZ}

Agora, descreva os conjuntos:

a) AuB eANnB
by AUC e ANC
) A-B eB-C

Pratique
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1. X={ac,e}

2. a AAB={ab,e,f,g}

b. A parte pintada de azul representa o conjunto AAB

A B

Fonte: DEaD | IFCE

581
a. ——
111
,, 300
110
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4. Representando cada conjunto sobre areta real teremos:

Representacao do conjunto 4

\ 4

&
-1 3

Representacao do conjunto B

o
0 1

Representacdo do conjunto C

Y

-1 0 3

Fonte: DEaD | IFCE

Dessa forma, teremos que:

a. AuB=R e AnB={xeR|-1<x<00ul<x<3}
b. AuC={xeR|x>2-1} e AnC={xeR|-1<x<00u2<x<3}

c. A-B={xeR|0<x<1} e B-C={xeR|x<-loul<x<2}

Pratique
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Aula 2

Nocées de Funcées e Funcao Afim

Caros estudantes,

Nesta segunda aula, iremos relacionar os elementos de dois conjuntos quaisquer.
Esta relagdo recebe o nome de fungdo. Primeiramente, vamos definir o que é fun¢ao
de forma geral e, depois, iniciaremos o estudo das fun¢ées afins.

No primeiro tépico, daremos nocdes gerais como graficos, zeros ou raizes,
crescimento e decrescimento de func¢des, entre outras coisas. Por ultimo, expomos as
translacdes e reflexdes de graficos que sdo ferramentas importantes para o esboco de
graficos.

No segundo tépico, daremos énfase as fun¢des afins e seu caso particular, a
fungao linear, funcdes estas, cujos graficos sao retas. Encerramos o tépico discutindo
sobre o estudo dos sinais de uma func¢ao, que utilizamos para resolver determinados
tipos de inequacdes, e a caracteriza¢do das fung¢des lineares.

Aproveitem ao maximo a aula.

Boa leitura!

Objetivos

* Entender o conceito de funcdo e de construcdo de graficos
* |dentificar uma fungdo afim e seu grafico

= Compreender aresolugao de alguns tipos de inequagdes
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Topico 1

Nocoées de funcoées

OBJETIVOS

* Entender a no¢do de funcdo e os elementos necessdrios para
definir uma fungao

= Compreender os conceitos de zeros de fun¢des, funcdes
crescentes e decrescentes, através de seu gréfico

= Estudar as translacdes e as reflexdes dos gréficos de uma fung¢ao

Caro (a) aluno (a), suponhamos que vocé deseje ir ao cinema assistir a um filme.
Entdo inicialmente vocé passa na bilheteria e compra o seu ingresso. Nesse momento,
a atendente o pergunta qual filme vocé deseja ver. Nesse momento, vocé terd de fazer
uma associa¢ao dentre todos os filmes disponiveis e escolher o que mais lhe agrada.
Depois da escolha do filme, vocé também deve agora fazer uma outra associagao: qual
hordrio mais conveniente para assistir ao filme dentre todos os horarios disponiveis
para o filme. Feita a escolha do filme e do hordrio, a atendente o pergunta em qual
cadeira vocé deseja sentar, mostrando-lhe a tela com as op¢bes disponiveis. Nessa
hora, vocé tera de fazer uma nova associa¢dao dentre todas as poltronas disponiveis
para se sentar vocé deve determinar uma. Vocé escolhe uma cadeira indicando para a
atendente a poltrona correspondente e lhe é emitido um bilhete com a suaidentificacao
de sua poltrona, sala e filme.

Dessa forma, hd uma regra especifica, por exemplo, que indica a qual poltrona
vocé deve se sentar. Ou seja, vocé tem exatamente uma poltrona, dentre as todas
existentes na sala, reservada para vocé para assistir ao filme e ninguém mais poderd
se sentar na poltrona que estd reservada para vocé. Logo qualquer outra pessoa que
também esteja na sala tem uma poltrona, designada a partir do momento da compra
do bilhete, diferente da sua. Existe uma relacao entre as pessoas da sala e as poltronas
existentes. Do mesmo modo, dentre todas as salas existentes do cinema, existe uma
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sala reservada que passard o filme no hordrio a que vocé deseja assistir e tal sala esta
indicada no seu bilhete. Ou seja, para cada sala do cinema esta associado um filme.

Sendo assim, podemos considerar, por exemplo, que estamos diante de dois
conjuntos: um formado por todas as pessoas que estdo numa mesma sala do cinema
para assistir a um filme determinado e um outro conjunto pelas cadeiras disponiveis.
Existe assim uma relagdo entre o primeiro e o segundo conjunto. Tal relagdo € dada
pelo bilhete que foi comprado e que associa a cada pessoa uma cadeira na sala.

Tal relagdo acima recebe o nome de funcdo de 4 em B. De maneira formal,

temos:

s

f:A—>B
x= f(x)

fde x). Denotamos por

A—L>B

x= f(x)

ou

f:4—> B, tal que y = f(x)

Definicdo 2.1 Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, uma fun¢do f:4—> B
(Lé-se funcdo f de A em B) é uma regra (ou conjunto de instruc¢ées) que diz
como associar cada elemento x € A a um Unico elemento y = f(x) € B (Lé-se

~

J

Assim, faremos uso da notagdo f'4 — B

alguns elementos importantes de uma fungdo:
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Dominio: O conjunto 4 ¢
chamado de dominio e serd
representado por D). O
dominio corresponde ao
conjunto dos elementos x € 4
para os quais existe ye B de
forma que y = f{x).

Contradominio: O conjunto B é
denominado de contradominio
e sera denotado por CD(f).

Imagem: Para cada elemento x

de 4, 0 elemento y= f(x)e B
é a imagem de x pela funcdo f.

tal que y = f(x) e podemos destacar

Dados dois conjuntos
ndo vazios A e
B, o produto
cartesiano de 4 por
B, denotado por

~

OO!?

(]

)
®e' >
v

AxB,éAxB={x y)xedyeB}

onde (x,y) é o par ordenado tendo

X como primeiro elemento e y como

segundo elemento. J4 umarelagdo R de
A em B é todo subconjunto do produto

cartesiano 4 x B.

Os elementos de B que sao imagens de algum elemento de 4, formam um
subconjunto de B, chamado conjunto imagem da funcdo f, denotamos por
Im(f). Em termos matematicos, Im(f) = {y € B|3x € A e y = f{x)}. Segue-se

entdo que Im(f) < CD(f).




* Lei de formac3o ou de correspondéncia: E uma regra que permite associar a
cadaelemento de 4 um elemento em B. Ou seja, € uma expressao matematica
que nos permitird definir como a funcdo serd representada. Dessa forma,
dadox € 4, determina-sey € Btal que (x, y) € feassim, f={(x,y)xe4,ye
Bey=fx)}. Logo, afuncao f tem alei de correspondéncia y = f{x).

* Diagrama de flechas: E usado para relacionar os elementos de dois conjuntos
A e B a partir da lei de correspondéncia. O conjunto 4 serd o conjunto de
partida (local de onde saird as flechas) a partir de cada um dos elementos de
A. Ja o conjunto B sera o conjunto de chegada, ou seja, local de onde chegara
as pontas das flechas que se conectara a um dos elementos de B (veja Figura
19). Em resumo, os elementos de A4 sdo levados ao elementos de B por meio
de flechas que simbolizam a correspondéncia definida pela fun¢do. Note que,
na figura 19, o conjunto C representa a imagem de f.

Figura 19 - Diagrama de flechas

A

f

Fonte: DEaD | IFCE

Mas nem todo diagrama de flechas representa uma funcdo. Deve ficar claro que
para ser uma fun¢ao todo elemento de 4 deve se relacionar com um Unico elemento
de B. Vejamos alguns exemplos do que acabamos de expor.

Exemplo 1: Observe os diagramas de flechas dados pela figura 20. Note que os
diagramas 1) e I1I) representam uma fun¢do haja vista que todo elemento de A estd
relacionado com um uUnico elemento de B. Observe ainda que apesar de no diagrama I)
existir dois elementos de 4 associados ao mesmo elemento de B, isso ndo é contrario a
definicdo de fun¢do. J& no diagrama Il) ndo temos uma fun¢do, pois observe que existe
um elemento de 4 que ndo estd relacionado com um elemento de B. Com relacao ao
diagrama III), o mesmo ndo representa uma fun¢do pois um mesmo elemento de 4
estd se relacionando com dois elementos de B (Tal relacdo deveria ser unica).
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Figura 20 - Diagrama de Flechas

A B

1)

IV)

f NAOE funcgo

Fonte: DEaD | IFCE

Exemplo 2: Considere os conjuntos A={a,b,c,d}e B={1,3,4,6,7}. Eles se

relacionam segundo a funcdo f : A — B definida pelo diagrama de flechas na figura 21.

Figura 21 - Funcdo fde 4 em B

Fonte: DEaD | IFCE

Nesse caso temos que D(f) = A4 = {a, b, ¢, d}, CD(f) = B = {1, 3, 4, 6, 7}.
Com rela¢do ao conjunto imagem, temos que Im(f) = {1, 3, 4} (O conjunto imagem
é formado apenas pelo elementos que estdo relacionados com os elementos do
conjunto A4 através das flechas.). Dizemos que: o nimero 1 é a imagem de q, pela
funcdo f. Escrevemos f(a) = 1; o nimero 3 é aimagem de ¢, pela funcdo f. Escrevemos
f(c) =3; onimero 4 é aimagem de b e d, pelafuncdo f. Escrevemos f(b) =4 e fid) = 4.
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Exemplo 3: Considere os conjuntos A ={ 0,1,2,3} e B ={ 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Eles serelacionam segundo afun¢do f : 4 — B definida pela férmula (regra, expressdo

ou lei) matemdtica f(x)=3x.

Tabela 1 - Lei de formacdo f'(x)=3x

X 3x fx)
0 3.0 0
1 3.1 3
2 32 6
3 33 9

Fonte: DEaD | IFCE

Na tabela 1 substituimos cada valor do dominio de f* na funcdo f{x) = 3x. (O
valor de x corresponde aos elementos do dominio de f). Fizemos isso substituindo
onde tinha x pelo valor desejado como mostra a tabela acima). Nesse caso temos que
D(fy=A4A=10,1,2 3}, CD(fy=B=1{0,1,2, 3,4,5, 6} elm(f) = {0, 2, 4, 6}. Note
que dada uma lei de formagdo podemos descobrir o valor de uma funcdo em qualquer
valor do seu dominio.

Exemplo 4: Retornando a situag¢ao descrita no inicio do tdpico, podemos concluir que
o conjunto 4 formado pelas pessoas que estdo na mesma sala para assistir um filme é
o dominio da func¢do e o conjunto B formado por todas as cadeiras disponiveis na sala
é denominado o contradominio. A imagem consiste do conjunto formado por todas
as cadeiras ocupadas. Caso a sala esteja lotada, o conjunto imagem coincide com o
conjunto B. Note ainda que ndo pode haver duas pessoas ocupando a mesma cadeira
e nem uma pessoa pode sentar em quantas cadeiras quiser.

Os elementos que formam o dominio e o contradominio de uma func¢dao podem
ser de qualquer natureza. Um tipo especial de func¢do sdo as fun¢des numéricas. Tais
funcdes apresentam como dominio e contradominio os conjuntos numéricos estudados
no tépico 2 da Aula 1. Trabalharemos nessa disciplina com as fung¢des reais de varidveis
reais. Ou seja, dados dois conjuntos 4 e B temos A R e B c R . Observe que como
R c R, eassimA e B podem ser o préprio conjunto dos nimeros reais. De maneira
formal, temos

Chamamos de func&o real de variavel real toda funcdo f: 4 — B tal que os
conjuntos 4 e B sdo subconjuntos do conjunto R dos nimeros reais.

Quando estivermos tratando de funcdo real de varidvel real sempre que
omitirmos o dominio e o contradominio, e definirmos apenas a lei de formacao da
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funcdo, ficard implicito que o dominio e o contradominio serd um subconjunto de R e
o contradominio serd o conjunto R dos niimeros reais. Observe ainda que o dominio

de uma funcdo corresponde a todos os nimeros x para os quais € possivel calcular f(x).

Exemplo 5: Considere a funcdo f(x) =2x—5. Para todo nimero real a, temos é sempre
possivel calcular f{a) e seu valor f(a)=2a—5 é um nimero real. Assim, D(f) =R

e CD(f)zR. Ja considerando a

‘ﬂ%

funcdo g(x)= i Para todo As fungbes mais
x-3 usadas na pratica sao
real a, diferente de 3, temos que as func¢bes reais de
varias varaveis. Mas,
g(a)= 4 ¢ um ndmero real. Note para  entendé-las,
a- temos que conhecer as fung¢des reais de
quepara a = 3,ovalorg(3)éindefinido variavel real.

(pois ndo podemos efetuar divisdo

por 0). Assim, D(g)={3}(o dominio é todos os numeros reais com exce¢do do
nimero 3) e CD(f)=R (pois para qualquer valor que de a # 3, temos que g(a)
existe). Jd dada a fun¢do A(x) = m Um nUmero real a pertencerd ao dominio de
hse 2a—4 >0 (poisaraiz quadradasé existe nosreais se o radicando for ndo negativo).
Resolvendo a inequacdo, chegaremos que a>2. Assim, D(h)={xeR|x>2} e
CD(f)=R. Na funcao i(x) = ¢, temos que ¢ é imagem de todos os elementos do
dominio R de i. Logo D(i)=R e CD(i)=R. Neste caso temos que um elemento
do contradominio pode ser imagem de infinitos elementos do dominio. Esta funcdo é

chamada de func¢do constante.

De agora em diante, sempre
que nos referirmos a uma fungao,

% &50523%0 ‘ ' A estaremos falando da funcdo real
( ¢ Existem outros sistemas
de coordenadas.
Podemos encontrar as
coordenadas polares,
cilindricas, esféricas
etc. Saiba um pouco sobre as coordenadas
polares acessando o site http://lwww.
ufrgs.br/napead/repositorio/objetos/
vetores/?p=coordenadas

de varidvel real. Estudaremos
agora como representar
geometricamente tal funcdo a
partir da sua lei de formacao.
Chamaremos estarepresentacdaode
grafico. Inicialmente relembremos
do sistema de coordenadas
cartesianas (ou retangulares).
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Dado um plano 7 qualquer, consideramos duas retas perpendiculares entre si,
x ey, concorrentes em 0. Dado um ponto P € 1, passamos por ele duasretasx’ey’,
. . ~ b . ~
paralelas a x e y, respectivamente. Sendo P, a interse¢do de x com y"e P, a interse¢do
de y com x’, temos que os nimeros P, e P, sdo as coordenadas cartesianas do ponto
P no sistema xOy.

Figura 22 - Representagao do ponto P no plano cartesiano

VA ,
P, Y |p

o - X'

| ! >
ol

e
s

Fonte: DEaD | IFCE

A fim de destacar alguns elementos importantes, podemos citar a abscissa
e ordenada do ponto P sdo, respectivamente, os nimeros reais X, ey, que estao
representados, respectivamente, por P, e P; Ja as coordenadas do ponto P sdo

formadas pelo par ordenado (xp,yp) , em que a primeira coordenada serd a abscissa

e a segunda coordenada sera a ordenada (no caso em questdo é dado por P = (P1 , P ) );

O sistema xOy é denominado sistema de eixo cartesianos ortogonal, onde o eixo x
(ou Ox) é o eixo das abscissas, 0 eixo y (ou Oy) é o eixo das ordenadas e O € a origem
do sistema; O plano 7 é chamado de plano cartesiano; O eixo das abscissas e o eixo
das ordenadas dividem o plano em quatro regides, denominadas de quadrantes. O
primeiro quadrante é formado pelos pontos que tem ambas as coordenadas positivas,
ja o segundo quadrante é formado pelos pontos que tem abscissa negativa e ordenada
positiva, no terceiro quadrante temos todos os pontos que apresentam as coordenadas
negativas, e no quarto quadrante tem-se os pontos que apresentam abscissa positiva e
ordenada negativa. (veja figura 23)
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Figura 23 - Quadrantes do Plano Cartesiano
by
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Fonte: DEaD | IFCE

Podemos entdo afirmar que todo ponto do plano pode ser representado por
um par ordenado de um sistema cartesiano. Da mesma forma, todo par ordenado em
um sistema é visto como ponto do plano. O conjunto de todos os pares ordenados é o

RzszR:{(x,y)|xeReyeR}.

Muitas informagdes sobre uma fun¢ao ficam bem evidentes quando estudamos
os seus graficos.

Definicdo 2.2 Seja f: 44— B uma funcdo real de variavel
real. Definimos o grafico de f, denotamos por G(f) , COMo

sendo o conjunto de todos os pares ordenados (x,y), do

plano cartesiano, tais que y € B é aimagem de x € 4, pela

fungdo f. Assim, G(f):{(x,y)|xeAey:f(x)eB}.

Com o gréfico de uma fungdo f, podemos determinar seu dominio e imagem da
seguinte maneira: o dominio correspondera ao conjunto formado pelas abscissas dos
pontos do gréfico de f'enquanto que a imagem corresponderd ao conjunto formado
pelas ordenadas dos pontos do gréfico de f. Além disso temos que nem todo gréfico do
plano cartesiano estd associado a uma fung¢do. Para verificarmos isso, devemos tracar,
pelos pontos do dominio, retas paralelas ao eixo y, e se observarmos cada uma destas
retas, elas devem cortar o gréfico de f em apenas um ponto. Caso isso ndo aconteca,
dizemos que o grafico ndo representa uma funcao.
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Exemplo 6: Observe os graficos a seguir

Figura 24 - Representacdo de graficos

A A

1,

Fonte: DEaD | IFCE

Note que o segundo e o terceiro grafico ndo representam nenhuma fun¢do, pois
dada uma reta vertical paralela ao eixo y, ela corta o grafico em dois pontos distintos.
Nos demais caso, temos que o grafico se trata de uma funcdo y = f(x).

Exemplo 7: Note, a partir da figura 25, que o gréfico de f esta definido no eixo x no
intervalo [2, 4], ou seja, D(f) = [2,4]. Agora se observamos o eixo y vemos que 0
grafico de festa definido no intervalo [ 1, 5], ou seja, Im(f) = [1, 5] .

Figura 25 - Dominio e Imagem a partir do gréfico de f°

yl\
5 ______ 1
Imagem : Gréfico de f
e\
v ' > X
0 2 T 4
Dominio

Fonte: DEaD | IFCE
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Exemplo 8: Considere a funcdo f:4—> IR, em que A= {uuuu } tal que
f(x)=x—1.Um dos métodos para a construcdo do grafico de f serd inicialmente a
construcdo de uma tabela com todos os pontos do dominio de f. Depois, para cada
valor de dominio, calcularemos a sua imagem através da lei de formagdo da funcdo f.
Depois, marcamos os pontos encontrados no plano cartesiano, como mostra a figura
abaixo. A tabela abaixo apresenta os valores dos pontos.

f=x—1 | (cA)
A)=1-1=0 (1, 0)
fiy=2—-1=1 @2, 1)
f3)=3-1=2 3,2)
fid)y=4_1=3 (4, 3)
f5)=5—1=4 (5, 4)

wm A W N~ =

Figura 26 - Grafico dafungdo f : 4 — IR ,talque f(x)=x-1

1y
ettt ’
S
2 *'
S *
SRR >

Fonte: DEaD | IFCE

Observe nafigura 26 que, como o dominio possuiapenas cinco ndmeros, o grafico
possui apenas cinco pontos. I1sso sempre ird ocorrer. Ou seja, o nimero de pontos de

um grafico é exatamente igual ao nimero de elementos do dominio da fungao.

Exemplo 9: Considere a funcdo f:R—>R, tal que f(x)=2x+1. Como
temos infinitos ndmeros no dominio, o grafico também possui infinitos
pontos. Dessa forma, para fazermos o esboco do gradfico devemos criar uma
tabela com alguns valores de x escolhidos do dominio da fun¢ao e associar
tais valores as suas imagens y=f(x). Depois para cada ponto (x, f(x))
associarmos a um ponto do plano cartesiano e, a partir daf, formarmos o grafico ligando
os pontos encontrados. Ao fazermos isso, notamos que o grafico se trata de umareta.
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X fx)=2x+1 (x, f(x))
-2 A2)=2.(-2)+1=-3 (-2,-3)
-1 fA-H=2.(-)+1=-1 (-1,-1)
0 f0)=2.0+1=1 (0,1)
A)=21+1=3 (1,3)
2 f2)=22+1=5 2,5)

Figura 27 - Graficodafuncdo f:R >R ,talque f(x)=2x+1
y

C
/ x

1 T T© 1T T T T T T T 1 T 7T
-0 -9 -8-7 -6 -5 -4 -3 -2 - 1 2 3 45 6 7 8 10011 12 13

o -

Fonte: DEaD | IFCE

Veremos a seguir 0 que sdo 0s zeros ou raizes de uma fun¢ao e como identifica-
los no gréfico e, além disso, estudaremos quando que um gréfico de uma func¢ao cresce
ou decresce.

Defini¢do 2.3 Chamamos de zero ouraiz de uma fungao
a abscissa x tal que sua imagem € o niumero zero. Em
outras palavras, a raiz de uma fun¢&o f'sera a solucdo
da equagdo flx) = 0.

7

Graficamente, a raiz da funcdo é encontrada quando o grafico da mesma
intersecta o eixo das abscissas. No grafico (figura 28), as raizes sdo os nimeros 8:1 e f;z.

26204

P
[ < .
| Nem todas as fungbes possuem zeros ou raizes. Por exemplo, a

. 1
funcdo f:R — R, tal que f(x) =— ndo possui nenhuma raiz.
X

De fato, ndo existe solu¢do para a equacdo —=0.
X
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Figura 28 - Raizes da funcdo f

ENL_ T, b

Fonte: DEaD | IFCE

Assim, quando dizemos que queremos estudar o comportamento de uma
funcao num subconjunto do seu dominio, isso significa que queremos analisar para
quais intervalos temos que o grafico da funcdo cresce ou decresce.

Defini¢do 2.4 Seja f uma fun¢do real de varidvel real. Dizemos

que f é crescente em Dc R, se para todo x,,x, €D,

com x,<Xx,, tivermos f(x1)<f(x2). Dizemos que f ¢é

decrescenteem D — R, se paratodo x,,x, € D com x,<x,,

tivermos f(x,)> f(x,).

Figura 29 - Gréfico de uma fung¢do

y

)

Q\“
PN

Fonte: DEaD | IFCE
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Analisando o grafico da figura 29, temos que a funcdo é crescente nos intervalos
[a,c] e [d,e]. De fato, dados quaisquer x,, x, € [a,c], com x,<x,, temos, por
observacdo do grafico, que f(x;)< f(x,). Isso ocorre com o intervalo [d,e].
J4 a funcdo é decrescente nos intervalos [c,d] e [e,b]. De fato, dados quaisquer
X, x, € [a,c] com x,<x,, temos, por observacdo do grafico, que f(x,)> f(x,).

Isso ocorre com o intervalo [e,b].

Exemplo 10: Fazendo a anadlise do grafico da figura 30, temos que os pontos 4 e B
apresentam a mesma imagem, ou seja, f(—3)= f(3) =3. Isso ocorre para os pontos
Pe Q, ouseja, f(—8)=f(8)=8. 0 dominio de f'é [-8,8] e sua imagem é [0,8].
Temos que 0 é raiz de f. Além disso, f é decrescente no intervalo [—8,0] e crescente no

intervalo [0,8]. Observe ainda que ndo existe x € R tal que f(x)<0.

Figura 30 - Fun¢do num determinado subconjunto

y

\©

=)

g &N

_— N W A

X
-11-10-9 -8 -7-6 5 4-3 210 12345 6 7 89 10

Fonte: DEaD | IFCE

Muitas vezes, a partir do grafico de uma func¢ao ja conhecida, podemos tragar
outros graficos. Esse processo € feito através do que chamamos de transformacgées
geométricas no plano.

De um modo geral, uma transformacao geométrica € uma funcdo que a cada
ponto do plano associa a um outro ponto do plano através de uma regra. As mais
conhecidas que estudaremos serdo as transla¢des e reflexdes. Vamos estudar o
que sdo esses processos e como o utilizamos na determinacdo de outros graficos.
Comecemos pela translag¢do.

De maneira intuitiva, transladar um grafico é mové-lo totalmente ou para
cima, ou para baixo, ou para a esquerda, ou para a direita, ou em ambas as direcdes.
Estudaremos as translac¢des verticais e horizontais.
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Defini¢ao 2.5 Uma translacao € uma transformagdao em que
todos os pontos de um gréfico se deslocam numa mesma
direcdo, sentido e de uma mesma distancia. Essa distancia
pode ser vertical, horizontal ou combinag¢dao de ambas.

* Translacdo vertical: Considere as funcbes f:4—>R e g:4—> R, tais

que g(x)=f(x)+c,emque ceR e AcR. O gréfico da funcdo g € uma
translacdo vertical do grafico da funcdo f. De fato, para todo a € 4, temos
g(a)= f(a)+c, isto &, aimagem de a pela funcdo g é igual a imagem de a
pela funcdo f, adicionando c. Se ¢ > 0, o grafico de g é a transla¢do do grafico
de fpara cima c unidades. Se ¢ < 0, o grafico de g a translacdo do grafico de f

de | c| unidades para baixo. Observe as figuras 31a e 31b. Na primeira, temos
¢ >0.Nasegundatemos ¢<0.

Figura 31a - O grafico de Figura 31b - O gréfico de
f(x)+c,onde ¢>0 f(x)+c,onde c¢<0

YA y=flx)+c V4 y=/x)

desloca

desloca
el
unidades

el
unidades

/

Fonte: DEaD | IFCE Fonte: DEaD | IFCE

Exemplo 11: Note, na figura 32, que, conhecendo o gréfico da funcio y=x’,
podemos determinar os demais gréficos dados da seguinte forma: o grafico da funcao
y=x"+3 foi obtida da funcdo y=x" fazendo uma translacdo vertical para cima
de 3 unidades (c =3 > 0) na direcio do eixo y; ja o grafico da funcdo y =x’ -3 foi
obtida da funcdo y =x’ fazendo uma translaco vertical para baixo de 3 unidades

(c=-3<0 = |c|=3) nadiregdo do eixo y.
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Figura 32 - Translagao do gréfico y = x’

y

A
12
11

S
<
Il
=
[}
_I_
W

—_— N WSRO0 O

Fonte: DEaD | IFCE

» Translacdo horizontal: Considere as fun¢ées f:4—> R e g: 4—> R, tais

que g(x)=f(x—c),emque ceR e AcR. O grafico da funcdo g é uma
translacdo horizontal do grafico da fung¢do f. De fato, para todo a € 4, temos
g(a)= f(a—c), isto é, a imagem de a pela funcdo g é igual a imagem da
abscissa a —c pelafuncdof. Se ¢ >0, aimagem de g, pela funcdo g, é igual a
imagem da abscissa a — ¢ (que esta a esquerda de a), pela funcdo f. Por isso,
o grafico de g é o grafico de f deslocado para direita. Se ¢ <0, aimagem de
a, pela funcdo g, é igual a imagem da abscissa @ —c (que estd a direita de a),

pelafuncdo f. Porisso, o grafico de g é o grafico de fdeslocado para esquerda.

Nas figura 33, temos o grafico da fun¢ao y=f(x) e suas translagoes

tanto para direita (y=f(x—c), comc>0), quanto para a esquerda

(y=f(x—c), comc<0).
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Figura 33a - O grafico de f(x—c), comce>0
y

3

[\S}

54 3 2

4

Fonte: DEaD | IFCE

Figura 33b - O gréfico de f(x—c), comc<0
y
3

2

g

Fonte: DEaD | IFCE

Exemplo 12: Note, na figura 34, que, conhecendo o grafico da funcdo y=x’,

podemos determinar os demais gréficos dados da seguinte forma: o grafico da

funcdo y = (x—3)2 foi obtido da funcdo y = x” fazendo uma translacio horizontal
para a direita de 3 unidades (¢ =3 > 0) na direcdo do eixo x; ja o grafico da funcao

y= (x+3)2 foi obtida da funcdo y = x* fazendo uma translacdo horizontal para a

direita de 3 unidades (¢ = -3 <0 =|c|=3) nadirecdo do eixo x .
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Figura 34 - Translagdo do grafico y = x’

y=(x+3) | v=x y=(x-3)
1
1
1
1
1
1
1
9
8
7
4
3
2
7 -5 4 -3 -2 101234567

Fonte: DEaD | IFCE

Portanto, dependendo da expressdao matematica da fungdo, a translagdo serd
horizontal ou vertical. Agora estudaremos qual expressdao matematica nos fornece
uma reflexao de um grafico de uma fun¢do ja conhecida. Vamos inicialmente entender
o que é areflexdo de um ponto em torno de uma reta.

Defini¢do 2.6 Uma reflexdo de um ponto 4, em torno de
uma reta r, chamada de eixo de reflexdo ou simetria, é a
transformacdo que associa 4 ao seu simétrico 4", emrelacdo
ar.Ou seja, r é a mediatriz do segmento A4".

Da definicdo acima, podemos concluir que as distanciasde A e 4" aretaréa
mesma. A figura abaixo ilustra a situacdo descrita acima.

Figura3s- A’ é areflexdo do ponto 4 emrelacdo areta 7

A

Fonte: DEaD | IFCE
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Podemos definir a reflexdo de um grafico em relacdao a umaretar, como sendo a
reflexdo de todos os pontos deste grafico em relacdo a reta r. Dessa forma, podemos
considerar duas formas de reflexao:

* Reflexdo em rela¢do ao eixo y: Considere as funcdes f: 4 >R e g: 4> R,
em que AcR e g(x)= f(—x). O gréfico da funcdo g é uma reflexdo
do gréfico de f, em rela¢do ao eixo y. De fato, para todo a € A temos
g(a)= f(—a), isto é, a imagem de a, pela fun¢do g, é igual a imagem de

—a, pelafuncdo f.

52 Figura 36 - Reflex@o de graficos em relagdo ao eixo y
y
y=f=x T r=Av
7
6
5
4
3
2
1
>x

Fonte: DEaD | IFCE

* Reflexdo em relagdo ao eixo x: Considere asfuncbes f: 4 >R e g: 4> R,
onde Ac R e g(x)= f(—x).0graficodafuncdo g éumareflexdodografico
de f, emrelacdo ao eixo x . De fato, paratodo a € 4, temos g(a)=—f(a),

isto €, aimagem de a, pela fun¢do g, é igual ao oposto de a, pela funcdo f.

Matematica Basica |



Figura 37 - Reflexao de graficos em relagao ao eixo x

Ia y =fix)

y =-fx)

Fonte: DEaD | IFCE

Exemplo 13: Na figura 38a, temos o gréfico da funcdo y = f(x) (em vermelho) e, a
partir dele, obtivemos a sua reflexdao em torno do eixo y, obtendo o grafico emroxo da
funcdo g, dado por g(x)= f(—x).Vemos que, para cada ponto do gréfico de f, foi
levado para o lado oposto em relacdo ao eixo y formando assim o grafico de g.Jana
figura 38b, temos o grafico da funcdo y = f(x) (em verde) e, a partir dele, obtivemos
a sua reflexdo em torno do eixo x, obtendo o grafico em vermelho da funcao g, dado
por g(x)=—f(x), ou seja, cada ponto do gréfico de f foilevado para o lado oposto
em relagdo ao eixo x formando assim o graficode g.
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Figura 38a - O graficode f(—x)
y A

g | y =£x)
g(x) = f-x)

Fonte: DEaD | IFCE

Figura 38b - O grafico de — f(x)

y=/x)

353252 -15-105/70] 011,52 253354455 X

g(x) = fx)

Fonte: DEaD | IFCE

Encerramos aqui nosso primeiro tépico. Nele estudamos as no¢des basicas de
fun¢bes, bem como a construcdo de graficos. Falamos também sobre as translacdes e
reflexdes de graficos. No préximo tdpico, estudaremos as fung¢des afins.
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Topico 2

Funcao afim

OBJETIVOS

= Conhecer a fun¢ao afim e a constru¢ao do seu grafico

* Reconhecer a equacdo de uma reta como consequéncia do grafico
da funcao afim

* Entender o estudo do sinal da funcdo afim e a aplicacdao deste
estudo para resolver alguns tipos de inequacdes

= (Caracterizar as fung¢oes lineares

Este tépico serd dedicado ao estudo de funcbes da forma f(x)zax+b.
Inicialmente considere a seguinte problematica.

Exemplo 14: A dona de casa Fernanda estd procurando um novo plano de satde, pois
seu antigo plano acabou ficando mais caro e fora da sua realidade. Ela costuma ir ao
médico, em média, umas quatro vezes ao més para se consultar. Fez algumas pesquisas
e encontrou dois planos satisfatdrios. Agora ela precisa decidir qual o novo plano de
saude que deve contratar: Plano A ou Plano B. Tais planos estdo sujeitos as seguintes
condi¢bes:

= Plano A: Cobra um valor fixo de R$ 230,00 e mais parcelas R$ 10,00 por

consulta.

= Plano B: Cobra um valor fixo de R$ 215,00 e mais parcelas R$ 20,00 por
consulta.

Dessa forma, qual o plano se tornaria mais econémico para Fernanda?

Seja x o nimero de consultas por més realizados por Fernanda. Agora vamos
considerar as leis de formacdo das fun¢Ges associadas aos planos A e B. Temos que
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os valores cobrados pelos planos A e B serdao f(x)=230+10x e g(x)=215+20x,
respectivamente. Fazendo uma estimativa de valores a serem pagos dependendo da
quantidade de consultas realizadas, obteremos a seguinte tabela:

Tabela 2: Estimativa de valores para os planos de saide Ae B

£(x)=230+10x

2(x)=215+20x

A »n B~ W DN

£(1)=230+10.1=230+10 =240
£(2)=230+10.2 =230+20 =250
£(3)=230+10.3=230+30 =260
£(4)=230+10.4 =230+40 =270
£(5)=230+10.5=230+50 = 280
£(6)=230+10.6 = 230+ 60 = 290

g(1)=215+20.1=215+20 =235
2(2)=215+20.2=215+40 =255
2(3)=215+203=215+60=275
2(4)=215+20.4=215+80 = 295
2(5)=215+20.5=215+100=315
2(6)=215+20.6=215+120=335

Fonte: DEaD | IFCE

Como Fernanda costuma fazer em média umas quatro consultas ao més
observamos, da Tabela 2, que o Plano A serda mais vantajoso para ela.

No exemplo

14, obtemos as segui

ntes funcbes f(x)=230+10x e

g(x)=215+20x. Tais fun¢bes sdo denominadas de fun¢des afins. De maneira
formal, temos que

Definicdo 2.7 Uma fun¢do afim é uma fun¢do f:R —>R dada por

f(x) = ax+b para todo x real, em que @ e b sdo nimeros reais dados e a =0.

Caso tivéssemos a=0 e b um nidmero real qualquer, a funcdo se tornaria

f(x) = b . Tal funcdo é denominada de funcdo constante.

e0¢ 90

v

W

verdade, o termo “fun¢do po

polinomial do 1° grau (ou func¢do do 1° grau).

Vocédeveestarseperguntandosefun¢aoafimefun¢aopolinomial
do 1°grau (ou funcdo do 1° grau) ndo se tratam da mesma coisa. Na

ja que ndo podemos calcular o grau de uma func¢do. Segundo Lima
(2009), a maioria dos nossos textos escolares refere-se a funcao
afim como fun¢do do primeiro grau. Esta nomenclatura sugere a
pergunta: o que é o grau de uma fun¢do? Fun¢do nao tem grau. O que possui grau
é um polinémio (quando a # 0, a expressao f(x) =ax+b é um polindmio do
primeiro grau). Portanto, sempre nos referiremos a fun¢do afim em vez de funcao

linomial do 1° grau” ndo faz sentido
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Como a#0 e b podem ser quaisquer numeros reais, temos alguns casos
particulares que merecem atencdo:
» Seb =0, temos que f(x)=ax e édenominada de fun¢ao linear.
» Sea=1eb=0,temosque f(x)=xeédenominada de funcdo identidade.
* Sea = [ e buma constante real diferente de zero, temos que f(x)=x+b e
é denominada de translagao(da fun¢ao identidade).
Muitas vezes, dada uma fun¢ao afim f(x) =ax+b, faz-se necessario

determinar seu valor em um determinado ponto x = x,, 0 que denominamos isso de
valor da fun¢do em um determinado ponto. Para fazer isso, basta substituir na funcao

onde existe x pelo valor de x, e ficaremos com f(x,)=ax,+b.

Como aplicagdo dos conceitos vistos acima, temos os seguintes exemplos:

Exemplo 15: Iremos determinar os [ o Majg
Para aprofundar um g %

valores de a e b nos seguintes casos: . o
pouco mais seus @

para a funcdo afim f:R —> R tal conhecimentos  a

que f(x)=3x—6 temos que a=3 respeito das funcées
e b=—-6. Além disso, para x =4, constantes acesse 0
temse  f(4)=34-6=12-6=6. site http://mundoeducacao.bol.uol.com.

br/matematica/funcao-constante.htm

Ja para a fun¢do afim g:R—>R

tal que g(x)=—x+5, temos
que a=-1 e b=5. Fazendo x=6, temse f(6)=—6+5=-1. Na funcdo
linear (e, portanto, funcdo afim) A:R—>R tal que A(x)= V3 x temos que
a=+3 e b=0. Para x=1 , tem-se f(1)= J3.1=+3. Na funcdo translagao
(da funcdo identidade), a qual também ¢é uma funcdo afim, 7:R > R tal que
h(x)=x—6, temos que a=1 e b=-6. Fazendo x=6, obtemos
h(6)=6—6=0; Parafuncdo constante j:R — R tal que i(x)=2 temosque a =0

e b=2.Para x =8, teremos i(8) = 2, ou seja, qualquer valor atribuido a x na funcdo
constante 7 ndo alterard o seu valor e ele permanecera sempre igual a 2.

Agora se fosse pedido para que vocé observasse as fun¢des afins do exemplo
15 e tirasse algumas conclusdes a seu respeito, provavelmente vocé responderia mas
0 que isso significa? Para qué que eu preciso observar tais funcbes? Na verdade, seria
necessario fazer uma representacdo visual desta fun¢do para observamos o seu
comportamento e tirarmos algumas conclusdes. Ou seja, por meio do grafico de uma
fun¢ao afim é possivel desvendar os seus segredos. Mas como fazer o seu grafico?
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Estudamos, no tdpico anterior, que o grafico de uma funcdo f:A —>B éo

conjunto dos pontos (x, y) do plano cartesiano, tal que y = f(x). Para a funcdo afim,
temos a teorema a seguir que nos dard um norte de como fazer sua representacao grafica:

Teorema 2.1 O grafico cartesiano da fun¢do afim é uma reta.

Demonstracao: Para demonstrarmos o teorema mostraremos que dados trés
pontos quaisquer do grafico, eles estardao sempre alinhados. Com efeito, sejam

A=(x,y),B=(x,,y,) e C=(x;,y;) trés pontos quaisquer do grifico de
y=f(x)=ax+b.Logo, teremos que
AeG(f)=y=f(x)=y =ax +b
BeG(f)=y,=f(x,)= y,=ax, +b
AeG(f)=y,=f(x)=>y,=ax; +b

Figura 39 - Grafico de uma fun¢do afim € umareta

C..-’
B i
N e 4 ;
A, .- ; .
Y1 ¢-:0 :
L : xl X2 X3
: X
Fonte: DEaD | IFCE
A Portanto, temos que

A distancia entre dois
pontos A=(x,) A=(x,,ax,+b), B=(x,,ax,+b)

e B:(xz,yz), que
indicamos por d(A,B)
é definida por

e C =(x;,ax;+b).  Suponha,
sem perda de generalidade,

que X, <Xx,<Xx;. Calcularemos
em seguida as distancias

d(4,B)=(x—x) +(»-».) d(4,C),d(A,B) e d(B,C) e

Vi

mostraremos entdo que uma das
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distancias, em particular d(A4,C), é a soma das outras duas d(4,B) e d(B,C). Em

termos matematicos, queremos mostrar que d(A4,C)=d(A,B)+d(B,C). Sendo
assim, teremos

d(4,C)= \/(xl —x,)’ +[ax, +b—(ax, +b)]’ = \/(xl —x,)’ +[ax, —ax,))’
d(4,C) = \/(xl —x,) +a’(x,—x,)" = \/(xl —x3)2.(1+a2) =(x,—X;) (1+a2)

Analogamente, encontraremos que d(A,B)=(x,—x )1+ a’) e
d(B,C) = (x, —x,)\/(1+a’) . Agora, observe que

d(A4,B)+d(B,C)=(x,—x)(1+ a’) +(x, =X,y (1 + a’)
d(4,B)+d(B,C)=J(1+a*).(x, —x, +x, — x,) =J(1+a*).(x, —x,) = d(4,C)
Portanto, trés pontos quaisquer do grafico da fun¢do afim f(x)=ax+b sdo sempre

colineares e assim, seu graficoé umareta. H

Do Teorema 2.1, o gréfico de uma fun¢do afim f(x) =ax+b é umaretar.Istoé,
os pontos (x, y) do plano que satisfazem aigualdade y = f(x) =ax+b estdo todos

alinhados. Concluimos assim que aequacdo y =ax+b,onde a,b € R ,éaequacdoda
reta 7. Geometricamente, podemos entdo dizer que o coeficiente b indica a ordenada

do ponto onde a reta (grafico da funcdo afim f(x) = ax+b) intersecta o eixo y. Com
efeito, note que, ao fazermos x =0 , obtemos f(0)=a.0+b=0+b=>b e obtemos

assim o ponto (0,b). Ja o coeficiente a é a inclinacdo (ou coeficiente angular) dessa
reta em relagdo ao eixo x.

Dessa forma, podemos agora tracar o grafico de uma funcao afim qualquer.
Usaremos ainda um dos axiomas bastante conhecido da geometria plana:

Axioma: Dois pontos distintos num plano, determinam uma unica reta.
Ora, dessa forma, para construirmos o grafico, basta marcar dois pontos do grafico no
plano cartesiano e tracar a reta que passa por esses pontos.

Exercicio resolvido 1: Construa o grafico da funcdo f:R — R dadapor f(x)=3x e

dafun¢do g:R — R dada por g(x)= %

Solu¢do: Faremos o grafico da funcdo f(x)=3x e deixaremos para o leitor a

X .
construcdo do grafico g(x) = > A construcado do grafico seguird os seguintes passos:
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Passo 1: inicialmente precisamos determinar dois pontos quaisquer que pertengam ao
grafico. Para isso, basta determinarmos dois valores para x e encontrarmos o valor de

f(x) correspondente. No nosso caso, iremos escolher os valores x =0 e x =2 (mas

vocé poderia escolher qualquer valor!).

Passo 2: iremos substituir esses valores em f(x).Para x =0 temos f(0)=3.0=0 e

para x=2 temos f(2)=3.2=6.

Passo 3: depois marcam-se os pontos encontrados no plano cartesiano. No nosso caso,

encontramos os pontos (0,0) e (2,6).

Passo 4: Por fim traca-se a reta que passa pelos pontos encontrados. A figura abaixo

ilustra o processo mencionado:

Figura 40 - Gréfico da funcdo f(x)=3x

A

Y

Fonte: DEaD | IFCE

Note, no exercicio resolvido 1, que
as funcdo sdo lineares, pois sao

da forma f(x)=ax, com a#0.
Observe que ainda que, se fizermos
x=0, temos que f(0)=a.0=0,
ou seja, f(0)=0. Portanto, ao
tracarmos o grafico de qualquer
funcdo linear, verificaremos que
ele sempre passard na origem, ou

seja, pelo ponto P =(0,0).
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Exercicio resolvido 2: Construa o gréfico dafuncdo f :R — R dadapor f(x)=-3x+6.

Solucdo: Como f(x)=-3x+6 é uma funcdo afim, temos que seu grafico serd uma
reta. Para construirmos seu grafico, precisamos apenas de dois pontos. Escolheremos
dois pontos estratégicos para facilitar a constru¢dao do gréfico. Primeiro, fazendo

x =0 e substituindo esse valor em f(x), teremos f(0)=-3.0+6=0+6=6, ou

seja, f(0)=6. Obtemos assim o ponto 4 =(0,6). Note que o ponto A4 apresenta
uma propriedade interessante: ele sera o ponto em que o grafico intersecta o eixo y,
ja que a sua coordenada x vale zero. Note que a ordenada do ponto 4 corresponde ao

valor de b na funcdo f(x)=-3x+6, ou seja, como foi visto acima, o coeficiente de
b é a ordenada do ponto onde o grafico intersecta o eixo y. Agora iremos determinar
0 ponto em que o grafico intersecta o eixo x, ou seja, onde a coordenada y sera zero.

Paraisso, basta fazermos y = f(x) =0 e encontrarmos o valor de x associado. Assim,
6
f(x)=0:>—3x+6:0:>—3x:—6:>3x:6:>x:5:>x=2

Logo, temos o ponto B =(2,0). Tal ponto é considerado o ponto em que o
grafico intersecta o eixo x. Observe ainda que a abscissa 2 é o valor de x que torna

f(x)=0. Denominamos a abscissa 2 de raiz da funcdo afim f(x)=-3x+6. Logo,
0 nimero 2 sera o Unico valor por onde o grafico cortara o eixo x. Abaixo, temos o
gréfico da fungao.

Figura 41 - Gréfico da funcdo f(x)=-3x+6

Ay

v

7 -6 5 4 3 -2

Fonte: DEaD | IFCE
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De maneira geral dada uma funcdo afim y = f(x) = ax+b temos que

{x=0:>y=a.0+b=0+b=b:>y=b

y:0:>ax+b:0:>ax:—b:>x:_é
a

b - . .
Dessa forma, os pontos (0,b) e (——,Oj sdo onde o gréfico intersecta,
a

respectivamente, o eixo y e o eixo x. Do que foi exposto acima, temos

Definicdo 2.8 Dada uma func¢do afim f(x)=ax+b, o nimero

b . : . A s :
x = —— é denominado raiz ou zero da fun¢do. Jd o coeficiente
a

b indicara a ordenada do ponto onde o grafico intersecta o y.

Exercicio resolvido 3: Determine o grafico da fun¢do f:R — R definida por
f(x)=—x+3.

Solucdo: Inicialmente, determinemos a sua raiz. Para isso, basta encontrar um
nimero que torne f(x)=0. Para a funcdo f(x)=-x+3 note que 3 é raiz, pois

f(3)=-3+3=0. Uma outra forma seria fazer f(x)=0 e resolver a equacdo e
encontrariamos o mesmo valor. Com efeito,

f(x)=0=—x+3=0=2>=-—x=-3=x=3
Dessa forma, ja temos que o ponto (3,0) é o ponto em que o grafico intersecta

o eixo x. Note que, como o coeficiente b da funcdo vale 3, temos que o ponto (0,3) é
o ponto onde o grafico intersecta o eixo y. Segue abaixo o grafico solicitado
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Figura 42 - Gréfico da fungdo f(x)=-x+3
Ay

Fonte: DEaD | IFCE

Como vimos no Teorema 2.2, o grafico de uma fun¢do afim f(x)=ax+b
é uma reta e, dessa forma, precisamos apenas de dois pontos para determinar um

reta de modo Unico. Portanto, se conhecermos dois valores f(x,) e f(x,) def, com

X, # X, , poderemos determinar os valores dos coeficientes a e b. Com efeito, sendo
f(x)=ax+b,teremos

S(x)=ax +b

Foo)=ax, +p| TS )= an tbman +b=ax, —an =

jf(xZ)_f(xl):a(xz_xl):a=M
X, — X

Agora, substituindo o valor de a :M em f(x,)=ax, +b, teremos
—-X

Xy =X

f(x1) = ax, +b:>b=f(x1)_x1(f(xz)_f(xl)]= f(xl)'(xz _xl)_xl(f(xz)_f(xl))

Xy =X Xy =X

f(x1)'x2 _f(xl)-xl _xl'f(x2)+x1'f(x1) — f(x1)-x2 _x1-f(xz)

X, =X

X, =X

Portanto, na resolucao de problemas deste tipo, pode-se memorizar a fédrmula ou fazer
o processo descrito com os valores que forem informados na quest3o.
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Exercicio resolvido 4: Determine a funcdo afim f:R — R definida f(x) =ax+b
sabendo que f(l) =2e f(4) =6.
Solugdo: Iremos imitar o processo acima para determinar os valoresde a e b atravésda

f(1)=2 a.1+b=2:>{ a+tb=2 (I

lucso do sistema. L -
resoltian do sistema Ogo{f(4):6 ad+b=6 |da+b=6 (I

Fazendo, membro a membro (II) — (I), obteremos

4a+b—(a+b):6—2:>3a:4:>a:§

Substituindo o valor de a, por exemplo, na equacao (1), teremos
- 2
arb=2=tip=2mp=2-top=0"0 2
3 3 3 3

4 2
Portanto, a funcdo procurada é f(x) = §x+§.

Encontramos acima que dados os valores f(xl) e f(xz) de f(x) =ax+b,

f(x)=f(x)

Xy =X

com X, # x, entdao a = . De modo geral, dados dois numeros reais x e

x+h com h#0, entdo

a:f(x+h)—f(x):a:f(x+h)—f(x)
X+h-x h

Dessa forma, o coeficiente a € a taxa de variacdo (ou de crescimento) da funcao
fnum intervalo cujos extremos sdoxe x+/.

Sendo assim, veremos, no préximo teorema, que, dependendo do sinal de a
(positivo ou negativo), podemos determinar se a funcdo sera crescente ou decrescente.

Teorema 2.2 Dada uma funcdo afim f:R —> R dada por
f(x) =ax+b.

i) Se o coeficiente a for positivo entdo a fun¢do fé crescente.
ii) Se o coeficiente a for negativo entdo a fun¢do fé crescente.

Demonstra¢do: Demonstraremos o caso i). O caso ii) segue de forma andloga e sera
deixado como exercicio para o leitor. No caso i), mostraremos que, se o coeficiente
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a >0, entdo fserd crescente. Com efeito, considere dois niimeros reais x, e x, tal que

X, < X,. Calculemos o valor da diferenca f(x,)— f(x,) . Temos que
f(x,) = f(x)=ax,+b—(ax, +b)=ax, +b—ax,—b=ax, —ax, =a(x, —x,) >0

pois a >0 e como x, <x, significa que x, —x, > 0. Assim o produto de dois nimeros
reais positivos € ainda positivo. Temos assim que f(x,)— f(x,)>0, ou seja,

f(x))< f(x,). Portanto, como x, <x, obtemos f(x,)< f(x,), o que garante que
fé crescente. [

Se retornamos ao exemplo 32, note que a fungado f(x) =2x+1 tem coeficiente
a=2>0 e, portanto, do Teorema 2.2, a func¢do é crescente. J4 no exemplo 33, a

funcdo f(x):—3x+6 tem coeficiente a=-3<0 e, portanto, do Teorema 2.2, a
funcao € decrescente.

De maneira intuitiva, para saber se uma funcdo é crescente ou decrescente,
basta analisarmos o seu gréfico da esquerda para a direita. Se, a medida que formos
considerando valores de x cada vez maiores, observamos que os valores de f(x)
também aumentam, entdo f'sera crescente (como pode ser visto na figura 40), caso
contrario, f sera decrescente (veja a figura 41).

Exemplo 16: Considere a funcdo f : R — R definida por f(x) =2x+4.Note que -2
é raiz de f(x), pois f(—Z) = 2.(—2)+4 =—4+4=0.Note ainda b =4 e, portanto,
o grafico intersecta o eixo y no ponto (0,4). Observe que a=2>0 e, portanto, a

funcao € crescente. Observe abaixo o grafico da func¢ao.

Figura 43 - Grafico da fun¢do f(x) =2x+4

v

Fonte: DEaD | IFCE
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Note que, no grafico da figura 43, podemos descobrir para que valores

de x temos f(x)>0, f(x)=0 ou f(x)<0. De fato, basta observar em quais
intervalos o gréfico estd acima ou abaixo do eixo x. Quando ele estd acima, temos

f(x) <0 e quando esta abaixo, temos f(x) < 0. Por exemplo, note que, para x =1,
tem-se f(l) > 0 (observe no grafico que o valor da imagem associada ao nimero 1 se

encontra acima do eixo x). Por outro lado, note que, para x =-3 , tem-se f(—3) <0
(observe no gréfico que o valor da imagem associada ao nimero —3 se encontra
abaixo do eixo x). De forma geral, para f(x) =2x+4, temos que

x=—2:f(x):0 x=-2 :f(x)zO
x<-2= f(x)<0 ou { xe(-o,-2) = f(x)<0
x>—2:>f(x)>0 xe(—Z,oo) :>f(x)>0

Isso que acabamos de analisar é chamado do estudo do sinal da funcao, ou seja, fazer
o estudo do sinal de uma fungdo consiste em determinar os valores de x que tornem

f(x)>0,f(x):O ou f(x)<0.

Iremos agora realizar o estudo do sinal de uma fun¢do afim f(x)zax+b.

Inicialmente lembremos que sua raiz é Unica e dada pelo nimero x =——, ou seja,
b b b 4

para x=-—, temos que f(—— =a|——|+b=-b+b=0. Agora facamos a
a a a

analise de dois casos:

Caso a > 0: Neste caso, a funcdo é crescente. Dessa forma:

b b b b
x<—;:>f(x)<f(—;):>f(x)<0ex>—;:>f(x)>f(—;

j:>f(x)>0.

Em resumo, temos:

xz—g:>f(x)20

x<—2:>f(x)<0
a

x>—2:>f(x)>0
a
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Figura 44 - Estudo do sinal da func¢do afim crescente

Fonte: DEaD | IFCE

De forma intuitiva, quando temos a >0, se considerarmos qualquer valor de x
maior do que a raiz, teremos que a funcdo assume valores positivos, caso contrdrio,
assumira valores negativos (figura 44).

Para fazermos o esbogo do grafico do estudo do sinal, inicialmente tracamos
uma reta horizontal para representar o eixo x. Depois no eixo x, marcamos o valor da
raiz. Feito isso, verificamos o sinal de a que, no caso em questdo, é maior do que zero
(a>0). Por fim, sendo a >0, temos que a funcdo serd crescente e entdo tracamos
uma reta ndo horizontal que intersecta o eixo x na raiz da fun¢do (veja figura 44).

Caso a < 0: Neste caso, a funcdo é decrescente. Dessa forma:

b]:f(x)<0

a

x<—2:>f(x)>f(—2j:>f(x)>0 ex>—2:>f(x)<f(
a a a

Em resumo, temos:

x:—2:>f(x):O
a

x<—2:>f(x)>0
a

x>—2:>f(x)<0
a
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Figura 45 - Estudo do sinal da fungdo afim decrescente

Fonte: DEaD | IFCE

De forma intuitiva, quando temos a <0, se considerarmos qualquer valor de x
maior do que a raiz, teremos que a fun¢do assume valores negativos, caso contrdrio,
assumird valores positivos (figura 45).

Para fazermos o esbogo do grafico do estudo do sinal, inicialmente tracamos
uma reta horizontal para representar o eixo x. Depois no eixo x, marcamos o valor da
raiz. Feito isso, verificamos o sinal de a que, no caso em questao, é maior do que zero
(a<0).Porfim,sendo a <0, temos que a funcdo sera decrescente e entdo tracamos
uma reta ndo horizontal que intersecta o eixo x na raiz da fun¢do (veja Figura 45).

Exercicio resolvido 5: Faca o estudo do sinal da fun¢do afim f:R — R definida por
f(x)=-8x—-64

Solucdo: Inicialmente devemos determinar a raiz de f(x) =—8x—64. Paraisso, basta

fazermos f(x) =0.Assim:

4
f(x)=0:>—8x—64=0:>—8x=64:>8x=—64:>x=—%:>x=—8.
Note ainda que @ =—-8<0 e, portanto, a funcdo serd decrescente. Com base nisso,

teremos o seguinte esbo¢o do grafico do estudo do sinal
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Figura 46 - Estudo do sinal de f(x) =-8x—-64

_|_

Fonte: DEaD | IFCE

Dessa forma,

x=-8= f(x)=0 x=-8 :>f(x)=0
x>-8= f(x)<0 ou < xe(-8») = f(x)<0
x<—-8= f(x)>0 xe(—0,-8) = f(x)>0

Uma das aplicagdes do estudo do sinal é a resolu¢ao de inequacdes. Vamos
estudar agora o que sdo inequagdes e como utilizar o estudo do sinal da funcao
para resolvé-las. Sabemos que expressdes matematicas unidas por uma igualdade
sd0 denominadas de equacdo. Por exemplo, 5x° —4x=3x—1 e x’—x* —x+1=0.

Estudaremos agora expressdes que sao unidas por desigualdades. Chamamos isso de
inequac¢ao. De modo geral, temos

4 )

Definicdo 2.9 Sejam f e g duas funcGes reais de varidveis

reais. Chamamos de inequacao na varidvel x a qualquer uma
das sentencas: f(x)< g(x), f(x)<g(x), f(x)>g(x) ou

L f(x)Zg(x). )

Assim, podemos afirmar que as sentencas 5x2 —4x>3x—1, 5x* —4x<3x—1,
5x* —4x>3x—1, 5x> —4x <3x—1, sdo exemplos de inequacSes. Caso a inequacio

possa ser colocada em uma das formas ax+b<0,ax+b<0,ax+b>00uax+b>0,
denominamos de inequacgdo do 1° grau.

E como determinamos se um ndmero € solu¢ao de uma inequagao?

Aula 2 | Topico 2



70

Definicdo 2.10 Dada a inequacdo f(x)<g(x). Uma solu¢do para uma

inequagao é um numero real X, que satisfaz a desigualdade f(xo) < g(xo).
O conjunto formado por todos os nimeros que sao solu¢des para a inequacado é

chamado conjunto solu¢ao da inequacao.

Exemplo 17: Nos casos a seguir, iremos determinar se x, € ou nao solu¢do da
inequacdo dada. Se considerarmos a inequacdo x°-3x<2 e sendo x,=3
temos 3*-3.3<2=0<2 o que é verdade, ou seja, X, =3 ¢é solucdo de
x> =3x<2. J& se considerarmos a inequacdo x’—3x’>1 e sendo x,=2 temos
2°-3.2 >1=8-12>1= -4 >1 oquen3o é verdade, ou seja, x, =2 ndo é solucio

X =3x*>1.

Algumas inequagbes merecem destaque especiais que definiremos a seguir:

Defini¢do 2.11 Sejam f'e g duas funcGes reais na variavel x.

Chamamosdeinequagdes-produtoacadaumadasinequagdes

da forma f(x)-g(x)<0, f(x)-g(x) <0, f(x)-g(x)>0 ou

f(x).g(x) 20 e, de inequagdes-quociente, inequacdes da

SO o SO o Sy ou&SO-
gx) gl g g(x)

forma

Daremos agora alguns exemplos de inequacdes-produto e inequagdes-quociente
juntamente com o método de solugao de tais inequagdes.

Exercicio resolvido 6: (Inequagdo-produto) Resolva a inequacdo (x + 2) (2x - 1) >0.

Solu¢do: Queremos encontrar ay ,oo m°’6‘,
Existem outro N %
todos valores de x que tornam . . ~ od
tipo de inequacaio @
a  expressao (x+2)(2x—1) importante que
positiva. Para isso, vamos estudar precisam ser estudadas.
o sinal de cada uma das fung¢ées Sao denominadas
que comp&em a inequacio. Depois inequagdes simultaneas. Para saber mais
disso aplicaremos a regra do sinal sobre o assunto acessando o site http://
para a multiplicacio, ou seja, se soexercicios.com.br/plataforma/video-aula-
’ )
o produto é positivo, entdo ou os teoria/23611/inequacoes-simultaneas

Matematica Basica |



http://soexercicios.com.br/plataforma/video-aula-teoria/23611/inequacoes-simultaneas
http://soexercicios.com.br/plataforma/video-aula-teoria/23611/inequacoes-simultaneas
http://soexercicios.com.br/plataforma/video-aula-teoria/23611/inequacoes-simultaneas

dois fatores sdo positivos ou sdo negativos. Dessa forma, seguiremos os seguintes
passos:

Passo 1: Na inequacdo (x+ 2)(2x—1) >0, temos dois fatores que designaremos por
f(x) =x+2e g(x)=2x—1.
Passo 2: Faremos o estudo do sinal de cada um dos fatores do Passo 1.
. f(x) =x+2: Como a=1>0, o grafico de f serd crescente. Além disso,
temos que araiz sera f(x) =0=>x+2=0= x=-2.Afigura 47 nos mostra

como ficard o esbogo do grafico do estudo do sinal de f(x) =x+2.

f(x) <0, parax <-2
Logo, f(x) >0, parax > -2
f(x) =0, parax=-2

Figura 47 - Estudo do sinal da funcdo f(x) =x+2

Fonte: DEaD | IFCE

g(x) =2x-1: Como a=2>0, o grifico da funcdo g

serd crescente, também. Além disso, temos que a raiz serd
1

g(x)=0:>2x—1=0:>2x=1:>x=— . A figura 48 nos mostra

como ficard o esboco do grifico do estudo do sinal de g(x)=2x—1.
g(x)<0,parax<—
Logo, g(x) >0, parax >—

g(x) =0, parax =

N [— N~ N =
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Figura 48 - Estudo do sinal da funcdo g(x) =2x-1

_|_

Fonte: DEaD | IFCE

Passo 3: Para montarmos o quadro dos sinais, procederemos da seguinte forma: para
o preenchimento das duas primeiras linhas, iremos fazer a transposicao do esboco do
grafico do estudo do sinal das fun¢6es em questdo colocando apenas a raiz de cada
fun¢ao seguido dos sinais dos intervalos que tenham a raiz como um dos extremos.
Agora para completar a terceira linha, iremos aplicar a regra dos sinais para a

multiplicacdo f(x)-g(x) = (x—2)-(2x—1) e colocamos as raizes encontradas para
as duas func¢des. Por fim, marcamos na terceira linha os intervalos com uma linha mais
grossa indicando a solug¢ao da inequagao. Veja a figura.

Figura 49 - Estudo do sinal da fungdo f(x) . g(x) = (x - 2) . (2x —1)

fx) — u u

-4

v

v

g(x)
Sx) . g(x)

+

N T o . 4
w~ v

o

Fonte: DEaD | IFCE

Portanto, temos a solucdo S = { xeR|x<-2ou x> %} ou S= (—oo,—2)U(%,ooj )

Note ainda que, na figura 49, as raizes sao marcadas com uma bola aberta, pois
estamos interessados em saber quando que o produto das funcdes serd maior do que
zero e sabemos que nas raizes as fun¢des valem zero.
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Exercicio resolvido 7: (Inequagdo-quociente) Resolva a inequagdo >3.
Solugao: Inicialmente ajeitaremos a inequagao. Assim:
x—3.(x-2 x—3x+6 —2x+6
>23=> —320:#20:—203—20
x—2 x=2 x=2 x=2 x=2

Trata-se de uma inequacdo quociente. Seja f(x) =-2x+6eg (x) =x—2.Facamos
o estudo do sinal de cada uma dessas func¢des. Para f(x) =—-2x+6 , temos que sua

raiz vale 3 e sendo a =—-2<0, a funcdo é decrescente. Ja para g(x) =x—2, temos

que sua raiz vale 2 e sendo a=1>0, a funcdo serd crescente. A figura 50 ilustra o
esboco do estudo do sinal das fung¢des e, na figura 51, temos o quadro dos sinais:

Figura 50 - Estudo dos sinais de f(x) e g(x)

_I_

Fonte: DEaD | IFCE
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-2x+6 >

Figura 51 - Estudo do sinal da fun¢do 0
x=2
+ + -
f(x) : 43» >
- %) + I +
g(x) o : >
f(x) - 2 + 3 -

g(x) X

Fonte: DEaD | IFCE

Portanto, temos a solucdo S = {x eR|2<x< 3} ou S= (2,3]. Note ainda que, na
figura 51, 0 denominador ndo pode ser zero. Dessa forma, na solu¢do, o intervalo deve
ficar com a bola aberta no nimero 2. J4 o numero 3 fica com a bola fechada, pois o
numerador —2x + 6 pode ser zero.

Para finalizar, falaremos sobre a caracteriza¢do da fungao linear. A funcao linear é
omodelo matematico para os problemas de proporcionalidade. Uma proporcionalidade
pode ser caracterizada como direta ou indireta. De maneira intuitiva, dizemos que
duas grandezas sao proporcionais quando multiplicamos a quantidade de uma delas
por um determinado numero e temos que a quantidade da outra fica multiplicado
(diretamente proporcionais) ou dividida (inversamente proporcionais) pelo mesmo
nuimero. De maneira formal, temos

Uma proporcionalidade é dita ser direta se dada uma funcdo f:R— R

tem-se f(c.x) =c.f(x) quaisquer que sejam 0s numeros reais ¢ e x. Ja é dita

ser indireta se f(x) = f(x) ,onde c#0.
c

Observe agora que, como f(c.x)zc.f(x) para quaisquer que sejam ¢ e X,
entdo considerando azf(l) e fazendo x=1, obteremos f(c.l)zc .f(l), ou seja,
f(c):c .a, qualquer que seja c € R. Portanto, temos f(x)zax paratodo x e R.

E assim f¢é uma funcdo linear.

Do que foi exposto acima, concluimos que uma grandeza y € diretamente
proporcional a uma grandeza x se existe uma constante a, denominada de constante
de proporcionalidade, tal que y = ax qualquer que seja o valor de x. De forma andloga,
podemos fazer a mesma analise para a proporcionalidade inversa.
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Podemos agora entdo falar sobre o Teorema Fundamental da Proporcionalidade,
que nos permite determinar se uma fun¢do é ou ndo linear. A demonstragao o leitor
pode encontrar na referéncia 3 e pode ser enunciado como segue.

Teorema 2.3 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade) Seja

f :R — R uma fun¢do crescente. As seguintes afirmagdes sdo
equivalentes:

@) f(n.x)=n.f(x) paratodo ne€Z etodo xe R.
(b) Pondo a:f(l), tem-se f(x) = ax paratodo xe R.
(c) f(x+y)=f(x)+f(y) para quaisquer x,ye R.

Por fim, o teorema abaixo nos permite caracterizar quando uma fun¢do é
considerada uma fun¢do afim.

Teorema 2.4 Seja f:R —>R uma funcdo mondtona

injetiva. Se o acréscimo f(x+h) —f(x):(p(h) depender
apenas de s, mas ndo de x, entdo f é uma fungdo afim.

A demonstragao deste teorema é uma aplicagao do Teorema Fundamental da
Proporcionalidade e serd deixado como exercicio para o leitor.

Com a caracterizagdo das fung¢des lineares, encerramos a nossa segunda aula.
Nesta aula, estudamos, primeiramente, as funcdes que relacionam conjuntos quaisquer.
Depois estudamos aquelas que relacionam subconjuntos dos nimeros reais, isto &, as
funcdes reais de varidveis reais. Vimos como construir o grafico destas fun¢des no plano
cartesiano. A partir do grafico, conhecemos detalhes importantes da fun¢do, como suas
raizes, os intervalos de crescimento e decrescimento e o estudo do sinal.

No segundo tépico, estudamos a fungao afim. Vimos que seu grafico é uma reta
e que para construirmos sé precisamos marcar dois pontos e depois tracamos a reta.
Para sabermos se a reta é crescente ou decrescente, basta observarmos o sinal da
constante a. Fizemos o estudo do sinal da funcao e vimos que ele é fundamental para
resolvermos inequagdes. Estudamos ainda a caracterizacdo das funcdes lineares.

Na préxima aula, conheceremos as funcdes quadraticas e modulares. Além
disso, construiremos os seus graficos e resolveremos as inequag¢des do 2° grau e as
modulares.

Até a préxima aula.
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1. Dada a funcdo f:R—{l}—)R, f(x)=4x—_15, qual o elemento do
x_

dominio que tem imagem 3?

2. Dé o dominio das funcdes reais:

a. f(x)=+2x+6+12-4x

o h(x)z\/(1—2x)(3+4x)

4-x

3. Obtenha a equacdo da reta que passa pelos pontos (—2,5) e (3,3) .

4. Para quais valores de m a funcao f(x) =m(x—1)+3—x é crescente,
decrescente ou constante.

5. Resolva as inequacgdes:
a. (5-3x)(7-2x)(1-4x)<0

(3x+1)

' (2x+5)(5x+3)>0
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=
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2. a) D={xeR|—3£x£3}

.a) S= xeR—lesé e x=>—
4 3

by D= JCE]R—ES)CSl
4 2

Para m =1, a funcdo serd constante; Para m > 1, a funcdo sera crescente;

e para m <1, a fun¢do serd decrescente.
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Aula 3

Funcao Quadratica e Modular:
conceitos e aplicacées

Ola estudante,

Nesta aula, vamos conhecer duas fun¢des importantes: a funcao quadratica e
a fun¢ao modular. No tépico 1, estudaremos a funcao quadratica. Ela vem inspirando
cientistas desde a antiguidade até os dias de hoje. Por exemplo, Galileu, ao estudar
o movimento de objetos em queda, observou que, se desconsiderdassemos a
resisténcia do ar, o espaco percorrido por esses corpos descreveria uma funcdo
quadrdtica. Veremos que as fun¢bes quadradticas, assim como as fungdes afins,
podem ser representadas graficamente no plano cartesiano. A curva que descreve tal
representacdo é denominada de pardbola. As parabolas sdo bastante utilizadas pela
humanidade para a construcao de fardis de carros, fornos solares, antenas parabdlicas,
pontes, etc.

No tdpico 2, abordaremos as fun¢des modulares. Uma fun¢do modular é aquela
em que sua lei de formagdo possui uma varidvel dentro de um mddulo. Assim como a
fun¢do quadrdtica, a fungdo modular € bastante utilizada nas Engenharias e em outras
ciéncias. Uma de suas aplicagdes consiste no calculo de distancias. Encerraremos o
tépico 2discutindo como solucionar inequacdes modulares. Vamos a aula, entao?

Bom estudo a todos.

Objetivos

= Compreender os conceitos de fun¢ao quadratica e modular
* Entender o esbog¢o dos graficos das fun¢bes quadraticas e modulares

= Estudar aresolugao de equacgbes e inequagdes quadraticas e modulares
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Topico 1

Estudo da Funcao Quadratica

OBJETIVOS

= Entender o conceito da funcao quadratica e do seu estudo do sinal

* Estudar a aplicacdo do estudo do sinal da fun¢do na resolucao de
inequagdes

= Compreender a solu¢do de problemas com maximos e minimos de
fung¢des quadraticas

0l3, alunos (as),

Neste primeiro tdpico, estudaremos as fun¢des quadraticas. Conheceremos
sua forma candnica e veremos que seu grafico serd representado por uma curva
denominada de parabola. Alémdisso, a partir daforma candnica, encontraremos alguns
elementos importantes, como raizes, vértice, maximos e minimos. Resolveremos ainda
as inequagoes do segundo grau fazendo uso do estudo do sinal. E, por fim, faremos a
caracteriza¢do das func¢des quadraticas.

Comecaremos entdo com a seguinte defini¢do:

7

Definicdo 3.1 Uma funcdo quadriatica é uma fungdo
f:R—>R dada por f(x)=ax’+bx+c para todo x
real, em que a, b e ¢ sdo nimeros reais dados e a #0.

~ 2 e .
A expressdo ax” +bx+c, com a#0 serd denominada de
trindbmio do 2° grau.

A respeito da definicdo 3.1, podemos notar que, caso tivéssemos a =0,
encontrarfamos uma funcdo afim (assunto que foi estudado na aula passada). Observe
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ainda que, dada uma funcdo quadratica f(x)=ax’+bx+c, muitas vezes, faz-se

necessdrio conhecer o seu valor emum determinado ponto x = x,, 0 que denominamos
de valor da fun¢do em um determinado ponto. Para isso, basta substituir na funcao

onde existe x pelo valor de x, e ficaremos com f(x,) =ax; +bx, +c .

Como aplicagdo dos conceitos vistos acima, temos o seguinte exemplo:

Exemplo 1: Iremos determinar os valores de a, b e ¢ nos seguintes casos: para a fun¢do
quadratica f:R — R tal que f(x)=x>—3x—6, temos que a=1, b=—3 e c=—6.
Além disso, para x=5, tem-se f(5)=5"—-3.5-6=25-15-6=4. J4 para a funcdo
quadratica g:R—>R tal que g(x)=—5x—7x temos que a=—5, b==7 e
c=0. Fazendo x=3, temse f(3)=-53"-73=-45-21=-66. Na funcdo
quadratica h: R = R tal que A(x)=4x>+9 temos que a=4, b=0 e ¢c=9. Para
x=-1, tem-se h(-1)=4.(-1)’+9=4+9=13. Por fim, se considerarmos a funcio
quadratica i : R = R definida por i(x) = —x’, temos que a=—1,b=0 e c¢=0. Para
x=5 temos que i(5)=—5"=-25.

Outra observacio que surge é que, se tivermos ax” +bx+c=a'x’ +b"'x+c'
para todo xR, entdo a=a', b=b' e c=c'. Com efeito, como a igualdade
ax’ +bx+c=a'x’+b'x+c' vale paratodo xeR, em particular, considerando x = 0
obteremos que c=c'. Dessa forma, ficaremos com ax’+bx+c=a'x’+b'x para
todo x € R . Note que essa igualdade vale para todo x # 0. Colocando x em evidéncia
em ambos os membros de ax’+bx=a'x’*+b'x e cancelando o x, obteremos
que ax+b=a'x+b' vale para todo x# 0. Em particular, para x=1, teremos que

a+b=a'+b' e, para x=-1, teremos que —a+b=—a'+b'. Portanto temos o

seguinte sistema:

(3.1)

a+b=a'+b'
—-a+b=-a'+b'

Somando membro a membro ambas as equacGes do sistema (3.1), obteremos
2b=2b", ou seja, b=>b". Agora, substituindo b=>0"' na primeira equacgdo de (3.1),

obteremos que a=a'.

Com base na observagdo acima, podemos fazer a identificacao natural de que
a cada trindbmio do segundo grau podemos associar uma fun¢dao quadratica, de modo

que para cada x associamos o valor ax” +bx+c.

Vimos, do Exemplo 1, que todas as fun¢des quadraticas estao representadas na

forma f(x)= ax’ +bx+c.Uma pergunta natural nos vem a cabeca: serd que existe
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outra forma de representar uma funcdo quadrdtica? A resposta a pergunta é sim e tal
forma de representacao € denominada de forma canénica. Antes de representarmos
uma fun¢do quadrdtica na forma canénica, precisamos compreender o método de
completar o quadrado.

Vamos considerar o trindmio ax+bx+c. Inicialmente lembre-se do seguinte
produto notdvel

()ciry)2 =X £2.xy+)°

Seu segundo membro é denominado trinémio quadrado perfeito. Dessa forma,
completar o quadrado significa obter um trinbmio quadrado perfeito, ou seja, dada

a expressdo ax’ +bx+c queremos deixa-la no formato do “quadrado do primeiro
termo mais (ou menos) duas vezes o primeiro termo pelo segundo termo mais o
quadrado do segundo termo” . Vamos mostrar alguns exemplos de aplicacdo desse
método e depois faremos o caso geral.

Exemplo 2: Note que o trind6mio x> —6x+9 ¢ quadrado perfeito, pois podemos

escrevé-lo da seguinte forma: x° N&NMN (x)° 2 x 3 (3) (x 3)2. Ja o
trinémio x* —6x+13 n3o é um quadrado perfeito, pois ndo podemos deixa-lo na

forma (x—d)*. Mas podemos escrevé-lo da seguinte maneira:
X NENA3 ¥ 6x 9 4 (x F) 4
Dessa forma, conseguimos completar o quadrado de x*—6x+13. Note

que juntamente com o quadrado perfeito aparece um termo a mais, o nimero 4. A

expressdo (x—3)>+4 é denominada forma canénica de x* —6x+9.

Exemplo 3: Vamos completar o quadrado do trindmio x°+5x+15. Observe
5 .
inicialmente que x*+5x+15=(x)>+2.x.=+15. Ou seja, j4 temos o quadrado do
primeiro termo “ x>, temos também o dobro do primeiro termo pelo segundo termo
5 5
“2.x.—"”. Sendo assim, devemos ter que o segundo termo deve ser “5 ”” e assim seu

quadrado serd T . Dessa maneira, a fim de obtermos um trindmio quadrado perfeito,

podemos escrever x° +5x+15 da seguinte forma:
2 2
x2+5x+15=(x)2+2-x-§+15=(x)2+2-x-§+ 21 (2] 415
2 2 \2 2
35
+_
4

2 2
= (x)2 +2-x-§+(§] —?+15:(x+§j
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2
5 35 . .
A expressao (x+5 +7 é denominada forma candnica. Note que uma
das principais vantagens de se colocar na forma candnica € de conseguirmos isolar a

varidvel, no nosso caso x, dentro do quadrado. Isso sera util mais adiante.

Dessa forma, de maneira mais geral, dada uma funcdo quadrdtica

f(x)=ax® +bx+c temos que

(*) ) )
f(x):ax2+bx+c=a(x2+éx+£j =a x2+2.x.i+(ij —(iJ +<
a a 2a \2a 2a a

emque A= b* —4ac é denominado de discriminante da funcdo quadratica.Note que
no passo (*) aplicamos o método de completar o quadrado.

2
Agora fazendo m = —i ek= _A na expressao a(x+ij _A obtemos
2a 4a 2a 4a
f(x)=a(x—-m)’ +k (3.2)

que é denominada forma canénicade f(x) = ax’ +bx +c . Pode-se verificar ainda que
k= f(m).

Uma das primeiras aplicagdes da forma canénica é encontrar as raizes de uma
fun¢do quadratica. Para tanto, basta encontrarmos os valores de x para que tenhamos
f(x)=0.Assim:

2 2
A A
f(x)=0=a x+i) ——=0&<a (x+i -—|=0
2a 4a 2a 4a
b : A b 2 A
S|lxt+t— | ——5=0|x+— | =—
2a 4a 2a 4q
Observa-se que podem ocorrer trés casos possivel dependendo do sinal de A:

A
Caso 1: A > 0: Neste caso, podemos tirar a raiz da expressdao —-. Assim:
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Observa-se, neste caso, que a fun¢do quadratica apresenta duas raizes reais e distintas

“b+JA _-b=vA
a

dadas por x, = NEYE X, y

valera zero e assim teremos

Caso2: A =0 :Neste caso, teremos que a expressao —
a

(o) =iero(rvgs) =ar =gt
Xt— | == x+— | =—5|x+—| =
2a 4q 2a 4q 2a

b b
Sx+—=0x=——
2a 2a

Observa-se neste caso que a fun¢do quadrdtica apresenta duas raizes reais e iguais
b
dadas por x, = x, = —— . Neste caso, também podemos afirmar que possui uma raiz

2a
de multiplicidade dois.

Caso 3: A < 0: Neste caso, ndo existe raiz real para VA . Portanto a fun¢do quadratica
nao apresenta raiz real.

Em resumo, podemos dizer ent3ao que, se a funcao quadratica tiver raiz real, ela serd
calculada pela férmula

e TPEVA g
2a

emque A =b*> —4ac.Aférmula(3.3) é conhecida no Brasil como férmula de Bhaskara.

"

. = ° mQI‘s
A partir de (3.3), podemos Existe ainda uma grande N

discussao sobre se a 0?

féormula foi realmente

descoberta por

Bhaskara. Para entender

um pouco mais sobre esse assunto, acesse

—b+\/K —b—\/Z o link: http://www.mat.ufrgs.br/~portosil/
X = 2 e X,= 2 bhaka.html

as raizes da fun¢do quadrdtica

estabelecer uma relacdo entre

as raizes x

e x

,, conhecida

como rela¢des de Girard. Sejam

f(x)=ax® +bx+c.Temos que

—b+\/X+ —b—JA

2a 2a 2a 2a a

—b+JA-b-A _ 2b b

X tx, =
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“b+JA) [-b=vA) _ (b -(/A)

XX, = =
2a 2a 4q
3 b’ —A B bz—(b2—4ac) _ 4ac c
4a’ 4a* 4a’ a

Note ainda que, com base nas rela¢des de Girard, podemos obter a forma fatorada de

uma fung¢do quadratica. Com efeito,

f(x)=ax’+bx+c =a(x2 +2x+£] =a|:x2 —(—2)x+£:|
a a a a

= a[xz—(xl +x2)x+xl . xz:|=a(x2—x-x1 — XX, + X 'xz)
=a(x—xl)(x—x2)

~ ’ 2
emque x, e X, sdo asraizesde f(x)=ax"+bx+c.

Outra aplicacdo da forma canénica é no estudo de maximos e minimos da
fun¢ao quadrdtica. Inicialmente definiremos o conceito de maximo e minimo de uma
funcdo de uma varidvel real.

Definicdo 3.2 Seja f'uma funcdo de uma variavel real e D(f)
e Im(f) o dominio e a imagem da funcdo f, respectivamente.
Dizemos que o nimero y € Im(f) é o valor maximo de f se, e

somente se, y > f(x) paratodo x € D(f).Da mesma forma,
dizemos que o nimero y € Im(f) é o valor minimo de f, se e

somente se, ¥ < f(x) paratodo x € D(f).

Sendo assim, estamos interessados em determinar o valor maximo e o valor

minimo de uma fung¢do quadrdtica . Considere a forma canénica da func¢do quadratica

bY A bY
f(x)=a|l x+— | —— . Note que [x+— | 20 para todo xeR e que
2a 4a 2a

2

b

[x+2—) =0 quando x = o Analisemos agora dois casos possiveis:
a a
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Casot:a >0
Note que

2 2
(x+iJ >0 & a(x+ij >0
2a 2a

2
a x+i _A >0 _4 (:)f(x)z—A
2a 4a 4a 4a

A
Sendo assim, obtemos que f(x)2—4— para todo x real. Portanto, a
a

A ,
funcdo quadratica assume um valor minimo para y=—4—. Note ainda que
a

b A . e b
f| —— |=——/ ou seja, o valor minimo é atingido em x =——.
2a 4q 2a

Caso2:a <0
Observe que

2 2
x+i 20<:>a(x+ij <0
2a 2a
2
a x+i —ASO—AC>f(x)S—A
2a 4a 4a 4a

A
Sendo assim, obtemos que f(x)s—4— para todo x real. Portanto, a
a

A ,
funcdo quadratica assume um valor maximo para y=—4—. Note ainda que
a

b A . P
f| —— |=——/ ouseja, 0 valor maximo é atingido para x =——.
2a 4a 2a

A partir da compreensao dos dois casos acima, podemos entdo dizer que a

funcdo quadrética f(x)=ax’+bx+c assumird um valor maximo quando a < 0

b A
e um valor minimo quando @ > 0. O ponto V = (—2—, —4—) é denominado de
a a
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vértice da funcdo quadrética. Observe que esses valores aparecem na expressao (3.2)

da forma canénica.
Com base nos conceitos que foi discutido, vamos considerar alguns exemplos:

Exemplo 4: Seja f:R —>R a funcio quadratica definida por f(x)=x"—6x+5.
Temos que sua forma canénica é dada por

f(x)=x"=6x+5=(x)"=2-x-3+3 =3 +5=(x-3)" —4.
Com base na forma canénica, podemos encontrar as raizes de f fazendo f(x)=0:
(x-3) -4=0=(x-3) =4=>x-3=tJd=>x-3=20ux-3=2=x=5
oux=l1.

. ’ 2 ~ .
Assim as raizes de f(x)=x"—6x+5 sdo x, =1 e x, =5. Podemos ainda escrever
sua forma fatorada:

f(x)= a-(x—xl)-(x—xz) :1-(x—1)-(x—5) :(x—l)(x—S).
Observe que como @ =1>0, a funcdo f(x)=x"—6x+5 assume um valor minimo.
Fazendo uso da forma canénica, descobrimos que esse valor minimo vale -4. Além
disso, o ponto V = (3, — 4) é o vértice da funcdo quadrética f(x)=x>—6x+5.

Exemplo 5: Seja f:R — R a funcdo quadratica definida por f(x)=x"+5x+15.

. Lo , 5\ 35
Sua forma canlnica, que j& foi feita no Exemplo 3, é dada por x+5 +T .

Note que a funcdo f(x)=x"+5x+15 n3o apresenta raizes reais, Ppois
A=b*-dac=5"-4 -1-15=25-60=-35<0. Uma outra forma de visualizar
a ndo existéncia de raizes reais seria fazendo f(x)=0 a partir da forma canénica:
5 35 5V 35 5Y _
x+—| +—=0=>|x+—| =—— . Note que, como | x+— | >0, ndo podemos
2 4 2 4 2
ter o segundo membro um resultado negativo. Observe ainda como a=1>0,
a funcdo f(x)=x"+5x+15 assume um valor minimo. A partir da forma canénica,
35
descobrimos que esse valor vale —. Além disso, o vértice de f(x)=x"+5x+15 é
5 35

dado por V' :(——, j
2° 4

Vimos na aula passada que o grafico de uma fun¢do afim era uma reta.

Mostraremos agora que o grafico de uma fung¢do quadratica é uma pardbola.
Inicialmente precisaremos da seguinte definicao:
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Definicdo 3.3 Sejam uma reta d e um ponto F fora dela. A
parabola de foco F e diretriz d é o conjunto dos pontos do plano
que sdo equidistantes do ponto F e dareta d. Areta que contém
o foco e é perpendicular a diretriz chama-se o eixo da parabola.
Chama-se o vértice da pardbola, indicado pela letra V, o ponto
dessa curva que se encontra mais préximo da diretriz. O vértice
é o ponto médio do segmento formado pelo foco e aintersecdo
do eixo com a diretriz.

Figura 52 - Pardbola e seus elementos

Fonte: DEaD | IFCE

Observe na figura 52 que, caso o ponto F estivesse abaixo da reta d, a pardbola
mudaria de posicdo, ou seja, o que chamamos de concavidade da pardbola ficaria
invertida.

Considere a funcio quadratica f(x)=ax’+bx+c. Sua forma candnica
pode ser escrita na forma f(x)=a(x—m)*+k em que m:—2i e k:—%.
Sendo assim, para provarmos que o conjunto de pontos que sati?faz a igualdacée
y= ax’ +bx+c, com a #0é uma parabola, devemos considerar um ponto qualquer
da forma P =(x, ax’ +bx+c) e mostrar que P é equidistante do foco e da diretriz,

ou seja, que d(P, F)=d(P, d),em que F é o foco e d é areta diretriz da pardbola.
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Analisaremos os casos na forma de proposicao:

Proposicio 3.1 Seja f:R—>R definida por f(x)=x".
. . . : . 1 :
O grafico de f'é uma parabola cujo foco é F'=| 0, 2 e cuja

1
reta diretriz é a reta horizontal d : y = _Z .

Figura 53 - Grafico de f(x) =x’
Y

A

v

Fonte: DEaD | IFCE

Demonstragdo: De fato, dado P um ponto pertencente ao grafico de f, temos que

P =(x,x*).Temos ainda que F :(O,iJ ey= —%. Logo

2 2
d(P,F)= (x—0)2+(x2—lj = x2+(x2—lj :\/)c2+x4—2.x2.l+L
4 4 4 16

2 2 2
d(P,F)=\/x2+x4—x—+ =\/x4+x—+i= (x2)2+2.x2.l+(1]
2 16 2 16 4 4

2
d(P,F)= (x2+lj :x2+l
4 4 -
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2 2
Por outro lado, d(P,d):\/(x—x)2+(x2+Zj :\/(x2+z] :x2+%. Logo, o

resultado é valido. [ |

Analisaremos agora o formato do grafico de f(x) = ax’.
Proposicdo 3.2 Seja f:R — R definida por f(x)=ax>.0

1
grafico de f'é uma pardbola cujo foco é F = (0, Zj e cuja

1
reta diretriz é a reta horizontal d : y = a2
a

Figura 54 - Grafico de f'(x) = ax’

A

Y
ol
4a
qu a>0
d y——41—a X
ylk
r—{o.1)
4a
1
d y——z
X

o F

a<0

Fonte: DEaD | IFCE
Demonstracao: A demonstragao segue andloga ao caso anterior e serd deixada como
exercicio paravocé. W

Note que, na figura 54, o sinal do a altera a concavidade da parabola. Se a >0,
teremos que f(x)=ax’ terd concavidade para cima, caso contrario, apresentaré

concavidade para baixo.
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Proposicdo 3.3 Seja f :R — R definida por f(x)=a(x—m)*em que m é um

1
numero real. O grafico de fé uma pardbola cujo foco é F = (m,4—} e cujareta
a

1
diretriz é areta horizontal d : y =—— .

da

Figura 55 - Grafico de f(x) = a(x —m)’

y=ax
(\c,a(x—m)z)
m 1 x:
d -

Fonte: DEaD | IFCE

Demonstracdo: De fato, dado P um ponto pertencente ao grafico de f, temos que

P= (x,a(x—m)z).Temos ainda que F :(m,ij ey= —ﬁ. Logo

d(P,F)= \/x m)’ J{a(x—m)z—i}z

\/(x m)’ +a? (x—m)’ —2.a.(x—m)2.i+(%j2
Jete-m w13}

d(PF):\/ x m +(x m)’ %+(1J2

d(P,F

)
d(P,F)

4a

d(PsF) a(x m) +2a(x m) 4a+(LJ

4q

a

d(P,F)=\/(a(X—m)2 +ij =a(x—m)’ +4L
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Por outro lado,

d(P,d)=|(x—x)’ J{a(x—mf —(—%j }=\/(a(x—m)2+4ij
a a

d(P,d)=a(x—m)’ +L
4a

E assim o resultado € verificado. |

Observe que o grafico de f(x)=a(x—m)*> é obtido do grafico de f;(x) = ax’
pela translacdo horizontal que leva o eixo x = 0 no eixo x = m , ou seja,

(5Y) (x+m,y).

Proposicio 3.4 Seja f:R—>R  definida por

f(x)=a(x—m)*+k em que m e k sdo nimeros reais. O

1
grafico de f'é uma parabola cujo foco é F = (m,k+4—j e
a

1

cuja reta diretriz é areta horizontal d: y =k "1
a

Figura 56 - Grafico de f(x)=a(x—m)* +k

y:a(x—m)2+k

Fonte: DEaD | IFCE
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Note que o grafico de y = a(x—m)’ +k resulta do grafico f;(x)=a(x—m)’
pela translacdo vertical (x,y) > (x,y+k), que leva o eixo x naretay = ke areta

1 1
=—— nareta y=k——.
7 4a 4 4a

Demonstracdo: Segue-se de forma andloga a Proposicao 3.3 e serd deixada como
exercicio para o leitor.

o Majg Concluimos assim, da Proposi¢do
éo  Uma superficie parabdlica 3.4, que, toda funcdo quadrética
“@ € obtida quando apresenta como grafico uma
giramos a parabola em parabola. Notamos ainda,

torno de seu eixo. Tal dos casos analisados acima,

superficie apresenta
inumeras aplicacGes decorrentes da seguinte
propriedade geométrica da parabola: A
tangente a pardbola num ponto P faz dngulos
iguais com a paralela ao eixo e com a reta

que une o foco F a esse ponto. Para saber

que dada a funcdo quadrdtica

f(x)=ax* +bx+c quando a >0
a parabola é concava para cima
(ou seja, a parabola encontra-se
inteiramente sobre a diretriz) e

mais sobre o assunto e de como demonstrar que quando a<0 a pardbola é
essa propriedade acesse o link: https://www. cdncava para baixo (ou seja, a
youtube.com/watch?v=CAMQw6uRUMY pardbola encontra-se inteiramente

sob a diretriz). Observe ainda que

podemos tirar algumas conclusdes
sobre o grafico da fungado

quadrética f(x)=ax’ +bx+c:

O coeficiente ¢ indica a ordenada do ponto em que a parabola intersecta
0 eixo y, pois f(0)=a-0°+b.0+c =c. Portanto, o ponto P = (0, c) éo
ponto onde o gréfico intersecta o eixo y.

As abcissas dos pontos em que o gréafico intersecta o eixo x sdo as raizes
da equacdo. Logo, se A >0, o grafico intersecta o eixo x em dois pontos
distintos; se A =0 entdo o grafico intersecta o eixo x em Unico ponto e
para A <0 o grafico ndo intersecta o eixo x.

Matematica Basica |



https://www.youtube.com/watch%3Fv%3DCAmQw6uRUMY
https://www.youtube.com/watch%3Fv%3DCAmQw6uRUMY

O ponto médio do intervalo [xl,xz], em que X, e x, sdo as raizes da

funcdo quadrdtica, é a abscissa do vértice da parabola. Além disso, a

reta vertical x = —2— é o0 eixo de simetria da parabola Note ainda que,
a

quando a parabola é concava para cima, o vértice é ponto limite entre o

decrescimento e crescimento e no caso de concavidade para baixo é o

ponto limite entre o crescimento e decrescimento

O valor minimo e valor médximo de uma fun¢do quadrética é dado pelo

A

Y, =——". Para saber serd de maximo ou de minimo, devemos analisar
4a

o sinal do a.

O conjunto imagem no caso em que a > 0 é dada por
A , .

Im(f)= yeR|yZ—4— . Jad no caso em que a < 0 é dada por
a

Im(f)={yeR|yS—A}-
4a

Vejamos agora alguns exemplos dos conceitos que foram estudados até agora:

Exercicio resolvido 1: Determine o grafico das seguintes fun¢des quadraticas:
a) f(x)=-x"+8x-15

b) f(x)=x>—12x+36

Solucao:

a) Note que, como a=-1<0, a pardbola é céncava para baixo. Sendo c=-15,
temos que o grafico intersecta o eixo y no ponto P =(0,—15). Como sua forma
candnica é dada por f(x)=—(x—4)> +1, podemos entdo determinar suas raizes
que sdo dadas por —(x—4)’+1=0=(x—4)’=1=>x=5 ou x=3. Logo o
grafico intersecta o eixo x nos pontos 4, =(5,0) e 4, =(3,0). A forma fatorada
é dada por f(x)=(x—-3)(x—5). Ainda da forma candnica, temos que o vértice é

dado pelo ponto V' =(4,1). Logo f apresenta um valor maximo em x =4. Note

ainda que o conjunto imagem é dado por Im(f) = {y € ]R|y < 4} .
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Figura 57 - Graficos doExercicio resolvido 1

4
\ 4

rP:(O,—lS)

4P = (0,36)

V=(4) x

Fonte: DEaD | IFCE

b) Note que, como a=1>0, a pardbola é concava para cima. Sendo c=36,

temos que o grafico intersecta o eixo y no ponto P :(0,36). Como sua forma
candnica é dada por f(x)=(x—6)*, podemos entdo determinar suas raizes que
sdo dadas por (x—6)’ =0=x—6=0= x=6. Logo o grafico intersecta o eixo
x apenas no ponto A4, =(6,0). A forma fatorada é dada por f(x)= (x—6)°.

Ainda da forma candnica, temos que o vértice é dado pelo ponto V' =(6,0). Logo

fapresenta um valor minimo em x = 6 . Note ainda que o conjunto imagem é dado
por Im(f)={yeR|y20} .
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Exercicio resolvido 2: De todos os retangulos de perimetro 40 cm, determine o
retangulo que possui area maxima.

Soluc¢do: sejam x e y as medidas, em c¢m, dos lados de um retangulo. Como o
perimetro é 40, segue que 2x+2y =40, ou seja x+y=20. Assim, y=20—-x. A
drea A(x) desse retangulo serd dada por: A(x)=x(20-x)= A(x)=—-x"+20x,
com 0< x <20 .Como a=-1, existe um valor maximo de A(x) , que ocorre quando

2
x:—ﬁz——oz 10. Substituindo esse valor em A(x), obtemos que sua drea
2a 2(-1)

maxima sera de 100 cm?® Note ainda que as dimensdes do retangulo valem 10 e, na

verdade, a drea maxima ocorre quando temos um quadrado.

Figura 58 - Retangulo com dimensées x e 20 —x

A X D
Y g

20 -x 20 -x

B'_| < l_"c

Fonte: DEaD | IFCE

Agora iremos estudar o sinal da funcdo quadratica f(x) = ax” +bx +c, ou seja,
queremos encontrar os valores de x para os quais tenhamos f(x)=0, f(x)>0 e

f(x)<0. Para tanto, faremos uso da forma fatorada da fun¢do quadrética quando
A >0 e de suaforma canénica quando A <0.

Caso1: A>0.Como A >0, temos que a fungao quadrética apresenta duas raizes x;,
e x, reais e diferentes, ou seja, x; # x, . Podemos supor que x, < x,.Logo sua forma

fatorada sera
Yy
y=f(x)=a(x—x)(x—-x,) 3; =(x—x)(x-x,).
Observemos agora que,caso tenhamos x < x,, entdo necessariamente temos

x <Xx,.Portanto (x—x,)(x—x,) >0, ou seja, RAS 0.Logo ye apossuem o0 mesmo
a
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sinal. Agora, caso tenhamos x > x,, entdo necessariamente temos x > x,. Portanto

(x=x)(x—x,)>0,0useja RN 0.Logo y e a possuem o mesmo sinal. Por fim, caso
a

X, <x<x,,segueque x—x, >0 eex—x, <0 .Logo, (x—x,)(x—x,)>0, ouseja,

—<0.Assim y e apossuem sinal contrario.
a

Figura 59 - Estudo do sinal quando A >0

Sinal de a a>0 Sinal de a

Sinal de a

+ 'xl - xz +
: @ @ !
X
a<0
Sinal de a
Sinal de a Sinal de a
X
- 1 + X, -
L g @ >
X
Fonte: DEaD | IFCE

Caso2: A=0.Como A =0, temos que a fungdo quadrdtica apresenta duas raizes x, e

X, reais e iguais, ou seja, x, = x, . Logo sua forma fatorada sera
2 _ Y 2
y=f(x)=alx—x)x-x,)=>y=a(x—x) :;z(x_)ﬁ) .

Mas, como (x—x,)* >0 para x # x, temos que 2

> (. Portanto y e a apresentam o
. a
mesmo sinal.
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Figura 60 - Estudo do sinal quando A=0e A <0

a>0 X=X,
f(x)>0 ) _ _ X
Sinal de a
Sinal de a a<(
d + + [
X=X, X
a<0
‘Sinal dea :—— XV
a>0 f(x)>0
f(x)<0
Sinal de a ++
< L x'

Fonte: DEaD | IFCE

2
A
Caso 3: A<O0. Da forma candnica, segue que y=a(x+2—) ~ag Assim
a a

bY A A
Z:(x+—j ——.Como A<0, segue que —~A>0. Portanto —— >0 e como
a

2a 44° 4a

pY y .
x+2— >0 segue que =>0 .Logoy ea possuem o mesmo sinal.
a a

Uma das aplica¢6es do estudo do sinal é no estudo de inequag6es do segundo
grau. Antes vejamos o que seria uma inequagao do segundo grau.

Defini¢ao 3.4 Chamamos de inequagao do segundo grau na
varidvel x a toda inequacao que pode ser expressa em uma

das seguintes formas ax*+bx+c>0, ax*+bx+c<0,

ax*+bx+c¢>0 ou ax* +bx+c<0 com a, b e ¢ nimeros
reaise a#0.

Vejamos agora algumas aplica¢6es dos conceitos acima.
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Exercicio resolvido 3: Realize 0 estudo do sinal da funcdo y = x> —5x+4.

Soluc¢do: um método pratico para se realizar o estudo do sinal da fun¢do consiste em
inicialmente desenharmos o eixo x. Depois disso, determinarmos as raizes da funcao
€ as marcamos no eixo x, levando em conta o sinal do termo a que ird determinar a
concavidade. Por fim, analisamos os valores de x para os quais as imagens se encontram
acima ou abaixo do eixo x.

As raizes de y=x"-5x+4 sdo x, =1 e x,=4. Note ainda que, como
a=1>0, temos que a parabola é c6ncava para cima. Note que temos f(x)>0

quando x<1ou x>4; f(x)<0 quando 1<x<4 ef(x)=0 quando x=1 ou x=4.

Figura 61 - Estudo do sinal de y = x* —5x +4

>I<V

Fonte: DEaD | IFCE

Exercicio resolvido 4: Dada a fungdo y = x* —10x + 25, realize o estudo da fungao.

Solucdo: As raizes de y=x’—10x+25 sdo x, =x, =5. Note ainda que como
a=1>0 temos que a parabola é céncava para cima. Note que temos f(x) >0 para

todo x#5 e f(x)=0 para x=5.

Figura 62 - Estudo do sinal de y = x> —10x +25

Fonte: DEaD | IFCE
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Exercicio resolvido 5: Resolva ainequacdo y =x> —8x >0

Solucdo: As raizes de y = x* —8x sdo x, =0 e x, = 8. Note ainda que, como a=1>0,
temos que a parabola é céncava para cima. Logo o conjunto solu¢do da equacgao sera

S={xeR;x<0oux>8}.

Figura 63 - Estudo do sinal de y = x* —8x

Fonte: DEaD | IFCE

Para encerrar o tépico falaremos agora sobre a caracterizacdo das funcdes
quadraticas. Antes disso, considere o exemplo a seguir:

Exemplo 6: Considere a funcdo quadratica f:R — R definida por f(x)=x". Se

considerarmos a sequéncia dada por (1,2,3,4,..,n,n+1,n+2,...). Teremos que
fM=1,£12)=4,f(3)=9,f(d)=16,...,. f(n)=n", f(n+1)=(n+1)° =n" +2n+1,
F(+2)=m+2)> =n>+4n+4,.... '
Observamos assim que a sequéncia inicial é uma progressao aritmética
(P.A) de razdo 1. Porém a sequéncia formada pelas imagens da funcdo

(1,4,9,16,...,n2,n2+2n+1,n2+4n+4,...) ndo se trata de uma P.A.
Contudo, se agora considerarmos as diferencas entre os termos consecutivos
da ultima sequéncia formada 3=4-1,5=9-4,7=16-9,...,
2n+l=n"+2n+1-n>, 2n+3=n>+4n+4-n*>-2n-1), ou seja, a sequéncia

(3,5,7,....2n+1,....2n+1,2n+3,...) é uma P.A de razdo 2.
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O resultado obtido no Exemplo 6 é valido para qualquer que seja a fun¢ao

quadratica f(x) =ax’ +bx+c . Emgeral, temos o seguinte teorema de caracterizacdo
das funcdes quadraticas.

Teorema 3.1 (Caracterizacdo das FuncGes Quadraticas) A

fim de que a funcdo continua f:R —> R seja quadratica
é necessario e suficiente que toda progressdo aritmética

ndo-constante x,,x,,...,X,,... seja transformada por f numa
progressdo aritmética de segunda ordem ndo-degenerada

=)y, =1(x),0, = f(x,),..

Para compreender melhor os conceitos abordados no Teorema 3.1, bem como a
sua demonstracao, sugerimos a leitura dase¢do 6.7, do capitulo 6, do livro A Matemadtica
do Ensino Médio - Volume 1.

Encerramos, assim, o estudo das funcdes quadraticas. Neste tépico, estudamos
seu grafico, forma candnica, forma fatorada, aplicac6es de mdximos e minimos, estudo
do sinal e inequacdes envolvendo esta fun¢do. No préximo tépico, comegaremos o
estudo sobre as fun¢des modulares.
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Topico 2

Funcao Modular

OBJETIVOS

= Estudar o conceito de médulo de um ndmero real e de funcao
modular

= Conhecer o esbogo do grafico da funcdo modular, bem como a
resolucdo de equagdes e inequagdes modulares

Nesse tépico dois, estudaremos a funcdo modular e compreenderemos como
se da a representagdo dela graficamente. A fun¢ao modular € importante no auxilio
das demonstracdes da disciplina de Calculo | quando for tratado o assunto de limites

envolvendo & (epsilon) e O (delta). Aprenderemos ainda a resolver equagdes e
inequagdes modulares.

Considere as seguintes fungdes definidas por f,:R —>R definida por

fi(x)=3;f,:R—>R; dadapor f,(x)=x+3ef,:R—>R e definidapor f,(x)=8.
Na figura 64, temos os graficos das trés fungdes descritas acima.

Figura 64 - Grafico de f,(x) =3, S,(x)=x+3, ¢ f5(x)=8
rt

3 f=0)=3

v
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/
P
/

0) / X

8y,  S(0)=8

>
X
Fonte: DEaD | IFCE
Dizemos que uma fungdo O\v ‘e
f:R—>R ¢éumafuncio “@
Agora, se considerarmos poligonal - quando existe
)
uma funcdo f:R —>R definida fo <t <..<t, tal que,
por f(x)=f(x)=3 para para X<{,, para X2t
x<0; f(x)=f,(x)=x+3 para e, em cada um dos intervalos [ti—17 ti], f
0<x<5 e f(x)= fi(x)=8 para coincide com uma fung¢do afim ou uma fungao
B 3 constante. De maneira intuitiva, significa dizer
x > 5. Dessa forma, terlamos que seu grafico é uma linha poligonal.
3,5ex<0
f(x)=9x+3,5¢ 0<x<5.
8,sex>5
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Figura 65 - Grafico de f(x)

"1 £)=38

v

Fonte: DEaD | IFCE

Sendo assim, o gréfico de f'seria o grafico de f, para valores de para valores de
x menores do que zero, quando tivéssemos x €[0,5) o grafico de f seria o grafico de

f, e o gréfico de f seria o grafico de f, para valores de x maiores do que ou iguais a
5 (figura 65). Podemos entdo afirmar que a funcdo f'é definida por trés sentencas. De
maneira formal, temos que

Definicdo 3.5 Uma funcdo é definida por mais de uma sentenca
quando cada uma das sentencas estd associada a um subdominio

D,,D,,D.,....D, e a unido destes n-subconjuntos forma o

dominio D da fungdo original, ou seja, cada dominio D, é um
subconjuntode D,com 1<i<n.

Da figura 65, podemos observar que a funcdo f é definida por trés sentencas
fi(x)=3, f,(x)=x+3ef,(x)=5 cujos dominios sdo dados respectivamente por
D, =(-=,0),D, =[0,5) e D, =[5,%) . Observe ainda que D,uD,uUD,=R=D, ,
em que D é o dominio de /. Note ainda que £,(0) =3, 1,(0) =3, /,(5) =8, £,(5) =8.

Veja agora outro exemplo de aplicagao deste conceito.

x> —4,5e x<3

Exemplo 7: Seja afuncdo f:R — R definida por f(x)= .
x+5,sex>3
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Observe que a funcdo f é definida por duas sentencas f;(x)=x" -4 ef,(x)=x+5
cujos dominios sdo dados respectivamente por D, =(-»,3]eD,=(3,0).
Observe ainda que D, D, =R =D , em que D é o dominio de f. Note ainda que
£,(3)=5ef,(3)=8.Seugrafico é dado por

Figura 66 - Grafico de f(x)

vt

104 f=(x)=x+5

fi=(0)=x"4

v

Fonte: DEaD | IFCE

Relembremos ainda do conceito de mddulo de um ndmero real que foi visto na
Aula 1.

Definicdo 3.6 Dado um numero real x, definimos o mddulo
ou valor absoluto de x, que denotaremos por |x| (Ié-se valor
absoluto ou médulo de x), como sendo

||_ x,5e x>0
M= —x,5e x<0-

Da defini¢cdo acima, concluimos que, se um nimero real é ndo negativo, entdo
0 mdédulo deste nimero € ele préprio. J& se 0 nimero real for negativo, entdo seu
mddulo é oposto deste ndmero, ou seja, um nimero positivo.

Exemplo 8: Considere o numero 5. Como 52>0, temos que |5|:5. Ja se

considerarmos o numero —7, temos que =7 <0 e assim |—7|=—(—7)=7. Note
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ainda que, se tivéssemos o ndimero \/5—2 e como € um numero real negativo, logo

V3-2|=-(v3-2)=—{3+2.

Segue ainda da definicao algumas propriedades do mddulo de ndmero real
que serd apresentado na proposicao a seguir:

Proposicao 3.5 (Propriedades do médulo de um niimero real)
Sejam X, y e a numeros reais quaisquer. Valem as seguintes
propriedades:

a) |x|20,paratodo xeR;

b) [x|=0< x=0;

) |x.y|=|x|.|y|,para todo x,y eR;

d) |x|2 =x’,paratodo x e R;

e) x£|x|,paratodo xeR;

f) |x|=a < x=aoux=-a,paratodo xeR ea>0;
g) |x|=|y|c>x=y0ux=—y,paratodo x,yeR;

h) |x+y|<|x|+|y|, paratodo x,y e R;

) [x—y|2|x|—|y|, paratodo x,y € R;
) |x|£a ea>0s -a<x<a;

k) |x|2a ea>0< x<-aoux=a.

Demonstra¢do: Faremos a demonstracdo das propriedades h) e j). As demais serdo
deixadas como exercicio para vocé.

Propriedade h) Temos que

d) d)
|x+y|2 :(ery)2 =x° +2.x.y+y2£|x|2 +2.|x|.|y|+|y|2 = (|x|+|y|)2
e)

Ou seja, |x+ y|2 < (|x| + |y|)2 . Portanto,

x+y|£|x|+|y|.

Propriedade j) Como a >0 temos que

|x|£a<:>|x|2Sa2<:)>x2Sa2<:>x2—a2S0.
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0O estudo do sinal dafuncdo f(x) = x* —a’ nos revela que os valores menores do que
ou iguais a zero ocorrem quando —a < x < a. Logo, segue o resultado. W

Com base no que foi exposto acima, podemos entdo agora definir o conceito de
funcdo modular.

Definicdo 3.6 Uma funcdo f :R — R é denominada de fun¢do
médulo ou fun¢do modular se a cada x € R associa o nimero

|x| e R, ouseja, f(x)= |x| .
Da definicdo de mddulo, segue que a funcdo modular ainda pode ser definida
como sendo

x,5e x>0

J(x) ={ (.4)

-x,se x<0

Portanto a fun¢do mddulo é uma funcdo definida por duas sentencas. Considerando
em (3.4) as fungbes f,(x)=—x para x € (—0,0) e f,(x) = x para x €[0,—0), teremos

que o graficode f(x)= |x| é dado por
Figura 67 - Graficode f(x)= |x|

A

y

=)= | f=()

v

Fonte: DEaD | IFCE

A partir do grafico,podemos observar que seu dominio € o conjunto dos
numeros reais, ou seja, D = R ; e seu conjunto imagem é o conjunto dos niimeros reais

ndo negativos, ouseja, In=R , .

Matematica Basica |




Iremos agora dar alguns exemplos de como construir o grafico de algumas
fungbes modulares. Basicamente o método consistird em transformar a fungao
modular em uma fun¢do definida por duas sentencas.

Exemplo 9: Construa o gréfico da funcdo f(x) = |x - 1| .

Solucdo: Da definicao da fun¢ao modular, temos que

x—1,sex—-1>0 x—1,sex>1
f(x)=|x-1|= =|x-1=
-x+1,sex—-1<0 —x+1,sex<l1
Considerando f,(x) = x—1, temos que, como se trata de uma fun¢do afim, seu grafico é 107

umareta. Mas,comoodominiode f;(x) estadefinidoapenasparax € [1,00),consideramos
apenas a parte do grafico definida para este intervalo (figura 68 em vermelho).

Agora sendo f,(x)=—x+1, temos que também se trata de uma fun¢do afim e seu
grafico é umareta. Mas, como o dominio de f,(x) estd definido apenas para x € (-0, 1),
consideramos apenas a parte do grafico definida para este intervalo (figura 68 emlaranja).
Note ainda que f,(1)=0= f,(1).Logo

Figura 68 - Graficode f(x)= |x —1|

»]

Fonte: DEaD | IFCE 7 o I“Qis.
Para aprender mais sobre o\v e
Outra forma de fazer o grafico os diferentes tipos de 2

transla¢des do grafico da

funcdo modular, acesse

o link http://www.uff.br/

webmat/Calc1_LivroOnLine/Capo2_Calc1.
direita em relagdo ao eixo x. Em geral, html#ll-2 FuncaoModular

de f(x) :|x—1| é notarmos que ele
trata de uma transla¢dao do gréfico

g(x):|x| de uma unidade para a

"y
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se f(x)=|x—a

para a direitase a > 0 ou em a unidade para a esquerda se a <0 com relag¢do ao eixo x.

, temos que serd uma translacdo do grafico g(x) = |x| em a unidades

Exercicio resolvido 6: Construa o grafico da fun¢dao f(x) = |x2 —6x+ 5| .
Solu¢do: Da definicao de fun¢ao modular, temos que

x2—6x+5sex’—6x+5>0

|x2 —6x+5| = , ,
—(x"—6x+5)sex —6x+5<0

Resolvendo as inequacées do segundo grau x” —6x+5>0 e x* —6x+5 < 0 obtemos

a sentenca abaixo

x'—6x+5sex<loux>5

|x2—6x+5|:
—x*+6x—-5sel<x<5

. 2 ~ Zye
Considerando f,(x)=x"—6x+5, temos que se trata de uma fun¢do quadrética e seu
grafico é umapardbola cujasraizes sdo 1 e 5 e que apresenta concavidade paracima. Mas

como o dominio de f; estd definido apenas para x € (—00,1]U[5,0), consideramos
apenas a parte do grafico definida para este intervalo (figura 61 em vermelho). Agora

2 . ~ sy
sendo f,(x)=—-x"+6x-5, temos que também se trata de uma fun¢do quadratica e
seu grafico é uma pardbola cujas raizes sdo 1 e 5 e que apresenta concavidade para

baixo. Mas, como o dominio de f, esta definido apenas para x € (1,5), consideramos
apenas a parte do grafico definida para este intervalo (figura 69 em laranja). Note

aindaque f,(1)=f,(5)=0=f,(1)= f,(5).Logo

Figura 69 - Grafico de f(X) = |)c2 —6x+ 5|

A

L= X' +6x-5

fi(x)=x"-6x+5

Fonte: DEaD | IFCE
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Exercicio resolvido 7: Construa o grafico da funcdo f(x)= |x - 1| - |x| .
Solucdo: Da definicao de funcao modular, temos que

x—1sex=>1 x,s5e x>0
|x—1|={ e|x|:{ .
—x+1,sex<1 —x,5e x<0

Como a fun¢do f(x)= |x—1| —|x| é uma diferenca de dois mddulos, vamos analisar o
que ocorre em cada intervalo especificado acima e faremos as interseces referentes

aos dominios das fun¢des consideradas. Veja a figura abaixo:

Figura 70 - Andlise de f(x)= |x —1| - |x|

—x+1 —x+1 1 x—1
: : ¢ ;
e —1] | a i s
oy x
0
|| | ¢ ; ;
1 L 2x+1 -1
=1 =[]
Fonte: DEaD | IFCE
Portanto, podemos definir f(x) = |x—1| —|x| como sendo
lsex<0
fx)=|x=1]-|]x|=1-2x+1se 0<x<1
—1sex>1

cujo grafico é representado a seguir.
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Figura 71 - Graficode f(x)= |x - 1| —|x|

y

fi(x) =1

fi()=-1

Fonte: DEaD | IFCE

Para finalizar o tépico, falaremos sobre as equac¢des e inequagdes modulares. De
maneira geral, uma equagao modular é uma equagao que envolve fun¢bes modulares.
Para resolvermos uma equa¢dao modular,usaremos basicamente as propriedades
a), f) e g). Um tipo de equagdo modular bastante simples de ser resolvida sdo as da

forma |f(x)| =k ,onde k>0 é um ndmero real. Abaixo temos um exemplo de como
proceder para resolvermos equacdes deste tipo.

Exercicio resolvido 8: Resolva a equagdo modular |x - 7| =15.

Solu¢do: Usaremos a seguinte propriedade da Proposi¢ao 3.5
|x|:a<:>x:a oux=-a

Sendo assim, teremos:
[x=7|=15<x-7=150ux—-7=—15
[x=7|=15=x=15+7 oux=—15+7

|x—7|=15<:>x:22 oux=-8

Portanto, S ={-8,22} é o conjunto solu¢do da equacdo |x—7| =15.

Um outro tipo de equa¢do modular sdo as da forma |f(x)| = g(x).Nesse tipo de

equacdo, devemos inicialmente checar a conducdo inicial de que g(x) >0 e sé depois
usar a propriedade de mdédulo para resolu¢ao. Abaixo temos um exemplo de como
resolver equacdes desta forma.
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Exercicio resolvido 9: Resolva a equa¢ao modular |2x - 3| =3-x.

Solucdo: Observe inicialmente que da Propriedade a) da Proposicdo 3.5 devemos ter

3—x2>0, ouseja, x <3.Usaremos ainda a seguinte Propriedade da Proposicdo 3.5
|x|=y<:>x:y oux=-y
Sendo assim, teremos
2x-3|=3-x<2x-3=3-xo0u2x-3=—-(3-x)

<2x-3=3-x0u2x-3=-3+x
<3x=60ux=0

S x=2o0ux=0

Como da condicdo inicial, devemos ter x <3, segue que S={0,2} é o conjunto

solu¢do da equacao |2x—3| =3-x.

Exercicio resolvido 10: Resolva a equagao modular |x - 4| = |3x - 20| .
Solu¢do: Usaremos a seguinte Propriedade: |x| =y x=youx=-—y.

Sendo assim, teremos:

|x—4|=3x-20| < x—4=3x-20 oux—4 =—(3x-20)
& x—4=3x-20o0ux-4=-3x+20
©2x=16 oudx=24
S x=8o0ux=6

Portanto, S = {6,8} é o conjunto solu¢do da equacéo |x—4| = |3x— 20|.
Exercicio resolvido 11: Quais os valores de x que satisfazem a equa¢dao modular
|2x— 6]+ [3x+4|=11 .

Solucdo: Da definicao de funcao modular, temos que

2x—6,5¢ 2x—62>0 3x+4,se3x+42=20
2x-6|= e Bx+4|=
—(2x—-6),se 2x-6<0 —(3x+4),s¢ 3x+4<0
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Ou seja,

2x—6,5e x=>3
|2x—6|={ e Bx+4|=
—2x+6,5e x<3

3x+4,sex2—i

—3x—-4,sex<——
3

Dessa forma, teremos

Figura 72 - Andlise de f'(x) =[2x—6|+[3x+4|=11

—2x+6 —2x+6 3 2x — 6
|2.’13—6| T T Y 1
1 1 1 1
1 I 1 1
1 I 1 1
I I 1 1
: 4. : |
! _3p - ! 3z +4 | 3z +4 !
13z +4| | Bz —d 3, * | N :
| | : |
I I | ]
I | 1 ]
] ] 1 1
I I 1 I
] | 1 |
|22 — 6] + |32 + 4] | —5z + 2 : r+10 : 5T —2 |
4 3
3

Fonte: DEaD | IFCE

Sendo assim, teremos que

* Para xﬁ—§:|2x—6|+|3x+4|=11:>—5x+2:11:>x:—%.

9 4 . ~ ~
Observe que, como 3 € —00,—5 , logo é solu¢do da equagao.

" Para —§<x<3:|2x—6|+|3x+4|=11:>x+10:>x=1.

4
Observe que como 1 e (—§,3j , logo é solucao da equacao.

13
" Para x23:|2x—6|+|3x+4|=11:>5x—2=11:>x=?.
13 ; ~ ~
Observe que como ) #[3,2), logo é solu¢do da equagdo.

9
Portanto, § = {—g,l} é solucdo da equacao |2x - 6| + |3x + 4| =11.
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Trataremos agora das inequac¢des modulares. De maneira geral, uma inequagao
modular é uma inequagdo que envolve fun¢ées modulares. Para resolvermos uma
inequacao modular, usaremos basicamente as propriedades a), j) e k). Um tipo de
inequacdo modular bastante simples de ser resolvida sdo as da forma |f(x)| >k ou
|f(x)| <k, em que k é um niimero real positivo. Exibiremos alguns exemplos de como

resolver inequacdes desses tipos.
Exercicio resolvido 12: Resolver a inequagao |x —9| <4.

Solu¢do: Usaremos a seguinte Propriedade da Proposi¢ao 3.5

13

|x|£aea>0<:>—a£x£a

Dessa forma, teremos

[x-9|<4e-4<x-9<4 4+9<x-9+9<4+9 & 5<x<13
Logo, S ={x e R;5<x <13} é o conjunto soluc¢do da inequagdo |x—9| <4.
Exercicio resolvido 13: Resolver a inequagao |x2 —x—4| >2.

Solucdo: Usaremos a seguinte Propriedade da Proposicao 3.5

|x|2aea>0<:>x§—a oux=a

Dessa forma, teremos

|)c2 —x—4| >2&x —x—4<-2oux’—x—4>2
&S x'—x-2<0oux’—x-6>0
Resolvendo agora separadamente cada inequacdo, temos que ¥ —x-2<0 para

2 P ~
—-1<x<2ex"—x—-6>0 para x <-2 ou x > 3. Fazendo agora a unido das solu¢des

encontradas, teremos que S={xeR;x<-2ou —1<x<2 oux>3} é solucdo da

inequacdo |x2 —x- 4| >2.
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Exercicio resolvido 14: Quais os valores de x que satisfazem a inequa¢ao modular
|2x -6 +[3x+4]>11

Solucdo: Do Exercicio resolvido 11, temos que
4
—Sx+2,se x < _E

|2x—6|+|3x+4|: x+10,se —§<x<3.

5x—2,5ex2>3

Sendo assim teremos que

4
" Para xS—§:|2x—6|+|3x+4|>11:>—5x+2>11:>x<—%.
4 9 . _ 9
Como devemos ter x < _E ex< _E’ logo, fazendo a intersecao, obtemos x < —g .
4
" Para —§<x<3:|2x—6|+|3x+4|>11:>x+10>11:>x>1.

4 . -
Como devemos ter —§<x<3 ex>1, logo, fazendo a intersecdo, obtemos

l<x<3.

* Para x23:|2x—6|+|3x+4|>11:5x—2>11:>x>%.

13 . -
Como devemoster x >3 ex > = logo, fazendo a intersecdo, obtemos x = 3.

Portanto, a solucao deve ser a unido dos trés intervalos obtido acima, logo
9 9
S = _ooa_g U(153)U[3’OO): —OO,—E U(I,OO)

Assim, S:{xeR;x<—% oux>1} é solucdo de |2x—6|+|3x+4|>11.

Finalizamos assim o tépico 2 e a aula 3. Estudamos nesta aula sobre fung¢des
quadraticas e funcbes modulares. Aprendemos a resolver equacdes e inequacgdes
quadraticas e modulares. Na préxima aula, trataremos sobre alguns tipos especiais de

fung¢bes. Espero vocés [4. Até mais!
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1. Dentre todos os numeros reais cuja soma € 8, determine aqueles cujo

produto é maximo.

2. Dentre todos os numeros x e z tais que 2x + z = 8, determine aqueles

cujo produto é maximo.

3. Dentre todos os nimeros de soma 6, determine aqueles cuja soma dos

quadrados € minima.

4. Em um triangulo isdsceles de base 6cm e altura 4 cm esta inscrito um
retangulo. Determine o retangulo de drea maxima sabendo que a base
do retangulo estd sobre a base do triangulo.

5. Estude o sinal das funcdes a seguir:

a) y=-2x’
b) y=x"+2x+1
Q) y=x>-2x

d) y=x"-10x+9

6. Resolva asinequacgbes a seguir:

a) x> +5>0
b) x> +5x>0
<) —x*+2x-3<0

d) x> —6x+9<0

&) (x*=1)-(x*-9)20

Dica: ositens eef dos exercicios de aprofundamento podem serresolvidos
estudando os sinais das fun¢des e, em seguida, fazendo uma tabela em
que se multiplicam e se dividem os sinais obedecendo as regras de sinais.

Wy

Pratique

15




7. Resolva as seguintes equacdes modulares:
a) | —3x-1/=3
b) [x* —4x+5|=2
Q) | +x—=3|=|4x—1]
d) [x* +2x -2 =[x’ —x -1

&) [2x" +15x-3|=x"+2x-3

8. Resolva as inequacgdes a seguir:
a) |x2 —5x+5| <1
b) Jx—1|-3x+7<0

Q) |x—1]+4-3x>0

9. Esboce o gréfico das funcées abaixo:
a) f(x)=|x+3]
b) f(x)=x+1|
Q) f(x)=|x*—4x]
d) f(x)=[2x=2[+|x+3|

e) f(x)=|x+1—|x—1|
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. retangulos de lados 2 e 3.

. a) {ndo existe x real para f(x)>0;f(x)=0 para x=0;

4e4

X=2ez=4

3€3

f(x)<Oparax<0Ooux >0}

b) {ndo existe x realpara f(x)<0; f(x)=0 para x=-1; e f(x)>0
para x<—-loux>-1}

) {f(x)>0parax<0oux>2;f(x)=0
parax=0oux=2¢f(x)<0para 0<x<2}

d) {f(x)>0parax<loux>9; f(x)=0

parax=loux=9ef(x)<0 paraa<x<9}

a) {xe]R; —\/§<x<\/§}

b) {xeR; x<-5 ou x>0}

) ndo existe x real que satisfaca a desigualdade
d) {x=3}

e){xeR; x<-3ou-l<x<loux>3}

f){xeR; x<-2ou-l<x<loux>2}

a){-1, 1,2, 4}
b){, 1, 3}
{-1, 1, 4, -6}

Pratique

s




a) ndo existe x real
b){xeR;x>3}
) {x eR;x< 5}
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Aula 4

Funcao Composta e Funcao Inversa

Caro(a) estudante,

Nesta aula, abordaremos a composicdao de fun¢bes e fungdes inversas.
Comecaremos, a partir do tépico 1, o assunto de composicao de func¢ao. Para que
possamos realizar a opera¢do de composicao, precisaremos de duas ou mais fung¢des.
O resultado obtido originard uma nova fun¢ao que apresentard caracteristicas das
duas funcdes originais. Desse modo, a composi¢do de funcdo nos permitird conhecer
novas funcdes. Ainda veremos algumas propriedades importantes da composi¢ao de
funcdo. Na disciplina de Célculo 1, vocé ird precisar das fun¢des compostas quando for
estudar os assuntos de derivada e integral.

Ja no tépico 2, conheceremos novos tipos de fun¢des. Entenderemos o que
significa afirmar que uma funcao é sobrejetora, injetora ou bijetora. Veremos ainda
que as fungdes bijetoras possuem uma propriedade interessante: elas nos permitem
determinaruma nova fun¢do —as fun¢6esinversas. Analisaremos ainda o graficode uma
funcdo e da sua inversa e veremos que ele apresenta uma caracteristicaimportante.

Objetivos

* Estudar afun¢do composta e a fungaoinversa
* Entender alei de formag¢do das fun¢bes compostas e inversas

= Conhecer as propriedades das fun¢6es compostas e inversas
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Topico 1

Funcao Composta

OBJETIVO

= Compreender o conceito e as propriedades de funcao

composta

Neste tdpico, estudaremos uma fungao especial: afun¢do composta. Umafuncao

composta é obtida a partir de duas ou mais fun¢des respeitando uma determinada

condicdo. Veremos neste topico como se da o processo de constru¢ao dessa fun¢ao e

estudaremos ainda algumas de suas propriedades.

Suponhamos que
tivéssemos duas funcoes
f:A—>Beg:B—C . Note que,
dado um elementox € 4, usando
a funcao f, obteremos um
elementoy = f(x) e B e, usando
a fun¢ao g, obteremos um elemento
z=g(x)eC. Dessa forma,

podemos obter assim uma fun¢ao

“y,

o mois.
Além da composicdo de éo N
funcdo, existem outras

operacdes que podemos

efetuar com as fungdes.

Para saber mais acesse o

link http://www.dca.fee.unicamp.br/proje
cts/mtk/fisch/colab_site/func_oper.ht ml

h:A— C,queassociaacada x € 4 umelemento z = h(x) € C. Note ainda que a tnica

condicdo que foi imposta para a existéncia da funcéo / é que Im(f) < D(g) ou ainda

que o contradominio da fun¢do ffosse igual ao dominio da fun¢do g. A figura 73 ilustra

0 que acabamos de comentar.
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Figura 73 - Relagdo entre as funcdes f, g e h

Dominiode f Dominiode g

A B C

121

h=g(f(x))

Fonte: DEaD | IFCE

A figura 73 estabelece uma relacdo entre as funcées £, g e h. A nova funcdo 4 foi
obtida da combinacdo das funcGes f'e g. A este processo damos 0 nome de composicao
de func¢do. De maneira formal, temos a seguinte defini¢do:

Definic3o 4.1 Sejam as funcdes f: A — B e g: B — C. Definimos
a composta de fe g e denotamos por go f, (Lé-se g "bola" f)
a funcdo dada por (geo f)(x)=g(f(x)). A funcdo h:4—>C
definida por A(x) = g(f(x)) é denominada funcdo composta de
fem g, aplicada em x.

Note que, na Defini¢do 4.1, / i ae be,"
faz-se necessério que a imagem de Ndo  confunda  as é;‘
[ esteja contida no dominio de g. notacbes: go fego f.Na ¢y
Sendo assim, em termos gerais, notagdo go f significa

que a funcao g é aplicada

primeiro e, em seguida,

aplicamos a func¢do f- J4 a notacdo go f
significa que a funcdo f € aplicada primeiro
e, em seguida, aplicamos a fungao g.

para acharmos o valor de g(f(x)),
inicialmente  consideramos um
X € A e, apartir dele, determinamos
o valor de f(x).Depois disso, com
a funcdo g determinamos o valor
de g(f(x)). O exercicio resolvido
abaixo ilustra esse processo.

Exercicio Resolvido 1: Sejam as funcbes reais [ e g definidas por
f(x)=x"—x-2eg(x)=1-2x definidasde R em R.
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a) Obtenhaas leis de g(f(x)) e f(g(x)).
b) Calcule g(f(-2)) e f(g(=2)).

c) Determine os valores do dominio da funcdo f(g(x)) que produzem imagem 10.

Solu¢do:

a)

b)
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Vamos determinar inicialmente a lei de formacdo deg(f(x)). Temos que
g(x)=1-2x.Assim g(f(x)) consiste simplesmente em substituir onde tem x por
f(x) nalei de formacdo de g(x).Logo

g()=1-2x= g(f(x)) =1-2.f(x) =1-2(x" ~x=2) =1-2x" +2x +4 =
g(f(x))=-2x"+2x+5

Assim a lei da funcdo composta de g com fé g( f(x))=—2x"+2x+5.

No célculo da lei da funcdo f(g(x)), faremos uso do seguinte produto notavel
(a—b) =a’—2ab+b>. Para determinar a lei de formacio de f(g(x)),
temos que f(x)=x> —x—2, assim f(g(x)) consiste simplesmente em substituir
onde tem x por g(x) na lei de formac&o de f(x). Logo

f()=x"-x-2= f(g(x) =(g(x))" —g(x)~2=(1-2x)" ~(1-2x) -2 =
l1-4x+4x" —14+2x-2=4x"-2x-2

Dessa forma, a lei da funcdo f(g(x))=4x" —2x-2

Para calcularmos o valor de ~

.,

080y
g(f(=2)) ef(g(-2)), temos | Acomposicdo defungGes x® N

duas maneiras: A primeira

ndo é comutativa pois

, emgeral go f# fog.

4

correspondentes. Abaixo temos

seria substituindo cada um dos
valores pedidos na funcbes

o processo detalhado:

g(f(-2)) calculamos o valor de f(-2) na lei de f. Entdo teremos
f(=2)=(-2)"—(-2)-2=4+2-2=4 .Logo f(-2)=4.Agora substituindo
f(=2) por 4, teremos g(f(-2))=g(4). Vamos calcular g(6) na lei da
funcdo g(x), entdo teremos g(4)=1-2.4=1-8=-7 . Logo, temos que

g(f(=2))=g@=-7.

f(g(-2)) Calculamos o valor de g(-2) na lei de g. Entdo teremos
g(-2)=1-2.(-2)=1+4=5. Logog(-2)=5. Agora, substituindo g(-2)
por 5, teremos f(g(-2))=/f(5). Vamos calcular f(5)na lei da funcao
f(x), entdo teremos f(5)=5"-5-2=25-7=18. Llogo, temos que
f(g(=2)=f()=18.




Outra maneira é determinarmos a lei de formacdo das funcées compostas e depois
calculamos as imagens dos valores pedidos nas respectivas leis. Como no item a)

ja foram determinadas tais leis de formagdo, vamos agora determinar os valores de

g(f(-2)) ef(g(-2)) diretamente naleide g(f(x))e f(g(x)), respectivamente.

Temos

g(f(x)= 23 +2x+5= g(f(-2)= —2.(—2)2 +2.(2)+5=-2.4-4+5=
g(f(x)=-8—4+5=—7

f(g(x)=4x" —2x-2= f(g(-2))=4.(-2)" -2.(-2)-2=44+4-2=
16+4-2=20-2=18

Portanto g(f(-2))=-7ef(g(-2))=18.

¢) Queremos determinar os valores de x para o qual tenhamos g( f(x))=10. Dessa
forma, teremos

f(g(x)=10=4x" -2x-2=10=4x"-2x-12=0
Ent&o, calculando o valorde A =b”—4ac,emque a=4,b=-2ec=-12:
A=b"—4dac=(-2) —4.(4).(-12) =4+192=196

A —(-2)£196  2+14
2a 2.4 8

Dessa forma, x = — . Teremos as raizes

2414 16 2-14 12 3

'xl —_=2ex2=—=——:——

8 8 8 8 2
Os valores de x no dominio de f(g(x)) que satisfazem a igualdade f'(g(x)) =10 s&o

x=20ux=—i.

Do exercicio resolvido 1, podemos concluir que acomposta g ° f sé esté definida
quando o contradominio da ffor igual ao dominio da g. J& a composta fog sé esta
definida quando o contradominio de g for igual ao dominio de /. Entdo, quando as
fun¢des f e g sdo definidas de 4 emA,podemos calcularas compostas go fe fog e
tambémascompostas fo fe gog .

No exercicio resolvido 1, percebemos que as funcbes foge go f estavam

definidas, mas nem sempre isso ocorre. O exemplo a seguir retrata esse fato.

Exemplo 1: sejam f :R" — R definida por f(x)= ! e g(x)=x" e g:R —>Rdada
X

por g(x)=x". Note que podemos definir a funciogo f :R* — R, uma vez que a
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. . * Ve . 7. .
imagem da f, que no caso seriaR ", estd contida no dominio de g que, no caso, seria R.

Sendo assim,podemos obter a sua lei de formagao:

(= N0 =g =y =( 1] =

(=0 =/ = =[] =%

X

Por outro lado, ndo faz sentido falar na funcdo f o g, haja vista que aimagem de
g, que seria R, no esta contida no dominio de f, que seria R™. M

Algumas vezes, temos apenas a lei de definicdo de uma das fun¢des (fou g) e a
composicdodafuncdo( f o g ou go f)equeremosdeterminaraoutrafuncdo (fou g).
Os exemplos a seguir mostram como procedermos neste caso.

Exemplo 2: sejam as funcées reais definidas por f(x)=3x—-5 e f(g(x))=x"-3.
Como podemos proceder para determinar a lei de formacdo da lei da fungdo g? A
resposta é simples. Por definicdo, sabemos que (fog)(x)= f(g(x))=3.g(x)-S5.
Mas, por outro lado, temos que f(g(x))=x" —3. Assim:
x*+2

3

3.9(x)=5=x"-3=3g(x)=x"-3+5=3g(x)=x>+2 = g(x) =

Exemplo 3: sejam as funcdes reais definidas por g(x)=2x-3 e
(fog)(x)=2x>—4x+1. Estamos agora interessados em determinar a
lei de formag¢ao da fun¢do f. Para tanto, note inicialmente que, sendo

(fog)(x)=2x>—4x+1, teremos que f(g(x))=2x>—4x+1. Temos ainda que
g(x)=2x-3 e, dessa forma, obtemos que x = gW+3 )

Sendo assim

f(g(x)=2x" —4x+l=2(%j _4(g(xT)+3j+1

= 2((g(x))2 +i(g(x))+9j—2(g(x)+3)+l
_(g(x))’ +62(x)+9-4g(x)—12+2 _ (g(x)’ +2g(x)~1
2 2
Portanto, temos que f(x)= %Zx—l
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Apesar de termos notado que, em geral, f o g # g° f, ou seja, que a operacdo
de composicdo de funcdo ndo é comutativa, a Proposicdo a seguir nos diz que a
operagao de composicao de funcao é associativa. Logo, a Proposicao 4.1 afirma entao
que, se tivéssemos as funcdes f, g e h e pudéssemos realizar a operacao de composicao
entre elas nessa ordem, ou seja, quiséssemos calcular 4o go f, ndo precisariamos nos
preocupar com a ordem de qual composicao realizar primeiro.

Proposicdo 4.1 Dadas as fun¢des f:4A—>B,g:B—>Ceh:C—>D temos
que ho(geo f)=(hog)ef

Demonstrac¢ao: Sera deixada como exercicio para o leitor. ®

Outra propriedade interessante da composi¢ao de fun¢ao é conhecida como
a existéncia do elemento neutro a esquerda e a direita, que pode ser enunciado na
Proposicao a seguir.

Proposicdo 4.2 Seja f: 4 — B uma funcdo qualquer. Entdo, existem funcdes
l,:A—>Ael,:B—> B, ambas definidas por [,(x)=xel,(y)=y,

de modo que

fOIA:feIBOf:f

Demonstracdo: Note que inicialmente faz sentido definir as fun¢ées compostas
fol, e I,o f(verifique esse fato). Além disso, dado x € 4 temos que

(f e L,)(x)= f(1,(x))= f(x)
(L o D) =1, (f(x) =1 (y) =y = (%)

Portanto, fol,=fe I,of=f. W

Finalizamos assim o tdépico 1. Nesse tdpico, falamos sobre a operacdo de
composicao de fung¢des e exibimos algumas de suas propriedades. No préximo tépico,
estudaremos a funcdo inversa.
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Topico 2

Funcao Inversa

V4§)

= Compreender os conceitos das funcOes sobrejetora, injetora,
bijetora e inversa

* Entender a lei de formagao da fun¢do inversa dada a funcao
bijetora correspondente

Neste segundo tdpico, entenderemos inicialmente os conceitos de fun¢do
injetora, sobrejetora e bijetora. Aprenderemos a identificar tais func¢bes a partir do
diagrama de flechas e pela andlise de seus graficos. Exibiremos ainda a definicao de
funcdo inversa, mostraremos o processo de obtencao da lei de formacao e veremos a
propriedade existente entre o grafico de uma funcdo bijetora e o de sua inversa.

Parainiciamos nossos estudos, consideremosasfuncées f: 4 —>Beg:C—> D
representadas pelos diagramas de flecha abaixo:

Figura 74 - Representagao das fun¢des f e g por meio do diagrama de flechas

”"»

Fonte: DEaD | IFCE
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Ao analisarmos os diagramas das funcdes (figura 74), observamos que

No diagrama de flechas da funcdo f, notamos que, se considerarmos dois
elementos diferentes quaisquer do dominio de f (por exemplo, os nimeros 1
e 5 no conjunto A), observamos que suas imagens sao diferentes (nesse caso,
temos que 3= f(1) é diferente de 11= f(5) no conjunto B). De maneira
geral, temos que dados x,,x, € D(f), com x, #x,, temos que suas
imagens f(x,) ef(x,) também s3o distintas, ou seja, elementos diferentes
no dominio possuem imagens diferentes no contradominio.

Por outro lado, no diagrama de flechas da fun¢do g, notamos que essa
propriedade ndo é vdlida, pois, se considerarmos os elementos -1 e 1
pertencentes ao dominio de g, temos que as suas imagens valem 2, ou seja,
g(=1)=2=g(1). Sendo assim, encontramos dois elementos distintos que
possuem a mesma imagem.

De maneira formal, podemos dizer que

Defini¢do 4.2 Uma funcdo f: 4 — B é ditainjetora (ou injetiva)
se, e somente se, quaisquer que sejam X, €x, emA, se X, # X,

entdo f(x,) # f(x,).

Ou equivalentemente, usando a contra-positiva da Definicdo 4.2, temos

Definicdo 4.3 Uma fungdo f:4—> B ¢ dita injetora (ou
injetiva) se, e somente se, quaisquer que sejam x;, € x, emA, se
f(x)=f(x,),entdo x, =x,.

Com base nas defini¢Ges acima, podemos agora ver alguns exemplos de fun¢oes

injetivas.

Exemplo 4: Considere a funcdo afim f :R — R definida por f(x)=3x—-6. Para
mostrarmos que fé umafuncaoinjetiva, usaremos a Definicao 4.2, ouseja, consideraremos
dois elementos distintos no dominio de g e mostraremos que suas imagens sao iguais.
Dessa forma, dados x,; € x, dois nimeros reais distintos, teremos

X #x, &3x,#3x, &3x,-623x, -6 f(x)# f(x,) W

Exemplo 5: Considerando agora o caso mais geral do Exemplo 2. Seja a fun¢ao afim
h:R — R definida por A(x)=ax+b com a e b nimeros reais quaisquer e a #0 .
Temos que /& é uma fungdo injetiva, pois, dados x, € x, nimeros reais distintos, temos

X, # X, = ax, #ax, < ax, +b # ax, +b < h(x)) # h(x,)
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Exemplo 6: Seja a funcdo quadratica i : R — R definida por i(x) = x*. Note que i ndo
€ injetiva, pois, dados dois nimeros quaisquer simétricos x; € —Xx, pertencentes ao
dominio da funcdo i, temos que suas imagens sdo iguais, pois x; = (—x,)’.

Agora seretornarmos a figura 74, temos que, apesar da funcdo g ndo serinjetora,
ela apresenta uma propriedade interessante: todo elemento do seu contradominio D é
imagem de algum elemento de C. De maneira formal, podemos dizer que

Definicdo 4.4 Uma fun¢do f:4—> B ¢é sobrejetora (ou
sobrejetiva) se, e somente se, para todo y pertecente a B existe
um elemento x em A tal que f(x) =y, ou seja, a imagem de f é
igual ao contradominio B(Im(f) = B).

Dessa forma, analisando as fun¢des f e g apresentadas no inicio do tépico,
notamos ainda que a fun¢do f ndo é uma func¢do sobrejetora, poisIm(f)# B . Por
outro lado, a fungdo g é sobrejetora, pois Im(g) =D .

Daremos agora outros exemplos de funcdes sobrejetivas.
Exemplo 7: Considere f:A—>B onde A={-2,-1,0,1,2} e B={0,1,4}
definida pela lei f(x)=x. Note que f ¢é sobrejetora, pois, para qualquer

elemento ye€ B, existe um elemento xe A tal que y=x" (veja figura 75).
Note que todos os elementos de B sdao imagens de pelo menos um elemento de

A: 0=f(0)1=f(D)=f(=Ded=7(2)=f(2).

Figura 75 - Diagrama de flechas da fungéo

/

i
V

=

RS

Fonte: DEaD | IFCE
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Exemplo 8: Considere a funcdo afim f : R — R definida por f(x)=3x—-6. Observe

que f é sobrejetiva. Para isso, devemos mostrar que para todo y € R e existe um

+
x € R tal que f(x) =y .Sendo assim, note que x = YTO R jdque xe R eque

f(x)=f(yT+6j:3.(yT+6j—6=y+6—6:y

Note que conseguimos exibirum x € R parao qual f(x)=y €R qualquer que
seja y € R, portanto f é uma func¢do sobrejetora. W

Exemplo 9: Considerando agora o caso mais geral do Exemplo 8. Seja a funcao afim

g:R — R definida porg(x)=ax+bcom a e b nimeros reais quaisquer e a#0.
-b
—

Mostraremos que g € uma funcdo sobrejetiva. Para isso, basta considerar x =

Note inicialmente que x € R, pois y, b e a sdo nimeros reais. Além disso,

g(x)=g(y7_bj=a.(y_bj+b=y—b+b=y

a

Note que exibimos x € R para o qual obtemos g(x)=y para todoy e R, assim a
funcdo g é sobrejetora. W

Exemplo 10: Seja a funcdo quadratica #:R — R definida por A(x)=x>—7x+12.
Temos que a funcao h ndo é sobrejetiva, pois nao existe x real para o qual tenhamos
h(x)=-2.Observe que -2 pertence ao contradominio de h. De fato,

h(x)=-2=x"-Tx+12=2=x"-Tx+14=0

Mas note queA:(7)2—4.1.14:49—56:—7<0, ou seja, ndo apresenta raizes
reais. M

De maneira geral, para verificarmos se uma fun¢do é ou ndo sobrejetiva, devemos
proceder da seguinte forma: inicialmente devemos procurar explicitar x em funcdo de
y e depois verificar as possiveis restricdes para os valores de x, comparando com os
possiveis valores que podem ser tomados no dominio.

Assim, para a funcao quadrdtica considerada no exemplo 10, teremos

7+,49-4(12-y) e 1+4y

y=x"=Tx+12=>x"-7x+12-y=0=>x= 2 5

Com posse dos valores de x, notamos agora que uma condi¢do para a existéncia da
raiz é que 1+4y >0, ou seja, y > —Z. Sendo assim, qualquer valor para y que seja
menor que —— tornard a fun¢do ndo sobrejetiva. Como no exemplo 10, consideramos

2 L
=-2<——.
g 4
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Exemplo 11: Ao analisarmos os exemplos acima, notamos que a funcdo afim /: R - R
definida por /(x) =3x+6 é injetora (veja o exemplo 2) e sobrejetora (veja o exemplo
6). Quando isso acontece, dizemos que a funcdo é bijetora. B

De maneira formal, temos a seguinte definicao

Definicdo 4.5 Uma funcdo f:A—> B & bijetora (ou
bijetiva) se, e somente se, ela é injetora e sobrejetora.
Isso significa que a todo elemento do contradominio
corresponde  um  Unico elemento (do qual o
primeiro elemento é imagem) no dominio.
Em simbolos: VyeB’E“xeA’y:f(x)

Daremos agora outros exemplos de funcdes bijetoras:

Exemplo 12: Considere a funcdo f:A—> B naqual A4={2,3,4,5} B={4,5,6,7}
definida pelalei f(x)=x+2.

Figura 76 - Representag¢ao da fun¢ao f por meio do diagrama de flechas

A S B

Fonte: DEaD | IFCE

Observe que a fun¢do € sobrejetora, pois qualquer que seja y € B existe x € 4
talque y = f(x).Poroutrolado, elatambém € injetora, uma vez que pontos diferentes

em seu dominio tém imagens diferentes em seu contradominio. ®

Exemplo 13: A funcdo [ :R—{2} > R—{l} definida por f(x)= X+

é bijetora. De
x_
fato, fazendo y = f(x) para verificar a sobrejetividade da fun¢do, podemos proceder

da seguinte maneira: isolar a varidvel x em func¢do da varidvel y. Sendo assim, teremos
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x#2 y#l
y= x+;<:>y(x—2)=x+1<:>yx—2y=x+1<:>yx—x=2y+1<:>x= 2y+11
xX— V-

Logo qualquer que seja o valor de y real, diferente de 1 (sobrejetividade), existe

apenas um valor correspondente de x (injetividade), unicamente determinado por

2y+1
4 (o qual ndo vale 2), mas satisfaz a igualdade y = f(x). Com efeito,

2y+1_i_1 2y+1+y-1

2y+1 y—1 y—1 3y 3y

y-1 2y+11_2 2y+1—21(y—1) 2y+1-2y+2 3 131
Y- Y-

Muitas vezes, umafuncao ndo admite inversa, mas podemos restringir seu dominio
e imagem, a fim de que ela possua inversa. O exemplo a seguir mostra esse fato:

Exemplo 14: A funcdo quadratica f:R — R definida por f(x)=ax’+bx+c com
d, b e c nimeros reais e a # 0 n3do € bijetora. Porém, se restringirmos seu dominio e,

consequentemente, suaimagem, podemos torna-la bijetora. Ou seja, se considerarmos
b A

f:| ——,40) > | ——,+0) dada por f(x)=ax’+bx+c é uma funcio bijetora
2a 4a

(verifique esse fato).

Outra forma de determinar se uma funcao é injetora, sobrejetora ou bijetora é
através do seu grafico. O teorema a seguir fornece a caracterizacdo gréfica:

Teorema 4.1 Seja fuma funcdo real de variavel real (ou seja, cujo

dominio e contradominio sdo subconjuntos de R). Dizemos que

a) f é injetora se, e somente se, qualquer reta horizontal
intersectar seu grafico em, no maximo, um ponto.

b) f é sobrejetora se, e somente se, qualquer reta horizontal
passando pelos pontos do contradominio intersectar seu
grafico em, no minimo, um ponto.

Demonstracao: serad deixada como exercicio para o leitor. =

Conclui-se do Teorema acima que, para uma funcdo ser bijetora, qualquer reta
horizontal deve intersectar o grafico em apenas um ponto.
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Exercicio Resolvido 2: Determine, graficamente, se as fun¢des abaixo sdo injetora,
sobrejetora ou bijetora.

a)f:R—>Rtalquef(x)=x-1

b) g:R - R tal que g(x)=x" -1

c) h:R — R tal que h(x)=x’

Solugdo: Tragemos retas paralelas ao eixo x nos graficos das fun¢bes e lembremos que

1. se cada uma dessas retas cortar o grafico em um ponto ou nenhum ponto, entdo a

132 funcao € injetora

2. se cada uma dessas retas cortar o grafico em um ou mais pontos entdo a funcdo é
sobrejetora

3. secadaumadessasretas cortar o grafico em um sé ponto, entdo a fungdo é bijetora.
Analisaremos agora cada funcao separadamente através de seu grafico.

a) Paraafuncdo f:R — Rtalque f(x)=x-1,temos que seu gréfico é dado
pela figura 77.

Figura 77 - Representac&o do grafico de f

Fonte: DEaD | IFCE

Do grafico da figura 77, notamos que qualquer reta horizontal intersecta o
grafico em um Unico ponto. Portanto a fun¢ao é injetora e sobrejetora. Logo é bijetora.

b) Paraafunciog:R — R tal que g(x) = x> —1, temos que seu grafico é dado
pela figura 78.
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Figura 78 - Representac¢do do graficode g

Fonte: DEaD | IFCE

Perceba pelo grafico que temos retas que ndo tocam o grafico nenhuma vez.
Como seu contradominio sao os reais, isso implica que existem elementos sobrando
no contradominio. Logo, notamos que existe reta horizontal que intersecta o grafico
em nenhum ponto, um ponto ou dois pontos. Portanto a funcdo nao é injetora, nem

sobrejetora e, consequentemente, nao € bijetora.
¢) Para a funcdo h:R — R tal que 4(x) = x’, temos que seu grafico é dado
pela figura 79.

Figura 79 - Representacdo do gréfico de &

Fonte: DEaD | IFCE

Aula 4 | Topico 2




134

Perceba que toda e qualquer reta sempre tocard o grafico e, como seu
contradominio sdo os reais, isso indica que ndo sobram elementos no contradominio.
Do gréfico, notamos que qualquer reta horizontal intersecta o grafico em um unico
ponto. Portanto a funcdo é injetora e sobrejetora — logo é bijetora. H

Podemos agora elencar algumas propriedades referente a fun¢Ges injetoras,
sobrejetoras e bijetoras em relacao a composi¢do de fungao.

Proposicdo 4.3 Sejam as funcdes f : A —> B eg: B — C, temos que

a) Se go f é uma funcdo injetora, entdo f'é uma funcdo injetora.

b) Se go f é uma funcdo sobrejetora, entdo g é uma funcdo sobrejetora.

c) Sef eg sdo funcbes injetoras, entdo go f é uma funcdo injetora.

d) Sef e g sdo fun¢des sobrejetoras, entdo go f é uma funcdo sobrejetora.

e) Sef e g sdo fun¢des bijetoras, entdo go f é uma funcdo bijetora.

Demonstrac¢do: Os itens d) e e) ficardo a cargo do leitor.

a) Dados x,ex, em 4, devemos mostrar que f(x)=f(x,)=x =x,.
De fato, sendo gof uma  funcdo  injetora, segue  que

(gof)(x)=(g°f)(x,) = x =x,.Sendo assim,
F) =)= g(f(x)=g(f(x)) = (g°f)x) =(g°f)x,) = x = x,

b) Considere um elemento x, € C . Como go f é uma fungdo sobrejetora, segue que
existe x, € X tal quex; =(go f)(x,). Sendo assim, do fato de x; =(g(f(x,))

garante que g é uma fungdo sobrejetora.

¢) Como as fungbes f e g sdo bijetoras, segue que f e g sdo funcdo injetoras e
sobrejetoras. Do fato de f'e g serem injetoras, segue, do item ¢), que go f é uma
funcdo injetora. Agora, do fato de f'e g serem sobrejetoras, segue, do item d), que
go f éuma funcdo sobrejetora. Portanto, go f é injetora e sobrejetora, ou seja,

go f éuma func¢do bijetora. ®

Ainda usando o conceito de composicdo de fun¢do, podemos entdo definir o que
seria uma funcdo inversa a esquerda e a direita e o que seria a funcdo inversa de uma

funcdo. A definicdo a seguir abrange o que foi dito acima
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Defini¢do 4.6 Considere uma funcdo f:A4— B, dizemos
que

a) Uma fun¢do g: B — A é uma funcdo inversa a esquerda
de fquando go f=1,.

b) Uma fun¢do h: B — A é uma fungdo inversa a direita de
f quando foh=1,.

¢) Umafuncdo i: B — A é uma funcdo inversa de /' quando
i é uma funcao inversa a esquerda e a direita de f. Ou seja,
i é inversade f<iof=1,efoi=1,.Dizemos ainda
que f é invertivel.

A proposicao a seguir fornece uma caracteriza¢do das propriedades da funcao
inversa.

Proposicdo 4.4 (Propriedades)
a) Uma funcdo admite inversa a direita se, e somente se, for sobrejetora.
b) Uma funcdo admite inversa a esquerda se, e somente se, for injetora.

¢) Uma funcdo é invertivel se, e somente se, for bijetora.

Demonstra¢ao: a demonstragao da proposic¢ao serda deixada a cargo do leitor. m

Segue do item c) da proposicdo 4.4 que, quando uma funcdo f for bijetora, ela
serd uma funcdo inversivel. Podemos entao definir o seguinte:

Definicdo 4.7 Se f:A—>B ¢ uma funcdo bijetora, a
relagdo inversa de f é uma func¢do de B em A, denominada
funcao inversa de f. Sua notacdo é dada por f~'. A funcdo
inversa de f é tal que para x€ A ey € B satisfaz a relacdo

y=fx)ex=["x).

-1 £ 7 ~ . —1\-1 .
Note que f~ é também uma funcdo bijetora e que vale (f )" = f . Assim
. -1 ~ . . .
podemos dizer que f e f~ s&o inversas entre si. Segue abaixo um exemplo com os
conceitos mencionados acima.

Exemplo 15: Dados os conjuntos 4 ={0,1,2,3} e B=1{2,5,8,11}. Consideremos ainda
a funcdo f:A4— B definida por f(x)=3x+2. Vamos determinar se f admite ou
nao uma inversa. Inicialmente, vejamos sua representacao através do diagrama de
flechas.
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Figura 80 - Representacdo da funcdo f por meio de diagrama de flecha

Fonte: DEaD | IFCE

Percebemos da figura 8o que a funcdo f é uma funcdo bijetora. Seus pares
ordenados sdo dados por (0, 2), (1, 5), (2, 8), (3, 11). Note ainda que D(f)=4 e
CD(f)= B =1Im(f).Dessamaneira,dofatode f serumafuncdo bijetora, elaadmite
uma inversa. Arelacio ' ={(»,x);(x,y) € f} éainversadafuncio f e étambém
uma funcdo. Assim, para todo y € B, existe um tnico x€ A4 tal que (y,x)e f .
Podemos representar o diagrama de /' : B — 4, como sendo

Figura 81 - Representac¢do da func¢éo fﬁ1 por meio de diagrama de flecha

71

A

Fonte: DEaD | IFCE

Ja a funcdo f~' é formada pelos
pares ordenados (2 , 0), ( 5, 1), (8, 2),
(11, 3) (note que os pares ordenados sdo
obtidos trocando de posi¢ao os elementos

de cada par ordenado de f, ou seja,

Se duas fungOes
sao inversiveis
entdo o dominio
da funcdo f é igual
ao  contradominio
da funcdo f~' e o contradominio da
funcdo f éigual ao dominio de /.
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(x,y)e f < (y,x)e f deformaque D(f")=BeCD(f")=A=Im(f").Note
-2
ainda que sendo f'definida por y =3x+2 temos que f~' seré definida por x = =z

Com efeito

(fof*)(y)=(f(f'l(y)>=f[y7‘2]=3(y7‘2j+2=y—2+2=y=13

_3x+2-2 x o,

(e N =T (f(0)=f"Bx+2) 3 y

Observe ainda que f leva cada elementox € 4 até o y € B tal que y=3x+2
e /' levacadaelemento y € B até x € 4 tal que x = y% [

No exemplo acima, determinamos a inversa de f e depois usamos composi¢ao
de fungdo para verificarmos a validade do resultado. A seguir, exibiremos uma regra
prdtica que nos permite determinar a inversa de qualquer fungdo:

(Regra pratica) Dada uma fun¢do bijetora f:4—> B
definida por uma sentenca aberta y= f(x). Para
obtermos a sentenca aberta que define a funcdo /',

devemos, na sentenca inicial y = f(x), isolar o valor de
X no primeiro membro e depois trocar x por y e y por X.

A seguir, explicaremos alguns exemplos de como se deve proceder:

Exercicio resolvido 3: Determine a inversa das fun¢des bijetoras a seguir:

a) Afuncdo f:R — R definidapor f(x)=5x+8.

b) Afungdo f:R —{%} - R —{%} definida por f(x) =

x+2
2x-3

¢) Afungdo f:R_— R, definidapor f(x)=x’.

Solucao:

a) Seja y = f(x) emque f(x)=5x+8.Sendoassim, temos y =5x+8. Inicialmente

-8
vamos isolar x. Assimy=5x+8=5x=y-8=>x= r=° Depois basta fazer

o . X = .
a troca das varidveis, ou seja, como x :y?, teremos y z?. Sendo assim,

teremos que f'(x)= x;8 .
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x+2

b) Iremos proceder da mesma forma. Seja y = f(x) em que f(x)= > . Sendo
x_
3
assim, temos y = . Logo, sendo x # > teremos:
x+2
y= = y.2x-3)=x+2=2xy-3y=x+2
2x-3
2
=2y —x=3y+2=x(2y—1)=3y+2=> x= 32y+ 1
y p—
o 3x+2
Agora, fazendo as trocas das varidveis, obteremos que y = .Dessaforma,
3x+2
afuncio /' :R- 1 —->R- 3 é definida por f~'(x) = al .
2 2 2x-1

¢) A funcdo dada é y=x> com x<0, pois o dominio da funcdo é conjunto dos

reais ndo positivos e y >0 também pelo fato de seu contradominio ser também o

conjunto dos nimeros reais nao negativos. Aplicando a regra pratica, teremos

x =*,/y . Agora, fazendo a troca das variaveis, ficaremos com y ==*+/x . Agora

temos um problema que é decidir por +\/; ou —\/; . Mas note que devemos ter

x>0 e y<0,logoafuncio f':R, > R_ definidapor f'(x)=—/x.

Uma propriedade interessante entre os graficos cartesianos da funcdo f* e de

~ -1 « =~ . Ly ~ e .
suafuncdoinversa f~ é que eles sdo simétricos em relacdo a bissetriz dos quadrantes
impares no plano cartesiano, ou seja,

sao simétricos em relacao a reta y=x

. Por exemplo, no item a) do exercicio

resolvido 3, encontramos que a inversa
(ol x—8

de f(x)=5x+8 ¢é f (x)=? Seus

graficos podem ser representados na

figura 82:
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Para saber um
pouco mais sobre
fungbes inversas,
acesse o link
http://ecalculo.

if.usp.br/funcoes/
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v

inversiveis/finversiveis.htm



http://ecalculo.if.usp.br/funcoes/inversiveis/finversiveis.htm
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http://ecalculo.if.usp.br/funcoes/inversiveis/finversiveis.htm

Figura 82 - Gréfico das funcoes f e f~'

o]
y=x
k=4.31
Jx)=5x+8 | 2
1=4.31
/ 0 /
12 10 -8 m7 4 2 0o C 2 ic 3 10 2 4 16
2 S)=x-8
5
-4
[ s

Fonte: DEaD | IFCE

Encerramos assim a aula 4. Neste Ultimo tépico, estudamos as fun¢des injetoras,
sobrejetoras e bijetoras. Aprendemos ainda sobre func¢bes inversas e como encontrar
a inversa de uma funcdo. Espero que tenham aproveitado bastante. Na préxima aula,
estudaremos duas fung¢bes importantes: a fun¢ao exponencial e a fung¢do logaritmica.
Aguardo vocés Ia. Até mais!
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. Sabendo que Jf(x) =x’+1 e g(x) =x—1, calcule

. Determine ainversa da fungao y =

. Dadas as func¢des reais definidas por f(x)=3x+2 e g(x)=2x+a,

determine o valor de apara f(g(x))=g(f(x))

. Sejam as func¢des reais definidas por f(x)= Jx e g(x)=+x*-3x—-4,

determine o dominio da funcdo f(g(x)).

f(g)-g(f (%)

se X# 1 x-1

. Nas funcBes reais f e g, definidas por f(x)=x"+2eg(x)=x-3,

obtenha as leis que definem fog,gof,fofegog.

. Sejam as funcdes reais g(x)=2x+3 definida para todo x real e

(feg)x)=

2x+5
al definida para todo x real. Determine a lei da fungao f.
+

X

. Qual das fun¢6es abaixo sao injetora, sobrejetora ou nenhuma das duas.

a) fIRSRf(x)=2x+1.
b) f:R—>Rf(x)=1-x’
A [ROR_f(x)=|x—1|
d) f:N>Nf(x)=2x+1

2x—1

,com x #3.

. Obtenha a lei de correspondéncia da funcdo inversa das funcdes abaixo:

a) f:R—>R talquef(x)=2x+1.
b) f:R—>R talquef(x)=x"+2.
) f:R, > B talquef(x)=4—x" emque B={yeR;y<4}.

d) f:R_—>B talquef(x)=x>—lemque B={yeR;y>-1}.
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C{xeRix<-loux>4}

- (feg)x)=x"—6x+1L(go f)x)=x" =1 (f o [)(x)
=x"+4x’+6e(gog)(x)=x+6

2x+4

AL

parax#1.
x —
a) injetora e sobrejetora, logo bijetora.
b) ndo é injetora nem sobrejetora.
c) nem injetora nem sobrejetora.

d) injetora e sobrejetora.

S, 3x+l
W=
) =22

b) f'(x)=R/x-2.
A fx)=+4-x.
d) f(x)=+x+1.

Pratique
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Aula 5

Funcao Exponencial e Logaritmica:
conceitos e aplicacées

Caro(a) aluno(a)

Nesta aula, conheceremos duas fun¢des bastante importantes para a
Matematica: a fun¢ao exponencial e a fun¢ao logaritmica. Elas serdo de fundamental
importancia na disciplina de Calculo 1.

No tépico 1, comecaremos a estudar a funcdo exponencial. Primeiramente
faremos uma breve revisao sobre potenciacdao e radiciacao. Depois abordaremos o
conceito de funcdo exponencial e daremos alguns exemplos deste tipo de fun¢do. Em
seguida, veremos algumas propriedades importantes que serdo Uteis no processo de
construgao de seu grafico. Por fim, mostraremos como resolver equagbes e inequagdes
exponenciais e daremos uma aplicacao pratica da exponencial no cotidiano.

Ja no tépico 2, abordaremos a funcdo inversa da exponencial: a funcdo
logaritmica. Inicialmente definiremos o que é o logaritmo de um ndmero real e
listaremos algumas propriedades importantes. Em seguida, abordaremos a funcdo
logaritmica juntamente com o seu grafico. Mostraremos ainda como se da o processo
de resolugao de equagdes e inequagdes logaritmicas.

Objetivos

= Conhecer as fun¢des exponencial e logaritmica e suas propriedades
= Estudar graficos das fun¢des exponenciais e logaritmicas

= Estudar equacdes, inequagbes exponenciais e logaritmicas
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Topico 1

Funcao Exponencial

OBJETIVOS

= Entender o conceito de funcao exponencial, suas propriedades e
caracterizagao

* Estudar o grafico das fun¢6es exponenciais

Neste tdpico, abordaremos a fun¢do exponencial. Primeiramente faremos um
breve resumo sobre poténcia de um ndmero e depois apresentaremos o conceito
de funcdo exponencial seguido de alguns exemplos. Mostraremos ainda algumas
propriedades que serdo importantes para a construcao do seu grafico. Em seguida,
enunciaremos alguns teoremas importantes que caracterizam a funcdo exponencial.
Por fim, mostraremos como se resolvem equagdes e inequagdes exponenciais.

Comecaremos com a definicdo de poténcia de um nimero real positivo.

Definicdao 5.1 Seja @ um numero real positivo. Para todo
neN, a poténcia a" de base a e expoente n é definida
como sendo o produto de n fatoresiguaisa a.

. = 1 . pe
Da defini¢do 5.1 segue que a’=lea' =a- A seguir, exibiremos alguns
exemplos:

Exemplo 1: A poténcia 5? apresenta como base o nimero 5 e como expoente o nimero
2.Seuvalor é dado por5® = 5.5 =25 .J4napoténcia 3*, apresenta como base o ndmero
3 e como expoente o ntimero 4. Seu valor é dado por 3* =3.3.3.3 =81. Para a poténcia
10°, temos como base o nimero 10 e como expoente o niimero 0. Da defini¢io segue
que 10° =1. [
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A proposicao a seguir apresenta algumas propriedades principais da poténcia.

Proposicdo 5.1 Sejam a e b numeros reais positivos e
m e n ndmeros naturais, entdao sdo vdlidas as seguintes
propriedades:

(i) am an _am+n

(i) a":a"=a""

eee m n m.n

(iii) (a ) =a

I B
(IV) a _a_" (Cl # )

(v) (ab)'=a"bd"

L (a)
5] -

an
b+#0
b,,( )

A demonstracao das propriedades sera deixada como exercicio para o leitor.

Definimos poténcia para 4 o Majg
Para saber mais sobre 9

radiciagao consulte 0?
o link http://www.
campusdosertao.ufal.br/
pet/petengenharias/cime/
files/aulas/Radiciacao.pdf

ndmero natural. Da propriedade
(iv) da proposicdo 5.1, temos a
definicao de poténcia para nimero
inteiro. A proposi¢ao 5.1 continua
vdlida quando m e n sdo nimeros

inteiros. N

Seria possivel definir a poténcia para um ndmero racional? Vejamos que sentido
) m

podemos darpara a” emque 7 € Q ,ouseja ¥ =— com m € Z e n € N.Suponhamos
n

que a propriedade (i) da proposicdo 5.1 continue vdlida. Dessa forma,

(ar n_ ar.ar.ar ..... ar — ar+r+r+4..+r — am — am
maqj ~
e S. i Anci . 3
6\9 . Para saber mais sobre poténcia e suas propriedades, |
“© acesse o link  http://www.educacional.com.br/upload/ |

blogSite/4276/4276642/16877/Potenciacao_Radiciacao_ |
Propriedades278200992545.pdf .
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Concluimos assim que a” é o nimero real positivo cuja n-ésima poténcia € igual a
a™ . Segue-se assim, pela definicdo de raiz, que este nimero é {/a” , a raiz n-ésima de

a™ . Temos assim a seguinte defini¢cdo:

Defini¢do 5.2 A poténcia @, com 7 um ndmero racional,

m
n m

. m . *
ouseja, r=— commeZ enecN édadapor a” =va
n

Podemos agora entdo definir o que seria a fun¢do exponencial.

Definicdo 5.3 Uma fungdo exponencial na base a € toda
funcdo f:R—> R, definida por f(x)=a", em que a é
um numero real positivo e diferente de 1, que satisfaz as
seguintes propriedades quaisquer que sejam os numeros
reais x ey:
G a-.a =a”

—ql —

a* <a’ quando a >1

(i) x<y =
a*>a’ quando 0<a<l

A funcdo exponencial na base e é funcdo f:R—>R,
definida por f(x)=¢e" ou f(x)=exp(x) onde e é um

numero irracional tal que e=2,71.

Muitas vezes, dada uma fun¢do exponencial f(x)=a", faz-se necessdrio
conhecer o seu valor em um determinado ponto x = x,, o que denominamos isso de
valor da fun¢do em um determinado ponto. Para isso, basta substituir na fun¢ao em
que existe x pelo valor de x, e ficaremos com f(x,)=a™ .

Como aplicacdo dos conceitos vistos acima, temos o seguinte exemplo:
Exemplo 2

a) Paraafungdo exponencial f:R — R, tal que f(x)=2", temos que sua base é 2.
Fazendo x =4, obtemos que f(4) =2*=16.

1 X
b) Para a fungdo exponencial g:R - R, tal que g(x)= (5) , temos que sua base

1 -2
vale 3 Considerando x =-2, temos que g(-2) = (—] =3>=9,.
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c) Na funcdo exponencial, h:R = R, tal que f(x)= (\/g)x temos que sua base é

J5 . Para x = 6, obtemos que A(6) :<\/§)6 =5 =125.

d) Por fim, se considerarmos a fungdo exponencial i: R — R, dada por i(x) = (Ej

-

temos que como sua base vale 5 Além disso, para x=3, temos que

i(3) =(§) =%.

Como consequéncia da defini¢ao 5.3, temos algumas observacdes interessantes

da funcdo exponencial:

OBSERVACAO 1

Da propriedade i) concluimos que f' ndo pode assumir o valor 0, a menos que seja
a funcdo identicamente nula. De fato, dada uma funcdo f:R —>R com a
propriedade de que  f(x)-f(»)=f(x+y) se existir x, tal
que  f(x,)=0 entdo qualquer que seja xeR, temos que
F@)=f(x+(x=x,))= f(x)- f(x=%)=0- f(x—x,)=0 e, portanto, f seria

a fun¢do identicamente nula.

OBSERVACAO 2

Aindada propriedadei) concluimos que f'(x) > 0 qualquer queseja x € R.Com efeito,

seja uma fun¢do f:R— R com a propriedade de que f(x)-f(»)=f(x+y)

e que ndo seja a funcdo identicamente nula. Dessa forma, temos que

f(x)= f(%_,.%) - f(%)f(%) = [f(%ﬂ > 0. Sendo assim, na Definicdo 5.3,

tanto faz afirmar que o contradominiode f é R ou R, haja vista que suaimagem

sempre sera positiva.

OBSERVACAO 3

Da propriedade iii) concluimos que a funcdo exponencial serd uma funcdo crescente

quando sua base for um nimero maior do que 1(a>1) e serd uma fun¢do
decrescente quando sua base tiver compreendida entre Oel (O <a< 1).
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OBSERVACAO 4

A funcdo exponencial f(x)=a" serd ilimitada superiormente, ou seja, quando
a>1, temos que a* cresce indefinidamente para valores de x >0 muito grande

e, quando 0 <a <1, temos que a* cresce indefinidamente para valores absolutos
de x <0 muito grande.

OBSERVACAO 5

A fungdo exponencial f:R — R, dadapor f(x)=a" em que € bijetora.

A partir das propriedades listadas, podemos esbogar o grafico da fun¢ao
exponencial. Para termos uma ideia de como o gréfico ird se comportar, iremos fazer
alguns casos especificos e depois faremos o caso geral. O exemplo abaixo ilustra o
processo de construgdo do gréfico.

Exercicio resolvido 1: Esboce os graficos das fun¢bes exponenciais abaixo:

a) f:R—>R,, talquef(x)=3"

1 X
b) f:R—>R_, tal quef(x)z(gj
Solugdo: Para a constru¢do dos graficos acima, iremos atribuir valores a x e
encontramos as imagens correspondentes. Depois associaremos os pontos (x, f(x))

no plano cartesiano e uniremos tais pontos, a fim de obter como seria o esboco dos
graficos. Sendo assim:

a) Paraafuncdo f(x)=3", obteremos a tabela abaixo:

Tabela 3: Valores para f(x)=3"

x 5 3 -1 0 1 3
f(x)=3" L 1 — 1 3 27
- 243 27 3

(x, f(x)) A=(—5,%) B:(—3,21—7j Cz(—l,%) D=(0,1) E=(1,3) F=(3,27)

Fonte: DEaD | IFCE

Com base na tabela acima, obtemos o grafico a seguir:

Aula 5 | Topico 1




Figura 83 - Grafico da fun¢do f(x)=3"
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5
) E
4 B C R
f 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3
Fonte: DEaD | IFCE

Note que, na funcdo exponencial f(x)=3", temos que sua base vale 3>1 e,

portanto, trata-se de uma fungdo crescente, como observado através do seu grafico.

1 X
Para afuncdo f(x)= (gj , obteremos a tabela a seguir:

1 X
Tabela 4: Valores para f(x) = (—)
X

3
-5 -3 -1 0 1 3
1 1
F(x)= (1 / 3)" 243 27 3 1 3 >7
(x, /()

A=(-5,243) B=(-3,27) c=(-1,3) D=(0,1) E

{4) b
3
Fonte: DEaD | IFCE

Com base na tabela 4, obtemos o seguinte grafico:
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1 X
Figura 84 - Gréfico da funcdo f(x) = (Ej

A

v

Fonte: DEaD | IFCE

< , 1Y 1
Note que, na fungdo exponencial f(x)= 3 temos que sua base vale 5 que

estd compreendida entre 0 e 1. Portanto, trata-se de uma funcdo decrescente, como

observado através do seu grafico. [ |

Dessa forma, com base nos graficos vistos acima e nas propriedades da
fun¢do exponencial, temos que, para a construcdo do grafico de f(x)=a", devemos
inicialmente observar o valor da sua base a. Caso a >1, temos que a funcdo serd
crescente e, quando 0 < a <1 , temos que a funcdo serd decrescente. Note ainda que
quando a >1 temos que o valor de x varia da esquerda para a direita e a curva que
representa a funcdo exponencial apresenta um crescimento bastante lento, quando
x<0.A medida que x cresce, o crescimento torna-se mais acelerado. No caso em
que 0<a <1, ocorre o contrdrio. Note ainda que o grafico sempre intersecta o eixo
¥ no ponto (0,1) e que a fungdo é sempre positiva. Observe ainda que o grafico se
aproxima do eixo x, mas nunca o toca. De forma geral, temos os graficos a seguir:

Figura 85 - Graficos da funcdo f(x)=a"

a>1 0<a<l
A A

Y Y

1 1

_/ '¥

~v
~VY

Fonte: DEaD | IFCE
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Assim como fizemos para as fun¢Oes afins e quadraticas nas aulas anteriores,
podemos também enunciar as propriedades que caracterizam a fun¢ao exponencial.
Essa caracterizacao é importante, pois nos permite escolher o instrumento matematico
adequado para a resolucao de determinado problema. E para que essa escolha seja
feita de maneira correta, é necessario conhecermos as propriedades que caracterizam
determinada funcdo.

O teorema a seguir determina a caracteriza¢do das fungbes exponenciais.

150

Também € verdade a reciproca do teorema 5.1, que é enunciada a seguir:

A demonstracao dos Teoremas 5.1 e 5.2 serd deixada como exercicio para o leitor.
Tais demonstracdes podem ser encontradas em Lima (2016) nas paginas 203 a 205, do
livro A Matematica do Ensino Médio, Volume 1.

Agora iremos mostrar a relacdo existente entre as fungdes exponenciais e as
progressoes. Para tanto, necessitamos inicialmente da seguinte defini¢ao:

Definicdo 5.4 Dizemos que uma fun¢dog:R — R, ¢é do tipo
exponencial quando se tem g(x)=ba" para todo xR, em
que a e b sdo constantes positivas.
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Dessa forma, dada f:R —- R tal que f(x)=ba".Seja x,,x,,%;,...,X,,... uma
progressao aritmética de razdo k, ou seja, x, =X, +h,x; =x, +h,...,x,,, =X, +h,..
Veremos agora o que ocorre ao substituirmos esses valores Xx,,x,,X;,...,X,,... na
funcdo f(x)=ba".

Temos que

f(x))=ba"; f(x,)=ba™ = ba " =ba".a" = f(xl).ah;...;f(xm)

=ba" =ba"" =ba".a" = f(x,).a".

Dessa forma, vemos que a sequéncia f(x,), f(x,),..., f(x,),...constitui uma
progressdo geométrica de razdo a”.

Tal propriedade é caracteristica das fun¢bes do tipo exponencial, de acordo

com o Teorema a seguir:

Teorema 53 Seja f:R—>R wuma fungdo crescente
(ou decrescente) que transforma toda progressdo
aritmética x,,x,,...,x,,... €m uma progressao geométrica
VisVyses ¥, = f(X,),... Se pusermos b= f(0) ea=%,

teremos f(x)=ba" paratodo xeR.

Demonstracdo: Seja b= f(0). Considere a funcdo g:R—> R, definida por

JS(x)

g(x) :T. Note que g é crescente (ou decrescente) e PA em PG. Observe que
_SO_b_ N
g(0)= P =1 . Agora, dado x € R qualquer, temos que a sequéncia x,0,—x

é uma PA. Sendo assim, g(x),g(0),g(—x) é uma PG. Mas como g(0) =1, temos que
g(x),1,g(—x) é uma PG de razdo g(—x).Logo g(—x) =% . Agora, considerando
neN exeR, temos que a sequéncia 0,x,2x,...,nx,...gé uma PA. Dessa maneira,
2(0)=1,g(x),2(2x),..., g(nx),... éuma PG derazdo g(x) cujo (n+1) n-ésimo termo
vale g(nx)=(g(x))". Caso tenhamos —n um inteiro negativo, entdo

1

e (w0

=(g(x)).
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Portanto, para quaisquer que sejam neZexeR, tem-se que g(nx)=(g(x))".
AU)
/(0)

consequentemente, f(x)=ba" paratodo xe R ®

Segue do Teorema 5.2 que, pondo a=g(l)= , temos que g(x)=a" e,

Agora veremos algumas aplicacbes das funcbes exponenciais. Para tais
aplicacbes, usaremos o fato de que a funcdo exponencial é injetora, ou seja, dados os

numeros x, e x, tal que @™ =a™, entdo devemos ter necessariamente x,=Xx, .

Aplicacdo 1 (Resolucdo de Equacbes Exponenciais) as equagdes exponenciais
sao aquelas em que a varidvel aparece no expoente de uma ou mais bases.
Para a resolucao de equagdes exponenciais, devemos inicialmente deixar tais
equacdes na mesma base e depois aplicar a propriedade vista acima, ou seja, se
as poténcias sdo iguais e de mesma base, devemos entao igualar os expoentes.

Exercicio resolvido 2: Resolva as seguintes equagdes exponenciais:

a) (LJ =25

125
b) 23x+2 . 82x—7 — 4x—1
Q) 4 +4=52"

Solucdo:

a) Inicialmente deixaremos tudo na base 5. Como 125=5" ¢ 25=5" temos que

125 5

3y 2
Obtemos assim 57 =52, Segue entdo que —3x=2 e, assim, x =——. Portanto, o

conjunto solu¢do é § = {—%} .

b) Deixaremos tudo na base 2. Como 8 =2’ ¢ 4 =2, teremos que

23x+2 :82x—7 — 4x—1 = 23x+2 :(23 )2x—7 — (22 )x—l = 23x+2 :23(2):—7) — 22(x—l)
— 23x+2 . 26)(—21 — 22)(—2 — 23x+2—(6x—21) — 22x—2

= 2—3x+23 — 22)672

2—3x+23

Sendo assim, obtemos =272, Segue entdo que —3x+23=2x-2, ou seja,

5x=25. Logo x =5. Portanto o conjunto solucdo é S = {5}.
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¢) Temos que

4 +4=52"=(2")"+4=52"=(2") -52"+4=0
Fazendo uma mudanca de varidvel. Chamando y=2", teremos que
V' — 5y + 4 = 0. As raizes da equacdo sdo y, =1ey, =4. Voltando agora para
o valor de y, teremos que, para y=1:y=2"=1=2"=2'=2"=x=0e

para y=4:y=2"=4=2"=2"=2"=x=2. Portanto o conjunto solucio é
§S={0,2}. m

Aplicacdo 2 (Resolugdo de Inequagbes Exponenciais): as inequacdes exponenciais
sao desigualdades em que a varidvel aparece no expoente de uma ou mais bases.
Para a resolu¢do de inequacdes exponenciais, devemos usar o fato de que a
fungao exponencial é crescente ou decrescente dependendo do valor da base.
Sendo assim, seja @ a base da funcdo exponencial. Se a >1 como a funcdo
exponencial é crescente, logo a’ > a° entdo devemos ter b > ¢ (nesse caso, o
sinal da desigualdade se mantém para os expoentes) e no casoemque 0 <a <1
como a funcao exponencial é decrescente, logo a’ >a° entdo devemos ter
b < ¢ (nesse caso, o sinal da desigualdade se inverte para os expoentes).

Exercicio resolvido 3: Resolva, em R, as seguintes inequacbes exponenciais:

2 3x-2 4 2x+1 8 )x—_’)
2158 — | = <| —
? b) (?J (9) (27

Solucao:

a) Temos que 2™ >8 e, como 8=2’, segue que 2" >2’. Como igualamos as

poténcias na mesma base e, sendo a base 2 >1, logo o sinal de desigualdade se
. , . 4
mantém para os expoentes e assim teremos 5x—1> 3, ou seja, x >—. Portanto, o

conjunto solu¢ao é § = {x eR;x > %} .

b) Temos que

ERCRE RGN
 NCRCCE O

) 2x+1 -3
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3 3
compreendido entre 0 e 1, entdo o sentido da desigualdade inverte para os expoentes,

Tx 3x-9
. 2 2 2 )
Obtemos assim que |—| <|— . Mas, como a base vale E que esta

9
ou seja, 7x >3x—9 e assim obteremos que x >——. Portanto o conjunto solucdo é
9
S=<xeRx>——".
4

Aplicacdo 3 (Modelo Matemdtico): em diversos problemas aplicados, estudam-
se fendbmenos que apresentam um crescimento ou decrescimento que ndo
podem ser representado por uma fun¢do afim, ou uma fun¢do quadratica,
ou uma funcdo modular, etc. Muitos desses problemas requerem o emprego
de funcbes exponenciais. Tais problemas ocorrem em diversas dreas como
na Economia (calcular os juros de um investimento), Biologia (determinar a
populacdo de bactérias em uma determinada coldnia), Quimica (determinar o
decaimento de material radioativo).

A seguir, exibiremos um - o Mais
exemplo envolvendo a funcdo Para ver outros &\V
exponencial. problemas sobre ¢

aplicacbes da funcdo
Exercicio resolvido 4: Sob certas exponencial em outras

areas do conhecimento
acesse https://educacao.
A de uma cultura, em funcdo uol.com.br/disciplinas/matematica/funcao-
] ) exponencial-aplicacoes-em-biologia-
do tempo ¢, medido em horas, é - . .
; quimica-e-matematica-financeira.htm
dado por A(t)=2'?. Determine o “

condi¢bes, o numero de bactérias

ndmero de bactérias depois de 5 dias apds a hora zero.

Solucdo: Note que, 5 dias apds o inicio da hora zero, corresponde a um total de 120
t

horas (5.24 =120). Dessa forma, substituindo # =120 em A(f) = 212, teremos

120

A(t)=2"2 = A(120) =21 =2" = A(120)=1024

Logo, o nimero de bactérias 5 dias apds a hora zero serd de 1024. |

Encerramos assim o tdpico 1 da aula 5. Nesse tépico, estudamos o conceito
de funcdo exponencial juntamente com suas propriedades e caracterizagdo. Vimos
ainda o processo de construc¢do de seu grafico e algumas de suas aplicagbes como
resolucao de equagdes e inequagdes exponenciais, além de problemas do cotidiano
que fazem uso de tal fungdo. No préximo tdpico, nos deteremos ao estudo das fun¢des
logaritmicas.
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Topico 2

Funcao Logaritmica

OBJETIVOS

* Entender o conceito de logaritmo, funcdo logaritmica, suas
propriedades e caracteriza¢ao

* Estudar o grafico das fun¢bes logaritmicas

Neste tdpico, abordaremos a fun¢do logaritmica e o logaritmo. Inicialmente
apresentaremos o conceito de logaritmo juntamente com suas propriedades.
Em seguida, apresentaremos a fun¢do logaritmica e mostraremos o processo de
construcado do seu grafico. Abordaremos ainda um teorema importante que permite a
caracteriza¢ao da funcao logaritmica. Por fim, mostraremos como se resolve equagdes
e inequacdes logaritmicas.

Considere o seguinte problema: existe algum nimero x que elevado ao nimero
2 resulte em 32? Em termos matematicos, queremos encontrar o valor de x para o
qual tenhamos 2* =32. Dessa forma, o problema recai em resolver uma equacdo
exponencial. Assim, devemos ter que x=35. O nimero 5 é o que chamamos de
logaritmo de 32 na base 2.

A seguir, apresentamos a definicao formal do que seria o logaritmo de um
ndmero.

Definicdo 5.5 Sejam a e b nimeros reais e positivos tal que
a # 1.Definimos o logaritmo de b nabase a, que representamos
por log, b, como sendo o expoente que devemos ter em a de
modo que a poténcia obtida seja igual ao nimero b . Em termos
matematico, temos que log,b=x=a" =b, em que a é
chamado a base do logaritmo, b é denominado de logaritmando
e x é o logaritmo.
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Como aplicagao dos conceitos acima, temos o seguinte exemplo:

Exemplo 3: Em log, 64, temos que 7 maj,
S Para saber mais sobre -\vo 8
[+
)

sua base vale 2, o logaritmando a histéria do logaritmo
é 64 e o logaritmo vale 6, pois e sobre quem foi John

Neper acesse o link http://
www.infoescola.com/

matematica/historia-dos-
logaritmos/

2°=64.J4 em log3$ temos que

sua base vale 3, o logaritmando

. , :
é 3 e o logaritmo vale =2 pois

1 1 1
372 =—. Agora lo ——, temos que sua base vale \/g, o logaritmando é — e o
g  "EOT O85 o3 q1 & 125

125
Da Definicao 5.5, seguem algumas observacdes:

Observacodes

Quando a base do logaritmo for 10,

logaritmo vale —6, pois (\/g)_6

(Condigdo de Existéncia do Logaritmo) iremos omiti-la. Sendo assim, ao
Temos que log b s6 existe quando escrevermos log b, fica subtendido
b>0,a>0ea=l. que a base vale 10. Tais logaritmos sdo

denominados de decimais.

A seguir, apresentaremos as principais propriedades dos logaritmos que
facilitardo narealizacdo de cdlculos. Algumas dessas propriedades seguem diretamente
da Definicdo 5.5.

Proposicdo 5.2 Sejam a, b e ¢ nimeros reais e positivos com a#1len,meR
com m # 0. S3o vdlidas as seguintes propriedades:

(i) log,1=0
(i) log, a =1
(i) @’ =b

(iv) log,(b.c)=log,b+log, c

(v) log, (2] =log, b—log, c
C

(vi) log ,b" = ﬁ.loga b
m
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(vii) logab:M comd>0ed=#1
log, b

(viii) log, b =284 coma>0ed#1
log, b

Demonstracdo: demonstraremos as propriedades (v). As demais serdo deixadas como
exercicio para o leitor.

Propriedade (v): Sejam log, b =x,log, c =y e log, (b.c) = z. Queremos mostrar que
z=x+y.

log,. b=x=a"=b
Sendo assim teremos: ylog, c=y=a’ =c

log, (bec)=z=a" =bc

Como a”=b.c e sendo b=a" ec=a” temos que a” =a".a’ =a"”. Portanto
z=x+y.

Os exemplos a seguir ilustram o uso das propriedades dos logaritmos.

Exercicio resolvido 5: Se log2=a e log3=», entdo expresse o logl44 em funcdo
deaceb.

Solugdo: inicialmente escreveremos o nimero 144 em fun¢do dos nimeros 2 e 3.
4 A2
Dessa forma, temos que 144 =2"3". Logo

) (vii)
log144 =1log(2*3") =log2* +log3® = 4.log2+2.log3 = 4a +2b

Exercicio resolvido 6: Calcule o valor de log,, 125.1og, 9.1og . i32.

Soluc¢do: fatorando cada um dos nimeros dados, teremos

5
log,, 125.1og, 9.1og, 432 = log.. (53).log23 (32).log52 [24j =

5

3 2 4
(Z.log3 5).(5.10& 3}. %log5 2
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Fazendo uma mudanca de base para a base 3 em log, 2, teremos log, 2 =. Assim

32(51 log.2 5 5
==.=|=.—|log,5.log,3.—="=""log,3.log. 2 =—
473 (4 2) 82082 5 16 2T 08 T g

Observe que log,3.log,2=1, pois, fazendo uma mudanca de base

log, 3 = log,3=

og, 2 log, 2

log, 3.log, 2= %.log3 2 =1. Portanto log,, 125.log, 9.1og . {32 = % . u
0

3

em log,3 para a base 3, resulta em log,3= . Assim

Depois que definimos o que era o logaritmo e enunciamos as suas propriedades
podemos agora estudar a fun¢ao logaritmica. No tépico 1 desta aula, estudamos
sobre fun¢des exponenciais e vimos que a fun¢ao exponencial € bijetora e, portanto,
admite uma funcdo inversa. Dizemos que a fun¢do logaritmica € a inversa da funcao

exponencial. De maneira formal, temos a seguinte defini¢do:

Definicdo 5.4 A inversa da fun¢do exponencial de base a é a
funcdo f:R, > R definida por f(x)=log, x, ou seja, é
a fun¢do que associa a cada nimero real positivo x o nimero
real log, x, que é denominado o logaritmo de x na base a.
A funcdo logaritmica na base e é funcdo f:R, - R definida
por f(x)=Inx, que é denominada de logaritmo natural, onde
e é um numero irracional tal que e = 2,71.

log, x

Da definicdo de inversa, segue que a =x e log,(a*)=x. Dessa maneira,
temos entao que o expoente ao qual devemos elevar a base a para obtermos x deve

ser log, x,ouseja, y=log, x < a’ =x.

Muitas vezes, dada uma funcdo logaritmica f(x)=1log, x, faz-se necessario
conhecer o seu valor em um determinado ponto x =Xx,, 0 que denominamos isso
de valor da fun¢ao em um determinado ponto. Para isso, basta substituir na fun¢do
em que existe x pelo valor de x, e ficaremos com f(x,) =log, x,, ou seja, recai em

encontrar o valor do logaritmo de um ndmero, o qual foi feito anteriormente.

Como a fungao exponencial é a inversa da fungdo logaritmica, podemos entdo
determinar seu grafico a partir da funcdo exponencial. Como vimos na aula passada,
o graficos de duas funcdes inversas sao simétricos em relacdo a reta y = x. Teremos

dois casos a analisar para a construcdo do grafico a>1ou0<a<l.
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Figura 86 - Gréfico da funcdo exponencial

gix]=a*

gix]=a*

a>1 ' 0<a<l

Fonte: DEaD | IFCE

Com base na figura 86, podemos concluir que

= O grafico da funcdo logaritmica sempre passa pelo ponto (0,1) e nunca intersecta
0 eixoy

* A funcdo logaritmica serd uma crescente quando a >1 e serd uma decrescente
quando O<a<1

= Note ainda que, como a funcdo logaritmica na base a é crescente se a>le
sendo log, 1=0, segue que os valores de x compreendidos entre 0 e 1 apresenta
logaritmo negativo e os maiores que 1 apresenta logaritmo positivo. Agora se
0 <a <1, ocorre a situagdo contraria: log, x € positivo se 0 <a <1 e negativo se
x>1

* A func¢do exponencial f(x)=log, x serd ilimitada tanto superiormente quanto
inferiormente. Por exemplo, para a > 1, por ilimitada superiormente significa
que podemos atribuir um valor tdo grande a log, x desde que tomemos x
suficientemente grande.

= Afuncdo logaritmica f:R, - R dadapor f(x)=log,x emque a>0eca=1 ¢
bijetora.

Assim como fizemos para a funcao exponencial no tépico anterior, podemos
também enunciar as propriedades que caracterizam a funcdo logaritmica. Essa
caracteriza¢do nos permite decidir quando usaremos a funcao logaritmica pararesolver
determinado tipo de problema. O Teorema a seguir determina a caracterizacao das
func¢bes logaritmicas.
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Teorema 5.3 (Caracterizagdo da Fungdo Logaritmica): seja
f:R, >R uma fungdo crescente (ou decrescente) tal que

f(xy)=f(x)+ f(y) para quaisquer x,y R, . Entdo existe
a>0 talque f(x)=1log, x paratodo xeR,.

A demonstracao do Teorema 5.3 serd deixada como exercicio para o leitor. Tal
demonstracdo pode ser encontrada em Lima (2016) nas paginas 215 a 217, do livro A

Matematica do Ensino Médio, Volume 1.

Veremos agora algumas aplicagdes das fung¢bes logaritmicas.

Aplicacdo 1 (Resolucdo de Equagbes Logaritmicas): as equacdes logaritmicas sao
aquelas em que a incégnita aparece no logaritmando ou na base do logaritmo.
Pararesolver as equacdes logaritmicas, podemos dividir em trés casos possiveis:

1° caso: Logaritmos de mesma base - log, f(x) =log, g(x) = f(x)=g(x).
2° caso: Aplicacdo direta da definicdo de logaritmo - log,, f(x) =k = a* = f(x).

3° caso: Substituicao de varidvel - pararesolver equacdes deste tipo inicialmente
faz-se necessario uma mudancga de varidvel.

O exemplo abaixo faz aplicagao dos trés casos descritos:

Exercicio resolvido 7: resolva, em R, as seguintes equag¢des logaritmicas:

a) log,(3x+2) =log, (2x—-5)
b) log,(3+5x) =1

2
c) 6.logi x—7.log,x+2=0

Solucao:

a) log,(3x+2) =log, (2x—-5)
Devemos verificar a condicao de
existéncia, ou seja, devemos ter

3x+2>0e2x+5>0. Assim,

Ndo se esqueca de
verificar a condicdo de
existéncia do logaritmo
ao resolver equacdes
logaritmicas.

Soy

2 5
X>—— ex>——.Segueassimque x>——.
3 2 3
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Agora vamos aplicar a regra de resolu¢do e depois comparamos o resultado obtido
com a condicao de existéncia:

log,(3x+2)=log, (2x—5)=3x+2=2x+5=>x=3

2 7
Como 3> —g, segue que O No «caso em que
temos log, f(x)=k

conjunto solucdo é S ={3}. ndo  precisamos  nos

preocupar  com a
condigdo de existéncia,
b) log, 3+5x) =1 pois f(x)=da" >0.

2

Neste exemplo basta aplicarmos a
definicao de logaritmo. Assim:

0
log, (3+5x)=0:>3+5x=(%j :>3+5x=1:>5x=—2:>x:—§

2

. 2
Portanto, o conjunto solu¢ao é S = {—g} .

¢) 6.log; x—7.log, x+2=0

As notagbes log! f(x) e (loga f(x))" significam a mesma coisa, ou seja,
log! f(x)= (loga f(x))n . Dessaformapodemos reescrever o enunciado do problema
da seguinte maneira 6 - (log2 x)2 -7 - log, x+2=0. Fagamos agora a mudanga de
varidvel y =log, x . Obteremos que 6y —7y+2=0.Resolveremos entdo aequacio

do segundo grau. Temos que

A=(-7)"-4.62=49-48=1

—bEJA  T1

Assim, y = = e obtemos que _% e —l Substituindo os valores
) y - 261 - 12 q yl 3 y2 2 *

2 2
obtidos em y =log, x, teremos que, para y, :E segue que logzxZE, ou seja,

1
segue que log, x = 5 ou seja, x =22. Portanto o conjunto

2
x=2%. Japara y, =

L
2
solucdo é S = {28 22}
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Aplicacdo 2 (Resolugdo de Inequagbes Logaritmicas) As inequacdes logaritmicas
sao desigualdades em que a incdgnita aparece no logaritmando ou na base do
logaritmo. Para resolver as inequagdes logaritmicas podemos dividir em trés

casos possiveis.

1° caso: Logaritmos de mesma base

f(x)>g(x)sea>1

log, f(x)>log, g(x):>{0<f(x)<g(x) se0<ax<l

]62 2° caso: Desigualdade entre o logaritmo e um nimero real - log, f(x) >k
ou log, f(x)<k. Neste caso, é uma aplicagdo direta do 1° caso, pois basta
notarmos que k =k.log, a =log, a". Dessa forma a solucdo serd dada de

acordo com o 1° caso.

3° caso: Substituicdo de varidvel — Para resolver inequagbes deste tipo,

inicialmente, faz-se necessaria uma mudanca de varidvel.

O exemplo abaixo faz aplicacdo dos trés casos descritos:

Exercicio resolvido 8: Resolva, em R, as seguintes inequacdes logaritmicas:
a) log,,(4x-3)<log,,5 log,(4x-3)2>2

3
b) log? x—3log, x—4>0

2 2

Solucdo:
a) log,;(4x—3)<log,;5

Temos que, como 0,3 é um nimero compreendido entre 0 e 1, logo o sentido da
desigualdade ird mudar. Assim:

log,,(4x-3)<log,;5=>4x-3>5=4x>8=x>2

Portanto, o conjunto solucdo serd § = {x e R;x > 2}.
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b) log,(4x-3)=>2

3

2
1
Nesse caso, temos que podemos escrever 2 com sendo log, (—j . Note ainda que
3
como a base estd compreendida entre 0 e 1, o sentido da desigualdade serd alterado.

Logo

2 2
log, (4x-3)>2 = log, (4x-3) > log, [%) :>O<4x—3££§j

3 3 3

:O<4x—3£%:>0+3<4x—3+3£%+3

:>3<4x£§:>i<xﬁZ
9 4

~ , 3 7
Portanto o conjunto solucao serd S = {x € R;Z <x< 5} .

c) log} x—3log, x-4>0

2 2

Facamos inicialmente uma mudanca de varidvel. Chamando y = logy X, teremos que
2
y* —=3x-4>0.Notequeosvaloresde y que satisfazem a desigualdade s3o dados por

y<—1ouy>4.Substituindo em y = logy X, para y <—1 segue que logy x<-1
2 2

1Y IR 1Y'
e como log, (5) =—1, teremos log, x <log, (Ej e, portanto, x>(5j , ou

2 2 2

4
1
seja, x >2.Agora para y >4 segue que log, x >4 e como log, (Ej =4 teremos
2 2

1 RN , 1
log, x>log, | = | e, portanto, x<| — | , ou seja, x <—. Mas devemos ter x>0.
3 7.2 2 16

1
Logo o conjunto solu¢do serd S = {x eR;0<x< Eoux > 2} . u

Finalizamos assim a aula 5 e o tdpico 2. Neste tdpico, estudamos o conceito de
logaritmo e de funcdo logaritmica juntamente com suas propriedades. Estudamos
ainda a construcdo do grafico da funcdo logaritmica a partir do grafico da funcdo
exponencial. Enunciamos ainda um teorema importante sobre a caracteriza¢do da
fun¢ao logaritmica. Por fim, vimos o processo de resolu¢ao de equagbes e inequagoes
logaritmicas. Na préxima aula, comegaremos o estudo da Trigonometria. Espero todos
por l3. Até mais.
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1. Use as propriedades de poténcia para simplificar as expressdes abaixo.
Suponha que ab#0.

a) (a*b’).(a’b*)
(a“.b2 )3

2 (ab>)

164 RGN

(az.b3 )4 .(a3.b4 )2

(a3.b2 )3

2. Resolva, em R, as seguintes equagdes exponenciais:

e)

a) 9" =27

b) 7% = 492

Q) (9x+1 )x’l _ 3

d) (32x—7 )3 LQxHl _ (33x—1 )4
e) 9" +3"" =4

3. Resolva,em R, ainequagdo exponencial 25" +6.5" +5>0

4. Encontre o valor de 4 nos seguintes casos:
a) A=log8\/§+logﬁ8—logﬁ\/§

b) 4=log, (10g3 9) +log, (log,, 3) + 10g0,8 (log,32)
c) A=log,5.log,27.log,; 2

5. Resolva, em R, a equacdo logaritmica log; x—2.log, x—3=0
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b) S ={10}
Q) §=1{-2,3

19
9 5={-5 |

e) =10

. S=R

. Encontre o valor de 4 nos seguintes casos:

Pratique




Aula 6

Trigonometria, funcao de Euler
e a medida dos angulos

Caro(a) aluno(a),

Nesta aula, iniciaremos o estudo da Trigonometria. Daremos énfase ao estudo
das relag6es trigonométricas de um triangulo retangulo, func¢do de Euler e medida dos
angulos.

Comecaremos, a partir do tépico 1, conhecendo as relagdes trigonométricas
em um triangulo retangulo e, em seguida, daremos algumas aplicagdes desse
conceito. Veremos ainda dois resultados importantes: Lei dos Senos e Lei dos
Cossenos. Estudaremos um pouco sobre angulos notdveis para relacionarmos
tais angulos com a estrutura de fun¢ao das relagbes trigonométricas de modo a
compreendermos na préxima aula o esbogo grafico das fun¢des trigonométricas. J&
no tdpico 2, iremos estudar a fun¢ao de Euler para entendermos como determinamos
o circulo trigonométrico e, em seguida, nos embasarmos para definirmos as rela¢des
trigonométricas como fungoes.

Objetivos

= Conhecer as rela¢des trigonométricas, suas propriedades e aplica¢fes

* Compreender a fungdo de Euler e as medidas de angulos
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Topico 1

Relacées trigonomeétricas
no tridngulo retangulo

OBJETIVOS

= Estudar as raz6es trigonométricas no triangulo retangulo e suas

aplicagbes

* Conhecer a Relagao Fundamental da Trigonometria e suas

aplicagdes

= Compreender a Lei dos Senos e Lei dos Cossenos

A Trigonometria (do grego
trigono, triangulo, e metria, medida)
é um ramo da Matemédtica que surgiu
ha mais de dois mil anos para lidar com
as medidas dos lados e dos angulos
de um triangulo. Atualmente, temos
inimeras aplica¢6es da Trigonometria,
desde situagdes basicas até as mais
complexas. Por exemplo, se um avido,
ao decolar, formar um determinado
angulo com a pista horizontal,
apds percorrer 2000 metros, ele

“,

Os estudos iniciais sobre
a trigonometria sdo
associados ao grego
Hiparco. Ele relacionou
os lados e os angulos de
um triangulo retangulo e possivelmente
construiu a primeira tabela de valores
trigonométricos, por isso muitos o
consideram o pai da Trigonometria.

estard a certa altura. Se houver prédios muito altos préoximos ao aeroporto, havera

a possibilidade de colisao do avido com algum prédio? Para resolver essa questdo,

devemos analisar o angulo formado pelo avidao e a pista, a distancia percorrida pelo
aviao e a altura dos prédios. Isso é um estudo com base na Trigonometria.

Neste primeiro tdpico da aula 6, iremos conhecer as relagbes trigonométricas
no triangulo retangulo: seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante.

Depois veremos a Relagdo Fundamental da Trigonometria e suas aplicagdes. Veremos

ainda o seno, cosseno e tangente de angulos bastantes conhecidos, os chamados
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angulos notdveis. Por fim, enunciaremos e demonstraremos as Leis dos Senos e
Cossenos e daremos alguns exemplos de aplicagdes praticas dessas leis.

Comecaremos entdo com a definicao do que seria um triangulo retangulo e
destacaremos seus principais elementos.

Defini¢do 6.1 Dizemos que um triangulo é retangulo quando um
de seus angulos é reto, ou seja, mede 90°. O lado oposto ao
angulo reto é denominado de hipotenusa e os lados adjacentes
ao angulo reto sao chamados de catetos. Os catetos podem
ser classificados em opostos ou adjacentes. Fixado um angulo,
dizemos que um cateto é oposto quando esta oposto a este
angulo; e dizemos que um cateto é adjacente quando estd
contido em um dos lados deste angulo.

Na figura 87, temos tridangulo retangulo no vértice A com hipotenusa de medida
a e catetos commedidas b e c.

Figura 87 - Triangulo retangulo

B

C A
Fonte: Adaptada de lezzi (1997)

Note ainda, na figura 87, que os demais angulos de um triangulo retangulo
sdo agudos e sua soma vale 90°, ou seja, os angulos B e C sdo complementares
(B+C=907).

Um resultado bastante importante em um triangulo retangulo € o Teorema de
Pitagoras que enunciaremos na Proposi¢do abaixo e cuja demonstra¢ao serd deixada
a cargo do leitor.

Proposi¢ao 6.1 Em um triangulo retangulo, o quadrado da
hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos.
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Feitas as devidas considera¢6es, comecaremos agora os estudos trigonométricos
em um triangulo retangulo. Podemos estabelecer algumas rela¢bes entre os lados de
um triangulo retangulo e os seus angulos agudos. Tais rela¢des sdo dadas na defini¢cao
a seguir e sdo denominadas razdes trigonométricas.

Defini¢ao 6.2 Dado um triangulo ABC retangulo e seja @ um de
seus angulos agudo, definimos:

Seno de um angulo agudo: é o quociente do comprimento do
cateto oposto ao angulo agudo pelo comprimento da hipotenusa
do triangulo ABC. O seno de um angulo agudo « pode ser

. cateto oposto
denotado como sen a ou sen(@).Assim,sen @ = ——— .

hipotenusa

Cosseno de um angulo agudo: é o quociente do comprimento

do cateto adjacente ao angulo agudo pelo comprimento
da hipotenusa do triangulo ABC. O cosseno de um angulo

agudo a pode ser denotado como cos & ou cos (&). Assim,
_ cateto adjacente

cos a -
hipotenusa

Tangente de um angulo agudo: é o quociente do comprimento

do cateto oposto ao angulo agudo pelo comprimento do cateto
adjacente ao angulo agudo do triangulo ABC . A tangente de um

angulo agudo @ pode ser denotada como #g « ou g (). Assim,

cateto oposto

g a= - .
cateto adjacente

Cotangente de um angulo agudo: é o quociente do comprimento
do cateto adjacente ao angulo agudo pelo comprimento do cateto
oposto ao angulo agudo do triangulo 4BC. A cotangente de um
angulo agudo a pode ser denotada comocotg o ou cotg ().

. cateto adjacente
Assim, cotg o = .

cateto oposto
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Secante de um angulo agudo: € o quociente do comprimento

da hipotenusa pelo comprimento do cateto adjacente ao angulo
agudo do triangulo 4BC. A secante de um angulo agudo

o pode ser representada como seca ousec (¢). Assim,

hipotenusa

sec a = - .
cateto adjacente

170

Cossecante de um angulo agudo: é o quociente do comprimento

da hipotenusa pelo comprimento do cateto oposto ao angulo
agudo do triangulo ABC . A cossecante de um angulo agudo «
pode ser representado como cossec « ou cossec(). Assim,

hipotenusa
cosseca =

cateto oposto '

Para exemplificar as razdes trigonométricas citadas acima, considere o triangulo
retangulo ABC abaixo.

Figura 88 - Triangulo Retangulo e seus elementos

A ¢ B

Fonte: DEaD | IFCE
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Da figura 88, temos que

c b c b a a
sen @ =—,Ccos a=—,1g @ =—,cotg A =—,secq =—,COSSeCqA =—
a b c b c

b b
Sen,B=—,cosﬂ=£,z‘gﬁ=—,cotg,8=£,secﬂ=£,cossec,8=z
a a c b c b

Podemos observar que

* Como a+f=90", temos que aef sdo angulos complementares. Assim,
temos que sen a=cosf}; sen f=cos a; tg a=cotg f; tg f=cotg a;
seca = cossec [ e sec f = cosseca .

* Note ainda que o seno e o cosseno de um angulo agudo sao sempre ndmeros reais ]71
positivos menores que 1, pois qualquer cateto € sempre menor que a hipotenusa.

Podemos ainda enunciar algumas propriedades interessantes sobre as razdes
trigonométricas enunciadas na Definicao 6.2. Tais propriedades estdo descritas na
Proposicao abaixo:

Proposicdo 6.2 Seja ABC um triangulo retangulo e @ um de seus
angulos agudos. Entao:

sen a
1. g a=——m
cos
cos «
2. cotga=——
sen o
3. seca =
cos«
1
4. cosseca =
sen o

5. sen’a +cos’ a =1 (Relacio Fundamental da Trigonometria)
6. tg°a+1=sec’a

7. l+cotg’a =cossec’ a

Demonstra¢ao: Usaremos como base a Figura 88. Obtemos assim que

c c
sen @ =—,C0s@x=—ciga=—
a c b

Mostraremos inicialmente a propriedade 1. De fato, basta dividir numerador e

c
denominador da fracdo Z pela medida da hipotenusa a . Assim temos
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As propriedades 2, 3 e 4 serdo deixadas como exercicio para o leitor.

. c
Provaremos agora a propriedade 5. Como sabemos que sen o =— e cosa =—,
a a

teremos que
2 2
5 2 c b & b o+ d
sen‘a+cos’a=—| +| = | =5+5=—F—=—5=1

a a a a a a

= sen’a +cos’ a =1 (6.1)

Note que a relagdo a’ = b’ + ¢” foi obtida aplicando o Teorema de Pitagoras no

triangulo retangulo da Figura 88.

Da relagdo fundamental da trigonometria, podemos obter outras rela¢es.
Iremos agora mostrar que a propriedade 6 também ¢é vélida. Por exemplo, podemos
dividir a igualdade 6.1 por sen’ar (para essas divisGes, devemos ter cuidado, pois o
denominador da fracdo deve ser diferente de zero). Como se trata de seno de angulos
agudos em um triangulo retangulo temos que sen’a # 0, entdo, nesse momento, ndo
precisamos nos preocupar com isso. Mais a frente, quando formos definir as funcdes
trigonométricas, atentaremos para o detalhe de func¢des fraciondrias). Dessa forma,

teremos que

2 2
sen’a +cos’ o 1 sena  cos’ cosa 1
2 = I >t 2 2 1 =
sen’a sen’a sen’a sen’a sen’a sena sena

Observando as relag6es trigonométricas nas propriedades 2 e 4, temos
2 2
I+cotg”a =cossec” o

De modo andlogo, se dividirmos a Relagao Fundamental da Trigonometria por
cos’ C, iremos obter

tg’a+1=sec’ a

Como aplicacdo da Definicdo 6.2, podemos determinar os valores dos senos,
cossenos e tangentes dos angulos mais conhecidos que sdo 30°,45° e 60°. Tais
angulos sdo denominados de angulos notaveis. Podemos calcular seus senos, cossenos

e tangentes facilmente usando triangulos com propriedades bem conhecidas.
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Para o cdlculo de sen 30°,cos30°,sen 60° ¢ cos 60°, iremos considerar o
triangulo equildtero de lado / da Figura 89.

Figura 89 - Triangulo equildtero de lado /

A

B L

Fonte: Adaptada de Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2004)

Seja ABC um triangulo equilatero cujo lado tem medida /, logo todos os
seus angulos medem 60°. Consideremos a sua altura AD relativa ao lado BC e
denominemos seu comprimento por /4. Como ABC é equildtero, temos que a
altura AD é também mediana e bissetriz. Do fato de AD ser bissetriz, obtemos dois

triangulos retangulos ABD e ACD com angulos agudo medindo 30" e 60°. Agora
[

o fato de a altura AD ser mediana, obtemos que o lado DC mede — . Temos entdo

o triangulo retangulo ACD de hipotenusa [ e catetos / e 5 Vamos agora aplicar o

Teorema de Pitdgoras no triangulo ACD e obter o valor de 4. Assim

s (Vg L | PP W3
1—h+(é):>h—l T =P ===

Agora podemos aplicar as rela¢6es trigonométricas e determinar os valores do

7 .vo moie..
Observe que sen 30° =cos60° e que sen 60° =cos30°. Isso  © ’
acontece devido aos angulos 30" e 60° serem complementares. @
Essa propriedade estd diretamente ligada as rela¢6es de simetria
das funcdes seno e cosseno geradas pela simetria da fung¢do de

Euler (essa fungdo serd estudada no préximo tépico).
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seno, cosseno e tangente dos angulos de 30° e 60°. Assim, teremos

/ l\/_?/ I
sen30°:é:—;cos30":—:—2:£etg30°=l/_2=é=L=_3
I 2 ! ! 2 h I3 3 3

I3 I

[ 2 [ 2 [
/2
Para calcularmos seno, cosseno e tangente do angulo de 45°, vamos considerar
174 o quadrado de lado / mostrado na Figura 9o.

sen 60" =—=
/

Figura 90 - Quadrado de lado /

D C
d
2
45° .
A / B

Fonte: Adaptada de Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2004)

Tragamosadiagonal AC doquadrado ABCD e denominamos seucomprimento
de d . A diagonal AC do quadrado divide-o em dois triangulos retangulos e isdsceles.
Dessa forma, os triangulos ABC e ADC possuem seus angulos agudos medindo 45°,
catetos iguais a / e hipotenusa igual a d . Novamente, vamos aplicar o Teorema de
Pitadgoras ao triangulo ABC e obter o valor de d em fun¢do del, ou seja,

=P+ =2=d=2I" =12

Em seguida, aplicando as relagdes trigonométricas no triangulo ABC,
obteremos

/

d W2 2 2 d W2 2 2 !

sen 45° =
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E comum, em muitos livros do Ensino Médio, vermos uma tabela com os valores
de seno, cosseno e tangente dos angulos notdveis mais conhecidos. De modo a facilitar
a fixacdo desses valores, seguem abaixo, na referida tabela, os valores calculados
anteriormente:

Tabela 5: Tabela de seno, cosseno e tangente de 307,45 e 60°

sen 1 Q 3
2

cos ﬁ Q l
2 2 2
tan ﬁ 1 1
3 2

Fonte: DEaD | IFCE

Vejamos agora dois exemplos de situa¢des problemas que envolvem os
conceitos estudados anteriormente. Obviamente que, se vocé nao lembrar o valor do
seno, cosseno ou tangente do angulo dado, podera recorrer as demonstragdes acima
usando simplesmente o Teorema de Pitagoras e as rela¢des trigonométricas estudadas
nessa aula.

Exercicio resolvido 1: A rua Tendrio Quadros e a avenida Tedfilo Silva, ambas retilineas,
cruzam-se conforme um angulo de 30°. O posto de gasolina Estrela do Sul encontra-
se na avenida Tedfilo Silva a 4000 m do citado cruzamento. Sabendo que o percurso
do posto Estrela do Sul até a rua Tendrio Quadros forma um angulo de 90° no ponto
de encontro do posto com a rua Tedfilo Silva, determine, em quildmetros, a distancia
entre o posto de gasolina Estrela do Sul e a rua Tendrio Quadros.

Solucao: Inicialmente iremos fazer uma figura para esbocar o que foi dito no enunciado
do problema. A figura 91 retrata a situacdo descrita
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Figura 91 - Representagao do exercicio resolvido 1

Tendrio Quadros

4000m

‘ Posto

Tedfilo Silva

Fonte: DEaD | IFCE

Da figura 91, podemos observar no triangulo formado que podemos aplicar a
tangente do angulo de 30°, pois sabemos o valor de #g 30°. Temos ainda o valor do
cateto adjacente ao angulo de 30° que vale 4000m, assim podemos descobrir o valor
do cateto oposto ao angulo de 30°, que denominamos de x, o qual correspondera a
distancia pedida no enunciado. Sendo assim,

o cateto oposto
te 30° = P

cateto adjacente

V3ox

Logo — =
g 3 4000

valor da distancia em quilémetros, temos que x =2,3km.

— 3x=4000+/3 = x = 2309,4m. Como no enunciado é pedido o

Exercicio resolvido 2: De um ponto A, um agrimensor enxerga o topo T de um morro,
conforme um angulo de 45°. Ao se aproximar 50 metros do morro, ele passa a ver o

topo T conforme um angulo de 60° . Determine a altura do morro (use V3= L7).

Soluc¢do: Podemos representar o enunciado do problema de acordo com a figura 92.
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Figura 92 - Representacao do Exercicio Resolvido 2
T

45° 60°
50m y

Fonte: http://malbatahannerd.blogspot.com.br/2015/03/mmn-e-propedeutica-6-de-um-ponto-uma.html

A

Usando os dados do enunciado, temos que

X
tg 45 =
& 50+ y

g 60°=2=\3=1,7=x=17y
y

=1=>x=50+y

Comparando os dois valores de x, teremos

x:50+y:>1,7y=50+y:>0,7y=50:>y:%3y571,43m
Como x=1,7y, segue que x=1,7x71,43 e assim x=121,43m. Portanto, o morro
tem uma altura aproximada de 121,43 m.

Vimos, até o momento, as relagdes trigonométricas sendo estabelecidas em
um triangulo retangulo. Nesse momento, nos perguntamos: podemos estabelecer
relagbes que envolvam seno e cosseno em outros triangulos que ndo sejam retangulos?
A resposta para essa pergunta é sim!

[remos agora apresentar duas leis importantes, que utilizamos bastante para
resolver problemas geométricos ou até mesmo auxiliar a Trigonometria. Sao a Lei
dos Senos e a Lei dos Cossenos. Comecaremos com a Lei dos Cossenos que pode ser
enunciada da seguinte maneira:

Proposicao 6.3 Em um triangulo qualquer, o quadrado de
um lado é igual a soma dos quadrados dos outros dois lados
menos o duplo produto desses dois lados pelo cosseno do
angulo formado por eles.
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Demonstracdo: Considere um triangulo ABC qualquer cujos lados medem a,b e ¢
(Figura 93). Queremos mostrar que

a*=b*+c*=2bc.cos A (6.2)
b* =c*+a*-2ac.cosB (6.3)
> =a*+b>—2ab.cosC (6.4)

Mostraremos entdo que a igualdade (6.2) é verdadeira. De forma analoga,
demonstram-se as demais e serdo deixadas como exercicio para o leitor.

178

Figura 93 - Triangulo acutangulo e triangulo obtusangulo

Fonte: Adaptada de Ross (2002)

Mostraremos que o resultado é valido para cada um dos triangulos acima. No
primeiro triangulo, /& = AP ¢é a medida da altura baixada de A sobre o lado BC,
dividindo o lado BC em duas partes. Considerando BC =a, se denotarmos por x
a medida de BP, ou seja, BP =x e entdo teremos que PC =a—x. Observe que
os triangulos ABPe APC formados sdo retangulos. Das relagoes trlgonometrlcas

X
estabelecidas no triangulo retangulo, temos que BP = x =c. cosB pois cosB==
c

Aplicando o Teorema de Pitagoras nos triangulos ABPe APC, fornecemos as
duas igualdades abaixo:

=’ +x* (6.5)
b>=h*+(a—x)" =h>+x"+a’ —2ax (6.6)

Substituindo o valor de (6.5)em (6.6), obtemos b°=c’>+a’—2ax.
Substituindo x = c.cos B, obtemos
b* =c* +a* —2ac.cos B

No segundo triangulo, temos que BP=x=c.cos(x—B)=—c.cosB (no
préximo tdpico, iremos tratar sobre medidas de angulos e vocé entendera o porqué
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de cos(r — B)=—cos B. A principio, vamos nos ater a compreensdo da existéncia e
da validade da Lei dos Cossenos).

Continuando do Teorema de Pitdgoras aplicado aos triangulos ABP € APC do
segundo triangulo da Figura 93, temos

=h+x (6.7)

b=l +(a+x) = +x"+a’ +2ax (6.8)

Substituindo o valor de (6.7) em (6. 8) obtemos b* =c* +a’ —2ax. Como
x=-c cosB teremos entdo que b° =’ +a’ —2ac. cos B . Portanto a igualdade vale

em qualquer caso.

Note que a Lei dos Cossenos aplicada ao triangulo retangulo nos da o Teorema
de Pitdgoras. W

Como aplica¢ao da Proposicao acima, temos o seguinte exemplo:

Exercicio resolvido 3: Um topdgrafo estd fazendo as marcac¢des e tirando as medidas
de um terreno triangular, como mostra a Figura 94. Inicialmente, o topdgrafo estava
no ponto B e mediu a distancia até o ponto A obtendo 700 metros. Do ponto A foi
até o ponto C e obteve a medida de 300 metros. Com um equipamento chamado
teodolito, o topdgrafo consegue determinar o angulo do triangulo sobre o ponto C,
obtendo 60°. Calcule a distancia do ponto C ao ponto B, sem a necessidade de fazer a
medicdo em terra.

Figura 94 - Medidas do terreno triangular

A

300m 700m

C6O .

Fonte: DEaD | IFCE
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Solucdo: Da figura 94, aplicando a Lei dos Cossenos para o vértice C do triangulo
ABC teremos que

700° = x> +300° —2.300.x.c0s 60°
Como cos60° = % =0,5, teremos que a igualdade acima resultara em
700% = x* +300% —300x

Simplificando a igualdade, obtemos a seguinte equacdo do segundo grau:
x” —300x — 400000 = 0 . Aplicando o método de solucdo de uma equacio do segundo
grau (férmula de Bhaskara), obtemos as solugées x; =—500 e x, =800. Como se
trata de uma distancia, obviamente que a resposta serd positiva. Entao a distancia
x =CB =800 metros.

Agora enunciaremos e demonstraremos a Lei dos Senos na Proposi¢ao abaixo:

Proposicao 6.4 Em qualquer triangulo, o quociente entre
cada lado e 0 seno do angulo oposto é constante.

Demonstracdo: Seja ABC um tridangulo qualquer cujos lados medem a,b e c. Queremos
mostrar que

a b c

send senB senC

Utilizando o primeiro tridangulo na Figura 94, obtemos & =c.sen B=b.sen C. Dai
temos que

b __¢ (69
senB  senC

Se tracarmos a altura baixada do - .

i — / o Majg

vértice B ao lado AC, obteremos, Hi uma interpretacdo O\v

com o mesmo argumento, arela¢do _ _ 7
geométrica para a razao

a
a c

—= — (6.10) a7
send senC send

Ela é igual ao

diametro do circulo

Podemos entdo concluir de circunscrito ao triangulo ABC. Veja a

(6.9) ¢ (6.10)  que, em um demonstracao no livro Fundamentos de
triangulo qualquer, tem-se

a b c Matematica Elementar vol. 3.

send senB senC
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Para o segundo triangulo da Figura 94, a demonstragao € andloga e sera deixada
como exercicio.

Portanto, segue-se o resultado. W

Como aplicacao da Proposicao anterior, temos o seguinte exemplo:

Exercicio resolvido 4: Determine o valor de ¢ no triangulo abaixo. Use que
sen 120" = sen 60°.

Figura 95 - Triangulo Obtusangulo

Fonte: http://alunosonline.uol.com.br/matematica/lei-dos-senos.html

Solucdo: Aplicando a Lei dos Senos ao triangulo ABC, teremos

10 c 10 c 1

= = = =N Ozizﬁzﬁ:ﬁc:lo
sen 120°  sen30"  sen 60° sen30° 3 1L 2 2
2 2
1043
=c=——cm

Encerramos aqui o tépico 1 da aula 6. Vimos até aqui a definicao das relacdes
trigonométricas seno, cosseno, tangente, secante, cossecante e cotangente e
estudamos suas aplicacdes na determinagao do valor dos angulos notdveis e nas leis
dos senos e lei dos cossenos. Vimos também a Relacao Fundamental da Trigonometria
e suas relacdes derivadas. No préximo tdpico, iremos estudar a fung¢ao de Euler que é
fundamental para o estudo das fun¢ées trigonométricas.
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Toépico 2

A funcao de Euler
e as medidas de angulos

182

= Estudar o circulo trigonométrico e as medidas dos angulos

= Conhecer a fungao de Euler e suas propriedades

9O,

c *  Euler foi um importante

“ matematico. Entre

suas contribuigdes

mais conhecidas na

matemadtica moderna

estdo a introducdo da fun¢do gama e

a relagdo entre o cdlculo diferencial de

Leibniz. Para mais informacdes, acesse o

site do Instituto de Matemadtica, Estatistica

e Computacdo Cientifica http://www.ime.

unicamp.br/~calculo/ambientedeensino/
modulos/history/euler/euler.html

Neste tdpico, iremos estudar a fun¢ao
de Euler para podermos, mais a frente,
definir as fung¢bes trigonométricas.
Inicialmente iremos estudar a nocao
de arcos e sua unidade de medida.
Depois definiremos o conceito de
circulo unitdrio e a funcdao de Euler.
Veremos ainda algumas propriedades
da fun¢do de Euler e as suas principais
simetrias.

Inicialmente definiremos o conceito
de arco.

ou BA (arco maior).

\

Definicio 6.3 Sejam A e B dois pontos quaisquer numa
circunferéncia. Arco € uma porgdo da circunferéncia delimitada
por dois pontos (Figura 96). Usaremos a notacdao AB
para denominar arco. Os pontos AeB sao denominados
extremidades do arco e pode ser indicado por AB (arco menor)

N

J
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Na figura 96, 0 arco AB , representado na cor vermelha, é o arco menor; e 0 arco

—

BA , representado na cor azul, é o arco maior.

Figura 96 - Arcos

B

Fonte: DEaD | IFCE

Para determinar a medida de um arco, usamos o grau ou o radiano. O grau,
denotado por °, é um arco unitario igual a % da circunferéncia que contém o arco

a ser medido. Ja o radiano, denotado por rad , é um arco unitario cujo comprimento é
igual ao raio da circunferéncia que contém o arco a ser medido, ou seja, se esticarmos
oarco AB, obteriamos um segmento dereta AB cuja medida seria exatamente o raio

da circunferéncia.

Vamos entender o processo de constru¢do do circulo trigonométrico.
Comegaremos com a defini¢do:

Definicdo 6.4 A circunferéncia C de centro na origem do R’
e raio 1 serd denominada de circulo unitdrio ou circunferéncia
unitdria (Figura 97). O circulo unitdrio pode ser descrito na forma
C:{()c,y)e]Rz;x2 +y° :1}.
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Figura 97 - Circulo unitdrio

)\y

(x.y)
I

= v

184

Fonte: Adaptada de Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2004)

Destacaremos abaixo algumas observa¢bes sobre o circulo unitario:

= Para qualquer ponto 4

P=(x,y)eC, temos que Um circulo pode ser

—1<x<1le —1<y<1.Porexemplo, percorrido em dois

para qualquer angulo «, temos sentidos. Quando um

que o ponto P=(cosa,sen a) dos sentidos é escolhido

pertence ao circulo  unitdrio, e denominado positivo,

pois cos’ a+sen’a =1 dizemos que o circulo esta orientado.
(Relagdo Fundamental da Tradicionalmente,  em Matematica,
Trigonometria).  Sendo  assim, escolhemos o sentido anti-hordrio como
—1<cosa<le —1<sen a <1. positivo.

"y

* Indicaremos o ponto (1,0) como sendo a origem dos arcos do circulo unitério.

= [remos considerar o sentido anti-horario. Dessa forma, podemos dizer que o circulo
unitario é orientado.

Podemosagoraentdodefinirumafuncdoqueassociaacadanimerorealumponto
do circulo unitario. Tal fun¢ao foi criada por Euler e, porisso, ¢ denominada de fun¢ao de
Euler.Demaneiraintuitiva,podemos pensarnaretarealcomosefosseumfioe,apartirdo
momento que fosse aplicada a fun¢do de Euler, tal fio seria enrolado no contorno do
circulo unitdrio de forma que o nimero real 0 coincida com a origem dos arcos. Sua
defini¢do é dada a seguir:
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Definicdo 6.5 A funcdo de Euler E:R — C faz corresponder
a cada ndmero real ¢t o ponto E(¢)=(x,y) do circulo unitério
(Figura 98) de forma que

- E(0)=(1,0)

* Quando t>0, percorremos o circulo unitario, a partir da
origem dos arcos, um caminho de medida ¢, no sentido anti-
horario (sentido positivo). O ponto final do percurso sera
denotado por E(?)

* Quando ¢<0, percorremos o circulo unitario, a partir da
origem dos arcos, um caminho de medida |t|, no sentido
hordrio (sentido negativo). O ponto final do percurso serd
denotado por E(?).

Figura 98 - Representagao geométrica da fungdo de Euler

Y 0

E(1) K~ O\

0 (1,0
X

Fonte: Adaptada de Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2004)

Note que, como estamos trabalhando com o circulo unitario, temos que seu raio
vale 1. Dessa forma, seu comprimento valerd 27z . Temos que, quando ¢ percorre um
distancia de 27, sua imagem E(t) terad percorrido um arco de igual comprimento
e assim teremos dado uma volta completa no circulo unitario retornando ao ponto
de origem dos arcos. Portanto, se tivermos ¢>27 out<-27, entdo o arco de
t|, partindo da origem dos arcos, dard mais de uma volta no circulo
unitario. Podemos assim concluir que E(¢)=E(t+2kr),emque teRekeZ ,ou
seja, dadoum ponto P € C,temos que ele é aimagem de infinitos nimeros reais, pela
funcdo de Euler. Note ainda que E(2k7)=(0,1).

comprimento
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Como E(t)=E(t+2kr), dizemos que t e t+2km sdo congruos e que t+ 2k
sdo as vdrias determina¢bes do angulo 4AP. Por exemplo, suponha que tenhamos
V4

t= E . Dessaforma, temos umarco denominado de primeira determinacdo positiva dos
/4 V4 V4

arcos daforma —+ 2k em que k € Z , pois — é menor valor positivo que —+ 2k
3 ) 7 1 . 3

assume. Se considerarmos k =1, terlamos ¢t=—+27 =—— e seria considerada

V4
a segunda determinacdo positiva dos arcos da forma §+2k7z. Note ainda que, se
Sr

. T ‘ L N
considerarmos k =-1, teremos que t=§—2ﬂ'=? é a primeira determinacao

V/a
negativa dos arcos da forma 3 +2kr.

Vejamos agora a definicao de medida dos angulos.

Definicdo 6.6 Sejam A4=(1,0) ¢ 0=(0,0). Para teR seja
B = E(t), definimos a medida do angulo AOB como sendo ¢

radianos.
Figura 99 - Representacdo de arcos
A 0
B=E(t
C @ E 1A
KT\
t
O -0,5 > =40
X
E:('O,S) -1-0,5

Fonte: Adaptada de Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2004)

Da Defini¢ao acima, podemos tirar algumas conclusdes importantes:
1. Podemoster B = E(t) com t <0 e assim teremos angulos com medida negativa.

2. Comotemosque B = E(t),issoimplicaque B = E(¢t+2kr)paratodo k € Z entdo
amedida do angulo AOB é determinada apenas a menos de um multiplo inteiro de
27 . Por exemplo, o angulo de 5 radianos é também um angulo de 5—27 radianos.
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Generalizando, teremos que, se B = E(t) entdo B = E(t—27x) pois ha dois arcos
(um de comprimento |t| e outro de comprimento |t—27r|) que vao de 4=(1,0)
até o ponto B do circulo unitario.

Figura 100 - Arcos AB de comprimentos |t| § |l‘ - 27r|

YA

Mgy, \
=27 B
t
0] A >
X

Fonte: Adaptada de Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2004)

1. O angulo AOB mede 1 radiano se, e somente se, 0 arco 4B da circunferéncia C

maj,
o Majg
© .

o
7

tem comprimento igual a 1, isto é, A medida do angulo

AOB em radianos
geralmente, numa circunferéncia também  pode  ser

igual ao raio da circunferéncia. Mas

de raio r, a medida de um angulo 2a
expressa como —- , em

central em radianos € igual a r
termos da drea a do setor circular AOB e

/
—, em que [ é o comprimento )
r do raio r.

do arco subentendido por esse \

angulo.

Escreveremos 1grau=1" e 1 radiano = 1 rad. Podemos entdo relacionar

radianos com graus. Temos que a circunferéncia inteira tem 27 radianos e 360°

graus, segue-se que 2zrad =360° ouseja, 1 rad = (3’2&) = 57,3 graus. Temos ainda
V4

que 180° = 7 rad, 90° =%rad, 270° = 7” rad, etc. Para saber as medidas de outros

angulos (ou em graus ou em radianos), basta fazermos uma regra de trés usando
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maj, 3
.{Oo s Veja como analisar a

y,o medida do angulo em a 360°. Note ainda que, como
funcdo da drea do setor
circular no livro “A
Matematica do Ensino
Médio” vol. 1 da colecao que os quadrantes do circulo serao
do Professor de Matemadtica da Sociedade
Brasileira de Matematica (SBM).

o fato de que 27z rad equivale

adotamos o sentido anti-horario

como o sentido positivo, temos

contados também nesse sentido,

ou seja, primeiro quadrante para

0" <t<90°, segundo quadrante

para 90" <t <180°, terceiro quadrante para 180° <¢<270°e quarto quadrante,
fechando o circulo, para 270" <t <360°.

Tendo conhecimento de como funciona a funcao de Euler e as medidas dos
angulos, devemos observar um fato importante na funcao de Euler. As rela¢bes de
simetria. Tais rela¢des serdo importantes para o estudo das propriedades das fun¢des
trigonométricas. Vejamos algumas relacdes de simetria da fungao de Euler.

Se temos E(t)=(x,y), entdo teremos E(m—t)=(—x,y). Essa simetria,
representada geometricamente pela Figura 101, nos mostra que qualquer angulo ¢
subtraido de 7 radianos terd imagem pela fun¢do de Euler com os mesmos valores
absolutos da imagem de ¢ com o sinal de x trocado. Isso ocorre porque, sendo ¢
um angulo que estd no primeiro quadrante do circulo trigonométrico; 7 —¢ serd um
angulo do segundo quadrante e todos os pontos desse quadrante apresentam as
coordenadas de x negativa e de y positiva.

Figura 101 - Representacdo geométricade E(7 —t)=(-x, )

(-x,y) (x.y)

Fonte: Adaptada de Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2004)
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Outros exemplos de simetria, como

E(ﬂ.+t):(_xo_y)9 E(t_'_%):(_yax)o E(_t):(xa_y) GE(%_t):(yax))

estdo representados na Figura 102 a seguir:

Figura 102 - Representacdes de simetrias da fun¢do de Euler

A A

(-yx
7'('/

(x.) /2
(x,-)) J

2
e
oo >

(x,-y) J

Fonte: Adaptada de Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2004)

Como dito anteriormente, a simetria da funcao de Euler nos mostra algumas
propriedades das funcdes seno e cosseno. No inicio do tdpico, observamos que a
relacdo fundamental cos’ a +sen’a =1 nos sugere que cos« € sen o representam
as coordenadas da circunferéncia x*+y* =1 de centro na origem e raio unitario.
Assim sendo, se pormos x=cosa €y =sen &, podemos observar algumas
propriedades do seno e do cosseno através das simetrias da funcdao de Euler. Nesse
caso, terfamos E(m —t)=(—x,)). Na figura 102, observamos uma das simetrias da
funcdo de Euler, obtendo E(7—t)=(—x,y). Comparando E(rx—t)=(-x,y) com
E(t)=(cos t,sen t), facilmente vemos que cos(7 —t) =—cos?.

Veja, por exemplo, que, quando demonstramos a Lei dos Cossenos, utilizamos
a igualdade cos (7 —B)=—cos B, que vem justamente da simetria da funcdo de
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Euler como propriedade das fun¢bes trigonométricas seno e cosseno. Essas simetrias,
quando tratadas nas fung¢des trigonométricas, sao chamadas de redu¢do ao primeiro
quadrante. De fato, alguns angulos do primeiro quadrante tém seus senos e cossenos
facilmente calculados. Assim, podemos calcular seno e cosseno de angulos em outros
quadrantes usando tais simetrias (ou umareducdo ao primeiro quadrante). Obviamente
que ndo conseguimos calcular facilmente os senos e cossenos de todos os angulos do

primeiro quadrante.

Chegamos ao final do tépico 2 e da aula 6. Neste tdpico, definimos a fun¢ao
de Euler e, através dela, definimos a medida dos angulos (em grau ou radianos)
e verificamos algumas rela¢6es de simetria importantes para determinarmos as
propriedades das func¢des trigonométricas. Na préxima aula, iremos comecar o estudo
das fungdes trigonométricas e estabelecer suas propriedades. Por enquanto, vocés
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podem estudar um pouco mais a nossa aula 6 com a pratica

dos exercicios propostos a seguir.

1. Um avido decola, percorrendo uma trajetdria retilinea, formando com o
solo um angulo de 30° (suponha que a regido sobrevoada pelo avido seja
plana). Depois de percorrer 1.000 metros, qual a altura atingida pelo avido?

2. Um barco navega na direcao AB, préximo a um farol P, conforme a Figura 103.

Figura 103 - Navegacgdo do barco

30°
A 1000m B

v

Fonte: http://www.profezequias.net/trigonometria.html

No ponto A, o navegador verifica que a reta AP, da embarcacdo ao farol,
forma um angulo de 30" com a dire¢do AB. Apds a embarcagdo percorrer
1.000 m, no ponto B, o navegador verifica que areta BP, da embarcacdo ao
farol, forma um angulo de 60° com a mesma direcdo AB . Seguindo sempre
a dire¢do AB, qual a menor distancia entre a embarcagdo e o farol serd
equivalente em metros?

3. Afiguramostra uma circunferéncia de 1m de raio e centro O, a qual pertencem
os pontos A,B e P sendo AO perpendiculara BO.
BS e AT sao retas tangentes a essa circunferéncia.
Determine o perimetro do poligono AOBSTA em fung¢do do angulo teta.

AN

LN

Pratique
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Figura 104 - Circunferéncia de raio Im

B S

Fonte: Ross (2002)

a) Emum ponto 4,

\ da funcao de Euler.

E(r+t)=(—x,—-y), E

4. Oteodolito é uminstrumento 6tico usado principalmente por engenheiros civis
e agronomos para realizar medidas indiretas de grandes distancias e alturas.
Uma luneta, apoiada em um tripé, permite que um observador O mire em
um referencial P e o teodolito indica o angulo agudo (representado pela letra
grega Teta) que o segmento OP faz com o plano horizontal. Um engenheiro
usou o teodolito para medir a altura do Pao de Agucar do seguinte modo:

o teodolito indicou um angulo de 45°.

b) Em seguida, o engenheiro foi em dire¢do ao Pdo de Aclicar até um ponto B,
distante 99 metros de 4, e o teodolito indicou um angulo cujo seno é 0,8.
Para calcular a altura do Pao de Acucar, o engenheiro desprezou a distancia
da luneta do teodolito ao solo. Qual a altura calculada?

Figura 105: Pdo de Aglcar

Fonte: http://www.profezequias.net/trigonometria.html

5. Mostre geometricamente as relacdes de

(ng = (=y.%), E(-1) = (x,-) eE(g—fj =(3,%)

simetria

J
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500~/3 metros

cot gf+cossecd—secd+1g0+2
154,6875 metros

Questdo de demonstracdo DISCIPLINA: MATEMATICA BASICA |

"

Pratique




194

Aula 7

Funcées Trigonomeétricas
e suas inversas

Caro(a) aluno(a),

Nessa aula continuaremos nossos estudos sobre Trigonometria. Focaremos o
estudo das chamadas funcdes trigonométricas: seno, cosseno, tangente, cotangente,
secante e cossecante; e suas fun¢des trigonométricas inversas: arco seno, arco cosseno
e arco tangente. As funcdes trigonométricas foram estudadas por Hiparco de Niceia
(180-125 a.C.), Ptolomeu do Egito (90-165 d.C.) e depois por muitos outros grandes
matematicos, como Leonhard Euler, que foi responsavel por estabelecer o tratamento
analitico das fungbes trigonométricas na Europa e estabeleceu as abrevia¢6es que
conhecemos hoje: sen,cos,?g,cot g,sec € cossec.

No tépico 1, estudaremos as fun¢des seno e cosseno. Listaremos ainda suas
principais propriedades e, a partir delas, faremos a construcao dos graficos de tais
funcbes. Mostraremos ainda os mais variados graficos que podem ser construidos,
usando as fun¢des seno e cosseno. No tdpico 2, continuaremos o estudo das funcdes
trigonométricas e estudaremos asfun¢des tangente, cotangente, secante e cossecante.
Veremos ainda as suas propriedades e a usaremos para realizar o esbo¢o dos seus
graficos. E por fim, no tdpico 3, iremos estudar as chamadas fung¢des trigonométricas
inversas: arco seno, arco cosseno e arco tangente. Veremos suas propriedades e
analisaremos a construgdo de seus graficos.

Objetivos

= Estudar as fungbes trigonométricas, suas propriedades e graficos

* Entender as fungbes inversas trigonométricas, suas propriedades e graficos
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Topico 1

Funcées Trigonomeétricas

OBJETIVOS

= Estudar as fung¢des seno e cosseno e suas propriedades

= Compreender o estudo do grafico das fun¢des seno e cosseno

Neste primeiro tépico daaula7,iremos conhecerasfunc¢bes trigonométricas seno
e cosseno. Veremos ainda algumas de suas propriedades importantes e estudaremos o
grafico de cada uma dessas funcdes.

Inicialmente daremos a definicdo do que seria uma func¢do periddica.

Definicdo 7.1 Uma fung¢do f:R —>R chama-se periédica
quando existe um nimero real T #0, tal que f(t+T)= f(¢)
para todo t€R . Dessa forma, f(t+kT)= f(t) para todo
teRekeZ.0Omenornimero T >0,talque f(¢t+T)= f(¢)
paratodo t € R chama-se periodo da funcdo f.

O periodo pode ser verificado através da fun¢ao de forma algébrica ou através do
grafico da fun¢do. Muitas vezes é bem simples determinar o periodo da funcdo através
do grafico, pois basta observar o comprimento do segmento do grafico que estd
sempre se repetindo. Por exemplo, na funcdo dente de serra definida por f(x)=x se
xeZe f(x+a)=a quando 0 <a <1 exeZ podemos observar, conforme figura
abaixo, que uma parte do grafico da funcao esta sempre se repetindo.
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Figura 106 - Grafico da fungdo dente de serra

y

periodo

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 17)

O periodo da funcao é dado pela distancia percorrida pela parte que se repete
da fun¢do ao longo do eixo x. Nesse caso, o periodo da fun¢do € igual a 1, que é a
distancia entre dois pontos pretos sobre o eixo x.

Vamos agora entdo as defini¢des das func¢bes trigonométricas. A comegar pela
fung¢ao seno.

Defini¢do 7.2 Considere x um ndimero real e seja P suaimagem
no circulo unitario. Denominamos seno de x, indicamos por
sen x , como sendo a ordenada O_P1 do ponto P em relagdo ao
sistema cartesiano x0y (Figura 107). A funcdo f:R —> R que
associa a cada numero real x o ndmero O_P, =sen x, ou seja,

f(x)=sen x é denominada funcéo seno.

Figura 107 - Representagao de sen x

\ 4

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 14)
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De maneira intuitiva, da figura 107 temos que um angulo x determina um ponto
P sobre a circunferéncia e, se projetarmos o ponto P sobre o eixo y, obteremos um
ponto £ .O segmento OF serdarepresentagdao de sen x.

Da Definicdo 7.2 seguem algumas observacdes:

1. Temos que o dominio da fun¢do seno é R e sua imagem é o conjunto
[-11].

< R o o 3n
2. A fungdo seno é positiva, se x é um angulo do primeiro [O < x<7 ou
[ . . . 8
segundo quadrante (5 <x< nj e serd negativa no terceiro (n <x< 7)

3n
ou quarto quadrante > <x<2m|.

= ) . n
3. Afuncdo seno sera crescente no primeiro (0 <x< Ej ou quarto quadrante

3n i T .
> <x<2m| e serd decrescente no segundo 5< x<Tm | ou terceiro

o3
quadrante n<x<7 .

4. Afuncdo seno é periddica e seu periodo vale 2 1t .

5. Alguns valores notaveis para a funcao seno sao:
yis 3n
sen 0=0, sen E:L sen nzO,senyz—l esen 2n=0.

De acordo com as observac¢des acima, podemos entao fazer o esboco do grafico
da fun¢do seno, como segue na figura 108:

Figura 108 - Grafico dafuncdo f(x)=sen x

A Sén x

1 :
\ 3n
i 2
- 0 E3 m 2n
2

-1

b 4

Fonte: Adapatada de lezzy(1997, p. 19)

Aula 7 | Topico 1

197



Note que sé precisamos fazer o esboco do grafico no intervalo de [0,2n].
Sendo assim, quando aimagem de x (Ponto P)realizar uma volta completa no circulo
unitdrio no sentido anti-hordrio, teremos que a ordenada de P descrevera a curva
indicada na figura 108. O grafico acima é denominado de senoide e nos indica como
varia a funcdo f(x)=sen x.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos de construcdo de graficos.

Exemplo 1: Seja f :IR — R definida por f(x) = 2sen x. Para que possamos construir
o grafico da funcdo pedida inicialmente, devemos atribuir um valor para x. Depois
substituimos tais valores em sen x e, por fim, multiplicamos o resultado por 2. A figura
109 apresenta o grafico da funcdo (a direita) e os valores usados para o esboco do

grafico (a esquerda).

Figura 109 - Grafico da funcdo f(x)=2sen x

X sen x fx)
0 0 0
z I 2
2
T 0 0
3n
— -1 -2
2
2m 0 0
AY
2_
1 SO, sendide
4 I A )
0 M .
2
-1
2

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 21)

Veja que como —1<sen x <1= -2<2sen x <2 e, dessa forma, aimagem da
funcdo f(x)=2sen x serdointervalo [-2,2], e seu o periodo continua sendo 27.
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Note que no gréafico da figura 109 descrevemos somente a parte que se repete.
Na verdade, o grafico dessas funcdes ndo se limita a esses segmentos de grafico. Esses
pedacos se repetem infinitamente, tanto para o lado positivo do eixo x como para o
lado negativo.

Exemplo2:Seja f: R — R dadapor f(x)=sen (x —%j . Perceba queindependente
do angulo —1<sen x <1, temos que a imagem da funcdo f(x)=sen (x—%} serd

T 3m
[-1,1]. Atribuiremos valores a x para obtermos os angulos notaveis 0,5,n,7 e2n

T ; . . .
em Xx 1 Dessa forma, temos o grafico abaixo obtido através da tabela de valores:

T
Figura 110 - Gréfico da funcdo f(x) = Sen(x —Z]

X . Sx)
4

n 0 0

4

S i 1

4 2

S5 1 0

4

ol om |

4 2

on 21 0

4

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 25)
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Temos que o periodo da funcdo é a distancia percorrida pela parte que se repete

97 © 8=
da funcdo sobre o eixo X, entdo essa distancia sera dada por T_Z :T =27, ou

seja, o periodo da fun¢do ndo sofreu variagdo. O que aconteceu foi que o grafico da

= T = .
funcdo f(x) :sen(x—zj sofreu uma translacdo para a direita (um afastamento

T
para a direita de 2 sobre o eixo x).

Exemplo 3: Seja f:R — R dada por f(x)=1+sen x. Estamos adicionando a cada
valor de sen x uma unidade. Note que como —1<sen x<1=>1-1<1+sen x<1+1,
ou seja, a imagem da funcdo f(x)=1+sen x serd o intervalo [0,2]. O gréfico da
funcdo é dado pela figura abaixo e foi obtido a partir da tabela de valores que se

encontra a esquerda.

Figura 111 - Grafico da funcdo f(x)=1+sen x

X sen x fx)
0 0 1
z 1 2
2
T 0 1
3n
— -1 0
2
2n 0 1

R
2 \\\s 2- —”/

senodide

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 24)

Matematica Basica |



Observe que o periodo da funcdo f(x)=1+sen x serd 2m. Veja que todos os
pontos sofreram um acréscimo de uma unidade, entdo para um angulo o qualquer
temos que o sen o serd acrescido de 1. Com isso, o grafico de f(x) =1+sen x sofre
uma translagao para cima. Se ao invés de somarmos uma unidade, subtraissemos um
numero real qualquer, entdo o gréfico da funcdo sofreria uma translacdo para baixo.

Com base nos exemplos acima, podemos entdo resumir as variagées da fungao
seno. Se tomarmos o caso geral da funcdo f(x)=a+bsen (cx+d), teremos que a
imagem serd dada por Im(f)=[a—b,a+b] se b>0 ou Im(f)=[a+b,a—b] se
b < 0. Além disso, podemos tirar outras conclusoes:

1. Variacbes em a teremos um translacdo do grafico para cima ou para baixo.
2. Variacdes em b teremos uma mudanca na amplitude do grafico ou inversao
do gréfico.
3. Variagdes em ¢ teremos uma mudanca no periodo da fun¢do. O periodo da
< . 2 ) e
funcdo serd dado por p =-———, pois como o periodo determina distancia e

|c

¢ pode assumir valores negativos, entao colocamos mddulo. Veja também,

7

de acordo com os exemplos, que o periodo da fun¢do € inversamente

proporcional a |c|

4. Variagbes em d teremos uma translagdo para a esquerda ou direita.

Essas variagdes ocorrem também na fun¢do cosseno que definiremos a seguir.

Defini¢do 7.3 Considere x um ndmero real, e seja P sua imagem
no circulo unitario. Denominamos cosseno de x, indicamos por
cos x, como sendo a abscissa OF, do ponto P em rela¢do ao
sistema cartesiano x0y (Figura 112). A funcdo f:R —> R que
associa a cada ndmero real x o nimero OP, =cosx, ou seja,
f(x)=cosx é denominada fun¢do cosseno.
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Figura 112 - Representacdao de COS X

A

\ 4

202

Fonte: Adaptada de Ross (2002, p. 133)

De maneira intuitiva, da figura 112 temos que um angulo x determina um ponto

P sobre a circunferéncia e se projetarmos o ponto P sobre o eixo x, obteremos um

ponto P,. O segmento OP, serdarepresentacdo de cosx (como mostra a figura 112).
Da Defini¢do 7.3 seguem algumas observacdes:
1. Temos que o dominio da funcdo seno é R e suaimagem € o conjunto [—1,1].

T
2. A funcgdo cosseno € positiva, se X é um angulo do primeiro (0 <x< Ej ou
3n . . T
quarto quadrante > <Xx<2m | e serd negativa no segundo 2 <x<Tm

. 3n
ou terceiro quadrante | T < x < >

= . N T
3. A fungdo cosseno serd decrescente no primeiro (0 < x<5j ou segundo
T . . 3n
quadrante E <x < T | eseracrescentenoterceiro | T <x < 7 ou quarto

quadrante (37“ <x< 27:} .

4. Afuncdo cosseno é periddica e seu periodo vale2 it .
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5. Alguns valores notaveis para a fun¢do cosseno sdo:
T 3n
cos0= l,cosE =0,cosm = —l,cos? =0e cos2n=1.

De acordo com as observag6es acima, podemos entdo fazer o esbogo do grafico
da fun¢ao cosseno como segue na figura 113:

Figura 113 - Gréfico da funcdo f(x) =cos x

AY

AN AN

_In _L 0 R TII 3_7t 2n 3I75
2 2 2
-1
Fonte: Adaptada de lezzy(1997, p.19)
~ sQb; A Veja que na figura 113 o
e 9, o© grafico da fungdo ja 4 g >

& i retangulo sombreado indica a parte
cosseno é defasado em

90° do grafico da funcdo
seno, pois da simetria da

funcdo de Euler temos

do grafico que se repete ao longo
do eixo x, tanto para o sentido
positivo como para o sentido
negativo, isto é, a parte sombreada

T . , =
que sen [5— x] =COSX. indica o periodo da fungdo cosseno.

v

O grafico da funcao cosseno sofre também as mesmas varia¢bes da fun¢do seno.
Assim sendo, de modo andlogo, podemos escrever de forma geral a fungdo cosseno
como f(x)=a+bcos(cx+d). Comisso, teremos que a imagem da fun¢do serd dada

por Im(f)=[a—b,a+b] se b>0 ou Im(f)=[a+b,a—b] se b<0. O periodo da

= . T
funcao serd dado por p=-—-.
g
Com as generalizacbes das funcbes seno e cosseno podemos facilmente
determinar imagem e periodo das fungdes e, com isso, esbogar seus graficos. Vejamos
um exemplo.
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Exercicio resolvido 1: Determine o periodo e aimagem da fun¢do f(x) =1+2cos(3x).

Solucdo: Para encontrarmos o periodo, basta lembrar que se temos

2
f(x)=a+bcos(cx+d), entdo p:ﬁ. Dai, observando a fun¢do do problema,
c

T
temos que ¢ =3. Logo, o periodo da fun¢do sera p = 3 Para obtermos a imagem,

veja que a=leb=2. Como bé positivo, entdo Im(f)=[a—b,a+b]. Logo,

Im( ) =[1-2,1+2]. O esboco do gréfico sera deixado como exercicio para o leitor.

Outra questdo bem interessante de analisarmos nas fun¢des seno e cosseno é
que elas sempre variamde-1a1,istoé, —1<sen x<1le —1<cosx <1,independente

do angulo x.Vejamos um problema em que usaremos essa situagao.

Exercicio resolvido 2: Para que valores de m existe x, tal que sen x =2m—5?

Solucdo: Para resolvermos esse problema, basta lembrar que —1<sen x<1, ou
seja, —1<2m—-5<1. Somando 5 a todos os membros da desigualdade, teremos
5-1<2m—-5+5<1+5 resultando em 4<2m<6. Agora basta dividir todos os
membros da desigualdade por 2 e obtemos os possiveis valores de m para que exista
x,talque sen x =2m—5.Assim, 2<m <3.

Outra propriedade ndo menos importante das fun¢des trigonométricas seno
e cosseno refere-se a paridade das funcGes. Dizemos que uma fun¢do f(x) € par,
quando temos f(—x)= f(x) para todo x pertencente ao seu dominio. Dizemos
também que uma funcdo f(x) é impar, quando temos f(—x)= f(x) para todo
X pertencente ao seu dominio. Se a fun¢do ndo satisfizer nenhuma das condi¢Ges
acima, dizemos simplesmente que a fun¢do ndo € par nem impar. Geometricamente,
analisamos a paridade das fun¢des de acordo com simetrias no grafico. Uma funcao
serd par se seu grafico for simétrico em relacdo ao eixo y . Em outras palavras, o eixo
y funcionard como um espelho. Se os graficos a direita e a esquerda do eixo y forem
um espelho do outro, entdo a funcao € par. Isso ocorre, por exemplo, com a funcao
f(x)=cosx. Para uma func¢do ser impar, o grafico deverd ser simétrico em relagdo
a origem do sistema. Podemos ver também a paridade das fun¢bes seno e cosseno,
utilizando as simetrias da fun¢ao de Euler. Com isso, verificamos também que a fungao
f(x)=sen x éimpar.

Finalizamos assim o tépico 1. Neste tdpico estudamos as fun¢des trigonométricas
seno e cosseno. Vimosainda como é o esbogo do grafico dessas fungbes e suas principais
propriedades. No préximo tépico definiremos as fung¢des tangente, cotangente,
secante e cossecante.
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Topico 2

Funcées tangente, cotangente,
secante e cossecante

OBJETIVOS

= Definir as fun¢bes tangente, cotangente, secante e cossecante e
suas propriedades

* Entender as varia¢des de seus graficos

Nestesegundotdpicodaaulaz,iremosconhecerasfuncdestangente,cotangente,
secante e cossecante juntamente com suas propriedades e seus graficos. Como vimos

na aula 6, podemos definir as funcdes tangente, cotangente, secante e cossecante,
sen x

1
respectivamente por f(x)= f(x)=cotg x= P f(x)=secx=
g X

b
oS X COS X

Comegaremos nossos estudos com a fun¢do tangente. Devemos antes definir,
como eixo das tangentes, a reta que tangencia o circulo unitdrio paralela ao eixo .

Vejamos agora como definir a fun¢ao tangente do ponto de vista geométrico.

Defini¢do 7.4 Dado um ndmero real x, com x # g+kn e seja P
sua imagem no circulo trigonométrico. Considere a reta OP e sejal’
suaintersecao com o eixo das tangentes. Denominamos por tangente
de X, eindicamos por 7g x, amedida do segmento ﬁ, representada
na figura abaixo. Definimos a fun¢do tangente f: D — R dada por
f(x)=tg x, que associa a cada real x,x# §+kn, o valor real
f(x)=tg x. Veja que o dominio da funcdo tangente é dado por

D:{xeR;x¢§+kn
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Figura 114 - Representacao geométrica da tangente

Fonte: Adaptada de lezzy(1997, p. 29)

Q b;o
N4

sabemos que elas ndo se encontram.

. T .
O valor de x deve ser diferente de —+km, pois estes valores
representam a reta )p sobre os pontos B e B'. Com isso, a
reta OP fica paralela ao eixo das tangentes e, geometricamente,

Da Defini¢do 7.4 seguem algumas propriedades importantes:

. , s . .
1. O dominioserd D = {x eR;x# 5+ kn} ,eaimagemsera R.

2. Afunc¢do tangente é sempre crescente.

3. A fun¢do tangente ¢é

positiva, se x éumangulo

do primeiro (O <x< gj

ou terceiro quadrante

( 3nj i
n<x<7 e serd
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Veja as paginas 29, 30 e 31 0{0 "
do livro Fundamentos de @
Matematica Elementar -

Volume3, everifiqueuma

demonstracao sobre

a funcdo tangente ser sempre crescente.
Verifique também a demonstragdo algébrica
do periodo da fun¢do.




. T 3n
negativa no segundo (E <x< nj ou quarto quadrante (7 <x< 2nj .

4. A funcdo tangente é periddica, e seu periodo é T.
T
5. Alguns valores notéveis para a func¢do cosseno sdo: 7g0 =0, th nao existe,
RI A .
tg n=0,tg > ndo existee tg 2n=0.

De acordo com as observacdes acima, podemos entdo fazer o esbogo do grafico

da funcdo tangente como segue na figura 115:

207

Figura 115 - Grafico da fungdo tangente

412x

>
3n -7 Fa T 3n X
2 2 2
Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 31)
Observe que a parte
4 omoie
sombreada mostra a parte do . _ 0 ..
Existem algumas funcbes > .

£ o
grafico da tangente que se repete cujos graficos se aproximam 9

ao longo do eixo x. Logo, vemos bastante de uma reta
que o periodo da funcdo serd dado vertical, que é denominada
assintota vertical. O grafico
7'c Tc ~ . . Ve
por ng_(__):n. Observe da funcdo tangente tem infinitas assintotas

. verticais. Elas sdo representadas no grafico por
que quando x percorre ointervalo

T
todas asretas x = 5+kn,k el.
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T T . . . .
}_E’E[' a tangente cresce indefinidamente, percorrendo todo o conjunto imagem
R,de —wa +.

Podemos também generalizar a fun¢ao tangente, como fizemos com as fung¢des
seno e cosseno, escrevendo-a da forma f(x) =a+btg(cx+d). Vale ressaltar que a
fungdo tangente tem amplitude infinita, entdo os valores de a e b ndo irdo alterar
a imagem da funcdo-, que serd o conjunto dos ndmeros reais. Com isso, podemos

estabelecer um esquema geral:

1. Variacdo de a determina 7 o Majg
translacdo do gréfico para Veja as paginas 224 e 225 o\v .
cima ou para baixo dolivro A Matematicado

Ensino Médio, volume 1,

2. Variacdo de b determina da colecso do professor
inversdo do sinal do de Matematica da SBM e
grafico de positivo para estude um pouco mais sobre a paridade das
negativo e vice-versa. fung¢des trigonométricas.

3. O periodo da funcao serd

T
dado por p=+.
g
4. Variagdo de d determina transla¢do do grafico para a esquerda ou para a

direita.

d k
5. O dominio da fun¢ao serd dado pelo conjunto D = {x eR;x# r_ 4 + _n}

2c ¢ ¢

A fun¢ao cotangente segue a mesma ideia geométrica da tangente, a diferenca
é que areta tangente ao circulo trigonométrico que representa o eixo das cotangentes

serd paralela ao eixo x.Vamos a defini¢ao geométrica.

Defini¢cdo 7.5 Dado um numero real x, x # km, seja P sua imagem

no circulo, como mostra a figura abaixo. Consideremos a reta OP e
seja D a sua intersecdao com o eixo das cotangentes. Denominamos
de cotangente de x, e indicamos por cofg x, a medida do segmento
BD . Assim, definimos a funcdo f : D — R dada por f(x)=cotg x,

que associa a cadareal x,x # kn , o valorreal f(x)=cotg x.
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Figura 116 — Representacao geométrica da cotangente

B D

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p.33)

Da Defini¢do 7.5 podemos elencar algumas propriedades importantes:

1. Odominioserda D={xeR;x#kn}, eaimagemserad R.
= ‘ _ p A .. T
2. Afungdo cotangente é positiva, se x é umangulo do primeiro (0 <x< Ej ou
n T
terceiro quadrante 5 <X <T | e serd negativa no segundo 2 <xX<T®

3n
ou quarto quadrante > <x<2m|.

3. Afuncdo cotangente é sempre decrescente.

4. Afuncdo cotangente é periddica e seu periodo é m.

Vocé podera observar que, quando o angulo atinge os valores 0, ,2m,..., isto &,
km,entdo a cotangente ndo existe pelo simples fato de areta OP ficar paralela ao eixo
das cotangentes. Com isso, temos alguns valores notaveis para a fungao cotangente:

- T . T B
cotg 0 ndo existe, cotg Ez 0, cotg m ndo existe, cotg 7:0 € cotg 2m ndo
existe.

Com base nas observacbes acima, obtemos o grafico da fun¢do cotangente
esbocado na figura 117.
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Figura 117 - Grafico da fun¢do cotangente

corgx 4

v

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 34)

Observem também que a funcdo cotangente tem infinitas assintotas que sao as
retas x =km, com k € Z . Observe ainda que quando x percorre o intervalo ]0, TE[ ,
a cotangente decresce, percorrendo todo o conjunto imagem R, de +oa —o0. E
notdvel que o grafico da fungdo cotangente é bem semelhante ao grafico da tangente.

. T =
Isso ocorre, pois cot g x =—tg (X—EJ. Para entender o que ocorre na expressao

acima, note que as funcbes seno e cosseno sdo impar e par, respectivamente. Com

( nj (n j
—sen| x—— sen| ——x
. T 2 2 CcOS X
ISsO, —tg| X —— | = = =
( 2) ( TEJ (TC j senx
cos| x—— cos| ——x
2 2

Agora iremos definir a funcdo secante.

=cotg x.

Definicao 7.6 Dado um numero real x, com x¢g+kn,
seja P sua imagem no circulo trigonométrico. Considere a reta
s tangente ao circulo em P, e seja S suaintersecdo com o eixo
dos cossenos, como mostra a figura 111. Denominamos a secante
de x, que indicamos por secx, o segmento de medida 0S.
Definimos entdo a func¢do f : D — R dada por f(x)=secx,

. . T
que associa a cada nimero real x,x # E+ km, ovalor.
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Figura 118 — Representacao geométrica da secante

Al

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 34)

Da Defini¢do 7.6 seguem algumas observagGes importantes:

- ~ . T
1. Temos que o dominio da fun¢do secante é D= xeR;x¢E+kn}e a

imagem da fun¢d@o é o conjunto R—(l,l), isto é, para todo y =secx real

devemoster y<—louy=1.
‘ . ‘ A . T
2. A funcdo secante € positiva, se x é um angulo do primeiro (0 <x< Ej ou
3n . . T
quarto quadrante > <x<2m | e serd negativa no segundo 2 <X<T
. 3n
ou terceiro quadrante | T < x < > )
= . L n
3. A funcdo secante serd crescente no primeiro [0 <x< Ej ou segundo
T , . 3n
quadrante E <x<Tm | e serd decrescente no terceiro | T<x< ? ou

3n
quarto quadrante > <x<2m|.

4. Afuncdo secante é periddica e seu periodo vale 2.

Lo = = T .
5. Alguns valores notdveis para a fun¢do secante sdo: secO:I,secE nao

. n
existe, secmw=—1, se07 ndo existe e sec2m=1.
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De acordo com as observag6es acima, podemos entdo fazer o esbogo do grafico
da fun¢ao secante, como segue na figura 119:

Figura 119 - Grafico da fungdo secante

sec x
A

212

v

3n - i 0 i i 3n

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 35)

. T 3n
Perceba que quando x assume valores préximos de — ou de —, temos que

= sec x tende ao

cos x se aproxima de zero e assim o valor absoluto da fragao
cos x

infinito.

Por fim, definiremos a func¢do cossecante.

Definicdo 7.7 Dado um niimero real x, com x # k7, seja P sua
imagem no circulo trigonométrico. Considere a reta s tangente
ao circulo em P e seja C sua interse¢do com o eixo dos senos,
como mostra a figura 120. Denominamos a cossecante de x, e
indicamos por cos sec x , 0 segmento de medida OC . Definimos

afuncdo f: D — R dadapor f(x)=cossecx.
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Figura 120 - Representagao geométrica da cossecante

N

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 36)

Da Defini¢do 7.7 seguem algumas observacdes importantes:

1. O dominio da funcdo cossecante é Dz{xeR;xikﬂ:}, e sua imagem
é o conjunto R—(1,1), isto &, para todo y =cossecx real devemos ter

y<—-louy=>1.

= c o ‘ A N T
2. Afungdo cossecante é positiva, se x é um angulo do primeiro (0 <x< Ej ou
T . . . 3n
segundo quadrante E < X< T | e sera negativa no terceiro| T<x< 7

3n
ou quarto quadrante > <x<2m|.

= . L T

3. A funcdo cossecante serd decrescente no primeiro (O<x<—j ou quarto
3n , i

quadrante 7 <x<2m | e serd crescente no segundo E <x<m| ou

. 3n
terceiro quadrante | T < x < >
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4. Afuncdo cossecante é periddica e seu periodo vale 2.

5. Observe na figura 120 que o angulo x também estd representado no

triangulo OCP, que é o angulo OCP. Veja que senx=? , pois o

segmento OP =1 que é o raio do circulo trigonométrico. Assim, temos
que OC =
sen x

se aproxima de 0,m,2m,... os valores de cossecx crescem ou decrescem

= cos sec x . Note também que a medida que o angulo x

infinitamente. Nesse momento, podemos observar que areta s fica paralela
aoeixo y,entdoacossecante desses angulos ndo existe. Basta notar também

- 1
que sen 0 =sen n=sen 2n=---=sen kn =0 e ndo existe a fracdo o por

isso x deve ser diferente de km. Com isso, temos alguns valores notaveis

= = = . L
para a fungao cossecante sdo: cos sec( nao existe, cos SQCE = l,COS secT

3n
nao existe, cos sec7 =—1e cos sec2n nao existe.

‘“«mw

As fungbes cossecante e secante também tém valores maximos
e minimos como as fun¢des seno e cosseno. Embora as func¢des
cossecante e secante crescam e decresgam para o infinito tanto

positivo quanto negativo, —1 e 1 sdo valores maximo local e

minimo local, pois esses valores sao maximos e minimos em

uma regido do grafico. Ressalte-se que isso ocorre ao contrdrio das fun¢bes seno
e cosseno que tém 1 e —1 como maximos e minimos globais, pois nenhum outro
angulo assume valores maiores do que 1 ou menores do que —1 quando aplicadas
as fungdes.

Podemos agora descrever o grafico da funcdo cossecante (figura 121). Veja que a
parte sombreada representa o periodo da fun¢do. Temos também que as retas x =k,

com k € Z , sdo assintotas do grafico da fun¢do cossecante.
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Figura 121 - Gréfico da fungdo cossecante

ﬁCOSSEC X

v

N
SIER
N

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 37)

Quanto a paridade, temos que as fun¢des cotangente, secante e cossecante tém
a mesma paridade das fun¢des seno, cosseno e tangente, respectivamente. Note que
isso decorre do fato de tais fun¢es serem a inversa numérica da outra, ou seja, uma
depende diretamente da outra.

Aqui devemos ter um cuidado! Quando falamos em inverso numérico, estamos

nos referindo ao valor assumido pela fun¢do. Por exemplo, o inverso numérico de 2

!

é —, entdo o inverso numérico de sen x é
2 sen x

=cossecx.

Encerramos aqui o tdpico 2 da Aula 7. Nesse tdpico demos continuidade aos
estudos das fung¢bes trigonométricas. Definimos as fun¢des tangente, cotangente,
secante e cossecante. Além disso, vimos suas principais propriedades e fizemos o
estudo dos seus graficos. No préximo tépico, estudaremos o que conhecemos por
inverso funcional das fun¢des trigonométricas ou, mais simplesmente, as fun¢des
trigonométricas inversa, que sao arco seno, arco cosseno e arco tangente.
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Toépico 3

Funcées trigonomeétricas inversas

OBJETIVOS

* Estudar as fung¢des arco seno, arco cosseno e arco tangente e suas

propriedades

* Entender as varia¢des dos graficos das fung¢des inversas

trigonométricas

Neste terceiro e ultimo tépico da aula 7, iremos conhecer as funcdes

trigonométricas inversas arco seno, arco cosseno e arco tangente. Veremos ainda o

processo de construcao de seus graficos e suas principais propriedades.

Antes de  definirmos
as fungdes  trigonométricas
inversas, devemos estar atentos
as condi¢bes de existéncia de
tais fun¢bes. Sabemos que toda
funcdo bijetora admite fungao
inversa, entdo a primeira coisa
a fazer € verificar se as fungbes
seno, cosseno e tangente, da
forma como foram definidas, sdo
func¢bes bijetoras.

7

",

e"E 204

Uma fungdo é dita bijetora ".\
quando ela € injetora e
sobrejetora. Para que uma

funcdofsejainjetora,devemos
ter X, £ X, implicando
f(x)# f(x,), para todo x,x,eDm(f) e
para que f seja sobrejetora, devemos ter
Im(f)=CDm(f), ou seja, imagem igual ao
contradominio da fungao.

Vejamos inicialmente a fun¢do seno. Definimos no tdépico 1 a fungdo seno
como f:R—>R dada por f(x)=sen x. Temos assim que , e que a sua imagem
é o conjunto [—1,1]. Podemos assim concluir que a funcdo seno, definida dessa

forma, ndo é sobrejetora, pois sua imagem e contradominio sdo diferentes. Para

verificarmos se a funcdo € injetora ou ndo, note que a fungao seno € periddica, e seu

periodo vale 2m. Dessa forma, por exemplo, temos que sen 45 =sen 405 , pois

sen 405" =sen (360" +45 ) =sen 45 .
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Veja que 45 #405, mas sen 45 =sen 405 que nido satisfaz a condicdo
necessaria para a funcdo seno ser injetora. Sendo assim, a funcdo seno, da forma como
foi definida, ndo € injetora nem sobrejetora, entdo ela ndo admitira inversa. Podemos
fazer algo com a defini¢do da fun¢do seno de forma a tornd-la injetora e sobrejetora?
Aresposta é sim!

Primeiro, vamos restringir o contradominio da fun¢do de modo que ele fique
igual a imagem, ou seja, definiremos a fun¢do seno agoracomo f:R — [—1,1]. Desta
forma, a funcdo seno serd sobrejetora. E para torna-la injetora, basta restringirmos o
dominio. Mas como fazemos isso? Vejamos entdo o grafico da fung¢do seno abaixo.

Figura 122 - Gréfico da fungdo seno

A sen x
1
R N !
3n —T _ T 0 i T T 3n x
2 24 2 2
-1
Fonte: Adaptada de Ross (2002, p. 136)
. . = - . T T
Veja que se definirmos a funcao com dominio o conjunto [—5,5},

representado pelo retangulo pontilhado, quaisquer dois angulos distintos que

tomarmos nesse intervalo, terdo valores na funcdo distintos também. Ent3do fazendo
T T . . . -

Dm(f) :[_E’E} teremos f(x)=sen x injetora. Com isso, o grafico da funcdo

seno passara a ser esbogado da forma na figura 123.
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Figura 123 - Grafico da fun¢do seno apds as restrices no dominio e contradominio

A Senx

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 116)

Com base no que foi exposto acima, podemos agora definir a inversa da fun¢ao
seno, que serd denominada de fun¢do arco seno. Sua defini¢do é dada a seguir:

T
==
2

por f(x)=sen x. Definimos a inversa de f, denominada

Definicdo 7.8 Seja a funcdo f:[ }—)[—l,l] dada
~ —1 T T

funcdo arco seno, como sendo f :[—1,1]—)[—5,5}

para aqual f'(x)=arcsen x (ou seja, aimagem de x é o

arco cujo seno vale x).

- 8 i
Portanto teremos que se y =arcsen x,entao x=seny e —5 <y< 5 Como

jd vimos anteriormente, os graficos das funcdes inversas entre si sdo simétricas em
relagdo a reta que contém as bissetrizes dos primeiro e terceiro quadrantes. Dessa
forma, a partir do grafico da funcdo seno na figura 124, obtemos o grafico da funcao

arco seno esbog¢ado na figura a seguir.
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Figura 124 - Grafico da fungdo arco seno

nA arc sen x

2

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 116)

De modo analogo, iremos proceder com as fungdes cosseno e tangente, a fim de
obtermos as fung¢bes arco cosseno e arco tangente. Para a fungdo cosseno tornar-se
bijetora, iremos, inicialmente, restringir o contradominio de modo que a fun¢ao torne-
se sobrejetora e dai tenhamos contradominio igual a imagem, ou seja, definiremos

a fungdo como f:R —)[—1,1]. Para tornar a fung¢do injetora, iremos restringir do

. ~ = . T
dominio. No caso da fun¢do cosseno, ndao podemos usar o0 mesmo conjunto {—5,5}
usado para a fun¢ao seno, pois se observarmos o gréfico da fun¢ao cosseno na figura
113 do Tépico 1, vemos que nesse intervalo havera dois angulos que terdo seus cossenos
iguais. O melhor para a fun¢ao cosseno é restringir o dominio para o conjunto [O,H].
Assim sendo, definimos a fungdo f :[0,n] —»[—1,1] dada por f(x)=cosx, que tera

grafico esbocado na figura 125.
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Figura 125 - Grafico da fun¢do cosseno apds as restri¢oes

A cos x

=Y

220

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 119)

Dai, podemos obter a definicdo do grafico da funcdo inversa da fun¢do cosseno.

Defini¢do 7.9 Seja a fun¢do f:[0,n] —>[-11] dada por
f(x)=cosx. Definimos a inversa de f, denominada
funcao arco cosseno, como sendo £ :[—1,1] - [0, n] para
a qual f(x)=arccosx (ou seja, aimagem de x é o arco cujo

cosseno vale x ).

A partir da simetria com a reta que contém as bissetrizes dos primeiro e terceiro
quadrantes, obtemos o grafico da fun¢ao arco cosseno esbogado na figura 126.
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Figura 126 - Gréfico da fungdo arco cosseno

A arc cos x
T

o 4

-1 0 1

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 119)

Vejaquese y=arccosx,entdo x=cosxe 0<y<m.

Por dltimo, temos a fun¢do arco tangente que definiremos a partir da funcao
tangente.Paratornarmosafuncaotangenteemumafungaobijetorabastarestringirmos
o dominio, pois a funcao tangente como foi definida ja é sobrejetora. Bastaria entao
tornda-la injetora pela restricdio do dominio. Como a fun¢do tangente tem infinitas

assintotas, o mais obvio é tomar a parte do grafico entre duas de suas assintotas.

T I
Sdo elas x=—— e x=—. Logo, definiremos a funcdo como f: —E,E —->R
2 2 22
dada por f(x)=tg x. Veja que o dominio ndo é o conjunto fechado [—g,g},
pois tg(—gj elg (gj nao existem. Entao devemos ter como dominio o conjunto

T T . ~ .
aberto }—E,E[ O grafico da funcao tangente ficard somente a parte representada

na figura 127.
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Figura 127 - Grafico da fun¢do tangente apds a restricao do dominio

A 1gx

><"

222 = [

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 122)

Assim, a fun¢ao tangente admite inversa que sera definida abaixo.

4 )

Definicdo 7.10 Seja a funcdo f:}—g,g[—)]l% dada por
f(x)=tg x.Definimos ainversade f, denominada fun¢do
arco tangente, como sendo f‘1 :R—)}—g,g[ para a

qual f~'(x)=arctgx (ou seja, a imagem de x é o arco cuja

\ tangente vale x). )

. = T T . .
Veja que se y=arctg x,entao x=tg x ¢ -5 <y< E Usando a simetria com
a reta que contém as bissetrizes dos primeiro e terceiro quadrantes, esbocamos o

grafico da funcao representado pela figura 128.
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Figura 128 - Grafico da fun¢do arco tangente

4 arcigx

T
2

k"

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 122)

Note que a funcao arco tangente também tem assintotas. Agora as assintotas
nao sao mais verticais, mas sim, horizontais. Uma observacao importante sobre as
fun¢bes trigonométricas inversas é que elas ndo sao periddicas, basta observar pelos
graficos que ndo ha pedacos do grafico se repetindo ao longo do eixo x.

Outro detalhe muito importante sobre as fungbes inversas € a propriedade
que nos diz que f(f'(x))=f"(f(x))=x. Atencdo sempre com o dominio
das fungbes, pois podemos cair numa armadilha e atribuir valores a x que
ndo nos permite substituir nas igualdades. Dessa propriedade segue que
sen(arcsen x) = x,arcsen(sen x) = x,cos(arccos x) = x, ar cos(cos x) = x,
tg(arctgx) =x e arctg(tgx) =x. Vejamos uns exemplos de situagdo em que
utilizaremos essa propriedade.

Exercicio resolvido 3: Calcule o sen (arctg\/i ) +cos (arcsen\/i ) .

Solucdo: Para resolver esse problema faremos arctg\/zzoc, ou seja, temos que
T T
tgo = \/5 e -5 <a< 5 Queremos calcular sen(arctg\/z) =sen o.. Sabemos que

tangente de um angulo éigual arazao entre o cateto oposto e o cateto adjacente de um

triangulo retangulo. Logo, esses catetos devem ser iguais a V2 e 1, respectivamente,

co. 2

pois VIR V2 = tgo., como mostra a figura 129.
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Figura 129 - Triangulo retangulo

O

1

Fonte: Adaptada de Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2004)

Usando o Teorema de Pitdgoras, vemos que a hipotenusa do triangulo
L. - = T [
serd igual a V3. como a tangente tem valor positivo, entdo 0<0c<5, que é

um angulo do primeiro quadrante. Logo sen o serd positivo e terd valor igual a

V2 _V6
33
o2

2

. Falta calcular cos arcsenT , Mas veja que o arco cujo seno é igual
. , , 2 2 ,
também terd cosseno igual a B Logo, arcsenTZarCCOST. Assim,

2 2 ) )
cos arcsenT =C0S arccosT :7, usando a propriedade acima. Portanto,

. 6 2
asoma sera igual a TJFT

Encerramos assim o tdpico 3 e a aula 7. Neste tdpico aprendemos sobre as
fungdes trigonométricas inversa. Compreendemos ainda o processo de construgao
de seu grafico e vimos algumas de suas propriedades. Na préxima aula, veremos
algumas identidades trigonométricas, como soma de arcos, transformag¢des de soma
em produto, arco metade, arco duplo, etc. Essas identidades sao muito importantes
para solucionar problemas, como: “O que acontece com o cosseno da soma de dois
angulos?”. Além disso, iremos ver algumas equac¢des e inequagdes trigonométricas.

Aguardo vocés Ia. Até mais!
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. Determine o periodo e a imagem da funcdo f(x) :1—2sen(2x—§) e,

em seguida, esboce seu grafico.

m—1

. Determine para que valores de m existe x, tal que cosx =——.

m-—2

. Determine o sinal da expressdo sen 107 +cos107 .

. Esboce o gréfico da funcdo f(x)=senx+cosx.

. Prove que se, entdo sen x+cosx>1.

. Esboce o gréfico da funcdo f(x) = |1 - tgx| .

. Para que valores de o existe x, tal que tg x=va’ —5a+4?

. Determine o dominio e o periodo das func¢bes

f(x)= cotg(x—gj,g(x) =sec2x e h(x)=cos sec(x+gj .

1
9. Calcule cos| arcsen— |.
3
10. Determine o tal que o = arccos—.

11. Calcule o sen(arctgx/z).

M‘

Pratique




3. positivo
226 4. Esboco de gréfico

5. Questdo de demonstracao

6. Esbogo de grafico
7. a<louoa =>4

8. Dm(f):{xeR;x;tkn+§} e p=m; Dm(f):{xe]R;x;t%T.p%}e
p=nme Dm(h):{xeR;xikn—g} e p=2m
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Aula 8

Transformacoes e equacoes
trigonomeétricas

Caro(a) aluno(a),

Estamos na reta final da nossa disciplina. Nesta ultima aula, estudaremos as
transformagdes trigonométricas como soma e diferenca de arcos, arco duplo, arco
triplo, arco metade, transformacdes de soma em produto. Além disso, abordaremos
as equagdes e inequacdes trigonométricas.

No tépico 1, comecaremos o estudo das férmulas de soma e subtracdo de
arcos, férmulas de arcos muiltiplos e divisores e férmulas de transformacoes de soma
e subtracdo em produto. Tais férmulas serdo usadas nas funcbes seno, cosseno e
tangente para a determinacao de valores angulos até entdo desconhecidos, como o
angulo de 15°.

J3 no tdépico 2, nos deteremos ao estudo das equagbes e inequacdes
trigonométricas. Inicialmente estudaremos as equagdes trigonométricas basicas para
resolver equacgdes trigonométricas em geral. Por fim, estudaremos as inequacdes
trigonométricas fazendo uma comparagao com as equagdes trigonométricas.

Objetivos

* Entender as transformacdes trigonométricas

= Estudar as equagbes e inequag¢des trigonométricas
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Transformacoes trigonometricas
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* Estudar as férmulas de soma e subtra¢do de arcos
= Conhecer as férmulas dos arcos multiplos e divisores

* Entender as transformac¢6es de soma e subtracdao em produto

Neste primeiro tépico da aula 8, conheceremos as principais transformacoes
trigonométricas. Comecaremos pelas transformac¢ées de soma e diferenca de arcos.
Em seguida, trataremos das férmulas dos arcos multiplos e divisores, ou seja, veremos
uma férmula que nos permitird determinar o arco metade, arco duplo e arco triplo de
um determinado angulo. Por fim, veremos como transformar soma e subtra¢dao em
produtos.

Considere o circulo trigonométrico abaixo. A partir dele, iremos desenvolver as
férmulas de adicdo e subtracdo para as fun¢des seno e cosseno.

Figura 130 - Circulo trigonométrico
yA\

v

Fonte: DEaD | IFCE
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O setor circular AOC é determinado pelo angulo o e o setor circular BOC é
determinadopeloangulo 3 .Observeentdoqueosetorcircular AOB édeterminadopelo
angulo a.—f. As coordenadas dos pontos 4 e B sdo (cos o, sen OL) e (cos B,sen B) ,
respectivamente. Iremos obter a férmula do cosseno da diferenca de arcos analisando
a distancia entre os pontos 4 e B dada pela proposicao abaixo.

Proposicao 8.1 Dados os pontos 4 € B com coordenadas
(cos o, sen OL) e (cos [3,sen [3), respectivamente. A

distancia entre 4 e B, indicada por d ,;, é calculada por:

d =\/(COSOL—COSB)2 + (sen a.—sen B)2

Vamos  guardar  essa p
férmula, pois a utilizaremos mais A distancia entre dois pontos
adiante. Agoravamos considerar quaisquer de coordenadas
os pontos 4 e B no circulo A:(xa’ya) eB:('xb’yb)
trigonométrico e arrasta-los pelo num plano é célculada por
circulo de modo que o ponto
B coincida com o ponto C e a \/(xa _xb)z +(ya W )2-

distancia entre 4 e B permaneca W

a mesma. Chamaremos esses
novos pontosde A" e B', representados na figura 131.

Figura 131 - Deslocamento dos pontos 4 € B

ylk

Y

Fonte: DEaD | IFCE
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O setor circular 4’OB' é determinado pelo angulo o —f, pois a distancia entre
A' e B'é a mesma distancia entre os pontos 4 ¢ B. Com isso, as coordenadas dos
pontos A" e B' sdao (cos(a—B),sen(oc—B)) e (1,0) respectivamente. Dessa forma,
a distancia entre A' e B'serd dada por:

dyg Z\/((COSOL—B)—I)Z + ((sen OL—B)—O)2
Z\/((COSOL—B)—I)2 + ((sen oc—[3))2

Como d ., =d ,,, entdo as duas raizes quadradas sdo iguais, isto &,

230

\/(COSOL—COSB)2 +(sen o —sen B)z = \/((COSOL—COSB)—I)2 +(sen(0c —[3))2

Veja que estamos calculando raiz quadrada de numeros positivos, pois o
quadrado de qualquer nimero real é maior ou igual a zero. Assim sendo, podemos
eliminar as raizes sem prejuizo, ou seja,

(cos oL —cos B)2 + (sen o —sen B)2 = (cos (OL — [3) — 1)2 + (sen(oc —B))2
Desenvolvendo os quadrados, obtemos

cos” o.—2cos o.cos P+ sen’ o — 2senosenp + sen’p
= cos’ (oc—B)—2cos(0c—[3)+1+sen2 (OL—B)
Observando que cos’ o+ sen’a =1,cos’ P+ sen’f =1 e
cos’ ((1 - B) +sen’ (OL - B) , teremos
2—-2cosacosP—2senasen = 2—2c0s(0L—B).

Efetuando algumas simplifica¢bes, obtemos a férmula abaixo do cosseno da
diferenga de arcos:

cos(oc - B) = cos a.cos  + senasenf3 (8.1)

o mOis. S

'o\v ‘e Veja uma demonstra(;'a'o Para mostrarmos o cosseno da

“» da férmula do cosseno soma de arcos, vejamos a férmula
da diferenca de arcos do cosseno da diferenga entre dois
usando semelhanca de angulos x ey quaisquer, ou seja,
triangulos no sitio cos (x - y) =CO0S X.coS ) + senx.seny

http://obaricentrodamente.blogspot.com. .

br/2010/04/demonstracao-da-adicao-e- Fazendo x =a e y =—f3, teremos

subtracao-de.html

i
v,

cos (OL + B) = C0S O.CoS (—B) + seno..sen (—[3).

Matematica Basica |



http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2010/04/demonstracao-da-adicao-e-subtracao-de.html
http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2010/04/demonstracao-da-adicao-e-subtracao-de.html
http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2010/04/demonstracao-da-adicao-e-subtracao-de.html

Vimos, na aula 7, que a fun¢do cosseno é par e a funcdo seno € impar, ou seja,
cos (—B) = cos(ﬁ) e sen(—P)=—sen ([3) . Dai se obtém a férmula do cosseno da soma
entre dois arcos dado por

cos(a+B)=coso.cosp—sena.sen  (8.2)

Para obtermos as férmulas do seno da soma e da diferenca de arcos, basta

lembrar que, se temos dois angulos complementares x ey, entdao cosx =seny.

T . .
Dessa forma, temos que E—(oc + B) e o+ sdo angulos complementares, pois

5 (a+B) + (a+p)=3

Logo sen(a+P) :cos(g-(am)j zcos[(g—aj—ﬁj.

Assim, podemos determinar a férmula para o seno da soma de dois arcos usando
a férmula do cosseno da diferenca entre dois arcos. Veja entdo que

cos ((g — oc) — B) = cos [g - Otj cos B+ sen (g — oc) senf

T ‘ A =
Como (E—Otj é angulo complementar de a, entdo

T T , .
cos (E—Otj = seno. € sen (5— ocj = cos a.. Dai, teremos que o seno da soma de dois

arcos sera dado por
sen (OL + B) = sena.cos B+ senPcosa (8.3)

De modo andlogo ao cosseno da soma de arcos, usamos a paridade das fun¢des
seno e cosseno para mostrar a férmula do seno da diferenca de arcos, obtendo assim

sen (oc - B) = sena. cos p—senf cos a (8.4)

Para obtermos a tangente da soma e da diferenca de arcos, o processo serd
mais simples, pois utilizaremos a definicao de tangente que vimos na aula 6, que diz

seno.
tgo = .
cos o
Dessa forma, teremos tg(a+p)= ZZEZig; etg(a=F)= ZZZEZ: ;

Utilizando as férmulas de seno e cosseno da soma e diferenca de arcos vistas acima,
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teremos
sen

—

o+p) _ sena.cos B+ senf cos o

tg(a+[3) - cos

—

o+ B) cos a.cos 3 — senasenfd

Dividindo numerador e denominador da fragdo por cos a cos 3, obtemos

sena.cos 3 N senf3 cos o

cosacosP cosacosP
coso.cosf3  seno.cos

tg(a+p)=

cosocosP cosa.cosf

Efetuando as devidas simplifica¢6es, obtemos a seguinte férmula
tgo+1gf (8.5)
a—tgo.tgf

De modo andlogo, obtemos a tangente da diferenca de arcos

tg(a+B)=

)_ tga—tgf (8.6)

glo—p)=
& ( 1+tga.tgP

Essas formulas funcionam como uma importante ferramenta para resolver
problemas mais complicados em trigonometria. Por exemplo, suponhamos que vocé é

um topdgrafo e quer calcular a altura de uma serra.

Com a ajuda de um teodolito, vocé visualiza o pico alto da serra a 100 metros
de distancia dela a um angulo com a horizontal de 15°. Obviamente que vocé, com
conhecimento em trigonometria, determinard que a altura da serra sera calculada
multiplicando a distancia 100 metros pela tangente de 15°. Mas, se vocé ndo tem uma
calculadora cientifica capaz de calcular #g15°, como efetuard esse calculo? Bom, para
isso, basta verificar que tg15”=tg(45”—30°) e 1g45° e tg30° nds ja conhecemos.
Nesse momento, fazemos a seguinte pergunta: serd que #g15° pode ser calculada
utilizando 7g45° e tg30°? A resposta é sim, observe que

V3
1g45° —tg30° 3 3-83

1g(45°-30%) = — 5 G

1+t945° 1230°
g7 18 11

=2-3=027

ou seja, a altura da serra, agora facilmente calculada, serd de aproximadamente 27
metros.

Das férmulas de soma e diferenca de arcos obtemos o que chamamos de reducao
ao primeiro quadrante, que sao as fédrmulas relacionadas diretamente com as simetrias
das fun¢Ges trigonométricas obtidas pelas simetrias da funcdo de Euler (estudada na
aula 6). O quadro abaixo mostra todas as férmulas de reduc¢do ao primeiro quadrante.
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Quadro 1: Férmulas de reducao ao primeiro quadrante

Arcos Complementares

Arcos Suplementares Arcos Explementares

sen (90" —x) = oS X
cos (90" —x) = senx

g (900 —x) = cot gx

sen (180" —x) = senx sen (180" +x) = —senx

cos(180"—x) =—Ccos x cos(180"—x) =—CcosXx

tg(ISO” —x) =—1gx tg(1800 —x) =1gx

Arcos Replementares
B0 — )=—
B 60 — )=

g (360" —x) = —1gx

Note que:

sen (00 —x) =sen (—x) = —senx

cos(Oo —x) =cos (—x) =cos X

g (0" —x) =tg (—x) = —1gx

Fonte: DEaD | IFCE

Vejamos, por exemplo, sen(90" —x) =5en90°.cos x — senx.cos 90°. Como
sen 90°=1¢e cos90°=0, entdo teremos que uuué&O - ) =
todas essas férmulas de simetria (ou reducdo ao primeiro quadrante) utilizando as

. Podemos verificar

férmulas de soma e diferenca de arcos, que ficard de exercicio para vocé. Importante
também é saber utiliza-las! Para isso, segue um exercicio abaixo.

Exercicio resolvido 1: Calcule cos 255°.

Solucdo: Para resolvermos esse exercicio, iremos utilizar inicialmente uma das
férmulas de reducdo ao primeiro quadrante e, em seguida, utilizaremos uma das
férmulas de soma ou diferenca de arcos. Veja que 255°=180”+75, entdo temos que
cos 255°= cos(180” +75") =—cos75°.

Agora observe que 75°=45°+30°, entdo utilizaremos a férmula do cosseno da
soma de arcos, ou seja, teremos que

cos 75°= cos (45” +300) =cos 45° cos 30° —send5° sen30°.

2 1
Lembrando que cos 45° = sen45°= T,sen30"= E e cos30°= 73 , teremos

cos 75 = — ————.

& 2

Portanto cos255°=—| ———— | =
4 4

J2-V6
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Bom, a utilizacdo dessa ferramenta ndo para por aqui. Podemos analisar muitas
outras situa¢des a partir dessas férmulas até mesmo desenvolver outras férmulas,
que é o caso dos arcos mdltiplos (arcos duplos, triplos, etc.). Vejamos inicialmente
o arco duplo. Como calcular o seno, cosseno e tangente do dobro de um arco?
Determinar essas férmulas é bem simples, pois iremos utilizar as férmulas de soma

de arcos sen(oc + B) = sena.cos B+ senP cos oc,cos(oc + B) = cos a cos  — senasen

tga+t
e tg(0L+[3):goc—g[3 de modo que B=o. Fazendo a substituicdo de B=a,
1-tga.tgB

obteremos as seguintes férmulas:
sen (20() = 2sena.cos o

cos (2(1) =cos’ o.—sen’a

tg(20t) = m

2tga

A férmula de cos(2a) pode ter ainda duas outras varia¢des. Lembre-se de que
sen’o.+cos” o.=1 e se fizermos sen’o. =1—cos” o, teremos

cos(2oc) = cos® o — sen’oL = cos® o —(l—cos2 (x) =2cos*a—1.
De modo andlogo, fazendo cos> a.=1-sen’a , teremos

2 2 2 2 2
cos(20c) =cos o—sen‘o.=1—sen‘a.—sen‘a.=1—2sen .
Assim, podemos ter

cos (20L) =cos’ a.—sen’o.
2
cos(Za):2cos o—1 (8.7)
cos (ZOL) =1-2sen’a
Com as expressdes apresentadas em 8.7, podemos determinar seno, cosseno e
tangente de multiplos arcos. Vejamos entao como ficariam as férmulas de seno, cosseno

e tangente do triplo de um arco. Vamos determinar uuu(ﬁa) (30() e (3a).
Observe que 3a=2a+a, entdo utilizaremos novamente as féormulas de soma de

arcos, ou seja,
sen(3oc) = sen(20c + oc) = sen(a +B) = Sen(Zoc)cos o+ sena cos(20c)

Substituindo as férmulas de arco duplo acima, teremos

sen (3a) = (2senoc cos a)cos o+ seno. (1 - 2S€I’l20L)

= 2sena.cos’ o+ sena.— 2sen’a. = 3sena, — 4sen’aL.
%/_/

1—sen*a
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E interessante observarmos que podemos calcular o seno do triplo de um arco
qualquer a partir do seno desse arco. De fato, uuu@Boc) =3 o-4 ‘a.Demodo
andlogo, podemos determinar cos(3a) e tg(3a) em funcdo de cos(a) etg(oc),

respectivamente. Deixaremos para vocé aluno verificar que as férmulas do arco triplo

3igo.—1g’
de cosseno e tangente serdo cos(3a) =4cos’ o.—3cosa. e tg(30c) = %.

A seguir, veremos um exercicio para fixar o contetido abordado.

- . 3 3n
Exercicios resolvido 2: Sendo fgo = 2 en<a< X calcule sen (2(1) .

Solucao: Inicialmente, veja que podemos descrever um triangulo retangulo com cateto

oposto ao angulo o igual a 3 e cateto oposto igual a 4, pois teremos de toda forma

3
tga ZZ. A hipotenusa desse triangulo tem medida 5, e sera encontrada através do

3 4
teorema de Pitagoras. Entao temos que seno. = —g € coso = —g .

Observe que os valores de seno e cosseno sao negativos, pois o € um angulo

. 3m .
do terceiro quadrante TE<OL<7 e, no terceiro quadrante, seno e cosseno
de qualquer angulo sdo negativos. Como queremos calcular Sen(2a), bastam

substituir os valores de sen a € cosa na férmula sen(Zoc)=2senoccos0L. Isto §,

sen(2a):2.(—%j.(—§]:%.

Até momento, vimos as transformacdes de soma e diferenca de arcos, vimos
também que podemos verificar as férmulas de simetria ou reducdo ao primeiro
quadrante utilizando as transformac¢6es de soma e diferenca de arcos. Determinamos
também as transformagdes de alguns arcos multiplos (duplo e triplo) e podemos
expandir essas férmulas para arco quadruplo, quintuplos, etc., que ficarao de exercicio
para vocé estudante. Bom, mas se podemos determinar férmulas de arcos mdiltiplos,
entdo podemos determinar férmulas para arcos divisores, por exemplo, determinar

férmulas para o arco metade. Aqui estaremos a procura de determinar férmulas para

sen (gj cos(zj e tg(z) . Sera possivel mesmo? Vejamos.

Observe, inicialmente, que cos(2a) =2cos’a—1le COS(2OL) =1-2sen’a.

Isolando sen oL € cos ambas férmulas, teremos

1+c0s 2OL 1- cos 2OL
coso =1,/ ———2 e seno = .Sefizermos o = 5 ,entao teremos
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) X X .
as férmulas de sen (Ej € cos (E] procuradas, ou seja

sen(%}zi,fl_c% (8.8) cos(%}zi,/m‘% (8.9)

fff£zj
()

p X .
Para obtermos a férmula de fg (EJ , basta fazer . Assim obteremos a

seguinte férmula:

X 1—cos x
tg| = |=%,|—— (8.10)
2 1+cosx
Note ainda que
2
cos” a seno. senao., 1 2tgo
sen(20,):2sen0ccosoc:2sen(x. =2 .cos*o=2 . —= g,;

cos a. cos o coso. sec” o sec”d

%Aet (20‘)—21& Se

1+tg’a - l—tgzoc‘

2tg(x)
2)_ 8.12)

1—t0?| X
& (2j

e substituindo as formulas acima, teremos

1- l‘g2 (xj
2 (8.13)

14102 X
& (2j

A utilidade dessas trés ultimas férmulas (8.11, 8.12 e 8.13) é permitir a substituicao

Como sec’a=1+tg’0., entio sen (20c) =

X
tomarmos o = E’ teremos

2tg(x)
2)_ @®.11)

1+ tg2 (;j

. sen x
E mais, fazendo cos x =
g x

senx = 1gx =

CoS X =

desen x,cosx e tgxpor uma Unica funcdo através de expressdes racionais, no

X
caso tg (Ej Esse tipo de substituicdo é frequentemente utilizado na resolucdao de
equacdes trigonométricas, que veremos no proximo tépico.

Vejamos outra situacdo importante sobre transformagdes trigonométricas.
Imagine que estamos buscando simplificar a0 maximo uma expressao que envolve
elementos trigonométricos. Suponha que queiramos simplificar a expressao
2s5end0° +2sen20°—cos10°. E possivel, por exemplo, fatorar essa soma? Ou reduzir
essa soma para uma expressao menor?
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Voltemos as férmulas de soma e diferenca de arcos. Temos, por exemplo,
Sen(oc—B):senacosB—senBcosa e sen(a—B):SenoccosB—senBcosa .

Somando ambas expressGes teremossen (OL +B)+ sen(a —B) =2seno.cosP.
+ —
Efetuando a substituicdo o+ =p e a—P =g, teremos quea. = % ef= %

Assim obtemos a seguinte férmula:

senp+senq:2sen(p;qjcos(%j (8.14)

Exemplo 1: Respondendo a nossa pergunta, podemos simplificar 237

ou fatorar a expressao 2s5en40°+2sen20°—cos 107, pois note
que 25en40°+2sen20°—cos10°= 2(sen40" +sen200)—c0S100 e
sen40° +sen20°= 2sen ( 40 _2'_20 jcos ( 40 ;20 j =25en30°cos10°. Como

1
sen30°= 5 entdo sen40’+sen20°=cos10°, ou seja, nossa expressdo sera

simplificada por 2 cos10° —cos10°= cos10°.
Novamente com as férmulas de seno da soma de arcos, efetuemos a subtracao

delas. Dai, obteremos Sen(a+B)—sen(a—B)=2senBcos0L. Obviamente que

qoPtd g P4
2 2

, entdo teremos a seguinte férmula:

sen p —sen q = 2sen (%} cos (pij (8.14)

As férmulas 8.13 e 8.14 sdo exemplos de transformacdes de soma em produto.
Vejamos as demais, isto é,cos p+cosq,cos p—cosq,tg p+itgq e tgp—tgq .Para
mostrarmos cos p+cosq € cos p—cos q , vamos tomar as férmulas do cosseno da
soma e diferenca de arcos. De modo andlogo ao seno, iremos somar e depois subtrair
as expressdes

cos (OL + [3) = cos a.cos B —senasenf e cos (0, - [3) = cos a.cos 3+ senosenf3
obtendo assim,

cos(a+B)+cos(a—B) =2cosa e cos(a+B)—cos(a—B) =—2senasenf .
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Fazendo a+fB=p ea—P =g, teremos que a = . Dai, obtemos as

seguintes férmulas:

cosp+cosq=200s(p;qjcos(p;q) (8.15)

cos p—cosq = —2sen(p;quen(%j (8.16)

Por ultimo, paraobtermostg p+1tg q e tg p—tg q ,bastautilizarmos a definicao

+
da tangente, ou seja, g p +1gq = senp + Seng _SenpcosqTiengcosp

238 cosp cosq cos pcos q

senp cos q + senq cos p = sen(p+q),

.Como

entdo teremos que

sen(p+q)
cos pcos q

Igp+tg qg= (8.17)

De modo andlogo, desenvolvemos a diferencatg p —tg g e obtemos

sen(p—q)
cos pcos q

igp—tg q= (8.18)

;s . - 13n Iln
Exercicio resolvido3: Calcule o valor da expressao y = sen| — |.cos .

12 12
= o . 13n 1ln
Solucao: Para resolvermos esse exemplo, podemos inicialmente substituir—— € E
+ - + 13 - 11
por Prdq € P q’ respectivamente, ou seja, prq_2om € Pq_ n'
2 2 2 12 2 2

+ —
Dai, = queremos calcularser{p2 qjcos[pz qj, que sera igual a

_l_
—senpzsenq- Temos entdo das duas igualdades acima que p=2megq =£- Logo,
21+ sen™ :
13 11 Sen2m+tsen c o 1
y =sen cos = =5 A
12 12 2 2 4

Aqui encerramos o tdpico sobre transformacdes trigonométricas. Vimos
neste tépico o processo de se determinar férmulas para soma e diferenca de arcos.
Estudamos ainda como obtemos o valor do arco duplo, arco metade e arco triplo. E
mostramos que era possivel transformar somas e diferencas de arcos em produtos. No
tépico seguinte, iremos estudar as equac¢bes e inequagdes trigonométricas.
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Topico 2

Equacées e inequacoes
trigonomeétricas

OBJETIVOS

* Entender as formas bdsicas de equag¢des trigonométricas

= Compreender a reducao das equagbes trigonométricas a uma das
formas bdsicas

= Resolver as equag0bes e inequagdes trigonométricas

Nesse tépico,apresentamos conceitos muito importantes para a compreensao e
resolu¢ao de problemas que envolvem equagbes e inequagbes trigonométricas. Nele,
utilizaremos todo o conhecimento sobre trigonometria visto até o momento para
trabalharmos situac6es modeladas matematicamente por equacdes ou inequacgdes
trigonométricas.

Inicialmente, iremos analisar as solu¢des das equagdes trigonométricas basicas
para, em seguida, iremos reduzir qualquer equagao trigonométrica para uma das
equagdes basicas. Por fim, estudaremos as inequagdes trigonométricas comparando
com o estudo feito com as solu¢bes das equagdes trigonométricas basicas.

Um exemplo cladssico de equacdo trigonométrica surge quando se deseja
determinar, por exemplo, o angulo que um determinado objeto forma em relacdo a
dois referenciais. Sendo assim, suponha que vocé é um topdgrafo e estd a 70 metros
de distancia de uma serra e descobriu que a altura da serra é também 70 metros. Qual
o angulo que o teodolito formara com a terra (horizontal) de modo que vocé possa ver
o pico da serra?

Desprezandoaalturadabasedoteodolito,temosqueesseproblemaseraresolvido
70
pela seguinte equacao, fgo = =0 =1. Portanto, estamos procurando o angulo de tal

formaqueatangentedeleserdiguala l. Facilmente,notamos que g 45°=1.Entdoesse
problema se resume na equacdo g o =1g 45"(*) .
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Mostraremos a seguir como resolver equag¢des da forma (*). Primeiramente
definiremos abaixo o que seria uma equagao trigonométrica juntamente com o seu

conjunto solucao.

Definicao 8.1 Dizemos que a equacgdo f(x) = g(x) é uma
equacdo trigonométrica quando f ou/e g sdo funcGes
trigonométricas na varidvel x. A solu¢do de uma equagao
trigonométrica € um ndmero real r de tal modo que

240 f(r) = g(r) seja uma sentenca verdadeira. O conjunto S de
todos os numeros que satisfazem f(r) = g(r) é
denominado conjunto solugao.

[remos estudar trés tipos de equacao trigonométricas basicas:

sen o= sen B,cosa=cosPetga=tg . Tais equacdes sdo denominadas de
equagdes fundamentais, pois qualquer outra equac¢ao trigonométrica que possamos
resolver podera ser simplificada para qualquer uma das trés equagdes acima. Entao

vamos analisar cada caso.
1° Caso: sen o = sen 3

Se sen o. = sen 3= OF, , entdo asimagens dea e 3 no circulo estdo sobre areta
r que é perpendicular ao eixo dos senos no ponto £, isto é, as imagens estdo sobre P
ou P', como mostra figura 132.

Figura 132 - Representacdo de sen o = sen [

Fonte: Adaptada de Ross (2002, p.278)
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H3, portanto, duas possibilidades:
1) ou a e témamesmaimagem, isto é, sdo angulos congruos ((x =B+ 2kn);

2) ou o e tém imagens simétricas em relacdo ao eixo dos senos, isto &, sdo
suplementares (OL =n—-B+ 2kn) .

Dessa forma:

o=B+2km L,
sen o= sen = em que k é o nimero de

o=n—P+2km

voltas dadas no circulo trigonométrico.

Com base no que foi exposto acima, seguem dois exercicios parafixar o conteddo.

7 e . . . . 2
Exercicio resolvido 4: Determine os valores de x reais tais que sen"x —senx =0.

Solucdo: Temos uma equacao trigonométrica com aparéncia de equacao do segundo

grau, pois, efetuando a substituicdo sen x = y, teremos a equagao ¥ —y=0, que

tem como solucbes y =1o0uy =0. Ou seja, teremos reduzido tal equacdo para duas
equagdes fundamentais.

A equacao sen x = sen () tem como solucao

x=2knoux=n—-0+2kn=mn+2kn (note que o conjunto solugdo serda formada
pelos angulos ...,—2m,—n,0,271,37,4m,..., queddnomesmo que x =km, comk € Z ).

. = T =
Ja a equacao sen x = SQFZE tem como solugdo

X = §+ 2kmoux=m —§+ 2km = g +2km, ou seja, simplificamos ambas para
T
x=—+2km.
2
Portanto, a solucao da equacao serd o conjunto
{xeR,‘x:kn 0ux=g+2k7c, k EZ}.

Vejamos abaixo um exemplo bem interessante que pode envolver em uma
equagao as fungbes seno e cosseno. Nesses casos, podemos utilizar as transformagdes
acima ou a Rela¢ao Fundamental da Trigonometria para trabalharmos a equacao com
Seno ou cosseno somente.
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Exercicio resolvido 5: Mostre que 18" é um angulo notavel.

Solu¢do: Para essa questdo, vamos lembrar que os angulos 36" e 54° sao
complementares, pois a soma deles é igual a 90°. Com isso, temos inicialmente que

sen36°=cos54°. Agora uma observacao importante, 36" =2.18" e 54" =3.18".

Logo, teremos sen (2. 1 8") =cos (3. 18") .

,,M

Existem muito mais angulos notaveis do que conhecemos. No

EnsinoMédio,aprendemosque 0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 180°, 270"
e seus arcos cdngruos sdo notaveis, pois calculamos facilmente
o valor de seus senos e cossenos. Utilizando as equacgdes
trigonométricas e as férmulas de transformagdes, encontramos
outras familias de angulos notaveis, como € o caso do 18°.

o

Voltemos ao tépico anterior para buscar duas férmulas de arcos multiplos, seno
do arco duplo e cosseno do arco triplo.

Dai, teremos
sen (2. 1 8") =2.senl8.cos18°

cos (3. 180) =4.cos’ 18°=3.cos18°

Como as expressdes acima sao iguais, teremos que

2sen 18°cos18°=4cos*18° -3 cos18°.

Note que cos18°# 0, entdo podemos simplificar a equacdo para

2sen 18°=4cos’18°-3,
que é uma equagao do segundo grau envolvendo elementos trigonométricos. Como
ndo estudamos ainda o caso do cosseno, podemos utilizar a Relagao Fundamental

. . . . 2 .
da Trigonometria para substituircos18° por 1—sen”18°, que envolve seno. Assim,
teremos

2sen 18°= 4(1—sen218")—3 —4—4sen’18° -3 =1—4dsen*18°.

Fazendosenl8°=x, veremos nossa equacdo do segundo grau, isto &,

2x=1-4x" que pode ser reescrita como4x” +2x—1=0. Utilizando a férmula de

~1-5 ~1+/5
— 0u =

Bhaskara, obtemos as raizes da equagdo, que serdo x, = X,
4 4
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-1
Como x, <0 ex=sen 18°> 0, entdo devemos ter sen 18°= 2 E para obtermos

cos18°,basta lembrar que cos o =*+/1-sen’a , expressdo resultante da Relacio

J10+245

Fundamental da Trigonometria. Logo, temos que cos18°=———— e concluimos

. A . 4
queé um angulo notavel.

Vejamos agora o segundo caso, ou melhor, o caso do cosseno.

2° Caso:cos o = cos 3

243

Analisando agora o eixo dos cossenos cos o = cos § = OP, , se, entdo as imagens
dea e 3 no circulo estdo sobre a retar que é perpendicular ao eixo dos cossenos no

ponto P,,isto é, as imagens estdo sobre P ou P', como mostra figura 133.

Figura 133 - Representacdo de cos o = cos 3

ylk

Ny

A 4

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 98)

H3, portanto, duas possibilidades:

1) ouq e 3 tém a mesma imagem, isto €, sdo angulos congruos (OL =B+ 2kn)
2) ouq e 3 témimagens simétricas em relagdo ao eixo dos cossenos, isto &, sdo

replementares (a =P+ 2kn) .
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Dessa forma:

o=B+2kmn
cos o =cos=qou , em que K¢ o ndmero de voltas dadas no
o=—PB+2kn

circulo trigonométrico.

Podemos assim resolver o seguinte exercicio abaixo:

Exercicio resolvido 6: Resolva a equacdo iitititi ( + 1) =0.

Solucdo: Como essa equacao envolve um produto entre dois nimeros resultando em
zero, entdoteremos que umdosdoisdeveraserzero,ouseja,cos x =0 ou cosx+1=0.

. N p T
A segunda igualdade implica que cos x = —1 . Dai, teremos cos x = 0 = cos —, que tem

~ T ~
como solugdo x = i5+ 2km .E cosx =—1=cosm temsolucdo x =tm+2km.

T T
Observe que x = iz+2kn é 0 mesmo quex:5+kn (Verifique os angulos

gerados pelos dois conjuntos e confirme!) e x = +n+2km é omesmoquex =+ 2km.
) T
Logo, o conjunto solucdo sera {x eR;x= 5+ kmoux=n+2kmn ke Z} .

E interessante observarmos que outras equac6es podem ser simplificadas para
a equacdo acima. Por exemplo, se tomarmos a equacdo sen’x =1—cos” x, podemos
. . e ~ ;. . . 2 2 ’
simplifica-la para a equacdo do Exercicio resolvido 7, poissen”x =1—-cos” x. Dai,

2 . 2
teremos que 1—cos” x =1+ cos x. Cancelando os dois uns e passando—cos” x para

. 2
o outro membro da igualdade, teremos cos” x +cos x = cos x.(cos X+ 1) =0. Nesse
caso, a solucao da equagao inicial serd a mesma solu¢ao do Exercicio resolvido 7. Isso
ocorre, pois as duas equagdes sao equivalentes.

Para finalizarmos, vejamos o caso da tangente.

3°Caso:tg au=tg B

De modo andlogo a seno e cosseno, iremos analisar a
tangente de acordo com sua representacdo geométrica, ou seja, se

tgo=tg B=ﬁ, entdo as imagens dea e Bno circulo estdo sobre a reta r
determinada porO e T, isto é, as imagens estdo sobre P ou P', como mostra figura
134.
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Figura 134 - Representacdo defg o =1g [

ylk

v

Fonte: Adaptada de lezzy (1997, p. 101)

H3, portanto, duas possibilidades:

1) ouda € [} tém a mesma imagem, isto é, sdo angulos congruos (a =B+ an)

2) o e témimagens simétricas em relacdo ao centro da circunferéncia, isto &,
sao explementares (oc =n+B+ ZkTC) .

Dessa forma:

o=P+2km
tgo=tg B=qou = a=B+kn, onde ké o nimero de voltas
o=n+B+2km

dadas no circulo trigonométrico.

Observe quea =B+2knea=n+B+2knpodem ser simplificadas em

uma unica expressdo o = +km, pois a segunda igualdade, a=mn+p+2kn, esta
acrescentando meia volta (7 radianos) a primeira igualdade. Portanto, basta tomar
o e P acrescentando 7 radianos a cada iteracdo.
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Vejamos um exemplo de questao, que inicialmente parece ser resolvida por um
dos dois primeiros casos, mas na verdade vai recair no terceiro caso.

Exercicio resolvido 7: Resolva a equagao sen x = cos x .

Solucdo: De cara, imaginamos que podemos resolver essa equagdo utilizando um
dos dois primeiros casos, mas podemos ter algumas complicagdes se optarmos por
esse caminho. Veja que, tomando cos x # 0, podemos dividir ambos os membros da

_ . Senmx coOSX sen x
equagdo porcosx . Obtemos, assim, = =1. Como

COSX COSX Ccos X

=1g x, entdo

= . . : . T =
nossa equacdo serd reduzida ao terceiro caso, ou seja, 1g x =1= tgz. Logo, a solugao

= . . . T
da equacdo serd encontrada facilmente, verificando que x = Z +km.

A maioria das modelagens matemdticas resultam em equag¢des. No nosso caso,
equagdes trigonométricas, mas ha situa¢des em que a modelagem matemdtica de
um sistema nem sempre gera uma equagdo ou varias equagdes para resolvermos.
Podemos nos deparar com situa¢des que envolvem uma inequagao.

Vamos supor que vocé é um engenheiro aeroespacial e estd desenvolvendo um
avido para fazer um percurso sem piloto, ou seja, um avidao com piloto automatico. Para
0 avido efetuar as manobras com sucesso, deve haver uma modelagem matemadtica
muito eficaz e muitas das curvas e giros que o avido efetua fazem com que as asas
do avidao formem varios angulos com um determinado eixo do avido. Pensando como
engenheiros, fazemos uma pergunta importante:que varia¢oes de angulo podemos
determinar com as asas de modo que o aviao nao caia a determinada velocidade ou se
estiver planando?

Vejamos a figura 135.

Figura 135 - Avido projetado

Fonte: DEaD | IFCE
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Note que a asa do avido forma um angulo @ com o eixo horizontal. A medida
que o avido inclina sua asa esquerda para cima ou para baixo temos que o angulo 6
ird variar e a distancia entre a ponta da asa (que chamamos de x ) e o eixo horizontal
também ird variar.Depois de muitos testes, descobrimos o valor maximo que x pode
atingir de modo que o avido ndo caia se estiver planando. Suponha que a razao maxima
(determinada pelos testes) entre x e a medida do comprimento da asa seja 0,5. Entdo
sen 0, que é igual a essa razdo, ndo pode superar esse valor maximo.

. A T
Na nossa modelagem, devemos determinar os possiveis angulos 0 <0 < Py de

T _ T
modo quesen 6<0,5. Como seng: 0,5, entdo teremossen 0 < seng. Eis nossa
inequagao trigonométrica!

E importante termos no¢do que nem sempre teremos uma inequagdo simples
como essa para resolvermos, mas todas as inequagdes trigonométricas se resumem
a alguns casos da mesma forma que acontece com as equagles trigonométricas
estudadas acima.

De maneira formal, podemos entdo definir o que seria uma inequacao
trigonométrica.

Definicdo 8.2 Dizemos que a inequacdo f(x)> g(x), é uma
inequacdo trigonométrica quando f ou/e g sdo funcGes
trigonométricas na varidvel x. A solu¢do de uma equagao
trigonométrica € um ndmero real r de tal modo que
f(r)> g(r) seja uma sentenca verdadeira. O conjunto S de
todos os nudmeros que satisfazem  f(r)>g(r) ¢é
denominado conjunto solugao.

Existem  seis  tipos  bdsicos de  inequag¢fes  trigonométricas:
sen x < sen o, sen x > sen o,coS X <CcosQ,coS X>cosSa,tg x>itgaetg x<tgo .
Observe que podemos ter também o sinal < ou = no lugar de < ou >. Mas, de forma
geral, podemos estudar somente os seis casos acima bastando substituir os sinais < ou
= coerentemente no resultado, caso aparecam. Aqui vamos explicar bem o primeiro
caso e os demais estarao ilustrados de forma bem diddtica.

1° caso: sen x < sen o

Como o seno é representado no eixo ), entao analisaremos o valor de sen o
sobre o eixo y . Suponha que sen o. > 0, entdo teremos a situacdo ilustrada na figura 136.
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Figura 136: Representa¢do de sen x < sen Q.

PN

y

<— c¢ixo dos senos

origem dos arcos

Fonte: DEaD | IFCE

Observando a figura 136, vemos que o arco azul determina todos os possiveis
angulos que x pode assumir, pois qualquer angulo sobre o arco azul terd seno menor
que sen .. Observe também que o € determinado pelas extremidades A e A4'.
Cada angulo desses pode ser acrescentado de2km, comk € Z, que representa as
inimeras voltas sobre a circunferéncia obtendo o mesmo arco (arcos céngruos).
O arco determinado por A'pode ser analisado como m—a.. Com isso, temos que

x<a+2kmex>mn—o+2kn= (2k +1)n + ., isto é, a solucdo para o primeiro caso
serd o conjunto:

S={xeR;(2k+1)n—a<x<2kn+akeZ}

O exemplo a seguir exemplifica o que foi explicado anteriormente.

Exemplo2: Vejamos nosso caso proposto na ilustracao do avido. Queremos resolver

B 4 L . e s T
a equacdo sen 0 < seng, com0<0 <5. Se ndo tivéssemos a restricdo 0<0 <5,

T T
nossa solucdo seria simplesmente(2k+1)n—g<9<2kn+g. Com a restricdo,

. .o . a 4 T
podemos retirar as possiveis voltas sobre a circunferéncia obtendo —g <f@<—,ou

S T
seja,? <0<2r oul<Bl< g Por fim, efetuando a intersecdo desse resultado com

0<6< %, obtemos como solugdo 0 < 8 < %

Os demais casos estdo ilustrados a seguir:

Matematica Basica |




2°caso: sen x > sen a
Figura 137 - Representacao do sen x > sen a

Solugoes da inequacgdo
senx > sen a 4

i «— cixo dos senos

origem dos arcos

As extremidades dos arcos x estardo sobre o arco A A’

2Qkm+ta<x<Qk+1)m-a| ondek € 7,
i T

arcos com arcos com
extremidade A extremidade A’
Exemplo:

Resolver a inequagdo

senx > 1 —senx>senT —| 2km+m <x < (Zch + 1) -7
2 6 6 6

Fonte: DEaD | IFCE
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3° caso: COSX > cosa
Figura 138 - Representacdao COSX > c0Sa
Solugoes da inequacdo

COS X > cos d

S

A
250 eixo dos cossefios
AN
i |
cos a | X
7T : )
@) | "
|
I -
v origem dos arcos
|

B

As extremidades dos arcos x estardo sobre o arco A A’

2km —a < x<2km + a onde k € 7,
1 1

arcos com arcos com
extremidade A extremidade A’
Exemplo:

Resolver a inequagdo

cosx>ﬁ—>cosx>cos£—> 2kn —nm<x<2km+m
2 6 6 6

Fonte: DEaD | IFCE
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4° Caso:CoS x < coSa

Figura 139: Representagao COSX < COSa

Solugoes da inequagdo

COS X > cos d

Lo,

cos a
T

O

R

eixo dos codsenos

A

A4

origem dos arcos

As extremidades dos arcos x estardo sobre o arco A A’

i T

arcos com arcos com
extremidade A extremidade A’
Exemplo:

Resolver a inequagdo

Dkm-a<x<2km+a| ondek €7

COSX<\/_2—> CosX <CoSTl—| 2km+nm<x<2km—m

2 4 4

4

Fonte: DEaD | IFCE
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5° caso:ig x >1g a
Figura 140 - Representagaofg x > 1g a

Solugodes da inequacdo

Igx>tga
A Y'
. l «— eixo das tangentes
y /A
, /
A /

252

tangente a

X
TC % >
origem dos arcos
kn+a<x<km+m onde k € 7,
2
arcos com arcos com
extremidade A extremidade A’
Exemplo:

Resolver a inequagdo

tgx>\/i_> tax >1gT | kn+n<x<kn+m

3 6 6 2

Fonte: DEaD | IFCE
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6° Caso:tg x<1g a

Figura 141 - Representacdo g x <iIg a
A Y’
«— eixo das tangentes

tangente a

X

N
>

N

Solugoes da inequagdo origem dos arcos

igx>tga —>

km<x<km+a onde k € 7],

T T

arcos com arcos com
extremidade A’ extremidade A

Exemplo:
Resolver a inequacdo

1gx<l-tox<tgT | kn<x<kn+x
4 4

Fonte: DEaD | IFCE

Concluimos aqui nosso ultimo tdpico e nossa aula 8. Nele estudamos o
processo de resolug¢ao das equagdes e inequagdes trigonométricas utilizando todas as
ferramentas de trigonometria que vimos nas aulas anteriores e no tépico 1 desta aula.
Estudem bastante e aprofundem os assuntos resolvendo os exercicios propostos.
Busquem sempre os livros indicados nas referéncias como apoio e para resolverem
mais exercicios ainda. S6 se faz Matematica exercitando! Bons estudos.
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1. Sendo secx = % e 37” <x<2r,calculetg(2x).

S 7 S 7 Vs 14z
2. Calcule sen” | — |—cos”| — |+1g| — |+1tg| — |.
12 12 3 3
3. Mostre que sen(4x) = 4.senx.cos’ x —4sen’x.cos x.
4. Setgx > calcule X
. =—, calcule sen| — |.
& 12 2

1
5. Sabendo-se quex é um arco do primeiro quadrante e quecosng,

X X
calculesen| — | etg| — |.
2 2

6. Prove que (send+cos A)4 =4cos* (A—%).

7. Calcule c0s40°.cos80°.cos160°.

8. Transforme em produto cos(2x)—sen(2x).

9. Resolvaaequacdo cos(2x)+3cosx+2=0 cos(2x)+3cosx+2=0.
10. Resolva a equacdo cot gx —sen(2x)=0.

1. Resolva ainequacdo cos(2x) < 73 supondo que x € [0,272] .

12. Resolva ainequacdo #g”(2x) <tg(2x) supondo que x € [0, 27[] .

Matematica Basica |




10.

1.

12.

Questdo de demonstracao

J26

26

N

e
2

Questdo de demonstracao

, respectivamente.

1

8

J2.sen (% - ij

x=i2Tﬂ+2k7r oux=i37ﬁ+2k7r, comkeZ.

x=Ltkr oux:£+£k, comkeZ.
2 4 2

Pratique
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