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APRESENTACAO

Caro(a) estudante,

O presente curso de Didatica da Matematica foi concebido, estruturado e desenvolvido sob
influéncia marcante da vertente francesa na area de pesquisa, internacionalmente conhecida
como Didatica da Matematica. Vale salientar um pressuposto basico explorado em todo
momento por nos que diz respeito a impossibilidade de se estudar qualquer teoria de natureza
didatico-metodologica distante do seu dominio de ‘aplicagéo’. Assim, para a compreensao
e aprofundamento das teorias que seréo discutidas neste curso, uma condicao sine qua
non que se apresenta ¢ o dominio aprofundado do proprio contetdo de matematica. Assim,
sempre que possivel, na ocasiao da contextualizacao e aplicacéo das teorias que discutiremos,
sugerimos a compreensao dos ‘entraves’ e obstaculos epistemoldgicos no campo do ensino/
aprendizagem de matematica. Por fim, tudo que sera discutido se insere no campo de uma
‘teoria pedagogica especifica’ da Matematica e, seu estudo perde o sentido e o significado
quando evolui distante do conhecimento matematico especifico.

APRESENTAGRD |

7



Os fundamentos da
Didatica da Matematica

Ola, aluno(a)!

Nesta aula, discutiremos as bases epistemoldgicas da Didatica da Matematica
focalizando alguns pressupostos da Didatica Geral. A necessidade de pensarmos
em uma proposta especifica para 0 ensino de Matematica € muito importante
para a atuacao do professor em formacao.

Objetivos

e Apresentar as bases epistemoldgicas e 0s principais pressupostos
epistémicos assumidos na Didatica da Matematica

e (Caracterizar os principais elementos relacionados a transposi¢ao didatica

e Discutir aspectos relevantes do ensino da Matematica e relaciona-los com
a pratica pedagogica

8 ‘ Didatica da Matematica




V' 4
Conceitos introdutdrios: administracao,
organizagao, processo admistrativo e
niveis hierarquicos

ibaneo (1995, p. 129), em uma obra cladssica da 4rea da pedagogia, a

respeito das tendéncias pedagdgicas, assim se manifesta:

Osenfoques sobre o papel da didatica na atividade escolar variam de acordo com
as tendéncias pedagdgicas, sendo possivel encontrar na pratica educacional
pelo menos trés: o tradicional, o renovado-tecnicista e o sociopolitico. O
tradicional refere-se a diddtica assentada na transmissao cultural, concebendo
0 aluno como um ser receptivo/passivo, atribuindo um carater dogmatico aos
conteudos e métodos da educagao; o renovado-tecnicista corresponde a versao
modernizada da escola nova, acentuando o carater pratico-técnico do ensino
e, assim, sua neutralidade face as questdes sociais; finalmente, o sociopolitico
assume uma postura critica em relagdo aos dois anteriores, por acentuar
a relevancia dos determinantes sociais na educagio e, assim, as finalidades

sociopoliticas da escola.

O posicionamento de Libaneo ¢ interessante na medida em que caracteriza,
delineia e aponta as consequéncias das tendéncias pedagégicas que, podem manter
uma possivel relagao com o saber matematico, embora, em certos casos, seja ténue,
ou mesmo inexistente e superficial.

E importante que saibamos, antes de nos aprofundarmos nas aulas
seguintes, que a tendéncia tradicional e a tendéncia renovado-tecnicista nao
explicam, ndo caracterizam, nio anteveem de modo especifico as relagdes

estabelecidas no ensino de Matematica.

AULA 1

OBJETIVOS
. Compreender o conceito de administragdo e organizagao
. Identificar a diferenga entre eficiéncia e eficacia e sua

importancia para o bom desempenho organizacional

. Conhecer os niveis hierdrquicos de uma organizagao

TOPICO 1



Nesta aula, demarcaremos as bases epistemologicas e os principais

pressupostos epistémicos assumidos na Didatica da Matematica. Para tanto, vamos

confrontar as palavras de Libaneo (1995) reproduzidas acima com as do matematico

Brousseau (1996), que caracteriza a Diddtica da Matematica como sendo atividades

didaticas, ou seja, atividades que tém como objeto 0 ensino.

[

N—A

SAIBA MAIS!

Para maior aprofundamento sobre as tendéncias
pedagogicas, veja o quadro sintese disponivel
site

no http://pedagogia.tripod.com/quadro_

tendencias.htm

Ja o pesquisador italiano D" Amore (2007)
descreve a Didatica da Matematica como uma
disciplina cientifica cujo objetivo do campo
de pesquisa ¢ saber identificar, compreender
e caracterizar fenomenos que condicionam a
aprendizagem e o ensino da matematica.

Brousseau, ao fazer referéncia as
relacdes estabelecidas entre aluno-professor-
saber matematico, destaca o cardter situado do

conhecimento em questao o qual, na maioria

dos casos, se restringe a sala de aula.

Outro fatorrelevante apontado por Brousseau serelacionaaos Comportamentos

cognitivos dos aprendizes. De fato, quando se estuda Didatica Geral, fala-se

demasiadamente das ag¢des, pensamentos e reflexdes necessdrias para o professor,

entretanto para um professor qualquer, uma escola aleatdria e alunos reunidos em

torno da aquisi¢do de um saber hipotético.

[

N—A

SAIBA MAIS!

Guy Brousseau nasceu em 4 de fevereiro de
1933, em Taza, no Marrocos, filho de um soldado
francés. Em 1953, comegou a dar aulas no Ensino
Fundamental numa aldeia da regido de Lot et
Garonne. Fonte: http://antigo.revistaescola.
abril.com.br/edicoes/0219/aberto/pai-didatica-

matematica-414955.shtml

Nao rejeitamos ou desvalorizamos tal
perspectiva. Salientamos, porém, que, em uma aula
de Matematica, no que diz respeito ao professor e
seus alunos, alguns destes pressupostos generalistas
podem mostrar-se indcuos, e mesmo improficuos.
Mas afinal, qual ¢ o objeto de estudo da
Diddtica da Matemdtica? Recorremos mais uma vez

a Brousseau (1996, p. 46):

O saber constituido se apresenta sobre formas diversas,
por exemplo, sob forma de questio e respostas. A
apresenta¢ao axiomatica é uma apresentagao classica da
matematica. E, além disso, em virtude do cientificismo

que conhecemos, ela se mostra maravilhosamente

adaptada ao ensino. Ela permite a cada momento de definirmos os objetos

Didatica da Matematica




que estudamos com auxilio de nogbes precedentes e introduzidas e, assim, de
organizar a aquisi¢do de novos saberes com o auxilio de aquisi¢des anteriores.
Ela proporciona entdo ao estudante e ao seu professor um meio de ordenar
suas atividades e de acumular em um minimo de tempo possivel o maximo de

saber préximo do savoir savante.

A forma de organizagao do saber transmitido no ensino é, reconhecidamente,
uma preocupacdo da Diddtica; no caso especifico desta disciplina, a Didatica da
Matemadtica, a forma de organizagdo do saber matemadtico. Brousseau denuncia
acima alguns dos maleficios da apresenta¢ao axiomatica dos contetidos, tao peculiar
na atividade do professor de Matemadtica.

A apresentagdo axiomatica é reconhecida com maior imediatez quando
falamos de Geometria Plana. A axiomatizagdao e sistematizagdo das ideias e
argumentagdes construidas ha séculos pelos gregos ainda servem de modelo,
paradigma e verdade para muitos professores de Matematica, ainda que possa
ndo assegurar uma aprendizagem satisfatoéria.

Outro fator discutido por Brousseau diz respeito ao principio de economia
e linearidade da reprodugdo do saber matemdtico em sala de aula. Neste
sentido, quando diz que a Matematica permite a cada momento definirmos os
objetos que estudamos com auxilio de nogdes precedentes e introduzidas e,
assim, de organizar a aquisi¢do de novos saberes, Brousseau caracteriza uma
pratica comum e equivocada desenvolvida em sala de aula, uma vez que a
aprendizagem do estudante nado ocorre de modo linear e preciso.

Podemos até afirmar que o raciocinio do professor que reproduz aquele
conhecimento, muitas vezes secular, ¢ um raciocinio linear, rigoroso e preciso, na medida
em que é familiar e suficientemente conhecido e repetido dezenas de vezes. Neste sentido,
Brousseau (1996, p. 46) esclarece que “este tipo de apresentagao disfar¢a completamente
a histéria dos saberes, isto ¢, as sucessdes de dificuldades e de questdes que provocaram
a aparigao de conceitos fundamentais, seu uso para propor novos problemas”.

Assim, percebemos que linearidade da reprodugdo do saber matemdtico
em sala de aula ndo transparece ou caracteriza o modo real e a maneira pela qual
os matematicos profissionais enfrentaram os problemas. Dizendo de outro modo,
na descoberta ou criagdo de determinado conceito, seja ele da Geometria Plana,
Trigonometria, Matrizes, Determinantes, etc., ndo houve uma trajetdria linear e
formal, como muitos preferem ou acreditam. Nao se pode dessa forma, esperar que

o aluno aprenda, num primeiro momento, tudo apresentado pelo professor.

AULA 1

TOPICO 1



Brousseau se preocupa de modo especial com as modificagdes que se fazem
necessarias ao conhecimento matematico desde o seu nascedouro até a sua forma
atual, organizada nos livros escolares. A tais modificagdes/adaptacdes realizadas
pelo professor para efetivar o seu ensino Brousseau chama de transposigao didatica.

O pesquisador espanhol Juan D. Gondino (2004, p. 42), a esse respeito, esclarece:

Quando queremos ensinar um certo conteudo, tal como os numeros
racionais, devemos adaptd-lo ao estado do conhecimentos dos alunos,
com qual deve-se simplifica-lo e buscar exemplos especificos acessiveis
aos alunos, restringir algumas propriedades, usar uma linguagem
e simbolos mais simples do que os habitualmente empregados pelo

matematico profissional (tradugdo nossa.)

Saber matematico cientifico Saber Escolar

Ensino Escolar

Transposicao Didética
Figura 1: Transposigao didatica formulada por Brousseau

No ambiente escolar, deparamos com um saber matemadtico que sofreu vdrias
adaptagoes, aperfeicoamentos e improvisagdes necessarias ao entendimento do estudante.
Falar sobre aprendizagem em matematica pressupoe,

| naturalmente, uma teoria de base cognitivista
N—HA

SAIBA MAIS!

compativel com as relagdes experienciadas dentro
de uma aula de Matemdtica.

A expressao transposicao diddtica faz referéncia Anthony Orton (2004) sublinha o caréter

E mEEHEEEs Sobiliin el omiEEiEni de especificidade necessdria para que vérios

matemati m i nsino. m ~ . oA .
atematico — co IS AD G0eine. (Lo fendémenos relacionados ao bindémio ensino-

consequéncia se produz diferengas de significado . .
aprendizagem possam ser compreendidos,

dos objetos matematicos entre a instituigao . .
sobretudo os de natureza cognitiva. Assim,

matematica e as instituigdes escolares. (GONDINO, . ) B .
quando discutimos a nogdo de transposi¢dao

2004, p. 42).

Didatica da Matematica




didatica (Figura 1), necessitamos adotar teorias elaboradas de modo especifico
para o ensino e aprendizagem de Matematica.

Em grande parte, para que possamos compreender os elementos que
explicam a realidade cristalizada preocupante sobre o ensino de Matematica,
necessitamos focar nosso olhar na figura do professor. Brousseau (1996, p. 47)
reforga esta perspectiva ao comparar o trabalha do matemdtico profissional com o

trabalho do professor:

Antes de comunicar o que pensa haver achado, um pesquisador deve
inicialmente determind-lo: nao ¢ facil distinguir, num labirinto de reflexdes, as
que sdo suscetiveis de tornar-se um novo saber e interessante para os demais; as
demonstragdes obtidas sdo raramente as que foram visadas pelas conjecturas;
todo o rearranjo de conhecimentos semelhantes, anteriores e novos devem ser

acumulados (tradugao nossa.)

Neste movimento caracteristico do

matematico profissional, as reflexdes inuteis

sdo suprimidas e descartadas. Os tragos dos - ATENG[\U!

De acordo com Brousseau “uma boa reprodugao

encaminhamentos erroneos sio descartados. “E

necessario encontrar uma teoria mais geral na o o .
por parte do aluno da atividade cientifica exige

qual os resultados obtidos mostrem-se validos” .
que este aja, formule e que prove e construa

(BROUSSEAU’ 1996, p. 47)' Deste modo, temos um modelos, de linguagem, de conceitos e de teorias”

processo de despersonalizagdo, descontextualizagdo (BROUSSEAU, 1996, p. 49).
do saber matematico.

No que diz respeito a atividade docentes,
o professor deveria, em tese, realizar um movimento contrario, em determinados
aspectos, ao do trabalho do matemdtico profissional. De fato, ao trabalhar
com um livro diddtico, o professor de Matemdtica deve preparar a sua aula e,

naturalmente, salientar o que perceber de mais relevante. D’Amore (2007, p.

227), ao descrever a agdo docente, sublinha que:

Uma vez realizada a introdug¢ao da nogdo, no ambito do funcionamento
didatico, deve ativar-se um mecanismo com base no qual nos apropriamos
de tal nogao para fazer algo. Eis entdo que ocorre a recontextualizagao da
nog¢ido, todavia nao mais no interior do saber matematico, mas no interior

de tal imersdo no saber ensinado.

AULA 1 TOPICO 1




O conhecimento oferecido aos alunos pelo professor sera impregnado pelo
seu ponto de vista e guiado pelas suas crengas e convicgdes proprias. A fazer isso,
o professor realiza uma agdo de “repersonalizacao” do conhecimento. De fato,
Brousseau explica que “o trabalho do professor é numa certa medida inversa a do
pesquisador, ele deve produzir uma recontextualizagao e repersonalizagao” (1996,
p- 49).

Ao declarar isto, Brousseau esta esclarecendo que a contextualizag¢ao do saber
matematico, os limites de sua validade, o porqué do seu surgimento e as fungdes
sociais ¢ uma agao intrinseca ao trabalho do professor.

Na Figura 2 o estudante, alvo principal de nossas preocupagdes didaticas,
adquire uma importancia vital quando falamos sobre o ensino escolar, distanciado
da academia e da pesquisa do matematico profissional.

Mais adiante, Brousseau adverte, ainda no ambito da atividade do aluno que
encontrar boas questdes ¢ tdo importante quanto encontrar boas solugdes. E comum
o professor de Matematica se deter de modo mais demorado na identificacao da
solugdo correta e destinar um tempo irrisério ao estudo das estratégias de resolugao
incompativeis e erroneas, o que, na maioria das vezes, conduz os estudantes ao erro.

Desse modo, “uma boa reproducao por parte do aluno da atividade cientifica
exige que este aja, formule e que prove e construa modelos, de linguagem, de
conceitos e de teorias” (BROUSSEAU, 1996, p. 49).

Entretanto, para nao reduzir o seu ensino a mera exposigao e reproducao das
estratégias previamente apontadas como desejéveis, e} professor necessita assumir
uma posicao criativa e ativa, isto ¢, “imaginar € propor aos estudantes situacgoes que
eles possam vivenciar e nas quais os conhecimentos aparecerdo como uma solugao

optimal e descoberta nos problemas propostas” (BROUSSEAU, 1996, p. 49).

o
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Figura 2 : Estratégias Didaticas
Os conhecimentos devem ser os meios de comunicar boas questdes e para
travar alguns debates em sala de aula. Todavia, na prdtica, a tarefa de estimular um

debate cientifico com os estudantes e ndo executar a mera reproducao do contetido

Didatica da Matematica




organizado de modo “bonitinho” no livro didatico apresenta alguns entraves.

A respeito desses problemas, Brousseau (1996) levanta alguns pontos:

. a énfase dada as atividades sociais e culturais condiciona a criagdo e o
exercicio de comunicac¢ao do saber e dos conhecimentos;

. a abordagem classica considera como central a atividade cognitiva
do sujeito deve ser inicialmente descrita e compreendida de modo
relativamente independente;

. os conhecimentos sobre o conhecimento necessario ao ensino devem

se estabelecer inicialmente de modo independente e segura;
Brousseau também descreve duas hipoéteses fundamentais para se trabalhar

a Didatica da Matematica:

. A primeira consiste em afirmar que somente o estudo global das
situagoes que presidem a manifestagdo do conhecimento permite escolher
e articular os conhecimentos de origem diferentes, necessarios para
compreender as atividades cognitivas do sujeito, assim como o
conhecimento que utiliza e 0 modo pelo qual ele o modifica;

J A segunda hipdtese, mais forte, consiste em dizer que o estudo
inicial das situagoes (diddticas) deve permitir derivar e modificar as
concepgdes necessdrias atualmente importadas de outros campos

cientificos.

Trabalhar a atividade cognitiva do sujeito é essencial assim como elaborar
um saber matemadtico situacional e localizado para efetivar um ensino e uma
aprendizagem significativa, e ndo a mera replicacdo das técnicas explicadas e
determinadas pelo professor.

Quanto Brousseau se refere ao estudo global das situagdes que presidem
a manifestagdo do conhecimento, ele passa a considerar o meio um elemento
explicativo e condicionante para as relagdes pedagdgicas ali desenvolvidas.

Por fim, a modelizagdo desenvolvida por Brousseau, no que diz respeito a
sistematizagdo das situagdes didaticas, que envolvem de modo especifico o saber
matematico, é impar, quando analisamos outras produgdes cientificas da drea. Sua
descricao mais detalhada acontecera nas proximas aulas. Para concluir esta segao,
destacamos que muitas obras na drea de Diddtica da Matematica esquematizam
uma situagdo qualquer de ensino pelo tridngulo que representamos na figura a

seguir.

AULA 1

TOPICO 1



Professor
de Acdo Didatica Aluno
Matematica
Informacao o =
Saber Matematico Cientifico

Figura 3: Relagdes diddticas descritas por Brousseau
A agdo do professor de matematica compreende um forte componente para a
aquisi¢ao de conhecimento para os alunos. As ligagdes que deverao ser estabelecidas
entre aluno e saber matematico, inclusive as crengas e/ou concepgdes construidas,

sdo, em grande parte, promovidas pelo professor.

1q°WOd" YD0ISUTIL] :91U0]

Figura 4: A imforténcia do professor em sala de aula
Desse modo, qualquer agdo diddtica do professor cria uma determinada
transposi¢do diddtica. Podemos evidenciar nos estudantes o surgimento
de conhecimentos previstos e desejados, como também o delineamento de
conhecimentos matematicos imprevistos, indesejados e/ou mal adaptados.
Para encerrar esta parte inicial, recordamos que discutimos alguns elementos
caracteristicos iniciais da Diddtica da Matemdtica. No proximo tépico, detalharemos

algumas caracteristicas da nogao de transposi¢do diddtica comentada por D’ Amore.

Didatica da Matematica




T ~ PI 2 Caracteristicas gerais da
transposicao didatica

OBJETIVO
. Diferenciar a transposicao diddtica da transposigao
cientifica

odemos, de modo particular, descrever um trabalho de transposigao

que conduz o saber cientifico (savoir savante) ao saber a ensinar,

caracterizado sob a forma de capitulos de manuais escolares por
exemplo. Mas o trabalho de transposi¢ao nao se restringe a classe, jd que o saber
cientifico marca todos os atos do ensino (JOHSUA, S. & DUPIN, 1989, p. 193).

Assim, a atengdo do professor de Matemadtica ndo pode se limitar ao interior
da sala de aula, e sim as consequéncias do ensino daquele contetido matematico,
os momentos que antecedem uma sessao de ensino e os resultados alcangados, as
formas de acomodagao cognitiva apropriadas para um novo saber.

De modo esquemdtico, Joshua & Dupin (1989) fornecem a seguinte
fluxograma para a caracterizagao do movimento dos saberes ao longo da transposi¢do
diddtica. Na Figura 5, destacaremos a transposig¢do cientifica, a qual envolve o saber
matematico académico, e a transposi¢do diddtica, visando ao saber matemdtico
escolar (nos deteremos a andlise pormenorizada da transposi¢do didatica).

A transposi¢do cientifica, que caracteriza as modificagdes que o saber
matemadtico sofre desde o momento de sua elaboracdo e descoberta até o da
divulgacdo e sistematizagdo entre a comunidade académica, sera discutidas em

aulas posteriores.
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Escola

Transposicao Cientifica

Objeto do Saber Matematico Objeto a Ensinar Objeto de Ensino
Matemitico Transposicio \/
Profissional Didatica

Figura 5: Transposigao cientifica e transposigao didatica.

O objeto do saber (matematico) é definido no dominio do saber cientifico, isto
¢, aquele reconhecido pela comunidade cientifica. Todavia, nem sempre este objeto
apresenta uma forma que propicie o seu ensino direto no ambiente escolar. Assim, “alguns
mecanismos precisos devem assegurar sua extragao do dominio do saber académico e sua
inser¢ao em um discurso diddtico” (JOHSUA, S. & DUPIN, 1989, p. 194). Uma vez que
isso se realiza — 0 que na maioria das vezes nao se constitui como uma simples tarefa —o
saber didatico passa a ser de modo intrinseco diferente do saber matematico da academia.

Na sequéncia do fluxograma adaptado por nés, descrito na Figura anterior, os
didatas franceses explicam ainda que “frequentemente identificamos duas posigdes
opostas: a transposi¢dao nao seria uma transformagao, ela ¢ uma degradacdo. Sua
artificialidade mesmo lhe deixaria uma suspeita com respeito a riqueza do processo
real de elaboragdo dos saberes cientificos” (JOHSUA & DUPIN, 1989, p. 196).

Assim, o professor de matemadtica deve sempre ficar atento com respeito
a criagdo do clima experimental em sala de aula que recria o ambiente de
investigacdao do matematico profissional.

Como todo processo, a transposi¢do pode atuar de modo positivo no que diz
respeito a aprendizagem dos estudantes, entretanto, como bem destacamos acima,
podem ocorrer erros e distor¢des no referido processo de transposigao. Nos textos
escolares, frequentemente encontramos tais distorgdes. A esse respeito, Joshua &
Dupin (1996) sublinham que o texto segue a ordem légica que possui as vezes
pouca ligagdo com os reais problemas do pesquisador matematico.

Deste modo, a apresentacdo do saber matemdtico, por meio de uma
exposicdo racional, a qual esconde os reais obstdculos superados até o alcance
relativamente final, ndo apresenta o cardter de desenvolvimento progressivo,
cumulativo e irreversivel do saber matemadtico.

No ensino da Matematica, o teorema de Pitigoras e o teorema de Talles
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sempre representarao elementos de verdade, aceitos desde os séculos III antes de
Cristo. Assim, quando os degraus em matematica sdo estabelecidos, ndo se descarta
determinado saber constituido no passado. O saber matemdtico se acumula desde o

inicio dos tempos. Por outro lado, observamos que:

E necessario observar que no processo de aprendizagem, os conhecimentos
nao se empilham uns sobre os outros, os novos se juntam aos antigos. As
reorganizagdes regulares véem ao contrario forgar novas aquisigdes. A
aprendizagem se faz em particular a partir destas integracdes sucessivas

(JOHSUA, S. & DUPIN, 1989, p. 197, tradugdo nossa.)

Joshua & Dupin (1989) citam Yves Chevalard, outro investigador francés
que diferencia o tempo diddtico do tempo de aprendizagem em matematica. Com
referéncia a tais nogdes, o sistema didatico visa entdo a fixagdo da correspondéncia
entre estes dois tempos; mas se trata de uma relagdo necessiria se desejamos
conceber uma didética. Entretanto, como ja discutimos anteriormente, o professor
de Matemdtica nao pode se apoiar em expectativas que os alunos aprendem, porque
cada aluno precisa enfrentar dificuldades e insegurancas até que ocorra, por parte
do aluno, a compreensao de um novo contetdo.

Em determinadas situagdes, o professor de Matemdtica se enfrenta um
enorme dilema. Por um lado, a pressdo para o cumprimento do curriculo e do
programa escolar age coercitivamente no sentido de utilizar aquele determinado
tempo diddtico para o desenvolvimento daquele conteudo. Por outro lado, o
cumprimento daquele tempo estabelecido nem sempre mantém sintonia com o
tempo de aprendizagem. Se temos mais contetiidos, o tempo de aprendizagem
para raciocinar, refletir e sistematizar as ideias serd incompativel com a quantidade
de contetdo, consequentemente, na maioria dos casos, o professor de Matemadtica

nao consegue um bom aprofundamento.

O di’ o o - o ’ 10 entre
aprofunda 0 " da eixo
dependem ya Y4

Aprofundamento (t) Aprofundamento
» L
» L d
Conteddo (t) X Conteudo (t) X

Figura 6: Produto cartesiano aprofundamento X contetido
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O tempo diddtico depende, por sua vez, do tipo e da natureza do conteudo
que temos a inten¢ao de realizar uma determinada transposi¢do diddtica. De fato,
quando nossa intengdo ¢ ministrar determinado conteido matemadtico, devemos ter
em mente de forma clara que trabalharemos com a construgao progressiva de um
conjunto de conceitos e nogdes intrinsecos a tal contetdo.

Assim, tanto no ensino escolar, apesar de lidarmos com varios tipos de
demonstragdo, quanto no ambiente académico, temos um conjunto de modos de
demonstrag¢ao ainda maior e a propria nogao de demonstragao nao € objeto de ensino
nem para os estudantes, nem mesmo para os professores em formacgdo. Alids, em
poucas licenciaturas no estado do Ceard, encontramos como componente de estudo
e de formagdo do futuro professor de matemdtica a nogao de demonstragdo e prova
matemadtica.

Outra nogdo paramatemdtica apontada por Joshua & Dupin ¢ a nogdo de distancia
que existe no sistema escolar com uma significacio bem particular. Ela ¢ uma nogao
paramatemdtica porque noés a encontramos no ambiente de trabalho do matemético
profissional de modo generalizado e possui um papel essencial, “mas no senso comum a
nogao de distancia é sem duvida uma das primeiras nogdes” (1989, p. 226). Ela entra como
nogdo paramatemdtica de base na elaboracdo da Geometria Elementar. Todavia, devido
a um movimento reformista e interior a prépria Matemdtica chamado de Movimento
da Matematica Moderna, a nogao de distancia foi transformada em um objeto do ensino
escolar. Nas proximas aulas, mencionaremos novamente este movimento.

Ainda com relagdo a transposi¢do diddtica, Brousseau oferece uma
interessante perspectiva e possibilidades de eventos no decorrer de situagdes
de ensino. Um elemento sublinhado por este autor, presente nas transposigdes
didaticas, diz respeito ao uso abusivo de analogias.

Analogia é um excelente meio heuristico, mas sua utilizagdo na relagao
didatica de modo excessivo por ser danosa. De fato, a analogia é um recurso
para a compreensdo, uma espécie de muletas que oferecemos aos estudantes para
a obtengdo de uma compreensiao imediata. Porém elas ndo podem substituir as
proprias pernas dos estudantes.

Deste modo, um ensino heuristico de Matematica com o emprego de analogias
¢ necessario, mas nao suficiente para garantir a generalizagdo de determinadas ideias
gerais. Outra situagao didatica comum diz respeito ao envelhecimento das situagdes de
ensino. De fato, o professor encontra dificuldades na reprodugao da mesma ligao para

turmas diferentes.
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Além disso, a reproducdo exata de uma
-

ligdooude umaaula paradiferentesalunos é quase I

impossivel. Assim, o professor de Matematica se SAIBA MAIS!

vé diante da necessidade de realizar adaptagoes

Na década de 60, o movimento chamado de
de sua exposicdo com relagdo a clientela a

Movimento da Matematica Moderna foi motivado

qual busca atender. Em um sentido oposto, se o . )
e justificado pelo desejo de adaptar o ensino

falamos de um professor de Matematica a moda . - -
de Matemadtica aos padrdes utilizados pelos

antiga, que carrega as mesmas notas de aula por L. ,
&d 9 & p matematicos do século 20 (ou pelo menos um

anos, diante do espirito de modernidade que grande ntimero deles). Nesta época, foi proposta

respiramos (internet e tecnologia), este professor uma reformulagio radical dos curriculos, com

pode transformar seu ensino em um objeto énfase nos métodos abstratos e gerais (LIMA,

cristalizado no tempo. 2001, p. 161).

Com respeito a necessidade de atualizagio do
|

ensino de matematica, Lima (2001, p. 160) diz que:

A andlise conjuntural com vistas a adequar o ensino da matematica ao momento
presente nos leva inevitavelmente a considerar os anseios dos grupos a quem
tal ensino ¢ dirigido, as aspiragdes da sociedade onde o processo educativo
tem lugar, bem como as restri¢des e obstdculos para a execucdo de projetos
teoricamente ideais. Entre essas restricdes encontram-se naturalmente as de
ordem econdmica, mas ha outras, de natureza bem diversa, como a lentiddo
inevitavel dos programas de treinamento de professores, além do natural apego

a certas tradigdes, mesmo de natureza intelectual.

O matemdtico Elon Lages Lima identifica o condicionamento dos fatores
sociais que promovem obstaculos a melhoria da qualidade da formagao do professor.
Assim, professor mal formado e desatualizado nao apresenta condigdes de realizar
um bom ensino, e provavelmente ird repetir de forma sistematica o roteiro do livro

didatico, o qual possui qualidade duvidosa. Lima (2001, p. 161) declara ainda que:

Os professores do ensino basico, quer por formagao quer por habito, acham-se
envolvidos numa rotina de trabalho onde os assuntos abordados sao aqueles
em que se sentem seguros de tratar e os exercicios propostos sio quase
sempre aqueles mesmos que ja sabem resolver, mesmo porque a necessidade
de complementar os seus parcos saldrios com o trabalho adicional nao lhes

permite muito tempo para estudar.

Lima desenvolve um raciocinio semelhante ao de Brousseau quando fala de

AULA 1 TOPICO 2




envelhecimento das situagoes de ensino. Isso ocorre, como vimos acima, por causa de
intimeros fatores, inclusive devido ao meio ambiente institucional/escolar.

Diferentemente das Diddticas Gerais que consideram as relagdes entre um
ensino de um conteddo genérico e as relagdes ali estabelecidas, sejam relacionadas
a qualquer disciplina, a Diddtica da Matemdtica se ocupa destes fenémenos, mas
sem perder de vista as ligagdes com o saber matematico.

O professor Bruno D"Amore (2007) pesquisador da Universidade Italiana da
Bolonha, afirma que devemos adotar uma perspectiva piagetiana para entendermos
que conhecimento se constroi através da interagdo constante entre o sujeito e o
objeto.

Os pressupostos piagetianos destacados por D’Amore merecem alguns
comentdrios, apesar de que, nas préoximas aulas, discutiremos as contribuigdes de
Jean Piaget (1896-1980).

E comum os alunos de graduagio estudarem teorias cognitivistas generalistas.
Tais teorias nao foram concebidas com uma preocupagdo referente a aprendizagem
em Matematica. O diferencial da epistemologia genética de Piaget é que ele
desenvolveu um pensamento analdgico/descritivo para diversos fendmenos de

natureza cognitiva.

\

VOCE SABIA?

310 erpadryimd :o3uog

Piaget foi contemporaneo de muitas figuras

emblematicas na Matematica Pura e da propria Figura 7: Jean Piaget

matemdtica  extraiu  inGmeros modelos e Para concluir, sublinhamos que “o principal

et [P TSP & Cgnici (h GatTme, assunto estudado pela Didatica da Matemética

Weipormizatos uit ainie o il ehsousstio. encontra-se constituido pelos diferentes tipos
I de  sistemas  didaticos (professor, estudante e
saber)” (D’AMORE, 2007, p. 84). Seu diferencial,

em relagdo a teorias generalistas, assenta na preocupagdo especifica com o saber
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matemadtico, as relagdes entre professor de matemadtica e alunos diante de um curriculo
de Matematica.

No préximo tépico, discutiremos alguns aspectos preocupantes relacionados ao
ensino da Matematica e comegaremos a desenhar uma argumentagao indicando de que modo
a Diddtica da Matemdtica pode se apresentar como um instrumento poderoso para o futuro
professor.

Para encerrar este topico referente a nogao de Transposi¢do, vamos apresentar
dois exemplos que vocé podera pensar e trabalhar nas atividades do Férum. O
primeiro envolve a nogao de proporcionalidade que ¢ descrita por Lima (2001(a),
p- 93) como uma fung¢do f:R —R tal que, para todos reais c,x €R, temos
flc-x)y=c-f(x) (proporcionalidade direta) ou f(c-x)= S (proporcionalidade

c
inversa). Lima acrescenta que, “na pratica, a definigao tradicional equivale a dizer

que a grandeza y ¢é diretamente proporcional a grandeza x existe um numero a
(chamado de constante de proporcionalidade) tal que y=a.x”.

Podemos lembrar o seguinte exemplo sugerido por Lima: se um quilo de
agucar custa a reais, entdo x quilos custam y=a.x, a fungdo que modeliza esta
situagdo. Na proxima aula, continuaremos nossa discussdo sobre o ensino de

Matematica.
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TﬂPI cu 3 Sobre 0 ensino da matematica

OBJETIVO
. Relacionar o ensino da Matematica com a

pratica pedagdgica

econhecidamente a Diddtica da Matemdtica e outros campos
de pesquisa originados, na maioria dos casos, na Europa, se
consolidaram com um objetivo maior de melhoria do ensino/
aprendizagem desta disciplina. Afinal, antes de serem pesquisadores, todos os
nomes até o momento citados neste texto sdo professores de Matemdtica em seus
respectivos paises.
No caso brasileiro, temos o orgulho de destacar a figura emblematica do professor
e pesquisador Elon Lages Lima. Matematico profissional do Instituto de Matematica
Pura e Aplicada do Rio de Janeiro, Lima apresenta, em sua vasta produgdo académica,
uma extensa produgao voltada a Matematica do ensino superior, assim como alguns
livros de cunho eminentemente voltados a formagao do futuro professor.
Emum de seus livros, Lima (2001, p. 161) discute o Movimento da Matematica
Moderna da década de 60 e nos mostra que “as consequéncias deste movimento
em nosso pais foram desastrosas, em que pese o fato de que algumas das praticas

propostas eram realmente aconselhdveis”.

Acontece que, tradicionalmente, desde os nossos dias de colénia, estamos
acostumados a seguir a moda que nos ditam os paises mais desenvolvidos.
E, em geral, imitamos o que ¢ facil, superficial e frivolo. Nossa imitacdo da
Matematica Moderna resultou no abandono da Geometria e dos calculos
numéricos, substituidos por exageros conjuntivistas e um pseudo-formalismo
vazio e desligado da realidade (LIMA, 2001, p. 161).
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De fato, estuda-se mais Calculo Diferencial

—

e Integral em um curso de licenciatura do que

Geometria Plana. Para completar o cendrio, ainda SAIBA MAIS!
na perspectiva de Lima, nas escolas, Euclides ¢ Euclides de Alexandria (360 aC. — 295
colocado em segundo plano. a.C.) fofoi um professor, matematico platénico
Em paises desenvolvidos também podem e escritor possivelmente grego, muitas vezes
ocorrer quadros graves relacionados ao ensino referido como o “Pai da Geometria” Euclides
de Matematica como o relatado por Lima, como também escreveu obras sobre perspectivas, segdes
o Japao, que, segundo Lima (2001, p. 162): conicas, geometria esférica, teoria dos nimeros e
rigor.

E um dos paises do mundo onde o Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/

numero de computadores por habitante AtV s B

¢ o mais alto. Entretanto, apesar dos

. e ~ . ______________________________________________________|
esforgos das autoridades, a utilizagao de

computadores no ensino da Matemadtica nas escolas japonesas teve de enfrentar
a resisténcia e demora pois a maioria dos professores nao estava preparada e

relutava em preparar-se para mudar seus métodos tradicionais.

Lima acredita que “esta demora resultou benéfica, pois hoje 0s japoneses
parecem convencidos de que o uso dos computadores no ensino da Matematica e
de suas aplicagdes ¢ muito mais eficiente para os alunos a partir de 15 ou 16 anos,
em cujos curriculos tal uso se realmente justiﬁca" (LIMA, 2001, p. 162).

0 exemplo asidtico apresenta algumas semelhangas, respeitado os condicionantes
culturais, com o sistema brasileiro de ensino. Aqui, a incorporagdo timida por parte dos
professores da escola, em muitos estados, é devida a sua fragil formagao académica com
respeito a instrumentalizacao e aplicacdo da tecnologia para o ensino/aprendizagem.

Certamente que, no caso de nossa regiao Nordeste, quando a comparamos com a
regido Sul, evidenciamos o quanto ainda precisamos evoluir. De qualquer modo, estando
o computador a disposi¢do para uma aula de Geometria em um laboratério ou nao, o
exame de qualidade para a formagao docente chamado Enade exige dos estudantes uma
perspectiva diferenciada, no que diz respeito a uma Didatica do ensino de Geometria e

Geometria Dinamica. Na Figura a seguir, apresentaremos a referida situagﬁo—problema.
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Questio 34

Observe a seguinte atividade de construcbes geometricas.

O Construir um triangulo ﬂEE'qualquen

O Tracar a bissetriz do angulo 'é?i\f e, em seguida, a bissetriz do angulo ﬁ\
O  Marcar o ponto de encontro dessas duas bissetrizes.
o

P
Tracar a bissetriz do angulo ACB.
0 que vocé observal

Sera que, se vocé recomecar a construcio a partir de outro tridngulo, chegara
a mesma observacao?

0 uso de um software de geometria dindmica na execucio dessa atividade e de outras
similares

pode mostrar que o estudo das construcées com régua € compasso e
desnecessario.
dispensa a demonstracao dos resultados encontrados pelos alunos.

prejudica o desenvolvimento do raciocinio logico-dedutive.

dificulta o desenvolvimento do pensamento geométrico.

pode contribuir para a elaboracae de conjecturas pelos alunos.

Figura 8: Questdo do Enade que exige uma perspectiva na
Didatica do ensino da Geometria Dinamica

Um ultimo exemplo destacado por Lima (2001, p. 163) refere-se ao ensino Soviético:

De 1893 até o final da década de 60, o ensino da Geometria na Russia,
depois Unido Soviética, foi decisivamente influenciado pelo livro “Geo-
metria Elementar” de A. P. Kiselev (1852-1940), que em mais de 50 edi-
¢des sofreu melhoramentos e adaptagdes visando aperfeigoar suas qua-
lidades didaticas e s6lida concepgao, nas quais se baseou a formagao de
muitas geragdes de cientistas, tecnélogos e matematicos daquele pais.
O autor ainda menciona que o desenvolvimento da ciéncia e tecnologia impulsio-
nou na Unido Soviética uma reforma no ensino da Matematica no sentido “de atuali-
zar material obsoleto e introduzir novos conhecimentos compativeis com as exigén-
cias da época” (LIMA, 2001, p. 163).
Lima (2001, p. 163) relata a existéncia de duas abordagens didaticas distintas. Ex-
plica que uma delas foi liderada pelo extraordindrio matematico A. N. Kolmogorov,

o qual, segundo o autor:

Comandou uma equipe para redigir os textos de Geometria baseados nos grupos
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de transformagdes geométricas. A outra tendéncia foi a do eminente gedmetra
A. V. Pogorelov, que adotou os principios metodolégicos de Kiselev, dando-
lhes melhor consisténcia légica, simplificando a apresentacdo, provendo-a de
mais objetividade, modernizando o estilo e tirando proveito de progressos

matematicos obtidos em épocas recentes.

A reforma descrita por Lima apresenta uma preocupagdo interna com a organi-
zagdo da propria teoria matematica. Isso ¢ um exemplo da transposicao cientifica re-
alizada pelos matematicos com vistas ao ensino académico, entretanto sabemos que
o nivel cognitivo dos estudantes pré-adolescentes é diferente de um estudante de
nivel universitario. Assim, na préxima etapa, precisamos pensar na transposigdo di-
ddtica que tornara adequado este conteudo ao professor da escola.

Acreditamos que seja relevante refletir por que a aprendizagem de Geometria por
algumas criangas nao ¢é satisfatéria. Embora esta resposta possa ser inferida a partir
das colocagdes de Lima, assumimos a posi¢do de que o ensino vai mal, em parte, por-
que os professores saem das universidades (de modo particular no Ceard) tanto com
uma fragil formacao em Geometria, como com uma fragilizada formagao didatica, a
qual poderia potencializar transposi¢des adequadas do referido contetudo.

Para concluir este tépico, destacamos algumas consideragdes de Lima acerca do
ensino de Matematica com referéncia a realidade dos paises mencionados ha pouco
e alguns ensinamentos no que diz respeito a realidade brasileira.

O primeiro deles nos faz lembrar que:

A Matematica é muito mais do que um encadeamento légico de proposigdes
referentes a conceitos abstratos, a partir das quais se pode chegar a conclusdes
de rara beleza e vasto alcance. Nao apenas por isso que ela ¢ universalmente
ensinada. Nem tampouco é verdade que a aprendizagem se faz sob forma de
silogismos, do geral para o particular. O lado pratico, algoritmico e utilitario de
certos topicos da Matemdtica Elementar ndo pode ser menosprezado (LIMA,

2001, p. 164).

O segundo diz respeito ao fato de nao podermos ignorar a presenga dos
computadores na vida didria das pessoas e a necessidade de acompanhar a evolugio
tecnoldgica. Assim, o ensino bem como as sequéncias didaticas do professor devem
evoluir e manterem-se atualizados. A discutida formagdo tecnolégica poderia
ocorrer de modo sistémico nas universidades.

E interessante observar que o futuro professor de Matemética, embora curse

disciplinas de computagao, cdlculo numérico e outros objetos relacionados a linguagens
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computacionais, no momento de trabalhar com um software para o ensino de Algebra,
se vé bastante perdido. Por outro lado, o emprego computacional pode explicitar as
limitagdes dos modelos matemadticos e enfraquecer o cardter de infalibilidade do saber
matemdtico. Isso faz parte de uma transposicdo diddtica do docente, na medida em

que busca estimular nos seus alunos um pensamento auténomo, de forma a nao se

restringir a repeticao das regras estabelecidas na aula de Matematica.

ATIVIDADES DE APROFUNDAMENTO

1) Apresentamos as defini¢des formais e mais gerais possiveis sobre a fungao

logaritmo e a fungdo exponencial. Responda:
a) Tais definig¢des constituem saberes cientificos?

b) Tais formulagdes necessitam sofrer alguma transposi¢do didatica com

vistas a adaptagdo ao contexto escolar? Quais?

c) Indique as dificuldades de explorarmos as propriedades geométricas dos

graficos destas fungdes, sem o auxilio computacional.

d) Que adaptagdes vocé executaria sobre tais defini¢des tornando-as mais
acessiveis ao entendimento do estudante? Vocé discutiria a nogao de

continuidade?

e) Pelos gréficos destas fung¢des que exibimos na figura 1, é possivel conduzir
e estimular o raciocinio do estudante sobre a propriedade que diz serem

uma a inversa da outra?

:(0,4+00) > R

2. (I) A funcgao log, tem as seguintes propriedades:

2) log, (xy) = log, (x) +log,(y) .
b) log, (x") = r-log, x , para qualquer ' e qualquer X > o
c) log,(a") =

X log, x __
, para todo x, e @ =a, para todo X>0;

d) 108, ¢ crescente quando 2> 1 e decrescente quando 0<a<T;
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) se a> 1 Lim _ . log,(x) = —o0 . Lim__,_ log, (x)=+o0

’

€

se 0 <a< 1, Ll'mXHO+ |Oga(x) = +OO . Limxﬂﬂc loga(x) = —0Q0 .

’

f) log, ¢ sobrejetora.

o +
(IT) Definimos a fung¢do exponencial p:R =R omo sendo a inversa

exp(x) =y < logy =x

da funcdo logaritmo. Assim, por definigao, m

particular, SXPUOBY) =Y ¢ loglexp() = x_
3) No contexto da Andlise Real, dizemos que f-X—>Y

é um homemorfismo entre 0s conjuntos X,YCR ,
, , e . =i, ,
quando temos que f ¢ continua e bijetiva, e sua inversa f~' ¢ continua.

. 4
log: R™ — R ¢ um homeomorfismo. Isto

Assim, pode-se verificar que
constitui um saber escolar ou um saber cientifico? O professor precisa
conhecer esta propriedade para garantir que na figura abaixo temos de fato

um homeomorfismo?

Relagdes entre as fung¢des exponencial e logaritma
4) Enunciamos um teorema que diz respeito ao saber cientifico.

~ . , oo s +
Teorema: a fungdo exponencial é uma bijegao crescente de R sobre R".

Ela é infinitamente diferencidavel, com (exp)'(x) = exp(x)

x,y € R exp(x + y) = exp(x)- exp(y)

. Além disso, para

, vale . E para todo rGQ’ tem-se que

exp(r)=e" . o e 1sa , .
. Discuta a transposicao diddtica necessdria que torne tal saber

cientifico discutivel no contexto escolar.

5) No trecho abaixo destacamos um momento de discussdo entre aluno e

professor. Indique os momentos em que a professora nao executa de modo
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eficiente a transposi¢ao diddtica adequada para sua turma de alunos. Indicar

que propriedades axiomaticas formais a mesma faz referéncia.

Contemplemos uma aula de mateméitica. A professora
pergunta:

— Porque 2 + 3 =3 4 27

— Porque ambos s8o iguais a 5 — respondem os alu-
nos sem hesitar.

— N#o, a resposta exata é porque a propriedade
comutativa da soma assim o sustenta. — A segunda
pergunta é; Por que 9 4 2 = 117

Novamente os aluhos se apressam a responder:
— 9 e 1 sdo0 10 & mais um é 11.

— Esta errado! exclama a professora. — A res-
posta exata é que pela definicio de 2,

94+ 2=94014+1).

Trecho do livro de Kline (1971, p. 15)
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AULAZ  Wiemaics

Caro(a) aluno(a),

Nesta aula continuaremos apresentando a didatica da matematica e a contribuicéo
desta para a atuacao do professor em formacéo.

Objetivo

e Apresentar algumas concepcdes do erro em Matematica e suas relagdes
com o contrato didatico
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ry
O Contrato Didatico segundo
a escola francesa
OBJETIVO

. Descrever os principais elementos do Contrato

Didatico

partir dos anos 70 surgiu no mundo da pesquisa em Didatica

da Matematica a ideia de contrato didatico, langada por Guy

Brousseau (IREM Bordeaux, 1978). “A ideia nasceu para estudar as

causas do fracasso eletivo em Matematica, isto é, daquele fracasso tipico, reservado

apenas ao dominio da Matematica, por parte dos estudantes que, por outro lado,

parecem mais ou menos arranjarem-se na outras matérias (D°’AMORE, 2007, p. 99).

D’amore (2007, p. 100) descreve que esta nogdo foi sistematizada e aplicada

de modo empirico num dos estudos de Brousseau na Franga. Ele relata o caso do
aluno Gael do seguinte modo:

Gaél é um menino que frequenta a segunda série do ensino fundamental

mesmo tendo mais de 8 anos; a condi¢do na qual os pesquisadores encontraram

Gagél é descrita a seguir:
. ao invés de exprimir conscientemente o proprio conhecimento, Gaél o
exprime sempre e somente em termos que envolvem o professor;
. as suas competéncias nunca sdo préprias competéncias, mas aquilo que
a professora lhe ensinou;
. as suas capacidades estratégicas nunca sdo préprias capacidades, mas o

que (e como) a professora disse que deve ser feito.
E interessante como encontramos criangas e adolescentes com os mesmos
problemas e limitagdes no que diz respeito ao raciocinio matematico. O diferencial
da equipe de pesquisadores que trabalharam com Brousseau é a sistematizagdo

de identificagdo de especificidades intrinsecas as barreiras enfrentadas pelos
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estudantes no momento da aprendizagem.

Neste sentido, Brousseau destaca que, em muitos casos, o professor, apds o seu
ensino, espera a repeticao, em linhas gerais, de fragmentos daquele contetido. Todavia,
o mestre nao pode esquecer que, na maioria das vezes, o que representa um problema
para si pode nao fazer sentido ou representar um problema interessante para o iniciante.

Neste ambito, o autor faz referéncia a atividade de solugdo problemas que se
apresenta como umas das principais no seu estudo sobre Diddtica da Matemdtica.
O autor ainda sublinha a possibilidade que o professor deve construir para que
o estudante “entre no jogo"; para que a situagao que lhe é apresentada seja
interessante.

De fato, no ambito da resolugao de problemas, o aluno precisa ser motivado
a encarar situagdes que envolvem raciocinios nem sempre imediatos. E nitida a
dificuldade e, por que nao dizer comodidade do professor em estimular apenas a
aplicagdo de uma férmula para a obtengao daquele gabarito, ndo importando o que
ela significa ou nao.

Neste sentido, Brousseau (1996, p. 66) continua salientando que:

. Mas se o aluno recusa ou evita o problema, ou ndo o resolve? O
professor possui entdo a obriga¢ao social de ajudar e mesmo as vezes
de se justificar de ter colocado uma questao dificil.

. Entdo se firma uma relagdo que determina — explicitamente para
uma pequena parte, mas, sobretudo implicitamente, o que cada
participante, o docente e o aprendiz, possui como responsabilidade
de gerenciar e de uma maneira ou outra, um sera responsavel perante

0 outro.
Na sequéncia, Brousseau caracteriza a nogao de contrato diddtico como sendo
um sistema de obrigagdes reciprocas que se assemelham a um contrato. E o que lhe
interessa concernente ao contrato diz respeito aos contetiidos matematicos visados.

Ele apresenta ainda as seguintes caracteristicas desta relagao:
. O professor ¢ supostamente capaz de criar condigdes suficientes para a
apropriacdo dos conhecimentos, e deve reconhecer tal apropriagao quando

a mesma s€ opera;

. O aluno ¢ supostamente capaz de satisfazer tais condigoes;
J A relagao didatica deve continuar a “todo custo”;
. O professor assegura entdo as condigdes de aquisi¢do anteriores e as

condigdes novas fornecem ao estudante a possibilidade da aquisicao
desejada.

Assim, o professor de matemdtica dependera do maior ou menor interesse
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de sua classe, sem mencionar o fato de que, culturalmente falando, os alunos ja
manifestam sinais de temor ou apreensdo quando sabem que a préxima aula é de
Matematica.

Neste sentido, todos os tipos de relagdes que mencionamos fazem parte de
uma cultura diddtica que envolve o saber matematico. Neste sentido, Brousseau &

Gibel (2005, p. 22) explicam que:

No caso o raciocinio formulado pelo professor é tanto: um objeto explicito do
ensino na fase de institucionalizagdo, porém, correlacionado com a situagao
objetivamente definida ou um suporte de aprendizagem e recordacdo de uma
sentenga ensinada; ou um argumento tedrico usado como meio didético para

auxiliar os estudantes na compreensao do enunciado.

Na Figura 1 vemos parte das relagdes estabelecidas de modo explicito ou

Aluno Professor de Matematica

Develucao

implicito em sala de aula.

Contrato Didatica

Problema de
Matematica

Figura 1: Diagrama que explica a situagdo de devolugao
No que diz respeito ao contrato didatico, D’Amore (2007, p. 102) esclarece

que:

O estudante considera que em Matematica devem ser feitos calculos; por isso,
mesmo que aresposta a questao colocada em um problema pudesse ser dada apenas
com palavras, o aluno sente-se incomodado e tende a usar os dados numéricos
presentes no texto do problema, para dar, de qualquer maneira, uma resposta
formal, usando alguma operagao, ainda que escolhida ao acaso. Foram amplamente
documentados casos de alunos que, a fim de produzir calculos, escrevem operagoes
sem sentido, desvinculadas do que ¢ pedido no problema, mas que tém como

operadores os dados numéricos presentes no texto.

O que relata D’Amore pode ser vivenciado em sala de aula por vocé, basta

chegar em sala de aula, em qualquer nivel escolar, e colocar o seguinte problema:
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num curral encontramos 16 bodes e 12 cabras. Qual é a idade do dono do curral?
Percebe-se que aqui adaptamos a realidade nordestina, uma vez que o problema
original, foi colocado na quarta série do ensino fundamental (estudantes de 9-10
anos) o seguinte problema “Um pastor tem 12 ovelhas e 6 cabras. Quantos anos tém
o pastor?”.

E interessante o relato destacado por D"Amore quando menciona que todas
as criangas submetidas ao experimento e tal questionamento matematicamente
ilégico forneceram respostas. Além disso, o autor salienta a afli¢do da professora
diante de um problema colocado que nao apresentava resposta, tendo em vista que

ela sempre colocava problemas com solugdo para suas criangas.

Figura 2: Representa contrato didatico entre professor (S aluno.

Evidenciamos assim o contrato diddtico estabelecido por esta professora e
seus alunos que, implicava, pelo menos implicitamente, que todas as situagdes-
problema deveriam ter resposta e certamente um roteiro/receita para os alunos
seguir. Neste caso, a clausula do contrato diz que “se a professora d4 um problema,
este certamente deve ser resolvido” (D’AMORE, 2007, p. 104).

Com respeito aos fenomenos identificados diante da colocagao de problemas por
parte do professor de matematica, Brousseau (1996) idéntica algumas situagdes que ele

chama de paradoxais relacionadas as situagdes de devolugao. Neste sentido, ele diz que:

O docente deve conseguir que o aluno resolva os problemas que o mesmo
propde a fim de constatar e poder fazer constatar que o estudante cumpriu sua
propria tarefa. Mas se o aluno produziu sua resposta sem o mesmo ter feito as
escolhas que caracterizam o saber convencional e que diferencie o saber dos
conhecimentos insuficientes, indica-se possivelmente um erro (BROUSSEAU,

1996, p. 85).
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Bem, antes de discutirmos as ultimas colocagdes, devemos esclarecer o
significado do termo situagdo de devolugdo. E comum numa aula de Matematica o
professor iniciar com um problema interessante de Matematica. Diante da situagao
desafiadora, pelo menos na perspectiva do professor, os estudantes podem encarar
a situagdo-problema como uma real barreira que deve ser superada, um grande
desafio, ou apenas um meio para consumir o tempo daquela aula chata.

Outras situagdes podem ocorrer. Por exemplo, o professor apresenta uma
ideia-chave do contetido matematico a ser explicado e o aluno nido compreende
a referida ideia, isso podera refletir negativamente nas etapas subsequentes e,
em certos casos, com referéncia a determinados conceitos, o aluno pode carregar
consigo uma falsa ideia ou uma concepgdo equivocada ao longo de toda a sua vida
estudantil.

Podemos rapidamente exemplificar com referéncias aos conceitos de:
pardmetro, varidvel, valor determinado, valor indeterminado. O professor poderia
apresentar aos estudantes a seguinte lista de itens que exibimos abaixo. Em
cada item identificar os elementos pardmetro, varidvel, valor determinado, valor
indeterminado, constante e fun¢do. Explicar ainda por que de cada escolha.

i) A=b-h (area do retingulo)

ii) x=xVxeR
iii) y=2€R
iv) x> —=5x+6=0
| :n(n—H)

! 2

vi) sen’(0)+ cos’(0) =1
vii) sen(20) =0

viil) ax* +bx+c=y
ix) Sen(x)=y

4
x) V=—m-R’.
3

Percebe-se que nos itens acima evidenciamos conceitos estudados desde as séries
iniciais, entretanto, em consequéncia do ensino o qual fomos submetidos, estamos
acostumados a calcular e/ou resolver e nao dizer/explicar a natureza do objeto com que
lidamos.

Notamos ainda nas colocagdes anteriormente devidas a Brousseau que o mesmo

destaca a ocorréncia de o aluno produziu sua resposta sem o mesmo ter feito as escolhas que

Didatica da Matematica




caracterizam o saber convencional. Com isto ele acentua que o professor de matematica,
diante de uma situagao-problema, sabe, ou pelo menos deveria saber de onde o aluno
deve partir e aonde ele deve chegar e inclusive antever os problemas que enfrentara.
Ainda com respeito a resposta do aluno ser convencional ou nao, resta ainda
observar se a resposta do estudante serd ou ndo considerada, por parte do professor,
como uma demonstra¢do ou prova do que de fato foi demandado na questdo. A

importancia desta nogdo ¢é descrita por Arsac (1987, p. 269) quando explica que:

A demonstragao ocupa em matemdtica um lugar central desde que é o método
de prova o qual empregamos de modo sistematico que caracteriza esta
disciplina entre as outras ciéncias. Compreendemos desde cedo que ele possui
um papel importante nos cursos escolares. Ela constitui entao um objeto de
estudos a priori privilegiado pelos didatas da matemdtica e isto porque sua

introdugado ¢é fonte de dificuldades para muitas criangas.

Apesar do fato que Gilbert Arsac relata as dificuldades com respeito as
relagdes estabelecidas entre os alunos franceses diante da tarefa de efetuar uma
demonstragao, nossa realidade é bastante semelhante. Pior do que isso, em varios
casos, a atividade demonstrativa foi abolida da sala de aula e substituida pelo
emprego automadtico de algoritmicos.

Possivelmente este quadro lamentavel explica a condigdo de que muitas
pessoas com base pouco sdlida e/ou inicial em matemdtica considerem-na
como a ciéncia dos numeros.

Para exemplificar a respeito da nogdo de demonstragdo, observemos o seguinte
enunciado: Mostre que b* + b + 1= a” nio possui solugdes inteiras positivas.

Demonstracdo: Assim, desejamos mostrar que a igualdade
b’ +b+1=a’ nio pode ser verdadeira para a,b€Z". Podemos até prever o
comportamento de alguns casos particulares como a=1eb=2.2"+2+1=1°
ou a=2eb=1..1"4+1+1=2". Isto nos deixa desconfiar da propriedade que
possivelmente pode ser verdadeira. Procedemos tradicionalmente do seguinte modo.
Primeiro assumimos que o resultado seja verdadeiro, ou seja, assumimos exatamente
o0 oposto do que tencionamos verificar. Assim, suponha que b* +b+1=a’ possua
tal propriedade. Mas notamos da igualdade que b*<b’+[b+1]=a’, pois
b+1>0. Assim, temos:

b*<b’+[b+1]=a’—>b’<a’. Extraindo a raiz quadrada, obtemos
a relagio p<a —b= \/b—2 < \/a_2 =a, pois abeR™. Portanto,

concluimos até o momento que b<a. Retornando a expressao
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b*+b+1=a’—a’—b =b+1—(a+bfa—b)=b+1(").

Agora vamos comparar os numeros (a+ b)(a—b) e b+1. Pelo lado esquerdo,
temos que a>b>1, assim, a>b-+1+>(a—b)>1, pois a>b. Além disso, temos
a—b>l<a—b+2b>1+2b. .a+b>1+b+b=(1+b)+b. Concluimos que o
lado esquerdo (a+ b)(a—b) é maior do que (a+b)a—b)=>(1+b+b)-1>1+b o
que contraria a igualdade. Portanto, chegamos a uma contradi¢ao diante do fato que
haviamos suposto, ou seja, a possibilidade de existirem inteiros positivos que satisfazem
(a+b)@a—b)=b+1 o que equivale a igualdade desejada.

Se vocé se sente completamente perdido com esta demonstragdo, fique
tranquilo, vocé ndo é o unico. Seus alunos, numa situagao hipotética como esta,
devem se encontrar da mesma forma. E sempre bom, mas dificil, buscar analisar aos
olhos do sujeito que se depara com uma argumentacgao como esta pela primeira vez.

De fato, aos olhos do estudante, o professor de matematica deseja verificar
uma propriedade que ele, de antemao ja sabe que nao é verdadeira; ou seja,
que ndo existem inteiros satisfazendo a igualdade b*+b+1=a’, entio por
que insistir nisso, além dos fatos evidenciados inicialmente que verificam que
a=leb=2.2"+2+1=1".

Outro aspecto que se relaciona ao contrato didético diz respeito ao tempo
de atengao. Neste caso, diante do comprimento das argumentagdes, os alunos
nao se lembram mais o que devem mesmo provar. Isto pode gerar desinteresse e
a devolugdo poderd ficar comprometida.

“Podem ocorrer casos extremos em que o professor se refugia na seguranga dos
algoritmicos prontos, fraciona a atividade matematica em etapas pelas quais passa
mecanicamente, esvaziando o seu significado” (SILVA, 2002, p. 46). Deste modo,
o contrato didatico se resume na mera execugdo das atividades arbitrariamente
definidas pelo professor, quer se tenha ou nao aprendizagem.

Percebe-se que diante das dificuldades impostas por um problema de
resolugdo nao imediata, o professor de matemadtica se vé diante do que Brousseau

(1996, p. 86) chama de injun¢ao paradoxal que ocorre quando:

Tudo o que o professor coloca buscando produzir nos estudantes os
comportamentos que o mesmo espera, tende a privar estes tltimos de condigdes
necessarias a compreensao e a aprendizagem visada. [...] O estudante aceita,
segundo o contrato, os resultados, ele nao os estabelece e, portanto, ele nao
aprende matemdtica. Ele ndo se apropria. Se, por outro lado, o estudante recusa

tudo do mestre, a relagao didatica ¢ rompida (1996, p. 86).
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Para encerrar este topico, sublinhamos que no préximo tépico relacionaremos
a nogao de erro em Matematica com a nogdo de contrato didatico. Salientamos
que discutiremos apenas alguns aspectos e dimensodes, nomeadamente, os aspectos
didaticos e logico-matematicos. Os aspectos psicologicos e filoséficos do erro em

Matematica serdo objeto de estudo em outra disciplina.
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Os erros dos estudantes e os
paradoxos do contrato didatico
OBJETIVO

. Apresentar algumas concepgdes do erro em Matemadtica e

suas relagdes com o contrato didatico

amos iniciar com a observacdo de um experimento aplicado pelas
pesquisadoras inglesas Célia Hoyles, professora da Universidade de
Londres e Lulu Healy, professora da Universidade Bandeirantes em
Sao Paulo. As estudiosas colocaram para criangas o seguinte questionamento: quando
adicionamos dois nimeros pares quaisquer, a resposta é sempre um par. Na sequéncia
traduzimos para o portugués algumas das estratégias mais empregadas pelos estudantes

que participaram da investigagao.

Resposta do aluno 1: Resposta do aluno 2:
a ¢ um inteiro qualquer 2+2=4 4+2=6
b ¢ um inteiro qualquer 2+4=6 4+4=8

2a e 2b sdo dois nimeros pares 2+6=8 4+6=10

Assim 2a +2b=2(a +b)

Resposta do aluno 3: Resposta do aluno 4:

Todo numero par pode ser dividido | Todo numero par acaba em 0, 2, 4, 6 ou 8.
por 2. Quando adicionamos outro | Quando se adiciona dois nlimeros para o final
numero com este mesmo fator, a res- | continua sendo em 0, 2, 4, 6 ou 8. E correto!
posta sempre tera o mesmo fator em
comum 2.
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Resposta do aluno 5: Resposta do aluno 6:

Dados  x = niumero qualquer e

L1211 L 111 (12112 1]
y = niumero qualquer . Escrevemos * =
LLLLL] LLLL LLLLLA L)
X+ y =1z eassim, temos: z—x =y
e z— y=x.Segue que:
(z=2)+(Ez=y)=(+2)—(r+J)
=x+y=2z
portanto segue que a soma ¢ par.
Resposta do aluno 7: Resposta do aluno 8:

Eu escolho um ntmero par arbi- | Aqui é o que desejamos dois numeros pares
trario, digamos 245224 e 5439876. | dados 12 e 22. Como 12=6+6 ¢ 22=11+11 por-
Quando eu os adiciono entdo, obtenho | tanto 12+22=(6+11)+(6+11) e eu posso fazer o
245224+5439876=5685100 que ¢ par. | mesmo com dois niimeros pares quaisquer.

Resposta do aluno 9: Resposta do aluno 10:

Dado um ntimero a par, assim, @ = 2k Dado um ntimero z soma de dois nimeros pares
s ,

z=2p, podemos escrever z=m +n , assim,

z=2m+ 2n que ¢é soma de dois pares. Assim,

Dado um ntmero b par, assim b =21 . )
z é par.

Assim, a+b=2(k+1).

Observando as estratégias acima, que nota vocé daria para cada um destes alunos
e por qué? Visto de fora pode parecer uma atividade avaliativa simples, entretanto,
este exemplo singelo mostra como a avaliagdo em Matematica é um processo complexo.
De fato, como identificar um raciocinio incorreto? Qual o tipo de erro matematico
manifestado do aluno? O referido erro é casual ou esta ligado a uma concepgao
apreendida de modo inadequado e que acompanha o aluno ja ha algum tempo?

Mas nos referimos apenas ao aluno, entretanto, o professor também pode
errar. Mas um erro porventura cometido pelo professor, pode até mesmo possuir
um carater didatico-pedagoégico. Neste sentido, existe uma concepgdo cultural
atribuida a quem detém o saber matemadtico. Quando a pessoa domina muitos
conhecimentos em Histéria ou Geografia, ndo observamos nenhuma distingao
social, todavia, quando a pessoa, e nesse caso o professor de matematica, domina
muito conteildo matematico, é considerado pelos demais como um “génio” ou um

alienigena, um espécie de E. T.
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Assim, ao professor cometer um erro, os alunos percebem que todos sio
passiveis de equivocos, que eles tém permissao de tentar resolver uma situagdo-
problema e errar. Que aquilo faz parte do aprendizado e se caracteriza como uma
etapa que precisa ser superar e ndo contornada ou evitada.

Neste sentido, Cury (1994, p. 78) nos traz interessantes colocagdes quando

destaca “a preocupagdo com a eliminagdo dos

[ erros cometidos pelos alunos, tdo propria da
—A

SAIBA MAIS! concepgdo que vé a Matematica como o dominio

do conhecimento absoluto e infalivel, parte da
O termo Behaviorismo foi utilizado inicialmente

) ) Y ) ideia equivocada de que os textos matemadticos
em 1913 em um artigo denominado “Psicologia:

.. o nio tém erros”.
como os behavioristas a véem” por John B.

. o Ela cita a obra do matemadtico e fil6sofo
Watson. “Behavior” significa “comportamento”

e ele definiu como: “Um ramo experimental e Philip Davis que “comenta a existéncia de uma

puramente objetivo da ciéncia natural. A sua meta obra, publicada em 1935, na qual, em mais de
¢ a previsao e controle do comportamento...”. 130 paginas, sdo listadas erros cometidos por
Watson postulava o comportamento como matematicos, desde a antiguidade, arrolando,
objeto da Psicologia. http://www.euniverso. também, os autores que descobriram os erros e as
com.br/Psyche/Psicologia/comportamental/ discussdes por eles geradas” (1994, p. 78).

behaviorismo.htm Deste modo, evidenciamos que o contrato

—————— (iCdlic0 dO professor necessita contemplar e

prever os erros dos estudantes, entretanto,
a forma de encard-los, por parte do mestre, dependera em muito da vertente
epistemoloégica (behaviorismo ou construtivismo, por exemplo) que o mesmo
simpatiza. Em muitos casos a visao sobre avaliagdo do professor de Matemadtica ¢
construida na proépria academia. De fato, os primeiros exemplos e paradigmas de
professores de Matematica serdo seus proprios formadores.

Notamos que na identificagdo de um erro e, consequentemente na
possibilidade de superagdo do referido obstdculo, na medida em que o aluno
compreende por que errou, ocorre um processo de adaptagao do estudante diante
da situacdo colocada pelo professor. Brousseau sublinha a importancia desse

processo ao dizer que:
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As situagdes permitem adaptagdo do aluno e sao na maioria das vezes de natureza
repetitiva: o aluno deve poder realizar vdrias tentativas, investir na situagao
com o auxilio de suas representagdes, extrair consequéncias de seus fracassos
ou do seu sucesso mais ou menos fortuitos. A incerteza na qual ele é colocado
¢ fonte a0 mesmo tempo de angustia e prazer. A redugao desta incerteza é o

objetivo da atividade intelectual e seu motor (1996, p. 93).

Brousseau menciona aspectos delicados do ensino de Matematica. Um deles é o
que chamamos de gerenciamento da certeza matemdtica dos estudantes. Por exemplo, o

professor pode chegar na sala de aula e enunciar o seguinte teorema.

Teorema: Dados dois numeros x,y€Z impares. Entdo o seu

produto x-y deve ser impar.

Demonstrag¢io: Defato, vamostomardoisnumeros x, ye Z imparesquaisquer,
deste modo, podemos escrevé-los do seguinte modo x =2a+1 e y=2b+1, onde
a,b € Z .Deimediato,temosque x- y = (2a +1)(2b+1)=2(2ab+a+b)+1=2k +1,
onde k=2ab+a-+b€Z. Segue o resultado esperado.

Em outra situagdo, o professor poderia apresentar os exemplos abaixo que
apresentamos na tabela. Notamos que temos aqui apenas alguns casos particulares.
A partir desta situagdo, o professor pode sugerir que, possivelmente, o resultado é
verdadeiro. Pode desafiar algum estudante mais interessado em trazer um resultado
que invalide a afirmagdo do teorema. Assim, o professor evitar concluir, com a

precisdo e rigor da demonstragao matematica, a resolugao de um problema.

X Yy Xy
1 1 1
3 1 3
3 3 9
3 7 21
5 1 5
5 7 35

Diferenciamos mesmo o tipo de discurso presente nas duas exposigoes.
O primeiro método, que é de fato a demonstragdo, nos traz aquela sensagdo de
certeza, de credibilidade num fato, entretanto, uma vez o resultado estabelecido,
o debate em sala de aula poderd encerrar, uma vez que o problema estd resolvido.
Ja no segundo caso em que apresentamos uma tabela, descrevemos apenas uma
argumenta¢do matemdtica. Uma argumenta¢do nao fornece nenhum cardter de

validade ou confianga maior a respeito de determinada propriedade.
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Vejamos outro exemplo observando o seguinte teorema.

Teorema: Se dois lados de um tridngulo sdo congruentes, entdo os

angulos opostos a esses lados sdo congruentes.

Vamos inverter agora. Iniciando com uma argumentag¢do matemdtica que
possa convencer aos alunos sobre a possibilidade de ocorrer a propriedade desejada.
Notamos que poderiamos construir um triangulo de medidas: AB=3cm; AC =3cm
e BC=1,5¢m . Medindo com o transferidor os seus angulos opostos obteriamos que
};’: 60° e é: 60°. O que verifica apenas para o caso particular. Mas vejamos a
demonstragao propriamente dita.

Consideremos um tridngulo AABC, e o segmento AM de modo que
BM + MC = BC, com M o ponto médio deste lado. Notamos que, por hipétese,
podemos escrever AB= AC . Pela propriedade reflexiva, temos m=m(todo
segmento é congruenteasimesmo). Masem virtude do pontomédio temos BM = MC.
Assim, os tridngulos AAMB= AAMC, pois possuem os trés lados congruentes.

Se admitirmos conhecido o fato de que dngulos opostos a lados congruentes de

tridngulos congruentes sdo congruentes, teremos que B=C c. q. d.

A

M [4
Figura 3: Triangulo

Notemos queafiguraacima é empregadaapenas como umauxilioaoraciocinio.
Além disso, a figura representa um triangulo particular. A nossa argumentagao
inicial envolveu também um caso particular. Por outro lado, a demonstragao, uma
vez realizada e comprovada ser isenta de contrag¢des, funcionara para qualquer
tridangulo com tais propriedades previstas nas hipdteses deste teorema.

E contrato didatico onde fica no meio de toda essa discussao? Bem,
encontramos professores de Matematica que valorizam as argumentagdes e 0s casos
particulares. Vejam que com tais casos, o debate em sala de aula pode ser prolongado
ao maximo. Enquanto que, quando recorremos a demonstragdo, o problema esta
resolvido, tendo em vista de termos a crenga de que o mestre acabou de estabelecer

uma verdade absoluta em sala de aula. Toda situagao-problema, dali em diante, sera
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solucionada com a aplicagdo do teorema. Nem mesmo a demonstragdo precisa ser
recordada pelos estudantes, apenas o seu resultado.

Em relagdo a tal reducionismo que caracteriza a atividade matemadtica
como uma simples aplicagdo e rotinas de algoritmizagao, os autores Hanna &

Barbeau (2009, p. 90) lembram que:

Enquanto estudantes na escola sdo expostos a uns poucos “teoremas”,
particularmente em outras areas diferentes da Geometria, eles, entretanto
devem aprender um pequeno numero de férmulas, que sdo essencialmente

enunciados de resultados. Um exemplo disso é a féormula de resolugao da

2 _
equagdo quadratica. As solugdes da equagdo quadratica 9% + bx+c=0,

a=0 —b++b* —4ac
a

onde , sao dadas por ¥ =———— . No mais basico nivel,

2

os estudantes podem usar esta féormula para resolver equagdes quadraticas
particulares. E mesmo possivel para eles aplicd-la cegamente, ndo percebendo
que eles podem checar suas solugdes por substituicdo de volta a equagao. |...]
Neste ponto, os estudantes percebem que existem dois modos independentes
de resolugdo de equagdes quadraticas, um fatorando, onde nem sempre obtém

sucesso, a o outro, usando a férmula, que sempre funcionara.

Resumimos as colocagdes acima na figura 04 que descreve o funcionamento de
uma aula de Matematica que privilegia fortemente esta perspectiva de mecanizagao
e aplicagdo restrita de resultados matematicos com uma larga margem de seguranga,

principalmente para o professor, que nem precisa se esforgar muito.

DADOS

N

Formula
Matematica

\

RESPOSTA

Figura 4: Contrato diddtico fundamentado no processo de aprendizagem algoritmizado
Percebe-se neste processo de aprendizagem baseada na algoritmizagao, ¢ dificil o aluno
errar, pois, basta fornecer os dados para a maquina contendo a formula matemadtica, garantida

por um teorema, mencionado en passant pelo professor, que obteremos uma resposta.
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De fato, neste sistema de ensino temos uma condi¢ao de extrema “comodidade”
para o professor de matemdtica, uma vez que, embora tenha 200 provas para corrigir,
em cada uma delas, ele pode avaliar apenas a resposta. Por outro lado, devemos
observar também que, quando professor de Matemdtica quer complicar demais,
tentando avaliagdes que fujam desse processo descrito na ilustragdo acima, via de
regra, aparece algum estudante para reclamar na coordenacgao. No final, conclui-se
que é bem mais fécil, para todos no processo (professor e estudante) permanecer no

esquema da figura 4.
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TG PI CU 3 Tipos de erros e o Contrato
Didatico

OBJETIVO

. Caracterizar alguns tipos de erro e relaciond-los com a

nogao de contrato didatico

amos iniciar nossa discussdo observando duas situagdes em que
identificamos a ocorréncia de erros. Notamos que se tratam de
erros que envolvem o emprego inadequado de regras de inferéncia

e/ou equivaléncias logicas indevidas. Mas como diferenciar (I) e (II)?

n {ny

X=1x'+2x+1=0 x=22=x=>x=xvxeR
o x+2.1+1=0
ext-1=0
<> X =41

Figura 5: Erros envolvendo inferéncias e equivaléncias 16gicas nao permitidas.

Mas vejamos um erro frequente e dificil de apresentar uma causa facilmente
identificavel. Para vocé presenciar a sua manifestagao emsala de aula, basta vocé requisitar
a um aluno representar o grafico da seguinte progressao aritmética {1,3,5,7,9,....}.
Observamos que além de ser uma questao pouco colocada, uma vez que o tratamento
dedicado as progressoes aritméticas e geométricas é totalmente algébrico e nao geométrico,

o aluno esbogara algo semelhante ao que exibimos na figura 6.
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Y A

X

/!

Figura 6: Descrigdo do grafico de uma progressio aritmética por um aluno.

Bem, aparentemente o nosso aluno hipotético descreveu algo semelhante a
uma reta do tipo y=ax +b . E, de algum modo ele relacionou esta representagao
da reta com a, =a, +(n—1)-r, a questdo nao trivial agora é saber por qué? Que
razdes levaram o aluno a manifestar tal estratégia?

Esta estratégia se diferencia de modo substancial no que diz respeito a figura
4. De fato, nesta, nossa atengdo se volta a manipulagdo e a aplicagao de regras de
operagdo. Para o professor de Matematica, estas podem ser mais faceis de corrigir,
pois sdo mais perceptiveis e se inserem num contexto mais simples. Por outro lado,
o que foi contrariado, numa perspectiva matemadtica, para que o professor possa
dizer que a estratégia da figura envolvendo a progressdo aritmética esta errada?

Se trata de uma concepgdo ou nogao mal apreendida, desde quando este aluno
carrega consigo tal concep¢do equivocada? Estas questdes, geralmente, ndo possuem uma
resposta imediata. Por simplicidade, o professor de Matematica da série atual coloca culpa
no professor da série anterior e, assim, sucessivamente. Possivelmente, continuando com

este processo, a culpa recai sobre os pais que colocaram a crianga na escola.

) . 1 2
Por vezes o professor se depara com estratégias mirabolantes, como —+—=—
2

3 5
. Mas, outro aspecto deve ser observado ¢ que, apesar de ndo ser explicitono contrato

didatico, pode ocorrer que um aluno, apés realizar um duro esforgo na resolugao
de uma questdo, de sua resposta nao atender exatamente o que foi demandado pelo
mestre e, mesmo assim, diante do seu empenho, o estudante cobrar do professor
alguma pontuagdo diante do enorme esforgo gasto na resolugdo da questdo. Neste
caso, sua resposta poderia estar correta em outro contexto, mas de acordo com o

que ¢é requisitado na questao, o mestre poderia considerar completamente errado.
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Trata-se de uma situagdo delicada do contrato didatico, todavia, a nota deve ser
atribuida e este valor numérico que atribuimos ao estudante pode ser o adpice de um

processo meticuloso conduzido e delineado pelo mestre. De fato, Cury (1994 p. 74) lembra:

O momento de aplicagdo da prova também tem, em geral, um ritual implicito,
mais ou menos aceito por todos. O professor solicita uma determinada disposigao
das classes, faz algumas admoestagdes sobre possiveis colas, marca o tempo de
duragao da prova e recusa-se a auxiliar os alunos. A toda essa encenacao subjaz a
ideia de que o conhecimento, transmitido aos alunos de uma determinada forma,
deva ser assim reproduzido de iinica maneira considerada correta. Dessa forma, o
didlogo entre o professor e aluno, que possa ter sido estimulado durante as aulas
e que possa ter, efetivamente, levado o aluno a atingir uma melhor compreensao
dos contetdos, é bruscamente interrompido. A prova introduz uma quebra do
contrato didatico, um desequilibrio nas relagdes entre professor e os alunos, em

torno do saber.

Um tipo de erro encontrado em Matematica e explorado na tese de Cury (1994)
¢ o caso da falsa generalizagdo. Situagdes como Ja-b=+a-\b Ja+b=a+b
ou (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i ou (a+bi)(c+di)=(a-c)+(b-d)i
caracterizam a dire¢do natural que o ser humano apresenta em busca de padroes,
sejam eles aritméticos, geométricos ou algébricos.

Merece comentdrio, por exemplo, a adigdo natural de nimeros complexos e,
na sequéncia dos contetdos, os estudantes sdo apresentados as regras envolvendo
multiplicagdo em que devem empregar a relagio i*=—1 que surge como um
verdadeiro passe de magica.

O erro em Matematica que ¢ chamado por alguns autores de falsa generalizagdo
¢ estimulado, de modo completamente equivocado, segundo Lima (2001) pelos livros
didaticos do ensino médio. Como por exemplo, sejam a soma de n €N ntmeros em
PG descritos por S, =a, +a,+a,+...+a,=a, +aq+aq’ +...+aq"", assim
temos S,-q=aq+aq’ +aq +...+aq", portanto:

S,—S,-q=(a,+aq+aq +..+aq"')—(ag+aq +aqg +..+aq")

] . ; a(l-q")
S,=S,q=a,—aq =a(l-q)..S,(1-9)=a(l—-q")=S,= h_q)
"1
,ou S, :%. Na sequéncia conclui que tal propriedade foi demonstrada
q—

para Vn € N (natural). Assim, o livro e, consequentemente o professor inadvertido,

estimulou uma prética em deduzir o geral a partir de um caso especifico (n€N)
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inicialmente fixado em (*).

Vejamos um exemplo interessante descrito da dissertagdo de Bondaniman
(2007 p. 173). A autora apresentou a seguinte tarefa envolvendo a nogao de soma.
Ela verificou que a maioria os alunos nao obtiveram resultados corretos para
os valores numéricos, entretanto, respeitaram a hierarquia para a resolugao dos

mesmos. Destaca ainda a dificuldade em trabalhar com ntmeros.

Utilizando o que ja estudamos, indique a expressao algébrica equivalente a:
a) x4+ xe = ZAEEHIE
W+ X
y 7 Lk 3
X y+2z b (2 3 gxs 1= 222 EHLA
' - 1%
W + ZX g ei 1y (x+ AL
+ YW + yX .|||wn|_\--I|~‘.1‘L‘*:“:Tl.‘
o o
YW + yX + ZW + ZW @ (xe ) My e =it - w
rhd 2 (
B ogxe1).(x-pepht 2T E RS,

Figura 7: Tarefa sugerida por Bondaniman (2007, p. 173).

Ao lado, temos as respostas obtidas pela investigadora. Nesse estudo, apos
a representacao das atividades na escrita algébrica, a autora requisitou a mesma
representagdo com o uso de materiais manipuldveis ou desenhos geométricos como
vemos a direita da figura 7. Em casos como este, o aluno se vé na obrigacao de testar
e comparar suas respostas tanto na representacao ligada a Aritmética, como em
Algebra e na Geometria. Sugerimos ao professor uma perspectiva de avaliagdo a ser
desenvolvida pelo Contrato Diddtico que possibilite e estimule ao aluno enxergar

as relagdes que descrevemos na figura 8.

Perspectiva

de avaliagao
Algebra ~ .
V

Figura 8: Relagdes estimuladas na avaliagdo do professor

Certamente tais relagdes nao sdo facilmente alcangadas pelo professor de

Didatica da Matematica




Matematica iniciante. Nem mesmo o experiente, tendo em vista que ambos foram
submetidos ao estudo de disciplinas compartimentalizadas ou estanques no locus
académico. De fato, ainda nos aprofundaremos em questdes relacionadas as minimas
relagdes estabelecidas entre a formagao pedagoégica e a relagao especifica. Tal dicotomia

prejudica a visdo do futuro professor e, em ultima instancia, estudos evidenciam que

ensinamos da maneira que aprendemos. Mas isto sera um assunto para outra aula.

ATIVIDADES DE APROFUNDAMENTO

1) No que diz respeito as defini¢des formais de funcao afim e funcao
exponencial, quais das duas defini¢des exigem um maior tempo didatico?
Qual transposi¢ao diddtica exigira mais do professor? Qual a defini¢do
propicia maiores dificuldades ao entendimento dos aprendentes? Justificar

usando as noc¢oes da Didatica da Matematica.

2) Descreva formalmente as propriedades da fungdo de proporcionalidade

direta. Fornecer exemplos de questdes que envolvem esta fungao.

3) Os saberes cientificos relacionados com a fun¢do de proporcionalidade

direta devem constituir os saberes particulares do professor?

4) E peculiar o professor “menos experiente” se valer de todo o seu
conhecimento recém aprendido na academia e desenvolver uma transposigao
diddtica afetada por sua formagdo académica. Identificar este tipo de
contagio no trecho da figura 3. A linguagem excessivamente formal pode

gerar dificuldades aos estudantes? Como lidar com tais dificuldades?

A professora, inteiramente convencida do decantado
valor da precigio na linguagem e desejando perguntar
aos alunos se certo nimero de pirulitos & igual a certo
nimero de meninas, formula a questio assim:

— Verifiquem se o conjunto de pirulitos esti em
correspondéncia de um para um com o conjunto de
meninas.

Trecho de Kline (1971, p. 17)
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5) E mais comodo para o professor apresentar sua aula apoiada no
raciocinio légico e formal. A vantagem reside na organizagdo, na precisao
e sistematiza¢do do saber matemadtico. Na figura abaixo, enfatizamos uma
situacdo diddtica em que o professor de Matematica se vale da condi¢ao em
que os exercicios e atividades sao suficientes para que os alunos, de modo
automadtico, aprendam a li¢do. Indique a transposi¢do didatica inadequada

neste caso.

Apés aprenderem a somar as fragbes numéricas, os
alunos enfrentam uma nova dificuldade quando sfo
solicitados a somar fracdes onde letras se acham envol-
vidas. Conquanto se empregue o mesmo processo para
calcular

5 + 2
x4+ a T 4+ a

os passos individuais sfio mais complicados. Novamente
o curriculo confia em que o8 exercicios transmitam a
lico. E solicitado ao aluno que faga as somas em inime-
ros exercicios até que as possa realizar com facilidade.

Trecho do livro de Kline (1971, p. 20)
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A nogao de obstaculo
epistemologico

Ola aluno (a),

Nesta aula, iremos abordar a nogéo de obstaculo epistemoldgico estudado em
didatica e suas implicacdes para o ensino, bem como descrever as nogdes de
argumentacao, prova e demonstracao e as implicacdes didaticas destas nocoes.
Vamos la!

Objetivos

e Entender o obstaculo epistemoldgico no estudo da didatica da matematica
e Compreender a argumentacéo, prova e demonstracao matematica e suas
implicacbes didaticas




54

y 4
A nocgao de obstaculo

T PI 1 epistemoldgico estudado em
didatica da matematica

OBJETIVO

. Descrever a nogao de obstaculo epistemolégico

e suas implicagdes para o ensino

niciamos esta se¢do com alguns questionamentos: por que ¢ mais

dificil ensinar aos estudantes a nogao de fungdo exponencial e fun¢ao

logaritmica do que fung¢do afim e/ou fun¢do polinomial do segundo
grau? Por que os estudantes preferem Algebra em vez de Geometria Plana?

Aos olhos do incipiente ou o pouco treinado no saber matemadtico, essas questoes
podem nao ter muito sentido, mas para o professor de Matematica, ser consciente do
valor e das possiveis respostas para tais questdes € essencial para a sua atividade. A
primeira observagao que fazemos ¢ a seguinte: determinadas dificuldades enfrentadas
pelos estudantes dependem de modo especifico do contetido contemplado na agao
didatica.

Com isto, queremos dizer que, independentemente do professor, os alunos
sempre sentem mais dificuldades na aprendizagem de fungao logaritmica do que
na aprendizagem de fungio afim. Os alunos sempre preferem Algebra a Geometria.
Este sentimento de aversdo e inseguranga pode ser gerada pelo proéprio conteudo.
Foi por isso que alguns didatas da Matemadtica passaram a se preocupar com as
dificuldades intrinsecas oferecidas pelos proprio objeto matematico.

Historicamente, os matematicos precisaram de mais tempo para formalizar
a nogao de limite, comparado-a ao tempo empregado com as nogdes de Derivada e
Integral. E como se o tempo para a apreensio e compreensio de um objeto matematico
fosse mais prolongado do que o outro; e isto dependeria das caracteristicas proprias

de cada objeto conceitual.
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Outro aspecto interessante ¢ queisto foi obj eto dereflexdo para muitos epistemologos,

que de modo particular estudaram a expansao e evolugdo do conhecimento matematico.

Joshua e Dupin (1989, p. 61) descrevem parte deste processo quando recordam que:

Em particular, as matematicas nao formais, quase empir icas, nao se desenvolveram

por meio de uma acumulagio continua de teoremas inquestionavelmente

estabelecidos, mas por meio de um aperfeicoamento incessante de conjecturas

gragas a especulagio critica, gragas a l6gica de provas e refutagdes.

VOCE SABIA?

Epistemologos sao os cientistas que se debrugam
sobre a compreensao dos motivos da expansao do

conhecimento cientifico.

VOCE SABIA?

D’Amore (2007, p. 211) explica que no ensino-
aprendizagem, por um lado, é necessario que se
formem ideias transitérias, mas, por outro lado,
¢ preciso levar em conta que tais ideais resistirao
(tentardo resistir) depois, quando da tentativa de
serem superadas. [...| Pode-se dizer que um obstaculo
¢ uma ideia que, no momento de formagao de um
conceito, foi eficaz para enfrentar os problemas
anteriores, mas que se revela um fracasso quando
se tenta aplica-la a um novo problema. Dado o éxito
obtido, tende-se a conservar a ideia jd adquirida e
comprovada e, apesar do fracasso, busca-se salva-
la; mas esse fato acaba sendo uma barreira para

aprendizagens sucessivas.

Na citagdo acima, vemos alguns vestigios
apontados pelos didatas franceses ao sublinhar que
a Matematica nao se desenvolve por meio de um
acumulo de teoremas. De modo semelhante, o saber
do aluno também ndo evolui a medida que passa a
conhecer vinte teoremas em vez de apenas dez. Esta
seria uma visao muito simplista da missao do ensino.

A partir desta visdo que se preocupava
em acompanhar e explicar os progressos das
Ciéncias e da Matematica, alguns cientistas
conceberam e criaram algumas nogdes que
poderiam sistematizar e explicar, ou, pelo menos,
prever surgimento de determinadas barreiras
inevitaveis a evolu¢do do saber. A noc¢ao mais
celebrada nesse ambito ¢ chamada de obstdculo
epistemoldgico.

Seu fundamental criador foi o filésofo e
poeta francés Gastén Bachelard (1884-1962), que,
conforme Joshuae Dupin (1989, p. 63), descreveuma
lista impressionante de obstaculos que interditam
o modo de pensar pré-cientifico. Igliori (2002, p.
91) langa alguns questionamentos interessantes
ao propor: O que é o conhecimento? Como se
processo o conhecimento? Qual ¢ a natureza dos
objetos que compdem uma determinada ciéncia?
Em que sentido é a Matematica um conjunto de

objetos e um conjunto de ideias?
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Acrescentamos a importancia de refletir sobre: O que é o conhecimento
matemdtico? Como se processa o conhecimento matemdtico? Qual é a natureza
dos objetos que compdem a Matematica? Sublinhamos que, dentre as tendéncias
evidenciadas na Epistemologia, nos interessamos, de modo particular, pela
epistemologia das problematicas “que se propde a analisar como os problemas,
que tém conduzido o homem ao conhecimento cientifico, modelaram as teorias
inventadas para resolver estes problemas” (IGLIORI, 2002, p. 92).

Como sempre, as revolugdes e quebra de paradigmas ocorridos na Matematica
passam a influenciar e determinar mudancas em outros campos do saber. Nesse
sentido, Igliori (2002) destaca os trabalhos de Karl Popper (1902-1994), que baseou
sua abordagem em parte nas investigagdes desenvolvidas pelo matematico e fisico
Imre Lakatos (1922- 1974).

Tlustramos esse fato em seguida e sublinhamos as duas possibilidades:
particular = geral e geral = particular. Sdo impressionantes os exemplos na
Ciéncia que mostram o modo como pensadores se apoiaram em casos particulares
para compreender as revolugdes em carater geral. Diante disto, o ingénuo professor
de Matematica pode concluir que a trajetoria particular = geral é¢ maisaconselhada

para o sujeito que se depara pela primeira vez com um conhecimento.

I
aluno

Particular Geral

professor

Figura 1: Caminhos da Ciéncia e da Matemdtica

Por outro lado, para quem sabe e conhece, como no caso presumimos seja
o professor de Matematica, a trajetoria geral = particular = geral deve ser
facilmente alcangada, entretanto podem ocorrer situa¢des de quebra do contrato
didatico em que o mestre adota, por comodidade ou por preferéncia, apenas o
caminho geral = particular .

Fazemos uma pequena digressio aqui para sublinhar a importincia do
futuro professor de Matematica adquirir e cultivar, ao longo de sua profissdo, uma
visdo globalizante do saber matematico. Neste sentido, quando temos a missao de

ensinar um conceito matematico, acreditamos ser essencial conhecer os aspectos
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que condicionaram sua génese, os porqués do seu surgimento. Na Figura 2 abaixo,

vemos o que chamamos de aspectos histéricos (1).

aspectos
historicos 1

conceito
matematico

aspectos logicos e
filosoficos 2

{

aspectos metedologicos
e didaticos 3

Figura 2: Preocupagoes do professor de Matematica

Sendo o professor de Matemdtica conhecedor dos embates e problemas que
necessitaram ser ultrapassados pelos matematicos profissionais do passado para a
sistematizagdo das ideias referentes ao conceito matematico, passamos a um segundo
momento. Neste o professor precisar ater-se aos aspectos logicos e filosoficos (2)
que caracterizam a natureza e o papel que desempenha este conceito dentro da
teoria em questdo. Por fim, uma vez compreendida e construida pelo professor
a visdo que responde pela natureza e pelo campo de validade e aplicagao deste
conceito, é que o mestre passa a desenvolver uma preocupagdo com a transposi¢do
diddtica mais adequada para transformar o saber relacionado ao conceito em algo
alcangdvel e compreensivel pelos estudantes. Este tltimo momento chamamos de
aspectos metodologicos e didaticos (3). Assim, descrevemos a trajetéria 1—2— 3.

Ao professor deve ficar claro que determinados saberes devem possuir
um cardter provisorio e que, num momento inicial, os alunos podem ndo possuir
maturidade e/ou estruturas cognitivas que lhes possibilitem a aquisi¢do daquele
saber.

O professor sabe que tipos de erro os alunos devem cometer e vé tudo aquilo
como uma etapanecessaria para a aprendizagem. Num periodo ou série subsequente,
o mesmo professor continua sua vigilancia agora no sentido de sanar e aprimorar
determinadas concepgdes equivocadas pelos seus estudantes.

Se houver uma troca de professor na escola durante o ano, o préximo professor
dificilmente conhecerd os antigos erros e concepgdes erroneas dos alunos que precisam
ser corrigidas. O caminho mais simples ¢, como alerta Brousseau (1996 p.127), colocar a

culpa no professor do ano anterior. Mais adiante o mesmo autor declara:
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Os conhecimentos evoluem segundo processos complexos. Desejar explicar esta
evolugdo unicamente por meio de interagdes efetivas no meio seria certamente
um erro, pois, em breve, os estudantes podem interiorizar as situagdes que lhes
interessam e operar com suas representagdes internas experienciais mentais

importantes.

Desse modo, inevitavelmente os estudantes devem sentir mais dificuldades em
uns conceitos do que em outros. A evolugdo dos processos cognitivos relacionados
a alguns conceitos matemadticos passa por momentos de letargia, momentos de
estagnacao ou inércia. Momentos que alguns estudiosos da Psicologia Cognitiva
chamam de acomodacao.

O interessante é que, sem tais momentos de atividade, os estudantes nao
conseguem alcangar uma etapa subsequente. E como se fosse necessario enfrentar
aquelas dificuldades, sentir aquela inseguranca e incerteza.

Nesse sentido, passa a ser dever do

professor possuir de modo claro a identificagao

a priori de todos os obstaculos a aprendizagem

VOCE SABIA?

dos estudantes, o que nem sempre se constitui ‘
como uma simples tarefa. Arsac (1987, p. 307) E a modificagio de um esquema ou de uma
acrescenta ainda que: estrutura em fungdo das particularidades do

objeto a ser assimilado.
Uma questfio importante é a seguinte, http://penta.ufrgs.br/~marcia/teopiag.htm#aco
do ponto de vista didatico: a passagem
ao estadio de demonstragdes pod e |
ter sido motivada por necessidades
internas a prépria Matematica, isto ¢, a demonstragao pode ter aparecido
inicialmente como um instrumento indispensavel para certas ocasides, ou
¢ necessario se resignar a um forte apelo as informagdes transmitidas pelo

docente e mesmo as exigéncias introduzidas indiretamente pelo contrato

didatico?

De fato, o questionamento de Arsac (1987) exige uma resposta, como dizem
os matemdticos, nio trivial. Reparamos como o mesmo faz mengdo ainda a nogao
de demonstracdo em Matematica. E esta pode agir como um obstdculo em sala de

aula. Vejamos um exemplo comentado por Barbosa (2004, p. 16).

Teorema: Um segmento possui exatamente um Unico ponto médio. Para

demonstra-lo, Barbosa (2004) usa a seguinte proposigao.
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Proposi¢do: sejam A, B, e C pontos distintos de uma mesma reta cujas
coordenadas sdo, respectivamente, a, b e c. O ponto C estd entre A e B se, e somente
se o numero c esta entre a e b.

Passaremos agora a demonstragdo propriamente dita do teorema.

Prova: (Existéncia) Sejam a e b as coordenadas das extremidades do

. . a+b .
segmento. Consideremos agora o nimero ¢ = T De acordo com um axioma III
da Geometria Plana (BARBOSA, 2004, p. 14), existe C que possui como coordenada

b
o ponto determinado pela relagao c=%, determinado pelas coordenadas

de extremidade do segmento. Assim, em virtude ainda do Axioma, escrevemos

— = == ~ — a+b| |a b

AC+CB=AB. Vemos, entdo, que AC=|a—c|= a— 5 = E_E e

— a+b a — ==

CB=|c—b|= o b‘ =|-——|e concluimos que AC=CB . Mas considerando
2 2

. a . § s
que o numero ¢ = estd entre os numeros a e b, segue-se, pela proposi¢ao, que

C estd entre os pontos A e B; assim C é o ponto médio de AB.

(Unicidade) Seja C como obtido na prova da existéncia anterior, vamos admitir
que exista um outro ponto C', outro ponto do segmento AB tal que AC'=BC'.
Sejama, be ¢' as coordenadas dos pontos A, Be C' respectivamente, entio teremos:

(i) c'—a=b—c',nocasoemque a <c'<b;e(ii) a—c'=c'-b,nocasoem que
b <c'<a.Emtodos os casos concluimos que ¢'= # = ¢ . E mais uma vez, por outro

axioma (BARBOSA, 2004, p. 15), temos os pontos C = C', como se queria demonstrar.

Sublinhamos que, de acordo com a apresenta¢do axiomdtica da Geometria,
¢ dificil demonstrar o resultado enunciado neste teorema sem passar por algumas
ideias centrais empregadas pelo matematico e pesquisador cearense Jodo Lucas
Marques Barbosa. Outro aspecto interessante é que determinados rituais formais
executados pelo professor, em certos casos, ndo possuem um significado constituido
para os estudantes. Este teorema que discutimos é um exemplo.

Percebe-se que oautor buscou caracterizar a existénciaeaunicidade doobjetochamado
de ponto médio do segmento. De fato, em Matemdtica, as nogdes de existéncia e a unicidade
sao basilares para a evolugdo e a sistematizagdo das ideias desta ciéncia; a dificuldade ¢ a
obtengdo de entendimento pelos estudantes de sua necessidade e importancia.

Assim, caso esta trajetoria seja a preferida pelo professor, podemos prever um

obstaculo a compreensdo dos alunos. Todavia, o obstaculo aqui é determinado a partir
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da agao didatica do professor em sala de aula. Este tipo de obstaculo é chamado por
alguns autores de obstdculo de ordem metodoldgica. Com respeito aos vicios e distorgdes
introduzidas na formagao do futuro professor que podem favorecer a reprodugao no
ambiente escolar de verdadeiros obstdculos de ordem metodoldgica, Robert e Penninckx

(1999, p. 95) advertem:

Embora tais alunos possuam o conhecimento, eles manifestam a tendéncia a
reproducao de certos modelos. Por exemplo, eles se refugiam em quadros de
predilegao ou de métodos privilegiados e apresentam resisténcia as mudangas.
Eles recorrem sistematicamente aos algoritmos, ao quadro numérico e/ou ao

quadro analitico. Falamos de concepgdes condutoras de praticas redutoras.

Apesar das autoras Robert e Penninckx mencionarem a realidade académica
de formacdo na Franga, aqui no Brasil a situacdo nao é diferente. Por exemplo,
encontramos concepgoes condutoras de prdticas redutoras em diversos momentos
da formagdo do professor de Matemadtica. Um exemplo cldssico é o ensino
compartimentalizado dos contetidos dentro da prépria universidade.

De fato, que relagdes o licenciando é levado a descobrir entre Algebra Linear e
Geometria? Que relagdes o aluno comega a perceber entre a Algebra aparentemente
ingénua da escola basica e a famigerada disciplina de Estruturas Algébricas? Como
os fundamentos da Andlise Real auxiliam o aluno na compreensao de propriedades
basicas dos numeros naturais, inteiros, racionais e reais?

Na prdtica, o curriculo de Matematica ¢ distribuido em gavetas e cabe, em
muitos casos, ao estudante relacionar por conta prépria a ligagdo dos conceitos da
Matemadtica Avangada, que “aparentemente” ndo tem nenhuma aplicagdo escolar
com a Matemadtica escolar. Pode parecer uma piada de mau gosto, mas nem mesmo
o estudante consegue realizar a ligagdo conceitual entre fungao afim x progressdes
aritméticas ou fungdo exponencial x progressdes geométricas, que dira as ligagdes
e implicagdes necessdrias entre a Matematica Avangada com a Matematica escolar.

Tal curriculo conduz a um ensino desconexo e separado em caixinhas. E
o estudante, de modo semelhante, aprendera tudo de modo separado e sem as
ligagdes conceituais necessdrias. Ora, isto caracteriza um sério obstaculo didatico
que dificilmente mudard sem uma mudanga radical nos pressupostos filoséficos
dos cursos de graduagao de professores.

Brousseau (1996) estudou uma diversidade de obstaculos que devem ser
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considerados no plano didatico. Assim podemos ter:

- Obstaculos epistemologicos: os constatados por Bachelard, que se
caracterizam como inerentes ao proprio conhecimento. Sdo percebidos nas
dificuldades pelas quais os matematicos passam para supera-los ao longo da
historia, como atestam as pesquisas em Epistemologia e Historia da Matematica;

- Obstaculos didaticos:

sdo aqueles decorrentes de determinadas estratégias de ensino. Sdo resultantes de
uma transposi¢do diddtica que o professor dificilmente pode negociar no contexto
restrito da classe. O conhecimento de um obstdculo de tal natureza permite ao
professor rever a abordagem anterior sobre o assunto para esclarecer melhor a

dificuldade vivida pelo aluno (GOUVEA, 1998, p. 11);

- Obstaculos psicoloégicos: sdo aqueles que surgem quando a aprendizagem
estd em contradi¢do com as representagdes profundas do sujeito ou quando ela causa
uma desestabilizagdo inaceitdvel (GOUVEA, 1998, p. 11).

- Obstaculos ontogénicos: sao aqueles que se originam de uma aprendizagem fora
do desenvolvimento psiquico do sujeito e das limitagdes de uma maturidade conceitual.

Para concluir esta se¢do, vamos comentar algumas das caracteristicas
dos obstaculos e de que modo eles podem surgir a partir da relagio entre:
aluno — saber matematico — professor . Para discutir alguns exemplos de obstaculos

epistemoldgicos, recordamos as colocagdes de Kline (1976, p. 30) que explica:

O primeiro e principal passo dado pelos gregos foi insistir em que a Matematica
lidasse com conceitos abstratos. Para ver o que isto significa, recordamos
que quando pensamos sobre numeros, inicialmente, idealizamos cole¢des de
particulares de objetos, tais como: duas magas, trés homens, etc. Gradualmente,
e nem sempre conscientemente, pensamos sobre os numeros 2, 3, etc. e todos
os outros sem a necessidade de os associarmos a outros objetos do mundo
fisico. Rapidamente, atingimos a um estdgio elevado de adigdo, subtragdo e
executamos outras operagdes com nUmeros sem mesmo possuir alguma colegao
de objetos para compreender tais operagdes, cujos resultados se coadunam

com a experiéncia.

Apesar de extenso, em linhas gerais, o matematico profissional Morris Kline
se refere ao processo mental de abstragdo. De fato, observando suas explicagdes,
notamos que inicialmente, ele faz referéncias a objetos percebidos empiricamente,

objetos que nos circundam. No segundo momento, sua atengao recai sobre conjuntos
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de objetos colocados em relagdo a certos tipos de simbologias que culturalmente
sdo chamadas de numeros. No terceiro momento, o processo abstrativo ja se
encontra num patamar tdo elevado que nao necessitamos ver os objetos para
idealizar operagdes que os empreguem, e, neste nivel, o que importa sio as relagdes
estabelecidas entre conjuntos em que, na condicdo em que tenhamos alguma
colegdo particular e material de objetos, tais relagdes se adéquam de modo perfeito.

Aqui evidenciamos um carater que sempre provoca mal estar nos estudantes,
o carater abstrato dos conceitos matematicos que requerem processos cognitivos
especializados para a sua internalizacdo. Neste contexto, alguns objetos possibilitam
mais barreiras ao entendimento do que outros. Por exemplo, se um professor professa
sua aula de Matematica segundo o tépico fungdo polinomial do primeiro grau,
certamente as dificuldades devem ser menores quando comparadas a sua aula relativa
a fungdo logaritmica. Assim, independentemente do professor, o segundo tépico
proporciona maiores dificuldades a aprendizagem. Tais barreiras sio chamadas, assim,
de obstdculos epistemoldgicos porque sdo relacionadas ao proprio contetido.

Por outro lado, mesmo quando referenciamos o mesmo contetido, os professores
devem promover distintos pontos de vista de abordar e compreender o mesmo objeto.
Dessa forma, em relacao ao mesmo contetido, sentimos mais dificuldades com um
professor do que com o outro. Identificamos aqui um obstdculo de natureza diddtica.

Obstdculos psicolégicos podem ocorrer na ocasido em que tencionamos ensinar
um determinado contetido matematico, que reconhecidamente apresenta sempre
algum pré-requisito e, por algum motivo, os alunos ainda nao dispéem daquele
modelo mental que os capacite a determinada aprendizagem. Podemos gerar
obstdculos de natureza cognitiva se tentarmos ensinar a operacgao de divisio sem
os alunos estarem familiarizados suficientemente com a operagao de multiplicagao.

Por fim, ndo se consegue ensinar a nogao de limite, derivada ou integral para uma
crianca de 10 anos, uma vez que, do ponto de vista maturacional, ainda se apresenta
incapacitada para tal aprendizado. Tal situagdo envolve um obsticulo de natureza
ontogenética.

Este assunto ¢ inesgotdvel e apresenta um enorme campo de aplicagdes.
Na proxima aula, ainda discutiremos outros aspectos relacionados a nogao de

obstdculos epistemolégicos.
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V 4
Argumentacao, prova e
demonstracédo em matematica

OBJETIVO
° Descrever as nogdes de argumentagao,

prova e demonstragao e as implicagdes

didaticas destas nogoes

Uma das teses mais citadas em trabalhos académicos interessados em
investiga¢do sobre o ensino/aprendizagem em Matemadtica ¢ a do pesquisador
francés Nicolas Balacheff. E interessante observarmos como as dificuldades
diante de situagdes-probema que requerem o uso de demonstragdes agem de
modo aterrorizador nos estudantes. Numa perspectiva de caracterizagdo da nogao

demonstragdo e seus efeitos em sala de aula, Balacheff (1988, p. 19) diz que:

De modo implicito as situagdes de ensino em Matematica delegam aos alunos
a responsabilidade da verdade. Isto ¢ particularmente identificado quando

’

colocamos problemas do tipo: “Mostrar que...”. Em tal formulagdo do

enunciado em questdo ja se tem a afirmacao verdade, o que resta é descobrir
a demonstragao. Além disso, o critério de recebimento desta demonstragao
nao se estabelece apenas diante da validade do enunciado em questao, mais
ainda que ela satisfaga o professor. [...] Os critérios destes julgamentos nao
sdo suscetiveis de serem totalmente explicitos. Neste contexto, a demonstragao

aparece como uma retérica especifica na classe de Matematica.

Notamos como Balacheff indica o poder relativo ao professor no momento de
aplicar situagdes que requerem algum processo de demonstragdo. Sublinhamos ainda
o caso de uma determinada propriedade poder apresentar iniimeras demonstragoes;
assim necessitamos saber qual delas pode satisfazer o mestre. Citamos o caso da
propriedade entre os catetos e a hipotenusa relacionados por a* =b* +¢*.

Outra questao interessante e delicada diz respeito a colocagdo do enunciado
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das situagdes-problema. Por exemplo, encontramos em Lima (2001, p. 37) os
seguintes enunciados: Prove as igualdades (i) (XUY)NZ=(XNZ)U(YNZ) e

XU(YNZ)=XUY UZ . Ou ainda, usando indu¢do matemdtica, mostre que

2 12
’4+2°+33 +....+n :m.

Isto € justamente o que é denunciado por Balacheff (1988) e se torna mais

nocivo no ensino escolar. A priori, os alunos ja sentem que estao lidando com uma
verdade matemdtica, o problema é recordar a demonstragdo feita pelo professor
para se repetir exatamente a mesma coisa durante a avaliagao.

Mas antes de nos aprofundarmos nestas questdes de ambito didatico-
metodoldgico, apresentamos a caracterizagdo assumida por Nicolas Balacheff.
O autor inicia dizendo que os verbos explicar, provar e demonstrar sdo usados
frequentemente como sinénimos na prdtica do ensino de Matemdtica (1988, p. 27).

Assim, ele propde uma maior precisao do vocabulario para desenvolver o
sistema de ensino envolvendo estas nogdes na escola. Ao citar Piaget, recorda que
explicar, sobre o terreno das ciéncias dedutivas, significa obter razdes para responder
a questdo do por qué. Mas, do ponto de vista da Matemdtica, fornecer as razdes de
um teorema significa explicar, e-demonstrar e evidenciar exigéncias distintas.

Balacheff (1988) refere-se ao que os matemadticos nomeiam de fazer apelo
a intuigdo; ele destaca as significagdes, isto ¢, a compreensdo da validade de uma
asser¢do, nao no sentido loégico, mas no sentido das relagdes com os corpos de
conhecimentos matematicos.

Mais adiante o mesmo autor explica que, segundo a tradigdo dos linguistas,

situamos uma explicagdo no nivel do sujeito locutor e acrescenta que

E inicialmente para ele que a argumentagio estabelece e garante a validade
de uma proposicao, ele toma raizes nos conhecimentos e no que constitui a
sua racionalidade, isto é, suas proprias regras de decisao da verdade. Desde
que se exprime em um discurso, a explicagao visa tornar inteligivel a outrem
a verdade de uma proposi¢do ja aceita por um locutor. Ele nido se reduz

necessariamente em uma cadeia dedutiva (BALACHEFF, 1988, p. 28).

Vejamos um exemplo de explica¢do recordada por Lima (2004, p. 151). Ele
lembra que um antigo professor seu costumava explicar ao jovem Elon Lages Lima
e aos seus colegas as “regras do sinal” do seguinte modo:

1*) O amigo do meu amigo ¢ meio amigo, ou seja, (H)(H)=(+):
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2°) O amigo do meu inimigo é meu inimigo, isto ¢, (+)(—)=(—);

3°) O inimigo do meu amigo é meu inimigo, quer dizer que (—)(+)=(—);

4°) O inimigo do meu inimigo é meu amigo, o que significa (—)(—)=(+).

Na sequéncia, o autor acrescenta sem duvida que a ilustra¢do era um
bom artificio diddtico, embora alguns de nés ndo concorddssemos com a filosofia
maniqueista contida na quarta regra (poderiamos muito bem imaginar trés pessoas
inimigas entre si) (LIMA, 2004, p. 151).

Notamos claramente os limites da explica¢do fornecida pelo antigo professor.
Seu uso ¢ metaférico e por tempo diddtico limitado, pois, mais cedo ou mais tarde, os
alunos devem ser conduzidos aos limites desta explicagdo matematica. Se o mesmo
professor, entretanto, desejasse apresentar uma propriedade que independesse do
carater particular daquela situagdo diddtica, por exemplo, (—1)(—1)=1, poderia
simplesmente declarar que este fato é uma consequéncia da lei distributiva da
multiplica¢do em relagdo a adi¢do (LIMA, 2004, p. 152).

De fato, nossa discussdo tem lugar em 7, onde cada nimero a possui
simétrico (ou inverso aditivo). Assim, axiomaticamente, temos a +(—a)=0, para
todo a €Z. Em particular concluimos que a =—(—a), como destaca Lima. Mas
precisamos de outra propriedade descrita por a-0=0 VacZ (). De fato, notamos
que: a+a-0=a-1+a-0=ag(l+0)=a-l1=a=a+0..a+a-0=a+0VacZ,
isto deve implicar que a-0=0, o que prova a propriedade (*).

Em seguida Lima (2004, p, 153) mostra que (—1)-a=—a para todo Va€Z.

distributividade

Com efeito, notamos que a+(—1)-a=1-a+(—1)-a = (l—i—(—l))-a:O-aQO
. A conclusio é que o elemento (—1)-a ¢é o simétrico de a, ou seja, como ja
sabiamos que seu simétrico era (—a)= —a, devemos ter a unicidade (—1)-a=—a
. Em particular chegamos a : (—1)-1=—1 (*) para @ =1. Finalmente provamos que
(—)(~=)=(=1)-1: (=)= [(—1)-1]-(—1)2—1-(—1) =—(—1)=1, pois ja tinhamos
a=—(—a), e neste caso a=1, vale 1=—(—1), o que conclui a demonstragao de
simples relagdo(—1)(—1)=1.

Ainda falando sobre a nogao de explicagdo, Balacheff (1988) diz que, quando
uma explicagdo reconhecida é aceita com possibilidades reais de se atingir uma
verdade matemdtica, é necessario designar e dispor termos que permitam marcar o

seu grau de independéncia do locutor. Por exemplo, nao foi Talles de Mileto (624 a.

C. —556 a. C.) que inventou o teorema que carrega até hoje seu nome. Ele descobriu
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em outras civilizagdes o esbogo de ideias particulares de natureza geométrica e
sistematizou-as.

Assim, ele se familiarizou com determinadas argumentagdes que, apos a
formalizagdo e transformagido no teorema, passaram a independer da figura do

antigo grego. Mas vamos a explicagdo de Balacheff (1988, p. 30) ao destacar que:

A passagem de uma explicagdo a prova faz referéncia a um processo social
segundo o qual um discurso assegurando a validade de uma proposi¢cao muda
o seu estatuto sendo aceito por uma comunidade. Tal estatuto nao ¢ definitivo,
ele pode evoluir ao longo do tempo com a evolugdo dos saberes sobre os
quais se apoia. Além disso, uma prova pode ser aceita por uma comunidade e

recusada por outra.

Por outro lado, existem paradigmas em Matemdtica que, diferentemente
de outras ciéncias, podem levar séculos para sofrerem alguma mudanca. J4, por
exemplo, ocorrem algumas teorias pedagdgicas, como encontramos na Historia
da Educagdo, que podem resistir a algumas poucas décadas e em seguida sao
substituidas por outras.

Retomando nossa discussdo, encontramos um tipo de prova dominante em
Matemadtica que trata de enunciados organizados seguindo regras bem formuladas
e determinadas. Um enunciado, quando estabelecido como verdadeiro, devera
ser deduzido a partir de regras previamente estabelecidas. Assim, chamamos de

demonstragao este tipo de prova que:

E caracterizado por demonstragdes com um género de discurso em uma
forma estritamente codificado. De fato, tal rigor formal deve ser se graduar ao
decorrer da pratica, por exemplo, certos etapas de uma demonstragdo podem

ndo ser explicitadas mas deixadas ao gosto do leitor (BALACHEFE, 1988, p. 30).

Balacheff sublinha uma prdtica comum manifestada pelo discurso do
matemadtico. Por exemplo, evidenciamos, nos extraordindrios livros produzidos
por Elon Lages Lima, determinados momentos em que o autor, propositadamente,
deixa de modo subliminar tarefas para o leitor quando emite aquelas frases que nos
ja estamos acostumados de ver: Assim, ¢ fdcil de ver que....ou De imediato...teremos
o resultado...

Antes de prosseguirmos na discussao destas nogdes, vejamos alguns exemplos

que nos ajudarao a discernir uma argumentagdo, um prova e uma demonstragao.
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Para tanto, observemos a seguinte figura abaixo. Nesta figura, Balacheff recorda
que Bhascara realizou a prova do teorema de Pitdgoras.

Advertimos que, na observancia de determinado momento histérico, um
resultado aceito como prova pode perder tal status. De fato, na época do auge da
matematica indiana, este resultado era aceito como uma prova, entretanto, apos
uma reforma ocorrida no interior da Matematica no século XIX, para muitos
matematicos isto ndo é uma prova, pois depende da representacdo particular do

objeto em questao.

Prova do teorema de Pitagoras Bhaskara E m

Figura 3: Resultado matematico recordado por Balacheff e diagrama

Segundo uma acepgdo moderna, e certamente uma corrente filosofica
especifica da Matemadtica, isto é um exemplo de argumentagdo. No lado direito da
Figura 3, observamos a relagao:

1=15143=4=2143+5=9=3"14+24+5+7=4".

Assim, podemos inferir que 143 +54....4(2n—1)=n’? Nio estamos no
valendo do modelo de prova chamado de Induc¢do Matemdtica, assim isto ¢ uma
argumentagdo e ndo uma prova matemdtica. Vejamos agora um exemplo de prova.

Lema: Se uma fungio é definida pela forma y=ax”* +bx+c, entdo pode

2
ser escrita pela forma y= a[x —I——] ——, onde A=b"—4ac.
2a 4a

a=0 b
Demonstrag¢do: Notemos que y = ax® +bx +c— y= a[x2 + —x] +ce
a

, b b* b ., b b b*
cy=al¥ +—Ax+—F———F|tcoy=a¥ +—xF+—F|Fc——
a 4a 4a a 4a 4a
bY b’ b)Y b’ —4ac by A
y=alx+—| tc——y=ajx+—| ——oy=a|x+—| ——
2a 4a 2a 4a 2a 4a

Segue o resultado. Agora o professor enuncia o seguinte teorema.
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~ , . 2
Teorema: Se uma fungdo ¢ definida pela forma y=ax"+bx+c
, entdo o contradominio é o conjunto dos nuimeros reais maiores ou

A A
iguais a [——] se a>0 e menores ou iguais a [——] se a<0.
4a 4a

Demonstracgao: Recorrendo ao resultado anterior, vamos retomar a seguinte ex-
b 2
pressao [x+— , que se mostrou essencial no lema passado. Notamos que todo
2a

2
quadrado de um numero real ndo pode ser negativo, assim temos [x + 2—] >0.De
a

acordo com as hipéteses do teorema, temos dois casos para considerar. No primeiro,

2

b b
quando a>0..ax x—l—z— >0, mas se a<0..ax x+2— <0. Agora temos
a a

2 2
que se a>0.‘.a[x+£] ZO=>y=a[x+£] +[—A]zo+[—£]=[—é].
2a 2a 4a

De modo semelhante, temos:

ocorafes 2] comymefer 2 o[ 2)cos-L)(2).

2a 4q) 4q 4q

A A
Por fim temos que quando a>02>y2[—4—] e se a<02>y§[—4—}.
a a

Uma vez terminada a demonstragdo deste teorema, destacamos que o
professor ficticio prefere enunciar os resultados de acordo com o seu status
matemdtico devido. Notamos que ele enunciou primeiramente um Lema e na
sequencia um Teorema. Percebemos claramente que ele emprega o Lema quando

, bY A
escreve y=ax" +bx+c=a x—i—z— + —4— .
a a

Mas vamos voltar nossa atengdo ao principal alvo de nossa agdo didatica,
ou seja, o estudante. Se toda a classe entendeu e aceitou como verdadeiros ambos

os resultados, na perspectiva de Balacheff (1988), ainda ndo podemos chamar
de demonstragdo, apenas de prova, uma vez que a validade dos resultados ainda
possui um cardter particular.

Mas se o professor em questdo ¢ aquele que da suas aulas de modo
semelhante, repetindo todas as virgulas e, em sua percep¢do, o que importa ¢ a

elegancia da apresentagao e concisao dos resultados, entao podemos chamar isto de
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uma demonstragdo. Balacheff (2009, p. 131) adverte que:

A aprendizagem em Matemadtica inicia-se com os primeiros anos de escola,
ao menos do ponto de vista institucional. Como jd é bem documentado, os
aprendizes neste nivel elementar dependem largamente de sua experiéncia
com o professor e com referéncia na distingao de suas opinides, suas crengas
e seu conhecimento atual. O critério para o acesso desta diferenga permanece
tanto na eficiéncia tangivel do conhecimento validado de modo ad hoc pelo

professor

Destemodo, seassumimososresultadoscomoverdadeiros, independentemente
do convencimento que precisamos obter dos alunos e a promogao de um debate social
dentro da sala de aula, podemos chamar os dois tltimos resultados de demonstragdo.
Percebe-se que, segundo a tradigdo do discurso matemdtico, iniciamos a redagao
escrevendo “Demonstragdo:”. Se o professor assume esta comoda posi¢do e nao se
esforga para convencer os seus estudantes, a fun¢do do aluno fica relegada ao 2°
plano, afinal, tudo o que foi dito na 1* aula pode ser repetido até a tltima aula, e o
ensino passa a ser determinado por este automatismo.

Adaptamos ao nosso estudo em Diddtica da Matemdtica as nogoes de Balacheff
(2009). Na Figura 4 a seguir, vemos as relagdes entre explicagdo, prova e argumentagao.
Numa perspectiva diddtica, equivale ao professor de Matematica iniciar sua aula
com uma explicagdo de um fato ou propriedade matematica. Em seguida, comega a
identificar e separar as conjecturas com mais chances de éxito, sem esquecer e descartar

de modo precipitado as conjecturas que tendem ao erro ou ao fracasso da estratégia.

EXPLICACAD DEMONSTRACAD

Figura 4: Tlustragao comentada por Balacheff (2009, p. 130)
Realizamos, assim, a prova de uma conjectura apontada pelo grupo de alunos com
mais chances de sucesso, entretanto sugerimos que o professor nao se precipite, deixe que
os alunos descubram o caminho que é bem diferente de ele mesmo apontar o caminho.

Retomando a questdo da representagdo particular de propriedades
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matematicas, Balacheff fornece a seguinte explicacdo ao comparar o modelo

matematico formal com as representagdes particulares geradas pelo computador:

Este caso referenda a ideia de relagdes complexas entre representagio e
objetos matematicos — ou mais precisamente, o papel das representagdes como
mediadores para a conceitualizacio dos objetos matematicos. Isto convida a
uma maior atengdo em considerar a evidéncia numa representagido nao verbal.
Nao dizendo que representagdes nio verbais ou expressdes de um argumento
nao tenham valor; antes, porém, eu enfatizo que uma frequente reclamagio em
educagao ¢ que “Uma figura ¢ melhor do que sem palavras” possui limites e nao

pode ser aceita sem um exame posterior (2009, p. 121).

Balacheff coloca em discussdo a questao relacionada a aceitagao de determinados
raciocinios baseados em figuras ou diagramas. E na condigao em que o professor junto com
os estudantes nao realize uma inspegao posterior das ideias principais e sua dependéncia
ou nao de uma figura particular, todo o esforgo pode estar perdido. Por outro lado, o
professor experiente pode, em alguns casos, baseando o seu discurso num diagrama,
ludibriar os estudantes e conduzi-los ao erro, mas um erro controlado e previsto.

Gouvéa (1998) apresenta o seguinte quadro esquematico que resume as nogoes

formuladas por Nicolas Balacheff.

DEMONSTRACAD
DISCURSD
EXPLICACAQ PROWA
— {producac escrita)
ibusca da razao) {busca da
P Atividades de
Atividades de reslucao SEAVICEAD) redacao de
de problemas Atividades de textos
argumentacao

matematica

Figura 5: Esquema sugerido por Gouvéa (1998, p. 97)
Para concluir, vejamos outro exemplo de demonstragdo. O resultado é
chamado por Lima (2001(b), p. 95) de Teorema Fundamental da Proporcionalidade e

¢ enunciado como segue.
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Teorema:Seja f:R—R uma fungio crescente. As seguintes

propriedades sao equivalentes:

(i) f(n-x)=n-f(x) paratodo n€Z e x€R
(ii) Pondo a = f(1) tem-se que f(x)=a-x paratodo x € R

(iii) f(x+ y)= f(x)+ f(y) para quaisquer x,y € R .

Lima (2001) desenvolve um modelo tipico de demonstragdo que, em geral,
nao é empregado no ensino escolar, entretanto, para o professor de Matematica, tal
modelo deve ser conhecido e compreendido.

Demonstragao: Provaremos asimplicagdes (i) — (ii) — (iii) — (i) . Inicialmente,
vamos verificar que (i) — (ii). Assim, nossa hipotese sera que f:R — R ¢é uma
fungao crescente e vale f(n-x)=n- f(x) paratodo n € Z e x € R . Vamos generalizar

a propriedade para niimeros racionais, ou seja, f(r-x)=r- f(x) paratodo r€Q.

m
De fato, dado um racional da forma r=— onde m,n€Z temos que:

Hipotese Hipotese

n-f(r-x) = f(nr-x)=f((nr)-x)=f(m-x) = m-f(x). Logo obtemos

que ”'f(f'x):m'f(x)Hf(f'x)Z%'f(x)Zr'f(x)"-f(r'x)zr'f(x)
(*) para todo rzﬁe(@. Note-se que f:R—R e podemos

avaliar 1eR . fl)=acCDhom(f(x))=R, considerando que
Hipotese

f(0O)=f(0-0) = 0-f(0)..f(0)=0 e a fungdo ¢é mondtona (crescente)
e diante de 0<1—0=f(0)<f(1)..a=f(1)>0. Além disso, temos
f(r):f(r-l)2r~f(1):r-a.'.f(r):a-r para todo r:%EQ. Desejamos agora
verificar que f(x)=ax paratodo x€R .

Neste momento Lima (2001(b), p. 95) emprega o método de raciocinio por
absurdo. Ele supde que exista algum numero real (que deve ser irracional tendo em
vista que ja temos a igualdade para o caso de nimeros racionais) tal que f(x)= ax
,onde xeR—-Q.

Vejamos que podemos ter as possibilidades: (i) f(x) <ax (ii) f(x)>ax,

f(#)

mas assumindo que f(x)<ax +>*——=<x.Agora, vamos empregar um argumento
a
que deve ser conhecido pelo professor de Matemadtica, pelo menos em um ponto

de vista intuitivo. O argumento é chamado de densidade, e, de modo intuitivo,
podemos dizer que, dado um intervalo [a,b], podemos encontrar no seu interior

tanto um numero racional quanto um nimero irracional.
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f(x)

Considerando o intervalo |

f(#)

racional r €[——=,x]NQ tal que:
a

f()

—=<r<x< f(x)<a-r<a-x, pois a=f(1)>0, e a desigualdade
a

,x], por densidade, encontramos um ntimero

preserva o sentido. Assim, escrevemos f(x)< f(r)<a-x. Mas reparamos que
isto ¢ uma contradigdo, tendo em vista que, por hipédtese, a fungdo f:R —R

¢ crescente e, como r <x, deveriamos ter f(r)< f(x), entretanto vimos que

S <r<x<+ f(x)< f(r)<a-x, portanto temos uma contradigdo obtida a partir
do fato de termos feito a suposigdo relativa a qual existisse um numero tal que
f(x)=ax, onde x € R—Q . Conclusdo, a igualdade f(x)=a-x paratodo x€R
vale sempre, o que demonstra a tese descrita em (ii).

Na sequéncia, Lima (2001(b), p. 96) destaca que as implicagdes
(1) — (dii) e (iii) — (i) sdo Obvias. Vocé concorda? Para nos prevenir de alguma
incompreensao, vamos demonstrar a primeira implicagdo. Neste caso, por hipotese,

pondo a= f(1) temosf(x¥)=a-x para todo x€R. Assim, dados x,y€R,

Hipétese Distributividade

teremos f(x+y) = a-(x+y) = a-x+a- y=f(x)+f(y), e em seguida
f(x+ y)=f(x)+ f(y). Por fim, para concluir que f(n-x)=n-f(x) para todo
n€Z e x€R, a partir de (iii) notamos que f(x+x)= f(x)+ f(x)=2-f(x)
i f(x+2x)= f(x)+ f(2x)=3- f(x) e, por indugdo matematica, assumimos que

f(n-x)=n- f(x)e escrevemos:
(i) Hipotese de Indugdo

flint ) =flx+n-x)=fx)+ f(n-x) = flx)+n flx)=n+1)f(x)
Concluimos, assim, que f(n-x)=n-f(x) para n € N. Mas temos:

0= f(0)=f(n+(—1) = f(n)+f(—n)= f(—n)=—f(n), quando neN.

Dessa forma, para :
Hipotese

fELx)=flr—220)=f(x+(=2x)) = f(x)+f(=2%)." f(=22) = f(=) — f(*)
, que equivale a f(—2x)=—f(x)— f(x)=—2f(x).

Usamos 0= f(0)= f(x+(~x)) = f(—x) + f(x) > f(~x)=—f(x). A partir
destes casos, obteremos f(n-x)=mn- f(x) paratodo n€Z e x € R, 0 que evidencia

a implicagdo (iii) — (i) nao tdo 6bvia como comentado pelo autor. Para finalizar
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esta se¢do, advertimos: embora teoremas como este ndo possam ser diretamente
ensinados na escola, o professor de Matematica tem a obriga¢do moral de conhecer
e dominar este resultado, bem como outros teoremas e resultados formais que
garantem a validade dos modelos matematicos empregados. De modo estranho e
pitoresco, encontramos em cursos de licenciatura alunos que sabem calcular um

limite ou uma derivada, mas desconhecem resultados tais como o que acabamos de

demonstrar.

ATIVIDADES DE APROFUNDAMENTO

1) Existem defini¢des formais que sdo mais acessiveis a intui¢do do que
outras? No momento inicial de uma transposi¢ao didatica, ¢ mais adequado

trabalharmos o raciocinio légico ou o intuitivo?

2) Indique, no trecho abaixo devido a Kline (1971), as dificuldades de se

explorar a dimensao intuitiva dos nimeros irracionais.

E também relevante que ndmeros irracionais tais
como +/2, /3, ¥5 e outros que tais nfo eram aceitos
como numeros durante o periodo mais alto da cultura
grega. Por que ndo? Porque os niimeros inteiros e fra-
gbes tinham um sentido obviamente fisico enquanto os
nimeros irracionais nfo o tinham. O Ginico sentido intui-
tivo que se podia ligar aos irraclomals era o de que
representavam certas dimensbes geoméiricas, como =
da diagonal de um quadrado cujos lados wvalem 1, Que
fizeram entéo os gregos? Rejeitaram os irracionais como
nimeros e o3 consideraram como medidas. De fato, con-
verteram tudo da Algebra em geometria a fim de tra-
balhar com dimensées, areas e volumes que diferente-
mente teriam que ser representados numericamente por
niimeros irracionais e resolveram até mesmo as equacoes
guadriticas geometricamente.

Trecho do livro de Kline (1971, p. 54)

3) E possivel elaborar uma transposicio didatica que coloca énfase nas
propriedades intuitivas de um objeto matematico sem que o professor

conhega de modo aprofundado suas propriedades logicas formais?

4) A Historia da Matemadtica registra que na atividade dos matematicos
a intuicdo exerceu papel indiscutivel. Analisar o trecho abaixo devido a

Kline (1971). Por outro lado, vocé sabe o que significar “intuir” algo? Qual
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a natureza da intui¢do matemdtica? E possivel realizar uma transposicao

didatica satisfatéria se nao sabemos sequer o que significa intuir?

Em vista dos fundamentos vagos, imprecisos e até
inexatos do célculo poder-se-ia esperar que a matéria
se extinguisse. Mas antes que a estrutura dedutiva agle-
auada fosse criada, o célculo néo s6 se tinha estend{do
e aplicado com &xito como também as vastas matérias
de equacdes diferenciais ordinirias e parciais, o c_élculo
de variagBes, a geometiria diferencial e a teoria de
funcdes de uma varidvel complexa haviam sido erigidos
gobre o céleulo., Como os mateméticos conseguiram essas
tremendas criagdes? Emmw%

vamente. Argumentos fisicos, guadros, generaliza
haseadas em simples casos conhecidos e experiéncia com
a mateméatica, tudo isso os auxiliou a tirar as con-
clusdes exatas.

Kline (1971, p. 57) indica a importancia da intui¢do para os matematicos.

5) O que significa o termo “abstracdo”, ou a expressio “abstracdo
matematica”? As teorias matematicas sdo mais “abstratas” do que as teorias

pedagogicas?

6) Fornecer exemplos que colocam em evidéncia o cardter falivel, impreciso
e local do saber matematico. Isto pode ser utilizado de modo frutifero em

uma transposigao didatica?
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Didatica da Matematica e a nocao
de situacao Didatica e a-Didatica
Caro(a) aluno(a),

Nesta aula, iremos descrever as caracteristicas das situacdes didaticas e
a-didaticas, assim como 0 emprego danogao de resolucéo de problemas no ambito
da teoria das situacdes didaticas de Brousseau. Em seguida, apresentaremos o
pensamento algoritmico.

Objetivo

e Compreender as situacoes didaticas que envolvem o ensino de matematica




= Situacdes Didaticas e
T PI 1 a-Didaticas

OBJETIVO
. Descrever as caracteristicas de situagdes

didaticas e a-didaticas

ugere a Didatica da Matemadtica iniciarmos uma li¢do propondo a

classe uma discussdo que envolva um bom problema de Matematica.

A questdo ¢ discernir quando temos um problema interessante?
Interessante para quem, apenas para o professor ou para os estudantes? Como
formular uma situagao-problema e dela extrair o maior nimero de ensinamentos e
ainda promover a maior diversidade de experiéncias possiveis?

A aprendizagem em Matemdtica sempre foi objeto de investigacdo para
intmeros estudiosos, como, por exemplo, Jean Piaget, que identificou e categorizou
determinados raciocinios peculiares da Matematica.

Por outro lado, encontramos ainda visdes estreitas que admitem a necessidade
apenas de um bom professor com dominio de conteudo para que tudo transcorra as

mil maravilhas. Brousseau (1996 , p. 63) adverte que:

O esquema socratico pode ser aperfeigoado se supusermos que o estudante
¢é capaz de extrair o saber por meio de suas proprias experiéncias, de suas
proprias interagdes com o meio, mesmo que este meio nao esteja organizado
com fins de aprendizagem. [...] O aluno aprende se adaptando ao meio que ¢é
um fator de contradigao, de dificuldades, de desequilibrios, em parte como a
sociedade humana. Este saber flui por adaptagao do aluno, se manifesta por

meio de respostas novas que sdo a prova da aprendizagem.

Destacamos esse significativo trecho de Brousseau, com profundas raizes

piagetianas, principalmente porque sublinha que o aluno aprende se adaptando
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ao meio. Quando nos referimos ao meio, consideramos implicitamente a triade

ja comentada aluno-professor-saber matematico. A diferenga é que temos que

considerar onde se dao estas trocas, relagdes assimétricas e simétricas de poder.
Mas vamos observar a perspectiva que o pai da Didatica da Matematica

relaciona a concepgdo moderna de ensino quando menciona que:

A concepgao moderna de ensino vai entao demandar ao professor provocar nos
alunos as adaptagdes desejaveis, por meio da escolha judiciosa, de problemas que
ele propoe. Estes problemas, escolhidos de modo que o aluno possa aceitar devem
fazé-lo reagir, falar, refletir, evoluir de seu proprio movimento. [...] O aluno sabe
que o problema escolhido pelo professor visa a aquisigao de um conhecimento
novo, mas ele deve saber também que este conhecimento ¢ inteiramente

justificado por uma légica interna da situagao. (BROUSSEAU, 1996, p. 64).

Como ja mencionamos, a dificuldade reside na escolha de bons problemas que
resultem no desequilibrio e posterior equilibrio dos aprendentes. Percebe-se que
nem sempre o aluno aceita a responsabilidade por uma situagao de aprendizagem.
Em geral, os alunos pensam na situacao apenas na frente do professor, em sala de
aula, e permanecem na expectativa de o mestre oferecer-lhes a férmula que resulta
no gabarito e aniquila o interesse naquela situagao em poucos minutos.

Neste sentido nos valemos da distingdo apontada por D"Amore (2007 , p. 81)

quando explica:

Dizemos que uma situagdo didatica, sobre certo tema relativo ao saber,
possui dois componentes: (i) uma situagao a-didatica (ii) um  contrato
didatico. Trata-se de um modelo tedrico: se em um ambiente organizado para
a aprendizagem de determinado assunto falta a intencao didatica explicita do
professor, tem-se uma situagao a-didatica. [..] A situagdo a-diddtica final de
referéncia, a que caracteriza o saber, pode ser estudada de maneira tedrica, mas
na situagdo didatica, tanto para o professor como para o estudante, existe uma
espécie de ideal cuja diredo busca-se convergir. O professor deve, sem descanso,
ajudar o aluno a eliminar, o mais possivel, todos os seus artificios didaticos, para

permitir-lhe o conhecimento pessoal e objetivo.

Assim, os didatas da Matemdtica diferenciam situagdes organizadas com
a inten¢do didatica e outras situagdes que, mesmo sem a intengdo objetiva e a
presenca do professor, a aprendizagem se processa. D"’Amore destaca um aspecto

importante, ainda que nao seja facil para o aprendiz que se vé diante de uma nova
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teoria: diferenciar e separar os artificios diddticos da real situagdo que o aluno
pressupde que o mestre deseja que adquira.

Brousseau (1996, p. 65) acrescenta que:

O contrato didatico é regido pelo jogo e pela estratégia da situagao didatica.
E 0 meio que o mestre possui de se colocar em cena. Mas a modificagio da
situagdo modifica o contrato didatico que permitem entdo a obtengao de nova
situagdo. De modo semelhante, os conhecimentos sdo expressos por regras da
situagdo a-didatica e por estratégias. A evolucdo destas estratégias requer a
produgao de conhecimentos que permitem ao seu modo a concepgao de novas

situagdes a-didaticas.

Percebemos os dois elementos principais apontados por Bruno D’Amore que
constituem uma situagao didatica, a saber: uma situagao a-didatica e o contrato didatico.
Tais relagdes poderdo ser mais ou menos eficientemente estabelecidas na dependéncia
da agdo didatica do professor, uma vez que o significado do saber matematico escolar
para o aluno ¢é fortemente influenciado pela forma diddtica com que o contetdo lhe é
apresentado (FREITAS, 2002 , p. 66). Assim, se o mestre estimula em sala de aula um
saber matemdtico sem instigar a necessidade individual de autonomia e gerenciamento
da prépria aprendizagem, as situagdes a-didaticas permanecem comprometidas.

E como se aquela situagdo-problema tivesse importancia apenas na presenga
do professor. Por outro lado, diante de uma situagao didatica que exige a presenga do
professor de Matemadtica, notamos que a mesma ¢ regida por um determinado tipo
de contrato didatico, ou seja, um conjunto de obrigagdes implicitas ou explicitas
relativas a um saber entreposto professor e os alunos (FREITAS, 2002, p. 67).

Mais adiante acrescenta:

Segundo essa concepgdo o professor deve atuar nao a simples comunicagao
de um conhecimento, mas a devolu¢do de um bom problema. A devolugao
aqui tem o significado de transferéncia de responsabilidade, uma atividade na
qual o professor, além, de comunicar o enunciado, procura agir de tal forma
que o aluno aceite o desafio de resolvé-lo como se o problema fosse seu, e nao

somente porque o professor quer (FREITAS, 2002, p. 68).

A nogdo de situagdo a-diddtica assume um importante papel na teoria
desenvolvida por Brousseau, uma vez que esse tipo de situagdo é caracterizado pela
oportunidade de sucesso do estudante, por meio de seus préprios méritos, que consegue

sintetizar um conhecimento e empregd-lo de modo relativamente diferenciado da
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maneira pela qual foi ensinado. E bem conhecido aquele professor de Matematica que
aceita somente determinada resposta que envolve a regra de Matemdtica ensinada
dentro da sala de aula. Se um aluno manifesta outro modo de solugao de uma situagao-
problema, o professor declara que a questao esta errada. Nem mesmo compreende, em
alguns casos, aquele raciocinio totalmente atipico. De fato, a estratégia fornecida pelo
estudante envolve a légica do aluno que se diferencia da logica do professor.

Nesse caso, o professor cerceia e impede a evolugao de situagdes de aprendizagem em
que os estudantes ndo conseguem contar efetivamente com a presenga do mestre. Para me-
lhor compreender as correlagdes existentes entre situagdes didaticas, situagdes a-diddticas e
aresolugdo de problemas, vamos nos debrugar sobre alguns problemas concretos.

Um exemplo é o que encontramos numa publicagdo do Institut Universitaire de
Recherche et 1’Enseignement des Mathematiques — IREM de Strasbourg (1973). Veja

abaixo na Figura 1:

A L ]
E H P
M
0 N K
G
| J
B F C

Figura 1: Situagao problema proposto num manual de formagao do IREM

A tarefa se distingue por relacionar de modo intimo Geometria com Algebra.
Inicialmente o professor pode chamar o segmento EB=x sabendo por hipétese
que AB=BC =1, Considerando que, segundo o enunciado, hé sete retangulos que
dividem a figura, o professor adverte que, apesar da figura poder nao ser perfeita,

teremos dentro do quadrado de lado AB = BC =1 sete retangulos de mesma area.
— == — — 1
Assim, o professor escreve 1°’=1=7-BF-EB=7-BF-x.". BF=— . Dessa
— 1 7x
forma, temos BF = — .
7x —
Na sequéncia o professor questiona como escrever o segmento FC em

fun¢do de EB=X. Um aluno se apresenta e argumenta que basta considerar
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— — — 1 7x—1
que BF+FC=1.'.FC=1—BF=1—7—= . . Assim, com a sugestdo do
x X

Tx—1
Tx

estudante, o mestre estabelece que FC= . E, de modo semelhante, podemos

escrever 1> =1="7-FG- FC 7 Sim, pois temos outro retangulo que foi construido no
1 1 1 X

7.FC 7 Tx—1 751
Tx

quadrado ABCD. Dessaforma, oprofessorescreve FG =

. Mais uma vez o professor pergunta se é possivel obter o segmento GH = x.

Contando com a participagdo de outro aluno e contando com a aquiescéncia da
¥  x(7Tx—2)
7x—1 7x—1

turma,escreve: x = Cﬁ —i—ﬁ G_H = x—F_G =X—

—  x(7x—2) )
Portanto GH = ————. Passados alguns instantes, os alunos,
Tx—1
por contra prépria, comegam a deduzir de modo semelhante que
) —_ —— — 1 1 1 7x —1
1"=1=7-GI-GH .. Gl = —=—" = .
7GH 7 *(7%—2)  7x(7x—2)
Tx—1

Notamos que todas as relagdes algébricas sdo extraidas a partir da disposigado
geométrica da figura que foi antecipadamente observada e que apresentava
imperfei¢des. No entanto a nogdo da drea do quadrado ¢ sempre empregada
para a obtengdo de cada relagdo. Mais uma vez, obtemos ’=1=7-JK-Jl e
ﬁ-l—E: R Dessa forma, efetuando as devidas operagdes, chegamos a

— 7x—1 7x—1 (7x —1)(7x — 3)

JI=FC—1G= — = . Assim teremos que
7x 7x(7x —2) 7x(7x —2)

| =7.JK-J1 - JK = — ! M(1x=2) Not
—7. SJI i = . otamos
71, (x=1)(7x=3) (74 —1)(7x - 3)
7x(7x—2)

que as relagdes continuam se complexificando a cada passo. E essencial o professor
gerenciar a motivagdo da sua classe. Possivelmente algum aluno ndo esteja
compreendendo aonde o mestre deseja chegar e ¢ delicado lidar com este sentimento
do aluno, tendo em vista que, para o professor, deve estar claro o seu objetivo de

aprendizagem, todavia, para o aluno, tudo se reduz a uma simples desconfianga.
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Entretanto, na condigao em que consiga administrar

bem a atencao da turma, 0 professor obtera que
x(7x —2)

——E. Segue que
(7x —1)(7x — 3) gue

1=KD+KJ+JC . KD=1—KJ—JC=1—

KDe1-K —Jo=1 =2 om o Ax=2)
(7x =1)(7x —3) (7x —1)(7x—3) 7x—1

No final da aula, o professor recomenda aos estudantes descrever os

segmentos restantes AE;AL;LD; KD, e assim por diante. O interessante ¢
o professor saber que valores numéricos existem por trds desta situagao. Na

ocorréncia de algum avango das aprendizagens na sua auséncia, possivelmente os

alunos devem encontrar um valor determinado para o segmento KD, pois note-se
— —x

que KD =—

6—7x

Assim, de acordo com o envolvimento da turma, devem ocorrer situagoes a-didaticas

1
. Portanto, devem obter que X = EU ++/19).

na busca destes valores. Neste momento, no ensino-aprendizagem deve haver condigdes
para que o aluno realize ele mesmo suas aproximagdes, mobilize seus conhecimentos e seja
capaz de explicitar seus procedimentos e raciocinios utilizados (FREITAS, 2002, p. 73).

Se, no decorrer do contrato diddtico, o professor trabalhou com situagdes-
problema relativamente simples, com respostas suficientes para que a investigacao
possa se extinguir dentro da sala de aula, sentird rejei¢des dos estudantes diante da
tarefa investigativa que apresentamos.

Neste caso, de acordo com a evolucao de situagdes a-diddticas, no momento
de devolugdo, que se caracteriza como um ato de ensino que produz a aceitagdo do
estudante a responsabilidade de uma situagdo de aprendizagem (BROUSSEAU, 1996),
o professor cria uma expectativa de retorno das atividades propostas.

Transcrevemos, a titulo de ilustragdo, uma situagao tipica em sala de aula
que caracteriza impossibilidade de situagdes a-diddticas. O trecho é destacado por

Domingues (1995, p. 15). O autor descreve o seguinte:

Certa ocasido, no inicio de um ano letivo, ouvi casualmente uma conversa entre

duas jovens estudantes. A mais velha havia passado para a 6 * série e a mais nova
0 . N .

para a 5 série. Falavam sobre suas impressdes a respeito das colegas, das aulas,

das matérias e dos professores. A aluna da 6* série ficara surpresa com as aulas de

Geometria: “Imagine”, dizia ela, “que a professora chega, desenha dois triangulos

iguais no quadro e depois passa o resto da aula procurando provar que eles sao de

fato iguais. Nao entendo. Por que é preciso isso?”. “E nas provas, como vocé vais
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se arranjar?”, perguntou-lhe a mais nova. “Estudarei pelo livro...mas é tao dificil
lembrar onde se devem pér as letras....” Neste mesmo dia, a tarde, ouvi como essa
jovem, sentada junto a uma janela, estudava geometria: “Para fazer a demonstracao
devemos superpor o tridngulo AABC ao tridngulo AA'B'C’, repetia vérias
vezes. Sinto nao ter ficado sabendo os resultados obtidos pela jovem em Geometria,

mas certamente ele deve ter achado essa matéria dificil.

Aparentemente a situagdo pitoresca e aneddtica descrita por Domingues
ndo ¢é rara. Casos semelhantes ocorrem em todos os niveis, com destaque para a
Geometria Plana, e continuam no ambiente académico. Um aspecto delicado aqui
¢ que o professor nio pode esperar que o aluno declare com naturalidade que nao
sabe ou enfrenta muita insegurancga diante das tarefas, talvez por medo ou devido
ao constrangimento social do grupo ao qual pertence.

A partir do interessante didlogo entre as estudantes, vemos que muita coisa
¢ simplesmente aceita pelo estudante, sem nenhuma atitude critica. Neste sentido,

D’Amore (2007, p. 105) acrescenta:

Diante dos enunciados de problemas, os alunos se [...] acostumaram a nao colocar

em discussdo a legitimidade e a pertinéncia das perguntas do professor, e isso lhes

Questao 33 ira

A professora Clara propds a seus alunos que encontrassem a solucio da m
seguinte equacao do segundo grau:

®1-1=(2%+ 3)x-1)

Pedro e Joao resolveram o exercicio da seguinte maneira. na

ar Resolugao de Pedro: ia
¥2 -1 = (2x+ 3px-1)

de HE-1=2MT+x-3 lo

2-x=xt
ot ue

Como 1 € a solucdo dessa equacao, entao s = {1}

re Resolucao de Joao:
%3 -1 = {2+ 3)ix- 1) na
. (- 1px+1) = (2% + 3)(x- 1)
VI te.

X+1=2x+3
x=-2

Portanto, 5 = {-2}

Pedro e Joao perguntaram a professora por que encontraram solucoes diferentes, A
professora cbserveu gue os outros alunos haviam apresentado sclugbes parecidas
com as deles.

Entre as estratégias apresentadas nas opgoes a seguir, escolha a mais adequada a ser
adotada por Clara visando a aprendizagem significativa por tarde dos alunos,

Figura 2: Exemplo de situagao didatica explorada pelo Enade/2008
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e Indicar individualmente, para cada aluno que apresentou uma
resolucao incorreta, onde esta o erro e como corrig-lo, a partir da
estratégia inicial escolhida pelo aluno.

ﬂ Resolver individualmente o exercicio para cada aluno, usando a
farmula da resolucio da equacdo do 2° grau, mostrando que esse &
o método que fornece a resposta correta.

@ redir a Pedro e Joao que apresentem a classe suas solucdes para
discussao e estimular os alunos a tentarem compreender onde esta
a falha nas solucbes apresentadas e como devem fazer para
corrigi-las.

@ Escrever a solucao do exercicio no quadro, usando a formula da
resolucao da equacao do 2° grau, para que os alunos percebam que
esse & o metodo que fornece a resposta correta.

@ redir para que cada um deles comunique a classe como resolveu o
exercicio e, em seguida, explicar no quadro para a turma onde esta
a falha na resolucdo de cada um e como eles devem fazer para
corrigi-la.
Figura 3: Possibilidades de resposta da questao.

A partir dessa questdo proposta pelo Enade, sentimos que é impossivel
discutir as nog¢des de situagdes didaticas de modo isolado, sem considerar a nogao
de situagdes de resolugdo de problemas de Matemadtica, entretanto nos deteremos
em uma analise didatico-metolégica, tendo em vista que, em outra disciplina,

voltaremos a abordar a nogao de resolugdo de problemas e entdo evidenciaremos os

esquemas cognitivos mobilizados ante cada tipo de tarefa.

AULA 4 \ ToPmm\ 83




TOPICO 2

OBJETIVO

Situacdes didaticas a nogao
de resolucao de problemas

. Descrever o emprego da nogao de resolugao

de problemas no ambito da teoria das situa-

¢oes didaticas de Brousseau

omo elaborar situagbes-problema

que estimulem a habilidade do

aluno de generalizar contetidos
matemdticos? Como instigar o exercicio da
flexibilidade do processo mental ante uma situagao-
problema? Como instrumentalizar o aluno
com uma percepcdo adequada para perceber a
possibilidade da redug¢do de passos de raciocinio?
Como estimular sempre o aprendiz para encontrar
o modo mais fdcil, claro e econdmico para resolver
problemas?

A trivialidade da resposta dessas questoes
¢ completamente descartada por psicélogos que
trabalham analisando os fendémenos cognitivos
que se manifestam diante da resolugdo de um
problema matemdtico. Como nossa cultura
valoriza o ensino em detrimento da aprendizagem,

de modo geral, nds, professores, desconhecemos

K VOCE SABIA?
N
Os autores Sternberg & Been-Zeev (1996, p.
31) explicam que existem trés elementos para a
descricao de um problema: a condigao dada, o
objetivo da condigdo, e operagdes exequiveis.
Solugdo de problemas ocorre quando um
solucionador encara um dado problema. Um
problema vai ser caracterizado como problema
matematico quando algum  procedimento
eminentemente matematico ¢é exigido. Por
fim, resolugao de problemas de matematica
ocorre quando um solucionador de problemas

matematicos reconhece uma situagao encarada

como desafio busca resolver.

muitos destes fatores cognitivos que interferem de modo decisivo.

O desafio urge que equalizemos possiveis saidas e possibilidades vantajosas

para os estudantes, no que diz respeito a aprendizagem. Como ja discutimos no
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topico anterior, do professor de Matematica é exigida a concepgao de situagdes, com
ou sem a sua presenga, que possibilitem, por exemplo, a evolugdo de habilidades
cognitivas tais como as que mencionamos no inicio desta secgao.

E de suma importancia a nogio de situagdes a-diddticas uma vez que:

Uma situagdo assim ¢ definida como a-didatica quando estao em jogo os estudantes e
o0 objeto do conhecimento, mas nao o professor (nessa ocasiao particular). A situagao sugere
exigéncias e os alunos respondem a elas. Nao existem obrigacdes didaticas e, portanto,
aquilo que se faz ndo esta ligado a estimulos por parte do professor. O estudante faz
tentativas (sozinho ou em grupo), verifica que elas nao funcionam ou sio ineficazes; que a
prova deve ser refeita varias vezes.[...] A demanda de efetuar aquela atividade matematica
nao foi proposta pelo professor, nao seria necessaria do ponto de vista escolar. Ao contrdrio
¢ uma necessidade motivada pela atividade (D’AMORE, 2007, p. 234).

Mas como conceber situagdes-problema interessantes que despertem o

interesse do estudante tanto em sala de aula com

” o grupo quanto em casa de modo individual?

A Que estratégia desenvolver para que o professor

SAIBA MAIS! possa prever o direcionamento das aprendizagens
Os jogos matematicos nao sdo as unicas formas ocorridas ao longo das interagdes por ele previstas,
Iadicas de trabalhar um conteudo ou de evoluir sob o seu controle, e as interagdes que ocorrem

o curriculo, mas é uma das mais bem aceitas naturalmente com o grupo de estudantes que se

il lunos. A 1h m j na T . . ,
pelos alunos. A escolha de um jogo nao deve se relacionam com determinado contetido?

aleatdria, é necessario selecionar um contetado, ~
Cabe ao professor a formulagdo destas

relacionar conceitos, pensar em matérias, estudar , . -
estratégias que, aos olhos dos estudantes, nao se
contextos, observar os alunos e refletir sobre a . . .
assemelhem a simples tarefas solitdrias gabaritadas,
eficicia do que é proposto. Com certeza, aplicar ) ) o L
e sim, a um jogo (espécie de aplicagdo) que requer
um jogo matematico que tenha relagao direta com
S o seu envolvimento e o envolvimento do grupo
um contetudo é muito trabalhoso, mas a resposta
o o o diante do desafio que se estabelece.
dos alunos ¢ mais satisfatéria do que a tradicional

. Muitos defensores se apresentam quando
aula quadro e giz.

falamos de aplicagdo de jogos em sala de aula.

I Quando falamos entdo da dimensdo ludica da

Matemadtica, ficam embriagados pelo termo
“lidico”, quase em transe hipnoético. De fato, alguns desses incipientes do saber
matematico possuem a crenga ingénua de que a dimensao lidica e o prazer eventual
de situagdes que envolvem a referida dimensao ¢ a salvagdo das almas aflitas no

estudo da Matematica.
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No entanto, questionamos se, no final do jogo, ocorre, por parte do
professor, um balango final da evolugao das aprendizagens? Que habilidades foram
impulsionadas, como, por exemplo, as que mencionamos no inicio desta segao?

Encontramos também outros dados

interessantes que podem instigar nossa discussao

sobre o uso do jogo na aula e de modo nao

VOCE SABIA?

planejado. Nesse sentido, Wiellewski (2005, p. AN

72) menciona que o russo Vadim Andreevich Atividade ltdica é todo e qualquer movimento
Krutetskii (1917-1989) identificou em seus que tem como objetivo produzir prazer quando
estudos trés categorias basicas de constitui¢ao de sua execugdo, ou seja, divertir o praticante.
matematica da mente, que foram descritas da A atividade ludica também ¢é conhecida como

seguinte maneira: brincadeira.

- Estilo analitico: o pensamento ¢
caracterizado pela predominancia de um
bem desenvolvido componente verbal-légico em contraposi¢do com um fraco
desenvolvimento do componente visual-pictérico;

- Estilo geométrico: o pensamento é caracterizado pela predominancia de
um bem desenvolvido componente visual-pictérico em contraposi¢ao com um bem
desenvolvido verbal-logico;

- Estilo harmoénico: ¢é caracterizado por um equilibrio relativo dos
componentes verbal-légico e visual-pictérico, ambos bem desenvolvidos.

Reflita: Diante de uma situagao prética, que jogo o professor poderia propor no
sentido de instigar de modo prioritario nos estudantes o estilo geométrico? Ou o estilo
analitico?

Como vocé pode perceber, avaliar e identificar com que tipo de estudante o
professor conta em sala de aula é uma tarefa dificil.

No ambito da solugdo de problemas, Wiellewski (2005,
p-85) relata que foi fornecida aos estudantes a seguinte expressdo:
(C+D+E)-(E+C+D). Alguns identificaram o seguinte  padrio
(C+D+E)(E+C+D)=(C+D+E)-(C+D+E)=(C+D+E)’, que se
relacionava com a férmula do quadrado de um binémio. Outro estudante compds
um algoritmo para resolver todos os problemas dessa categoria.

Em outra situagao, foi dado o seguinte problema: Prove que o quadrado da
primeira fra¢do mais a segunda é igual ao quadrado da sequnda fra¢do mais a primeira.

Um dos estudantes que participaram do estudo argumentou que as fragdes podem
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x x x x
ser descritas por — € 1 —— de modo que sua soma é — + 1—— =1 como requer
J J J J

2 2
X X X X
o problema. Além disso, ele escreveu |—| +| 1——| =] 1——| 4+ — (). Com
J J J J

isto, vocé acha que ele resolveu o problema? A identidade em (*) ¢ verdadeira

sempre?

E comum no dia-a-dia dos estudantes, encontrarmos respostas numéricas. Por
exemplo, nesse ultimo problema, nenhum ntimero ¢ mencionado e a solugdo anterior é
a mais geral possivel, mas pode acontecer de alunos preferirem verificar o que se pede
para casos particulares que ndo propiciam a generalizagdo do modelo envolvido.

Em outra parte do estudo, Wiellewski (2005, p. 114) destaca os problemas
de natureza geométrica explorados por Krutetskii. Segundo a autora, foi
apresentada a seguinte situagdo: Cada lado de um quadrado foi aumentado em 3cm e,
consequentemente, sua drea foi aumentada em 39 cm® . Encontre o lado do quadrado
resultante. Krutetskii evidenciou que os estudantes da 6° série resolvem em poucos
segundos por meio de (x +3)* —x” = 39 (Figura 4-1). Ele salientou ainda que quase
todos os estudantes pesquisados que pertencem ao estilo geométrico o resolveram
de uma maneira mais complicada. Primeiro fizeram o desenho.

Outro problema apresentado ao grupo foi o seguinte: Agora, eu sou duas vezes
tdo velho quanto meu irmdo era quando eu era tdo velho quanto ele é agora. Nés dois
juntos somamos 63. Quantos anos cada um de ndés tem? Esse problema geralmente
¢ resolvido por sistemas de equagdes, no entanto um estudante apresentou uma

resolugdo geométrica descrita na Figura 4.

i Xl prmemmnnad D E
¥ i - a a? ab:
: [ E—— z :
: vy ixi
T & : * a b
Eu Irmao
Representacio Geométrica Representacho Geométrica Representacio geometrica para o
da Equagao das fdades dos irmaos quadrado da soma de dols nimeres

%+ 3% - %2 =29

in i {my

Figura 4: Situagdes-problema desenvolvidas pelos estudantes
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Em seguida, argumentou: Bx é a diferenga entre nossa idade. Quando
eu tinha Ax, ele tinha Cz; ou seja, Cz= T (pela condigdo) e Ay = T . Mas
como Bx =Dz isto significa que By=2-Bx ; AB=4-Be CD=3XB. Assim,

concluimos que podemos ter 36 e 27 anos.

Krutetskii, conforme Wiellewski (2005, p. 116), destacou a atividade de
uma aluna da 6° série que interpretou geometricamente o quadrado da soma de
dois nimeros (Figura 4-III). Depois que conseguiu interpretar a férmula, a crianga
declarou que sé naquele momento realmente entendia aquela propriedade. Apds esse
momento, a mesma estudante interpretou todas as outras formulas geometricamente.

Mais adiante a autora destaca:

Krutetskii constatou que o estudante de estilo geométrico sentia uma
necessidade de interpretar um problema em um plano geral, contudo esse
plano geral continuava sendo apoiado por imagens. Nem todos os esquemas
visuais pictoricos utilizados por eles eram relativamente generalizados, muitos

eram imagens visuais particulares e concretas (WIELLEWSKI, 2005, p. 117).

Na parte exploratéria da pesquisa, Wiellewski apresentou o seguinte
problema: De todos os retdngulos que tém o mesmo perimetro, qual o que tem maior
drea? Wiellewski explica que o aluno participante do estudo sabia, de modo
intuitivo, que se tratava do quadrado, porém sentia que precisava demonstrar.

Desenhou, entdo, na sua resolu¢do, um retangulo que vemos na Figura 5.

}'-.rea = XY, SUpOr ey,
Operimetro é X+ K +y+y=2x+yp=P AA
g
X A [ P \| Ponto de maximo

Representacho grafica associando os
lados  de  retdngulos com  suas
respectivas areas

P
4

Figura 5: Argumentagdo desenvolvida pelo aluno (WIELLEWSKI, 2005, p. 136).
Entretanto tentou resolver o problema de forma abstrata. Pensou na variagao
dos lados do retingulo. Para manter o mesmo perimetro, ele disse: “se aumenta 1
em y, diminui 1 em x”. Em seguida, escreveu: “Se aproximar x de y, em 1 unidade

temos: (¥ —1) e (y+1). Area=(x—1)(y+1)=xy+x—(y+1).se, ap6saumentar
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y paray+le diminuir x para x-1, estes valores forem iguais, entdo teremos a area
Area=(x—1)(y+1)=xy+x—(y+1)=xy+1. A drea aumenta de uma unidade.
Wiellewski (2005, p. 137) continua descrevendo que o aluno nao conseguiu

obter uma prova matemadtica. Apds outras tentativas de resolu¢ao sem sucesso, ele

procedeu da seguinte forma:

, P 2(x + Px
Area =x- E_x =x- %_‘x =—x2—|—7,equando

A =0 quando x=0 ou quando —x+§=0<—>x:§,',P:4x, Como se
trata de um retangulo, os lados sdo todos iguais quando se tem maior drea. Durante
a resolugao, ele mencionava que o problema poderia ser resolvido pelo conceito de
fungdo, no entanto ele ndo se recordava do procedimento. Por isso tentou outros
processos de resolugdo antes de resgatar esse por meio de fung¢do na qual recorreu a
representagdo grdfica (WIELLEWSKI, 2005, p. 137).

A partir das consideragdes da autora e de algumas das demonstragdes discutidas
anteriormente, observamos claramente que, quando limitamos nosso ensino ao emprego
de férmulas e estimulamos apenas o raciocinio algoritmico, o esfor¢o do professor de

Matematica diminui de modo consideravel. Como em ocasides, por exemplo, em que o
1
professor trabalha com seus alunos o calculo da inversa de fung¢des do tipo Y = Ex +3

, que pode conter 30 questdes com o uso do mesmo procedimento e, mesmo assim, o
estudante ndo sabe dizer o que é uma fungéo inversa.

Entretanto, quando buscamos uma abordagem de resolugdo de problemas
mais interessante, inimeras exigéncias surgem no horizonte de preocupagao. Como
vimos, as caracteristicas idiossincraticas de cada estudante nao podem ser ignoradas.
Uma outra dificuldade ¢ a formulagido de problemas realmente interessantes, tanto
para o professor como para os aprendizes.

Nesse sentido, Milauskas (1994, p. 90) aconselha:

Quando vocé se dispde a criar bons problemas para seus alunos de geometria,
¢ preciso ter certas coisas em mente. Tente encontrar problemas de enunciado
simples, mas que tenham algo diferente ou uma solugdo nova. Problemas
reais talvez sejam motivadores, mas outros totalmente irreais, inusitados ou
incomuns também poderao sé-lo. Esses problemas espicagam a curiosidade e
convidam a resolugdo. Bons problemas as vezes contém informagdes estranhas
ou insuficientes. As vezes o mais importante nao é o problema em si, mas sim
o raciocinio, a analise e as técnicas necessdrias para a sua solugao. Também ¢

preciso considerar a maneira como o problema ¢é colocado.

Notamos uma forte preocupagao com o ensino de Geometria. E de fato ndo é uma

mera coincidéncia ou simples preferéncia da autora. Em p.




Franga, Inglaterra, por exemplo, ja encontramos um curriculo de formagdo de professores
de Matemdtica com a presenca de Diddtica do ensino de Geometria ou Didética do ensino
de Algebra, diferentemente de nossa realidade curricular nordestina, que promove uma
formacao compulséria de Psicologia da Aprendizagem e Psicologia do Desenvolvimento. O
aluno egresso de um curso de licenciatura nao conhece as caracteristicas de um esquema
cognitivo mobilizado para resolver uma operagao especifica com fragdes.

Questodes problemdticas sobre a formagao serdo retomadas ainda neste curso. Por
ora, vamos nos deter em um ponto delicado comentado por Milaukas (1994). De fato, nao ¢
muito simples arranjar aplicagao para todo contetido colocado em sala de aula. Isso exigiria
um tempo dobrado do professor de Matemdtica para a elaboragao de sua aula, a qual nao
pode ser uma mera repeti¢ao do livro, o que na maioria das vezes acaba acontecendo.

Mais adiante, Milauskas (1994, p. 91) aconselha que:

O professor deve exercer um controle sobre onde e como um problema ¢
utilizado. Talvez haja a necessidade de pistas e atividades preliminares. Talvez
seja conveniente permitir que os alunos trabalhem em grupo. Um determinado
problema pode ser mais adequado a uma discussao em classe do que a ser feito

como tarefa de casa.

Milauskas seleciona alguns problemas interessantes e sugere “pistas” ou
“sugestdes”. Exibimos alguns deles a seguir. Observe cada um para responder aos
questionamentos que levantamos:

i) No que diz respeito ao exercicio (I), o que vocé definiria para discutir com o
estudante em cardter de sugestdo ou pista? Que raciocinio vocé valorizaria de modo
prioritario — analitico-verbal ou geométrico-pictérico —no momento de atribuir uma nota?

ii) Em (II), a autora apresenta as argumentacdes fornecidas pelos estudantes
que tentaram resolver o problema. Existe outra solugdo para a mesma situagao? Vocé
€ o tipo do professor que valoriza o esbogo do desenho dos objetos da Geometria
Espacial que estdo essencialmente no espago tridimensional?

iii) Por fim, na questdo (III), em sua opinido, o esbogo do desenho do cubo

estd claro para o estudante ou é apenas um detalhe sem importancia?
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a) Uma folha de papel retangular de & polegadas por 8 polegadas é dobrada de
maneira que os vértices opostos se toquem. Ache o comprimento da dobra.

b) Uma folha de papel de 8 polegadas por 12 polegadas é dobrada de maneira que um
vértice toque o ponto médio do lado nao adjacente maior. Ache o comprimento da dobra.

Solugdo ou pista comentada pela autora

Mote que a dobra & a mediatriz do segmento da reta unindo os vértices. Tente
geometria analitica para uma variacao, ou use triangulos semelhantes.

i)
X+ 67 =(8-x)?
7
Logo, x = —
A
gx-B
4

{b) 8
6+ (B-x) =x" x=2
........ 8 .. - 4
Y o 25
] y—6F +8 =y* y=
6| \x y L 3 3
B-x) x 75 Respostas:  a) 1: 1] 11225

Figura 6: Exercicio I proposto por Milauskas (1994, p. 91)

i
Um cilindre é seccionado obliguamente, como mostra a

figura. A altura vai de 12cm a 18 cm e o raic mede 4cm /

a) Ache o volume.

a) Ache a area lateral.
a) Ache a area total. (MNota: a area de uma elipse & =Rr)

18
12

Agui estao algumas das solugdes propostas pelos alunos:

A ] i tente dois

172 cil. e
+ ou media ou
12 cil. = 1
8
Resposta: V= 240z AL =120z AL = 1567

Figura 7: Exercicio II proposto por Milauskas (1994, p. 91)

Cada aresta do cubo da ilustracio mede 6cm. Ache a
distancia do ponto médio de uma das diagonais das faces
ao vértice mafis distante do cuba,

Sugestdo da autora

Trace mais duas diagonais das faces, de modo a formar um triangule equilatero de
lado /2 . Assim, a distancia pedida é 36 . .




Figura 8: Exercicio III proposto por Milauskas (1994, p. 92)

Nenhuma das perguntas feitas anteriormente pode ser descartada. Nelas o amparo
ao raciocinio fornecido pela figura ¢ essencial. Recordamos aquele tipo de professor que,
quando ensina Geometria Espacial, nunca perde tempo desenhando figuras na lousa.

A faculdade intuitiva daquele estudante estd sendo exigida no momento em
que ele busca estabelecer relagdes entre o enunciado e o objeto que busca desenhar
na folha de papel. A mesma figura podera servir para explicar o seu raciocinio para

os colegas, no momento do debate em sala de aula.
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y 4
O pensamento algoritmico
T PI e a resolugéo de problemas

OBJETIVO

° Descrever o pensamento algoritmico

eja o comentério de Elon Lages Lima abaixo. O autor se refere a

determinados livros didaticos do Ensino Médio.

O viés pelo adestramento, com desprezo de varias outras habilidades
cognitivas deveriam ser desenvolvidas — capacidade de induzir leis gerais
(teoremas) a partir de alguns exemplos; capacidades de sintese e de analise;
capacidade para formular e testar conjecturas; capacidade para avaliar
resultados de problemas e exercicios; capacidade para verificar a plausabilidade
de resultados, usando inclusive o cdlculo mental — verifica-se exemplarmente
na segdo sobre “tridngulos quaisquer”. Neste campo, em que seria facil dar
exemplos simples, contextualizados e interessantes de cartografia, ndo se
encontra nenhum exercicio contextualizado. Isso reforca a crenca, ja incutida
no aluno por toda a apresentagao até este ponto, de que a trigonometria — e
por extensdo a Matemdtica — ndo tem nenhuma aplicagdo a nio ser resolver

problemas de vestibular (LIMA, 2001, p. 147).

O autor evidencia e coloca em discussdo a antiga tonica de que a atividade
matematica promovida pelo livro ¢é incentivar o estudante a “fazer contas”. E o
referido habito é motivado desde as séries iniciais. De fato, logo no contato com a
Aritmética, observamos situagdes diddticas em que, na possibilidade de transigao,
o professor emprega estratégias algébricas, em vez de estratégias aritméticas que,
na maioria dos casos, demandam mais tempo e esforgo.

Nesse sentido, Sadovsky & Sessa (2005, p. 89) advertem que “numerosas

pesquisas no mundo inteiro tém se ocupado do estudo dos obstdculos
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epistemoldgicos e as rupturas didaticas envolvidas na transi¢ao da Aritmética para
a Algebra, tanto na perspectiva do professor quanto na do aluno”. Assim, a referida
transicdo apresenta problemas especificos que necessitam serem compreendidos se
desejamos realizar uma agao diddtica com a intengao real de obter uma compreensao
auténoma do sujeito.

Tall (1992, p. 8) comenta que:

Quando a crianga se encontra com a Algebra pela primeira vez frequentemente

enfrenta inimeros problemas para compreender o significado das notagdes. Eles

“_ 1 “__rr

podem escrever “x” e depois “y” proximos um do outro como ¥ Y, mas eles
estao dizendo que XY ¢ “x vezes y”. Eles se confundem com o simbolo 2+3x
. Se isto significa adicionar 2 a 3 vezes x, entao existe um problema que nio pode
ser calculado até que x seja conhecido. [...] A expressio 2+ 3% pode significar
diferentes coisas. Pode ser o processo de adicionar 2 e 3 vezes X, como o produto

do processo.

No trecho acima, o matematico inglés David Tall comenta que a crianga pode
enxergar a expressdo 2+ 3% em termos do processo que possibilita com a realizagio
de um produto por trés e depois uma soma. Ou apenas com o resultado do processo,
sem atentar o suficiente para o modo de constitui¢do da expressdo.

Por exemplo, se a expressio 213X ¢ apenas um procedimento para obter
determinados valores como ¥ =2 —2+3-2=8 a crianca sentir4 dificuldades de
compreender a manipulagdo seguinte: 3(2 + 3x)+ 2x(2 + 3x) = (3 + 2x)(3 + 2x) .
Neste caso a expressao age como um objeto e nao estamos interessados em fazer contas.

Percebe-se que, quando falamos sobre Algebra, devemos considerar uma
sintaxe e regras operatdrias bem especificas cujo resultado, na maioria dos casos,
o estudante ndo compreende. Sublinhamos que, para o professor, pensar de modo
flexivel na expressdo 2+ 3% tanto como objeto mental e como processo matemdtico
¢ algo bastante razodvel, entretanto para o aluno isto pode ser bastante dificil.

Crowley, Tall & Thomas (1994, p. 3) mencionam as incompreensdes ante a salada
de frutas da Algebra. O simbolo 3a +4b ¢ explicado significar trés magas e quatro
bananas. Algumas criangas ficam desiludidas quando deparam com 3a +4b+2a,
que significa trés magas, quatro bananas e duas bananas e que significa cinco magas,
quatro bananas. Outras criangas interpretam esta expressio como 9 magas e bananas.

Nesse ambito outras dificuldades e erros frequentes e resistentes no
aprendizado de Algebra podem ser identificados. Todavia tencionamos direcionar

nossa atengdo para um habito adquirido nas séries iniciais que se propaga e se
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repete durante boa parte da vida escolar e até mesmo académica do individuo.

O aspecto que desejamos destacar foi mencionado por Tall (1992) quando
a crianga ¢ ensinada a buscar apenas o resultado da expressio 2+ 3% sem se
preocupar com o objeto em si ou o processo matemdtico que o mesmo sintetiza.

De fato, ¢ comum o professor de Matemadtica explicar a nogao de funcao
inversa, com énfase no seguinte procedimento: “Para vocé calcular a fungao inversa
de y=2x—3, basta trocar o que for y pela varidvel x e onde estiver a variavel x
trocar por y. No final deve isolar y”. O procedimento algoritmico resta do seguinte

modo como descrevemos na Figura 9.

. y_:{—s
\ \
y=2x+dex=2y+3 | rrdquing | miquina
Iy =x-3 I -3
¥-3
Ssy=_" 2
L
X dn 2 dn+I=y 2+ 3 -3
X oo\ \
x—;x—i—}%a-y y=2x+3 x

Figura 9: Metédfora da maquina
Por outro lado, alguns autores preferem empregar a utilizagdo da fun¢do como
uma maquina. Acima vemos a maquina realizando o funcionamento normal. Ela pega a
variavel x, multiplica por 2, e na sequéncia soma 3. Quando invertemos o processo da
maquina, ndo apenas a ordem das operagdes, como também as proprias operagdes, sao
invertidas. De fato, a maquina multiplica e depois soma. Quando trabalha no sentido
inverso, ela devera subtrair e depois dividir. Observamos sua agao na ilustragao acima.

Outra ocasido com énfase no raciocinio algoritmico classico ocorre quando

1 3
o professor demanda ao estudante exibir a inversa de 4 — . Na pratica,
7
) . 3) (a b 1 0
o mestre orienta que o aluno empregue a condigao . = €
2 7)|c d 0 1
i 7 =3
resolva os sistemas de duas incégnitas obtidas. No final obtemos A~ = , 1
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Pelo menos em alguns casos, o livro didatico, e possivelmente o professor,

enuncie o teorema.

Teorema :Se A é inversivel, entio existe uma uUnica matriz B tal que
A-B=B-A=1,.

Demonstragdo: Vamos admitir que existe uma outra matriz C tal que
A-C=C-A=1I, . Assim, temos

Propriedade Hip tese Hip tese Associatividade

c = I, = (A-B)-C = (B-A)-C =
Hip tese Propriedade
=B(A-C) = B-I, = B

Percebe-se que, para os desavisados, a demonstragdo acima presente em
muitos livros didaticos tem uma aparéncia de perfei¢ao. Entretanto Lima (2001, p.
193) adverte que determinando B tal que B-A4 =1, e ja que ndo foi apresentado
o teorema (alids, nesse livro seria no maximo uma observagao) que garante que se
A é quadrada e A-B=1, entdo B-A=1,, a tnica conclusio que se pode tirar
¢ que ou A ndo ¢é invertivel ou B ¢ realmente a inversa de A. Os autores tinham a
obrigagdo de verificar realmente que B-A=1,.

Notamos que, como Otte (1991) que adverte dizendo que os algoritmos estdo
relacionados apenas funcionalmente a realidade objetiva, eles ndo a explicam em nada, vocé
pode ter um aluno que tenha conseguido fazer 30 questdes sobre fungdes inversas pelo
método algoritmico e outro aluno que tenha resolvido 80 questdes, entretanto este tltimo
nao serd, necessariamente, mais esperto ou mais sabio do que o primeiro estudante.

O conhecimento algoritmico é referendado por regras operacionais. Aplicando-
as, obteremos com certeza algum resultado, obtemos um dado; entretanto nao
obtemos um significado para os dados inferidos. Talvez seja essa caracteristica
que agrega a preferéncia dos estudantes. Ao deparar com uma questdo que exige
tdo somente o raciocinio algoritmico, simplesmente o estudante emprega a férmula,
pois a certeza da validade do seu funcionamento ja foi a priori estabelecida
pelo professor. O aluno sabe, de antemao, que devera encontrar um valor, basta
identificar os dados necessarios no enunciado.

Por outro lado, um conhecimento intencionalmente desejado pelo professor
de Matematica é o conhecimento conceitual, que se caracteriza por ser rico em
relagdes, que se restringe apenas a aplicacdo de férmulas e nunca ¢ linear, como no
caso de uma demonstragdo formal. Nas proximas aulas retomaremos a discussao

sobre o conhecimento conceitual em Matematica, essencial para a aprendizagem.

Didatica da Matematica




ATIVIDADES DE APROFUNDAMENTO

1) Fornega exemplos de situagdes corriqueiras em sala de aula, nas quais o

contrato didético é rompido.

2) Explique e contextualize a nogao de devolugao em termos da Didatica da
Matematica.

3) Forneca um exemplo de uma explicagdo ou argumentagdo, de uma

demonstragdo e de uma prova matemadtica.

4) O método formal e axiomdtico é colocado em evidéncia de acordo com
as regras do contrato didatico estabelecido com a turma. Identifique as

consequéncias negativas desta atitude do professor no trecho da figura abaixo.

ilidade determina a abordagem

l6pica e ndo o confrario é tao basico na matematica
Que esse ponto merece eniase. Consideremos UM exem-
plo. Para empregar a adigho de fracSes nas situagies
mais reais, digamos, somar 1/2 e 1/8, mudamos ambag
para sextos e somamos depois a/6 e 2/§ para o}atqr 5/6.
Entretanto, qguando multiplicamos fraciies multiplicamos
os numeradores e o mesmo fazemos com 08 denofmna-
dores, de modo que 1/2 X 1/8 = 1/6. Poderiamos
“gomar” fraghes somando os numeradores e somando 08
denominadores e obter 1/2 4 1/8 = 2/5. Por que néo
usamos este tltimo método? £ mais simples. Mas ndo se
ajusta & experiéncia. Tendo-se adotado uma defini¢io
Gtil da adicdo, as propriedades légicas da adicio tém
que seguir da definigéo.

Trecho do livro de Kline (1971, p. 61)

5) O professor pode se refugiar na seguranga dos algoritmos prontos. Tal atitude
que pode ser caracterizada como uma cldusula do contrato didatico, pode
encobrir suas lacunas e falhas pessoais. Analise no trecho sublinhado na figura

abaixo, um elemento que pode influenciar de modo negativo o contrato didatico.

Na realidade a abordagem léogica & desnorteante. Ao
estéenider o sistema de numeros partindo dos niimeros
naturais aos vdrios outros tipos o novo curriculo insiste
em que se retenham as propriedades comutativa e asso-
ciativa das operacdes. Por que insistimos nessas proprie-
dades? Os professores sabem que o uso dos nimeros
requer essas propriedades, mas os estudantes ficam com
a Impressio de que essas sfo as propriedades necessé-
rias de todas as quantidades matemditicas. Por que,
entdo, nio estendemos a propriedade comutativa & multi-
plicacio de matrizes? A resposta é que o uso que se
dé as matrizes requer uma multiplicacio nio-comutativa.

igi T gtudante uma impressio
inteiramente falsa de como a matemitica se desenvolve.

Trecho devido a Kline (1971, p. 63)
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A L A A tipologia das Situacdes
Didaticas de Guy Brousseau
Ola, aluno (a)!

Nesta aula, iremos estudar a tipologia das situacdes didaticas que estao diretamente
relacionadas ao ensino da matematica. E importante que vocé reflita sobre elas e
sobre suas implicacdes no processo de ensino e aprendizagem da matematica.

Objetivo

e Conhecer as principais tipologias das situacdes didaticas relacionadas ao
ensino e aprendizagem da matematica
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y 4
A tipologia das Situacdes
T PI 1 Didaticas - TSD

OBJETIVO

. Descrever a tipologia das situagdes

diddticas concebidas por Brousseau

a citagdo abaixo, Brousseau faz uma clara mengao a determinados
subterfugios empregados pelo professor que ocorrem, por
exemplo, diante da resolug¢do de uma situagdo-problema, que

apresenta inimeras estratégias admissiveis.

Imaginemos que o professor realize uma devolugdo a um aluno de uma fonte
de questoes auto-controlaveis ou de um problema. Se o estudante resolve este
problema, ele pode pensar que o mesmo o fez pelo exercicio normal de seus
conhecimentos anteriores. O fato de ter resolvido o problema se mostrara para ele
como a prova de que ndo existe nada de novo a ser aprendido a respeito. Mesmo
se ele tem consciéncia de ter substituido uma estratégia antiga e culturalmente
identificada por uma outra de sua “invengao”, e serd muito dificil de declarar
que tal “inovagao” se trata de um saber novo: que necessita ser identificado
como um método tendo em vista que parece poder ser produzido facilmente

quando necessario? (BROUSSEAU, 1996, p. 91).

Entretanto, o professor ensinou e estabeleceu aquela estratégia especifica que, em
certos casos, exige um maior esforgo do estudante. Por outro lado, aquela outra estratégia
pelo mestre de modo semelhante conhecida nao foi discutida ou apresentada ao grupo.

Todavia, ndo podemos e nem devemos ousar controlar a inventividade e criatividade
do estudante. Pode ocorrer que eles mesmos ou algum membro do grupo encontre ou
identifique a referida estratégia camuflada pelo mestre. A mesma, como declara Brousseau,

trata-se de uma “inovagao” ou “invengao”. Em todo caso, prevemos certo descontentamento
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da turma, na ocasido em que o professor admita a possibilidade da estratégia para a
resolugao do problema, vislumbrada pelo estudante, e nao indicada pelo mestre.

Existe uma tendéncia natural do estudante em optar pela estratégia que
exige um menor esfor¢o mental e, em certos casos, o emprego automatico sem uma
devida compreensao. Desse modo, o professor, percebendo um momento como este,
deve se antecipar e declarar o estatuto de pertinéncia e importancia daquela nova
estratégia para a resolu¢ao do problema. De qualquer modo, para o professor de
Matematica, deve ficar claro a condigdo de que “o que impulsiona o processo de
ensino/aprendizagem sdo as atividades envolvendo a resolugdo de problemas, o
trabalho pedagégico tem inicio exatamente com a escolha de um bom problema que
deve ser compativel com o nivel de conhecimento do aluno” (FREITAS, 2002, p. 77).

Na situagdo que descrevemos envolvendo a possibilidade de varias estratégias
de resolugao do problema, o professor, de acordo com o contrato diddtico, apontara
a estratégia mais eficiente, ou, em ultima instancia, permitira que a prépria turma
eleja a mais eficiente. Entretanto, uma vez o problema considerado “interessante”
e “compativel” seja escolhido o mesmo, ele devera destacar as possiveis fases pelas
quais uma estratégia de resolugao apresenta.

“Assim, para descrever asrelagdes doaluno com essa diversidade de possibilidades de
utilizagdo do saber, Brousseau desenvolveu uma tipologia de situagdes didaticas, analisando
as principais atividades especificas da aprendizagem da Matemdtica” (FREITAS, 2002, p.
77). De modo resumido, as categorias concebidas foram nomeadas por ele de: situagdo de
agdo, situagdo de formulagdo, situagdo de validagdo e situagdo de institucionalizagdo.

Numa situacdo de acgdo, o estudante joga com novas oportunidades e
desenvolve estratégias. Geralmente, “uma estratégia é adotada por intuigdo ou
pela rejeigﬁo natural de uma estratégia anterior. Uma nova estratégia é, entretanto
adotada como resultado de uma experimentagao. Isto ¢, aceita ou rejeitada a partir
da avaliagdo do estudante no que diz respeito a sua eficdcia; tal avaliagdo pode ser
implicita.” (BROUSSEAU, 2002, p. 9).

Na figura 1, exibimos os elementos e as relagdes analisadas por Guy Brousseau
(2002, p. 9) na ocasiao em que se da a resolu¢ao de um problema matematico. Ele
explica ainda que “as sequéncias de situagdes de agdo constituem o processo pelo
qual o estudante forma estratégias, isto quer dizer, “ensina a si proprio” um método

de resolugao do seu problema.”
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Feedback

Agdo

Situacao

Problema Estudante

Informacao
Figura 1: Esquema descrito por Brousseau (2002, p. 9).

O didata francés Brousseau analisa ainda as relagdes que de modo muito
rigoroso se estabelecem. Na Figura 1, temos os elementos que caracterizam, segundo
ele, a “dialética da a¢do”. E acrescenta que:

Quando utilizamos o termo “dialética” em vez de “relagao” é por que, por
outro lado, o estudante é capaz de antecipar os resultados de suas escolhas e, suas
estratégias sdo, deste modo, proposi¢des confirmadas ou invalidadas por meio da
experimentagdo numa espécie de didlogo com a situagdo. No curso da “dialética da
acdo”, a crianga organiza suas estratégias, e constrdi uma representagao da situagao
que serve como “modelo” e guia para a mesma durante as decisdes (2002, p. 9).

Brousseau explica que, neste nivel, o professor
deve ficar atento para se deparar com estratégias

formuladas pelos estudantes originadas a partir de

ATENC fio! ‘ modelos mentais implicitos. Nesse sentido, ele explica

que modelos implicitos descrevem um conjunto de

Note-se que ¢ importante dispensar algum tempo

relagbes ou regras as quais o estudante toma a sua

na sua propria carteira no sentido de esbogar L ) )
decisdo sem necessariamente Ser consciente da mesma.
uma estratégia de resolugao individual, o que

Desse modo, exigir dos estudantes logo no inicio
demonstra a sua autonomia, inclusive, em relagao

» das tarefas as justificativas e os porqués de cada
ao professor de matematica.

estratégia e escolha pode antecipar de modo pouco

e natural as etapas cognitivas pelas quais o estudante
precisa enfrentar ante a situagdo-problema.

Num segundo momento, Brousseau descreve a situagdo de formulagdo. Nessa situagao,

apo6s um devido tempo para pensar nas possiveis estratégias, os estudantes comegam a propor

estratégias que podem depender de um feedback da prépria turma. Por exemplo, o professor

pode estimular alguns membros do grupo a descrever na lousa as possiveis escolhas.

Na figura 2, apresentamos uma parte desta dinamica da sala de aula.
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na lousa

Figura 2: Esquema descrito por Brousseau (2002, p. 10).

Brousseau sugere que, na situacdo de formulagdo, o estudante, ao expor e

tentar convencer a respeito das possibilidades de acertos, mas também de erros,

necessita estabelecer uma linguagem uniformizada, no sentido de que todos os

membros do grupo compreendam. Além disso, menciona que:

Em cada momento, a construgao da linguagem deve ser testada do ponto de vista

da inteligibilidade.|...] A construcdo de certa linguagem ou cédigo (repertorio,

vocabulario, sintaxe) num linguagem ordindria ou linguagem formalizada torna

possivel uma explica¢do das agdes e modelos de agao (2002, p. 12).

Ja o momento de wvalidagdo envolve o
estabelecimento de teoremas. Para tanto, o
professor deve antever as conjeturas que podem
conduzir aos erros e identificar as que propiciam
a um possivel sucesso. Nio aconselhamos
expressdes do tipo: “Basta fazer isto que o
problema estd encerrado!”, ou ainda “Se vocé usar
este argumento, acabou a questdo!”. Num outro
extremo, sdo desaconselhaveis expressoes do tipo:
“Esta conjectura estd errada!”, ou ainda, “Se vocé
continuar com este raciocinio, vocé vai errar!”.

Brousseau diz que fazer matemdtica ndo
consiste somente de receber, aprender e enviar

mensagens matemdticas corretas (2002, p. 15).

Didatica da Matematica
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O discurso do professor deve apoiar uma atitude

SAIBA MAIS!

e/ou uma escolha prépria do estudante, pois se
na ocasiao em que o aluno conseguir resolver o
problema, o mesmo sentira uma realizagao maior
na medida em que atingiu o alvo sem necessitar
da indicagao do mestre. No outro caso, com
a indicagao do professor, o aluno sente uma
realizagao compartilhada, uma vez que desconfia
que, sem o auxilio providencial do professor, o
mesmo nao teria conseguido.



Desse modo, as situagdes de erro devem ser exploradas, nao podem ser descartadas
e devem ser recordadas, uma vez que, determinada estratégia de solucdo de uma
questdo pode ser ineficaz em uma situagdo, mas pode ser a opgao correta em outra.
Para concluir este tépico, apresentamos a opinido de Borasi a respeito da
nogao de erro quando comenta a perspectiva piagetiana para a interpretagao do erro.
Nesse sentido, uma visao possivel dos erros como catalise de uma aprendizagem. De
fato, “psicélogos cognitivistas sustentam a ideia de que o conflito ou a dissonancia
cognitiva sdo catalises que provocam a aprendizagem e o desenvolvimento. Deste
modo, erros sdo naturalmente criados em tais situagdes conflituais e, assim, pode
fazer os estudantes tornarem-se conscientes da necessidade de criticar seus proprios
procedimentos e adquirir mais informagao “ (BORASI, 1996, p. 31).

Borasi (1996, p. 32) acrescenta na sequéncia que:

Ademais, o erro pode desempenhar um papel positivo nas atividades
matematicas do estudante ¢ indiretamente mostrado em intimeras pesquisas
na aprendizagem de matematica e na resolugao de problemas, informados pelos

construtivistas e perspectiva nas ciéncias cognitivas.

No toépico seguinte, trazemos aplicagdes particulares das TSD no ensino

médio.
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y 4
Exemplo e aplicagdes da Tipologia
T PI das Situacdes Didaticas - TSD no
Ensino Médio: o caso do ensino de

sequéncias numeéricas

OBJETIVO

Aplicar os principios das tipologias ao ensino

de sequéncias numéricas

niciamos este tépico com o seguinte exemplo adotado por Brodie (2010,

p. 93):

O raciocinio adaptativo refere-se a capacidade mental de pensar logicamente e
inclui o conhecimento de como justificar conclusdes. E importante o aprendiz
conhecer e compreender que as respostas estao certas por que fazem sentido e
sdo oriundas a partir de um raciocinio valido, em vez do que aceitar meramente

o que o professor e o livro didéticos dizem.

Brodie discute a seguinte situagdo-problema: a seguinte fungdo
f(n)=n"—n+11, onde n €N sempre produz niimeros primos? Responda ainda
os itens:

(a) Determinar (1), f(2), f(3), f(4), f(5),-....

(b) Prove e justifique a afirmagao.

(c) Descreva geometricamente no plano alguns dos seus pontos.

Em todo caso, esta situagdo-problema é tipica de uma experimentacao
que o aluno precisa desenvolver em Aritmética, inicialmente. Paulatinamente,
o aprendiz é estimulado a descobrir os valores para f(1)=1"—1411=11 que
é primo. Ainda que f(2)=2"—2+411=13 que ¢ primo. Pode observar também
que f(3)=3"—3+11=17 mais um ntmero primo. Sucessivamente, temos
f(4)=23; {(5)=31....

Este momento de debrugamento inicial sobre o problema, para a identificacao

de alguma estratégia possivel, caracteriza o primeiro momento das Tipologias das
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Situagdes Didaticas (TSD). Aqui, a agdo dos sujeitos se desenvolve na testagem da
validade de afirmagao da propriedade acerca dos nuimeros primos. Esta situagdo é
caracterizada pela necessidade de um contraexemplo, como sublinha Brodie (2010, p.
93). Entretanto, tal fato nao necessita ser explicitado pelo professor.

Por parte dos alunos ¢ esperado desenvolver um raciocinio e uma
argumentacdo que dé conta se a propriedade é verdadeira ou por que possui falha.
Alguns erros iniciais podem e devem ocorrer como consequéncias da evolugio do

raciocinio adaptativo dos estudantes. Nesse sentido, Brodie esclarece:

O fato de que existem as incompreensées mostra que os aprendizes constroem seu
proprio conhecimento. Erros e incompreensoes sdo sinais de que os aprendizes
estdo envolvidos na sua aprendizagem e seus processos de pensamentos se
encontram engajados. A aceitagao de erros e incompreensdes como parte normal
do processo de ensino e da aprendizagem significa que explicagdes posteriores
dos estudantes podem ser encorajadas com a intengao de compreender o porqué

do surgimento dos erros e incompreensdes (2010, p. 75).

Prevemos que os erros nas etapas iniciais devem possuir uma origem
operatéria de Aritmética. Por outro lado, na situagdo prevista por Brousseau,
chamada de formula¢do, o professor pode chamar a atengdo, dentre todas as
estratégias discutidas com a turma, a que possivelmente terd mais éxito e, sugerir/
discutir a estratégia que poderia conduzir ao fracasso.

Assim, na situagao de formulagdo, o estudante comega a desenvolver
argumentagdes e inferéncias tipicas de um modelo matemdtico subjacente a situagao-
problema. O referido modelo matemdtico deve ser compreendido e dominado com
habilidade e eficiéncia pelo mestre. Nesse caso, fazemos uso da nogao chamada de
sequéncia, costumeiramente encontrada nos livros do Ensino Médio.

O motivo da adogao deste primeiro exemplo ¢ justificado nas palavras de

Lima (2001, p. 22) quando adverte:

O capitulo comega com a definicdo de sequéncia como um conjunto ordenado. Além de
apelar para uma nogao que nao foi e nem serd explicada pelo livro (a de conjunto ordenado),
esta defini¢do € incorreta, pois um conjunto (ordenado ou nao) nao tem elementos repetidos.
Além disso, o conjunto dos ntimeros reais ¢ ordenado, mas nao ¢ uma sequéncia. Na
verdade, uma sequéncia ¢ uma fungao cujo dominio € o conjunto dos niimeros naturais
(sequencia infinita) ou o conjunto dos n primeiros niimeros naturais (sequéncia finita, com
n elementos). [...] As sequéncias sao definidas em crescentes, decrescentes ou estaciondrias,

deixando a impressao de que no existem sequéncias de outro tipo.
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Nas colocagdes de Lima, evidenciamos inumeros aspectos que podem
gerar incompreensdes e imprecisdes no manuseio destes objetos. O primeiro que
chamamos atengdo é que a sequéncia f(n)= n’ —n+11 nio apresenta nenhuma
razdo. Por outro lado, na situagao de formulagao, é peculiar a adogao de uma notagao
ou simbologia. A mesma deve ser operacionalizdvel no sentido de pode conduzir os
estudantes a algum resultado conclusivo.

Assim, o objeto matemético descrito por f(n)= n® —n+11 precisa ser
identificado como uma sequéncia, tal qual descrita por Lima na citagdo anterior.
Desse modo, o aluno identifica a, .=. f(n)= n’ —n+11. Assim, o sujeito descobre
que f(l),f(Z), f(3),f(4),f(5), _____ podem ser substituidos por a,,a,,a,,4d,,4ds,.....

Incluimos também o item (c) com a intengao de explorar uma perspectiva
pouco encontrada nos livros didaticos escolares, ou seja, a interpretagao geométrica
da sequéncia. Mas para tanto, o aluno necessita compreender o sentido da notagao
L) .= (1a); @fQ) .= 2a); BfO) .= Ba).

O professor pode requerer dos estudantes um esbogo do grafico a partir das
identificagdes estabelecidas anteriormente. Sdo previstas imperfei¢des e ajustes no

grafico. Na figura 3, exibimos uma aproximagao para o mesmo.

F
23 :
17 .
13 -
11 o
' >
1 2 3 4 5

Figura 3: Interpretagao da sequéncia no plano
No préximo toépico, discutiremos um campo de aplicacdo das sequéncias

numéricas.
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TOPICO 3

Exemplo e aplicacdes da Tipologia
das Situacdes Didaticas - TSD no
Ensino Médio: o caso das progressoes

aritméticas — P. A.

OBJETIVO

. Aplicar os principios das tipologias ao

ensino de progressdo aritmética

ima (200la) desenvolve criticas considerdveis ao tratamento

dispensado pelos autores de livros as nogdes de progressoes

aritméticas — P. A. e progressoes geométricas — P. G. Daqui em

diante, passaremos a descrever a utilizagdo da metodologia de ensino formulada

por Brousseau com a intengdo de evitar alguns equivocos e a evolugdo de hédbitos

indesejados nos estudantes. Utilizaremos o conceito de progressdes aritméticas —

(PA) para uma discussdo em carater teérico de aplicagdo da Sequéncia.

Para o inicio de nossa aplicagdo em carater teérico, apresentamos a descrigdo

da primeira etapa da Sequéncia.

Nivel 1 Situagdo de agdo — apresentagdo do problema ou de um teorema.

ATENCAO!

-

Duval (1995, p. 232) explica que a atividade de

argumentacio tem por objetivo modificar a
natureza ou o grau de convicgao atribuido por um
interlocutor a uma proposi¢ao, de modo a fazé-la
aceitar ou rejeita-la. Assim, torna-se essencial
neste nivel a identificagdo das conjecturas que
possuem mais chance de éxito, bem como as que

irremediavelmente conduzem ao fracasso.

Neste nivel, o pesquisador-professor apresenta
uma situagdo-problema, descrita na Figura 4,
para o grupo de alunos, que devem possuir
meios de atacar o problema envolvido mediante
a aplicagdo do conhecimento a ser ensinado.
Comentarios: No nivel 1, a ligdo que
podemos extrair indica que nado héa necessidade
de o professor explicitar ou apresentar aos alunos
um problema. Este deve ser descoberto pelos
proprios alunos; todavia, eles ja devem saber o

que ¢ uma progressdo. Além disso, a atividade
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argumentativa dos alunos deve ser fortemente estimulada no momento inicial.
Note-se que na condi¢do de uma andlise a priori do publico-alvo, os estudantes
podem ser apresentados a situagdo que discutiremos sem necessariamente ja serem
conscientes do que se trata formalmente uma P. A. Iniciamos com uma exploragao

das propriedades geométricas as quais sao negligenciadas pelos livros didaticos.

N a Na

.girTJ.'IIJ]‘[3-?3.i4ﬁ]'lli?]. Ji,?].[z.n 3,?]44,?].[5.1';.
Ji,é].ll!,ﬂ.f3.6?44.6].l|5,ﬁ1. .l|1,ﬁ1.f2.6 43.6].14&1.[5.&.
‘u,'fr].l|2.5|.|3.53‘i4,5]"|5.5|. .'.I"E".' r.[3,5].14,5|.|5.5r.
'EM] "IIH] ‘[3.43 '54.4] '||5,4] ® 41,4] 2.4) .53,4] 44,4] .[5.4b &
41,3].12,31.f3.3?44.3].l|5,31. .||1,3 .[2.3r43.3].'|4,31.f5.3r.
.u,l]JE.EI.IS.:!).H,EJ"IE.EI. .n |.|2.2r.[3,1].14,1|.|5.2r.
J1,1]i|z,1]‘[3.13'54,1]'.|511]. 1,1].[2.1FJJ,UJA#,I].[E.H.

> »

(1) N N

Figura 4: Disposi¢ao dos pares ordenados.

Na Figura 4, o aluno devera ser estimulado a encontrar uma progressdo
aritmética — PA. em meio as combinagdes aritméticas e geométricas de pares
ordenados (NXN) no plano. Nesta situagdo, podemos questionar que espécie de
propriedade percebemos na disposigdo exibida acima, embora nao esteja explicito
que a mesma diz respeito a PA.

Assumiremos de modo hipotético que o aluno relaciona os pares ordenados da
figura 4. Portanto, ele relaciona os seguintes pares: L)y—(24)—37)—..—.
Observe que tal trajetoria se propaga indefinidamente a partir destes casos particulares.
O simbolo " — " indica 0 movimento perceptivo que o aluno descreve ao direcionar

sua atencdo ao desenho ilustrativo da situagao.

i Ay (3,7 (i) Ay .

Y
.
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Figura 5: Apresentacao inicial do problema.

Diante desta escolha (Figura 5-II), prevenimos que ndo hd a necessidade

de explicitar a natureza do problema; o professor deve conduzir o processo,

permitindo que os préprios alunos percebam que o quadro (I) figura 5 envolve um

problema; mas de qué? De que forma? Que objeto matematico se relaciona com a

representagao da Figura 3?

GUARDE BEM 1SS0!

Vale lembrar que a possibilidade de esbogar
um desenho, viabiliza ao aluno explicitar
suas percepgdes e crengas a respeito de cada

representacao e cada objeto.

ATENGAO!

—

Mayer, Lewis & Hegarty (1992, apud, CAMPBELL,

1992, p. 138) explicam que erros matematicos
ocorrem no raciocinio qualitativo quando um
solucionador de problemas entra em conflito
com uma informagdo presente nas afirmagdes do

problema.

Em parte, estas questdes podem ser resolvidas
paulatinamente, na medida em que estimulamos o
uso constante de determinadas imagens mentais.
Advertimos para o argumento de que “‘muitos erros
tipicos dos alunos tém sua origem justamente neste
momento de formagido de determinadas imagens
primdrias.” (SAFUANOV, 2003, p. 89)

Observe-se que, mentalmente, por meio
da intuigdo geométrica, o aluno sera estimulado
a imaginar a situagdo descrita na figura 5-II e a
produzir argumentagdes relacionadas a situagao.
Observamos que a nogao de infinito pode ser
trabalhada quando imaginamos a propagagdo da
relagdo descrita em figura 5-I até o infinito.

Como uma tendéncia natural dos seus
habitos adquiridos, apés imaginar a situagdo ao
lado, o aluno em geral tenta ligar os pontos e
visualizar um objeto familiar, que neste caso ¢
uma reta (Figura 5-II).

Concordamos com Russell (1921, p.
112) quando defende que nossas percepgoes sdo

constituidas de sensagdes, imagens e crengas.

Dessa forma, devido o modelo familiar da Geometria Plana, o aluno tenta ligar
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os pontos na figura 6. Ao realizar isso, que caracteriza um erro qualitativo de
raciocinio, podemos perquirir sobre o seu conhecimento a respeito da nogao de

dominio de uma sequéncia f:N — R , do tipo a, =3n—1.

il (i (i

Ay . . 120 .
’
. L]
. 25 L K
’ . .'
. m
: 20 .
b . g
a" -
,’ s * .I'
_.‘.‘ 10 - 40 ...
; .
’ 5 - 20 ..I
» L —— P 4
x ? 4 6 B 10 10 20 W0 40

Figura 6: Concepg¢ao equivocada dos alunos a respeito do grafico da PA e representagao no computa-
dor (elaboragao proépria).

Observamos que este exemplo e outros frequentes que explicitam concepgoes
e conceitos construidos sobre raciocinios inconsistentes e, em flagrante contradigao
com o modelo matematico formal, podem ser paulatinamente modificados com o
auxilio de um recurso informatico (Figura 6-(II e III)).

Nivel 2 Formulagdo — compreensdo e identificagao das variaveis envolvidas
no problema. (Destinado a discussdo e debate envolvendo os elementos: professor-
alunos-saber).

Comentarios. Desde que esclarecemos psicologicamente o significado do
termo “abstragao”, supomos que a atengao do aluno se voltara para arelagao univoca
entre os pares (1,1);(2,4);(3,7) mostrados em (figura 6-III). Tal representagao sugere
implicitamente uma lei de formagao de uma fungao?

O aluno podera conjecturar a existéncia de fungao do tipo:

fO)=Lf(2)=4;f(3)=7; mas que tipo de fungiao? Exponencial,
logaritmica, polinomial? De que grau? Estas questdes podem servir de fio condutor
para uma investigagdo mais aprofundada ao final da Sequéncia Fedathi.

Por outro lado, prolongando-se o gréfico e analisando-se a Figura 6-III, os
comprimentos das proje¢des, o aluno deve concluir que o angulo formado no eixo
Ox ¢é sempre constante. Assim, deve-se identificar o grafico como de uma reta;
entretanto o professor ha de formular com os alunos questdes relacionadas ao
dominio desta fungdo que, no caso, estda em N e possui contradominio em R ; por
que?

Além disso, apos varios questionamentos, o aluno pode escolher a seguinte

representagdo f(x)=ax+b e ndo outras possibilidades tais como: g(x)=e";
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h(x)=ax" +bx+c; p(x)=log,,(x). Notamos que, em raras excegdes, o aluno sabera
as condigdes de existéncia de uma fungdo afim nas condigdes fornecidas pelo problema.
As nogoes de existéncia e unicidade poderao ser desenvolvidas no final da aplicagao.

Alguns ideais particulares que envolvem este momento relacionam-se
ao seguinte modelo: f(n)=a-n+b onde n€ N. Por sugestio do professor, os
estudantes passam a adotd-lo baseados nessa representagao, podendo relacionar os
conceitos de fun¢do e progressdo aritmética (PA).

Vale evidenciar que a habilidade de relacionar tais conceitos caracteriza algo
fundamental a ser perseguido pelo professor, no que diz respeito ao conhecimento
conceitual. A importancia deste conhecimento caracteristico de um estdgio
cognitivo do sujeito é sublinhada por Sierpinska (1994, p. 106) ao explicar que o
foco recai sobre a relagdo entre objetos particulares.

Por outro lado, todos os que usam a linguagem dos graficos podem ser
auxiliados por um ponto de vista intuitivo do fenémeno e, nem sempre, o aluno
consegue perceber as relagdes viabilizadas pelos graficos. Além disso, o auxilio de
propriedades intrinsecas de um grdfico pode representar uma fonte de incompreensoes
pois o grdfico constitui um sistema figurativo auto suficiente que ndo faz apelo ao
significado extrinseco. (FISCHBEIN , 1987, p. 162)

Nivel 3 Validagio — apresentacdo e organizagdo de esquemas/modelos
que visem a solugdo do problema. Aqui, os alunos organizados em grupos ou de
modo individual devem apresentar solug¢des que possam conduzir aos objetivos
solicitados e convencer com suas argumentagdes outros grupos.

Comentdrio. Introduzimos a notagdo conveniente, destacando que a
sequéncia x, = f(n)=a-n+b pode ser descrita por {a,;a,;...a,;.....; ou {a,} . -
Prevenimos que a precipitagdo em se adotar uma poderosa notagdo pode transformar
o problema numa rotina algoritmica semanticamente pobre. Por outro lado, neste
momento, a auséncia de linguagens operatdrias podem constituir um obstdculo a
aprendizagem dos alunos (BALACHEFF, 1988, p. 149).

Convém observar, ainda, que notagdes aparentemente semelhantes podem
inspirar intuig¢des distintas; por exemplo, a situagdo em que {a,;a,;d;;...a,;.....}
sugere a continuidade ininterrupta dos termos; mas, no caso da notagao
{a, },en scorremos o risco de estimular uma concepgio estatica do conceito de
sequéncias de numeros reais.

Outro elemento que pode ser identificado, apds se obter o termo geral
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a, =r-n+(a, —r), éainterpretagdo geométrica do coeficiente angular e do coeficiente
linear, algo pouco explorado pelos livros didéticos. Por este modo, enfraquecemos a
prética algoritmica usual de tratamento do termo geral. Nesse sentido, Fischbein (1999,
p- 52) lembra que um algoritmo pode ser aprendido por repeti¢do, pela prdtica; contudo,
o algoritmo envolve elementos mais complexos do que aparenta, destacadamente os de

natureza intuitiva. Sdo justamente estes elementos que exploramos na figura 7.

YA

a,=a,+n-1r=rn+a +r)

coeficients
angular

(@ +r)

coeficiente
linear

W

Figura 7: Interpretagdo geométrica do termo geral (elaboragio propria).

Quando  exploramos a  interpretagdo  geométrica do  termo
geral, podemos desenvolver a ideia de “interpolagdo geométrica dos
seus termos”. Por exemplo, se tomarmos a Figura 7, e tivermos que
{a, ; a, ;a,;a,}={1,?,?2,10}...10=14+(4—r<r=3, poderemos

encontrar a razao.

Y A

i1,a,)

S—

»
L

r=171 l . X

Figura 8: A nogdo de Interpolagdo geométrica dos termos de uma PA (elaboragao prépria).
Nesse caso, mudamos a forma tradicional, encontrada nos livros didaticos,
para a representacao de um problema de interpolagao que, frequentemente, sugere

o seguinte: (a, ; ; __; a,) oque ndo possibilita uma interpretagdo geométrica
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e dindmica desta nova nogao.

Nivel 4 Prova/validagao —apresentagao e formalizagdo do modelo matematico a ser
ensinado. Aqui, a didatica do professor determinara em que condigdes ocorrerd a aquisigao
de um novo saber. Além disso, todas as argumentagdes devem ser revistas e testadas, como
também identificados os elementos que podem causar maior incompreensao.

Comentario. Com uma formagdo sélida, para o professor de Matemadtica,
a atividade de prova e, subsequente demonstragdo, assumem espaco privilegiado
neste nivel se nos restringirmos a uma aula tradicional; convém lembrar, entretanto,
a diferenca entre os termos prova e demonstragao que, aparentemente, para muitos,
sao a mesma coisa.

Na tese de Pedemonte (2002, p. 15) encontramos a classificagdo dos esquemas
de prova matemdtica. Conforme a autora, os niveis caracterizados por alguns autores
discutidos em seu trabalho podem ser descritos como: esquemas de provas externas
de convencimento, esquemas de provas empiricas; esquemas de provas analiticas. A
hipétese levantada ¢ que para produzir uma demonstra¢do axiomdtica, o aluno deve
passar gradualmente por estes tipos de prova.

Além disso, quando se estabelece 0 momento de maior rigor e formalismo
(nivel 4, assumiremos a ideia de que o conhecimento matematico produzido
devera constituir uma teoria de fato e ser reconhecida como tal, isto é, aceita
numa comunidade cientifica que desconsidera a necessidade de buscar a origem
dos argumentos que utiliza; portanto, este momento é o da apresentagdo da
demonstra¢do matemdtica que se apdia sobre um corpo de conhecimentos fortemente
institucionalizados... os quais possuem a validade socialmente partilhada.
(BALACHEFF, 1984, apud, JOSHUA & DUPIN 1993, p. 291).

Nesse contexto, Douady (1984, p. 17) explica que o saber se difunde de modo
diverso entre os alunos. Oficializar certos conhecimentos, atribuindo-lhes um estatuto
de objeto matemdtico, é condigdo de homogeneizag¢do na classe.

Ainda no nivel 4, o professor podera estimular, passo a passo, a descoberta
dos teoremas (e contra exemplos) que enunciamos em seguida. Lembramos que
podem ser inventadas diversas demonstragdes para os teoremas que enunciamos na
figura 9; contudo, destacamos a magnifica abordagem encontrada na obra de Lages

(2004).
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Teorema, : O grafico de uma funcao afim € uma reta nao-vertical e, recip-
rocamente, dada uma reta vertical ao eixo Ox, obtemos uma dnica fungcao
afim, cujo grafico coincide com a tal reta.

Teorema, : Uma funcao afim leva uma PA numa PA e, reciprocamente, se
temos uma funcdo f(x) = ¥ que leva PA, esta deve ser afim.

Teorema, : A funcio inversa de uma funcdo do tipo f(x) = ax + b & afim.

Figura 9: Teoremas que permitem um aprofundamento a posteriori.

Neste tltimo nivel, o professor pode conduzir seu ensino segundo as orientacdes de
Lakatos (1978, p. 74), que classifica as provas matematicas em pré-formais, formais e pds-
formais.

Trabalhamos neste nivel, predominantemente, os aspectos formais e pds-
formais envolvidos em cada situagdo diddtica. Os teoremas da figura 10 podem
compor os conhecimentos relacionados ao que ele chama de pds-formais. Em relagao
a este tipo de conhecimento, Lakatos (1978, p. 79) explica que frequentemente os
estudantes de l6gica deparam com provas que verificam as vezes mais do que se espera
demonstrar.

Ele exemplifica o caso dos axiomas de -

Peano que satisfazem nao apenas a familia T S — 7

dos numeros naturais, mas também a outras SAIBA MAIS!
estruturas esquisitas. Finaliza afirmando que Obtenha mais informacdes sobre o matematico
este ultimo tipo de prova se relaciona com algum italiano Giuseppe Peano, acessando o site http://
tipo de incerteza por conta das possibilidades www.somatematica.com. br/biograf/peano.php

até entdo nao pensadas (LAKATOS, 1979, p. 69). pus—
Dessa maneira, deparamos um momento

didatico em que o mestre tem a oportunidade de generalizar as ideias abordadas e

relacionar determinadas ligagdes conceituais necessdrias para a caracterizagdo de um

novo conhecimento conceitual, possibilitando nova sequéncia de aprendizagem.
Para esclarecer melhor esta possibilidade e influenciando-nos nas

consideragdes de Lakatos (1976, p. 142), quando aconselhava a fuga do estilo

dedutivista de raizes euclidianas, orientamos no sentido de que, no final da

sequéncia de ensino anterior, o professor pode trabalhar propriedades e relagdes,

até o momento nao identificadas, nos quatro niveis anteriores.
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Nossa argumentagdo adquire sentido ante as seguintes indagagdes: podemos
afirmar, com arrimo do grafico mostrado na Figura 10, que temos uma funcgao

definida do eixo Ox para o eixo Oy, que leva uma PA numa PA?

ya 3.7} ya (8,31

oy PA on | PG

S

=
o

v ¥

Figura 10: Relagdes entre PA e PG (elaboragao proépria).

Com o amparo do grafico, podemos assinalar, ainda, que temos uma fungao
definida do eixo Oy para o eixo Ox. Que tipo de funcdo leva uma PA numa PA? Que
tipo de funcao leva uma PA numa PG? E no caso de uma progressdo geométrica?

Por outro lado, podemos generalizar o processo de obter arazdo da sequéncia,
com base nas representagdes geométricas. No processo de obtengdo, empregamos o
modelo de Indu¢do Matemdtica.

De fato, observando as figuras 11 e 12, temos que:

INDUCAQ

7 _ o an_an—1
T ()-(n-1)

Figura 11: Obtencao generalizada da féormula da razao.

Yo

A ferme e -

Ay fomrm e -

Ay |eemrmeem e .? :

a, H

a, b -
: >
1 2 3 4 sassitess N

Figura 12: Generalizagao do método geométrico de obter da razao (elaboragao propria).
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Finalmente, quando consideramos o Teorema, da Figura 10, podemos
passar a considerar a sequéncia {b,,b,,b,,.....} ={b,},.y que descreve a relagio
do gréfico acima do eixo Oy para o eixo Ox (Figura 13). Introduzindo esta nova
notagdo, temos entdo que b, =1; b, =2; b, =3. Podemos observar que {b,},cy

também deverd ser uma PA, em virtude deste teorema, de razdo r = % .

YA Y A
(an)ncN (bn)ncN
7
I ) PA?
e
r=3 I 1 3 ; r=1/3] ,x

Figura 13: Relagoes entre a inversa de uma P. A.
No proximo topico, apresentamos outra aplicagao da Tipologia das Situagdes

Didaticas formuladas por Brousseau ao conceito de Progressdes Geométricas —P. G.
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y 4
Exemplo e aplicacdes da Tipologia
I P I 4 das Situacdes Didaticas - TSD no
Ensino Médio: o caso das progressoes

geométricas — P. G.

OBJETIVO

. Descrever a aplicagdo da TSD ao con-

ceito de P. G

escolha do assunto relacionado a progressdes geométricas se deve as

colocagdes preocupantes de Lima (2001, 464), ao mencionar que ndo

¢ feita a conexdo entre P.G. e fungdo exponencial, nem sdo oferecidos
problemas ndo-artificiais que exibam situagoes de fato onde se poderiam usar P.G.’s ou
fungoes exponenciais.

O aspecto apontado por Lima diz respeito ao aprendizado de conceitos
desconectados, sem uma aparente relagao. No ambiente de formagao de professores,
suas consequéncias sdo mais nitidas, uma vez que, ao ser submetido a um ensino
estanque e compartimentalizado por parte dos seus formadores, de modo semelhante
o futuro professor reproduzird sua ag¢do docente.

Ao analisar a obra de Bonjorno & Giovanni, Lima (2001, p. 177) menciona

que:

Tal como acontecia nas progressdes aritméticas, a classificagdo das progressoes
geométricas € extravagante: uma progressdo ndo € crescente por ser uma
sequéncia crescente; é crescente, por definigdo, por ter ¢ >1 e g, >0 (ou
0<g e a,<0), e nio se faz nenhuma ligagdo com as nogdes de fungdo
crescente e decrescente, ja vistas no mesmo volume. [..] O termo geral ¢ apenas

conjecturado a partir de exemplos, e indevidamente generalizado.

Vejamos a organizagao dos niveis de ensino

Nivel 1 Situagdo de acdo — apresentacdo do problema ou de um teorema.

Neste nivel, o pesquisador-professor apresenta uma situagdo-problema para o aluno
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ou um grupo de alunos, que devem possuir meios de ataci-lo mesmo mediante a

aplicagao do conhecimento a ser ensinado.

Mo

J‘,7]'12,?F43.T:IJ‘*,?]JEJFJE'.T:IJ?,?].
.-;1,a]J2.us-r.{3.&3.-}:4&145.&.{&.&3.-}:?,&‘
-u,fr]'.|1J5b.|;3.5:|-i4,5;|JSJSbJﬁ.EJ-i?,:i].
Ji,4]'12,4r43,4;&4,4]'15,4PJ&.4:|J?,4].
o 1:3) 2:3) f3.3) (4,3) 45,3} 6,3) 7.3}
.u,zjJszb.l;:i.z:u.M,z]JSszJﬁ.zz.i?,zj.

41’1].‘2’1FJE'”J‘*’”.‘EJFJ&'”J?’”'

>
N

Figura 14: Situagdo geométrica relacionada ao problema de P. G (Elaboragao prépria)

Vamos assumir hipoteticamente a ideia de que o aluno escolhe e liga os
pontos (Figura 14): (1,2); (2,4); (3,8); (4,16); (5,32); .... Podemos, no entanto,
propor aos estudantes conjecturar o valor de (7,?)ou (12,?), ou ainda (50,7?).
Em operagdes deste tipo, podemos recorrer ao software Maple 10, e fornecer uma
grande listagem dos elementos da P.G. acima, descrita por a, =2", para n>0.

Nivel 2 Situacdo de Formulacdo — compreensdo e identificacdo das varidveis

envolvidas no problema. (Destinado a discussao e debate, envolvendo os elementos:

professor-alunos-saber).

Comentario. Neste nivel, a formulacdo e a adogdo da simbologia conveniente
podem ser estimuladas; lembrando que, segundo o modelo standard dos livros
didéticos, designamos uma sequéncia por (al;az;a3; ..... ;an;....). Em nosso caso,

conduzimos, por meio do diagrama da Figura (1), o aluno a realizar a ligagdo entre

a,= f(n) .=. (nf(n)) € R xR. Neste nivel, permanecemos explorando a “intuition
of”, entretanto, a atengdo recai paulatinamente sobre uma simbologia que remete ao
conceito, ao objeto. Aqui fazemos uso do processo mental chamado de comparagdo seletiva.

Nivel 3 Validacao/solucdo — apresentacdo e organizacdo de esquemas/

modelos que visem a solu¢do do problema. Aqui os alunos, organizados em grupos

de cinco, devem apresentar solu¢des que possam conduzir aos objetivos solicitados
e convencer com suas argumentagdes outros grupos (exploragdo da combinagdo
seletiva).

Comentario. Neste nivel, estabelecemos uma notagao. Vale esclarecer que,
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apesar da nota¢do (n,f(n)) ser pouco operacional, ela explicita a relagao funcional
onde a progressdo esta definida, como uma fun¢do do tipo f:N—R, o que
estimula a combinagdo seletiva. Por outro lado, Gondino (2004, p. 20) lembra que
uma das concepgdes comuns em muitos matemdticos, se caracteriza em considerar que
0 aluno deve adquirir primeiro as estruturas matemdticas fundamentais de forma
axiomdtica. Supde-se que, uma vez adquirida esta base, serd fdcil que o aluno por si
50 possa resolver aplicagdes e resolver exercicios.

Neste nivel, o licenciando e futuro professor de Matemadtica deveria saber
que a unica fun¢ao que pode apresentar a propriedade do conjunto (L2); (2,4);
(3,8); (4,16); (5,32); -... inicial escolhido € uma fung¢do exponencial. Uma fungdo
afim ou uma fungdo polinomial do 2° grau nao satisfazem esta propriedade.

Nivel 4Prova/demonstracao—apresentacao eformalizacado domodelo matematico
a ser ensinado. Aqui, a diddtica do professor determinard em que condigdes ocorrerd a
aquisi¢do de um novo saber. Além disso, todas as argumentagdes devem ser revistas e
testadas e identificados os elementos que podem causar maior incompreensao.

Comentario. Neste nivel, discutiremos de modo particular as afirmagdes e
detalharemos as argumentagdes fornecidas por Lima (2004, p. 183). A ideia, comumente
usada em Matematica, é preencher as lacunas. Nossa intengdo é fornecer indicagdes
do modo pelo qual o licenciando deve aprender a estudar Matematica pois, se ele
ndo consegue completar as lacunas de uma obra didatica que, em geral, sao muitas,
em virtude da economia e otimizagao do custo, ele nao aprende. Consequentemente,

ensinara de um modo restrito e deficitario. Apresentamos, entao, o primeiro teorema.

Teorema, Seja f:R—R" uma fungdo monotona e injetiva. As seguintes
afirmag¢dessaoequivalentes: (1) f(n-x) = (f(x))" paratodon € Z etodo x € R

;(2) f(x)=a" paratodo x € R, onde a =1(1);3) f(x+y)=f(x) f(y) para
quaisquer ¥, y € R.

Enunciamos um exemplo de teorema com o qual o aluno de graduagdo sen-
te dificuldades para compreender. A ideia é realizar o ciclo de equivaléncias
(1) = (2) = (3) = (1) Muitos teoremas da Matemadtica escolar podem ser consi-
derados dentro deste tipo de raciocinio. Curiosamente, esta formulagao é banida nos
livros-textos. Um exemplo disso, para ilustrar, é o caso de defini¢des formais equiva-
lentes do mesmo objeto matematico, que nomeamos como fungao injetora.

O Teorema, , porém, requer a utiliza¢do do seguinte lema.
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Lema :fixando o numero real positivo a#1, em todo intervalo de R*,

existe alguma poténcia a", com reQ

Demonstragdo: de acordo com o enunciado, vamos tomar um intervalo
qualquer [Oz,ﬁ] CR* , onde assumimos que 0 <« < (. A ideia deste teorema é

provar a existéncia de um certo a" € [a,ﬁ] .

¢ 2 R’
* L 1 >
O<a<p

Figura 15: Disposi¢do na reta

O primeiro caso, analisado por Lima (2004, p. 177), diz respeito a situagao
a,a >1. Assim, sabemos que o comportamento das poténcias de expoentes naturais
maiores do que 1 crescem de modo ilimitado. Assim, desde o inicio fornecemos um
1< a; mas temos trés possibilidades: (i) 1<a<a<f; (i) 1<a <a < ou (iii)

1<a < <a.Representamos a situagao abaixo.

ST I
—eF ] >
(i) oL B .
1 [ a 1 I
. [ . ] >
(i)
¢ P a r
= r |

Figura 16: Casos possiveis.
Em qualquer situagao, no entanto, sabemos por indugdo matemdtica, que:
l<a<a’ <a’ <.... <a'"<a" <. ¢ uma sequéncia de numeros reais
ilimitada superiormente. De fato, intuitivamente, vemos na Figura 3, no tépico

inicial, o comportamento de g(n) =3.2", onde a=2. Contudo, se consideramos

2
Ses (i), (i) ou (iii), existira um M, € Ntal que 0<l<a<f<a™ . Por

por exemplo a fungdo h(n) = [l] .

outro lado, vejamos que, desde o inicio, consideramos @ < [3++0< (3 —c. Por
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conseguinte, consideramos a seguinte fragao . Podemos inferir rapidamente

que:

00—«
M,

0<

, uma vez que tanto o numerador como o denominador
a

sdo maiores do que O; mas, se argumento que usamos ha pouco aplicado

—

para poténcias de —I—l] pode-se encontrar uma poténcia

n, €N tal que 1<a<[ ] . Assim, extraindo a raiz, segue que

1 1
O<1<a/ [ ]H0<a°~ A°<B—a+aM°.

Ou ainda:

1 M,
0< g ,(aﬁo _1)<ﬂ—0¢<—>0<(a A? —1)<ﬂ—o¢_ Observamos agora

MD
0 comportamento da expressao a %" . Com respeito ao seu expoente, Lima (2004,

p- 178) impde a seguinte condigdo — < M,=1< a/ <a™ . Portanto, temos
1,

m, 1 1
a % -(aA —-1)< a™ -(aA —1)<fB—a, assim, fazendo as contas,
m—+1 m

n

escrevemos 0<a " —a" <f—a; note-se, porém, que b—a ¢éa amplitude

do intervalo inicial [cv, ﬂ]C]R+. E fazendo variar as fragdes, com a condicao

m < 2 3 m ,
— < M,, poderemos obter os expoentes {0,—,—,—,....,—,M,}dos numeros

. n, n, n, n
ol ot o T g

0
}. Estes numeros sio o0s extremos de

.a
intervalos consecutivos, todos de comprimento menor do que a amplitude 3 —
(Figura 17).

12345 O m B R"‘
1 anarananar [ an ] aM

O<fi<a<p<a®

Figura 17: Situagao geométrica (elaboragio prépria)

Lembrando da condigdo inicial 0 <1 <a < 6 < a™ , segue que algum destes
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nimeros, digamos a%0 c [a, ﬁ] Para um leitor curioso, sugerimos a comparagao
entre o texto da demonstragdo deste lema, que ocupa menos de 15 linhas; sem
mencionar que Lima (2004, p. 178) deixa os casos: (a) @, <1; (b) a<1<a e (c)
a <1<« acargo do leitor.

Uma tarefa desta natureza, para um licenciando em Matemadtica, ¢ mais

3x7y
)x2+)72

saber que serd ministrado efetivamente na escola; mas, vejamos o proximo teorema.

importante do que calcular Lim, ,, . Afinal, tal tarefa envolve um

Na sequéncia,  Lima demonstra a implicagdo mais dificil

(1)—>(2), usando este lema. De fato, admitindo (1), ou seja,

f(nx):(f(x))n, tomamos r:ﬁ(mEZenEN).‘.n-r:m. Assim, temos
n

1)

() = Sn-r-)= fm-)= 12"
Obtemos entdo: "

(f(rx))n = f(x)" & f(r-x)= f(x); = f(x)" . Lima na sequéncia comenta
que, quando colocamos f(1)=a, escrevemos: f(r-1)=f(1)’ =a", para todo
r€Q, o que verifica a propriedade desejada em Q.

Para completar a demonstragdo de que (1) — (2) , suponhamos, a fim de fixar
as ideias, que f seja crescente, logo 1= f(0)< f(1)=a. Admitamos, por absurdo,
que exista um x €R tal que f(x)=a" . Digamos, por exemplo, que seja f(x)<a”
(LIMA, 2001, p. 184).

Assim, considerando o intervalo [ f(x),a" | e empregando o mesmo raciocinio

que o lema anterior, encontramos * € Q tal que:

a €[f(x),a’]« f(x)<a" <a®. Mas desde que a fungdo ¢é crescente,
e tendo que f(x)< a = f(r)<>x<r. Por outro lado, desde que a <a*
e lembrando que 1<a, devemos ter que r <x. Esta contradigio prova que
(1) — (2) . Ele finaliza dizendo que as implicagdes (2) = (3) = (1) sao Obvias.

De fato, , admitindo a condigdo f(x)=a" para todo x € R (2), de imediato,
teremos f(x+ y)=a""" =a"-a’ = f(x)- f(¥), o que demonstra a condigio (3).

Passamos a apresentar o segundo teorema.

Teorema, :Seja g : R — R* uma fungdo monétona e injetiva tal que, para
g(x +h)—g(x)

g(x)
g

x,h € R quaisquer, o acréscimo relativo depende apenas

X

de h, mas ndo de x. Entdo, se b = g(0)c R e a = ,tem-se g(x)=b-a

paratodo x €R
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Apds apresentar e demonstrar o teorema 2, Lima (2004, p. 185) considera
um PA. {x,},.y, de razio h, ou seja, ¥,,, =%, =h, com n € N. Entdo, os valores
{f(x,)},cn » segundo Lima, formam uma P.G.

De fato, observamos que:

F0) _f0) o)

—_— == e = ou ainda,

fx)  f(x) £(x,)

b-a* b-a” b-a™"
= e T =..=, que equivale a (com b=0) ,
b-a b-a b-a
h - - w1 X = — h
a'=a"" " =g =....=a"" ™" =.... Portanto, de razio g=a , lembrando que

h é a razao da PA.

Teorema, : Seja f : R — R* uma fun¢do mondtona injetiva que transforma

toda progressdo aritmética {X,},.y numa progressio geométrica {y,},cx

. f (1
onde y, =f(x;) para i €N. Se pusermos b =f(0) e a = L, teremos

f(0)
que f(x)=b-a* paratodo X €R

Apos descrever brevemente suas hipdteses, Lima (2004, p. 186) toma x € R
um elemento fixo, mas arbitrdrio e admite que os termos (x,0,—x) formam uma
PA. Por defini¢do, porém, temos: 0 —x = —x —(0) = —x = (raz®o) . Assim, tal PA.

€ levada por hipétese em uma P. G. Assim, temos a P. G. (g(x), g(0), g(—x)) -

Se esta ultima sequéncia, no entanto, é uma P.G., devemos ter a condicao

ﬂz—g(_x) =g (cte), mas isto equivale a 8(=x) :& onde g ¢ uma
o) gy ) mas e e 50 g

N I f(x) : f(0)
funcdo definida inicialmente por xX)=—=. ssim, 0)=——==1

¢ 1 i te por g(¥) 0) A 8(0) 0)
g(_x):%:@(x)) :

Na sequéncia, Lima considera a sequéncia (O,x,2x,3x,4x, ,,,,, ,nx,.,..)
uma PA. Assim, por hip(')tese, teremos a PG. descrita por
(g(O),g(x),g(2x),g(3x),g(4x), ,,,,, ,g(nx),,,_,) é uma progressdo geométrica, cuja

razdoevidentementeé g(x) (LIMA,2004, p.186). Osentimentodeevidénciamatemdtica
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para o matematico é bem diferente do sentimento de evidéncia de um licenciando.

8(x) _ 8(2%) _ g(3x) _8((n+1x)

Assim, verificamos que g(x)= =..... e L= .

80) gl g(2%) 8(nx)

visto que g(0)=1.
Mais adiante, ele afirma que g(n-x):(g(x))n para ne€N; mas o

licenciando precisa verificar esta propriedade por indugdo. De fato, temos que

g(x)= & — g(x)=4(0)- g(x)=1-g(x)= g(x)l Escrevemos em seguida que
8(0)
M = M — g(2x)= ( g(x))2 . Assim, continuamos nossa argumentagao, usando
8(0) &)
8(2%) _ g(3%) g(2%) g(2%) _ (8(x) - (g()
a igualdade = — g(3x)= = , segue
8lx)  g(2x) 8(%) 8(%)
que g(3x)= (g(x))3 . Assumindo a hipédtese de indugdo, temos: g(n-x)= (g(x))n
1
, entretanto, para verificar o préximo passo, observamos que g(x)= w .
g(nx

Segue que: 8(1%) 9(¥)=((¢())' ) 8 =(8)"" Na sequéncia, Lima
(2004, p. 186), usando a igualdade 8(=x)= (g(x))_l verifica a propriedade para
valoresem 7€ Z ¢ x €R | O teorema 3 ¢ essencial para o conhecimento do futuro
professor. Ele nos diz que a inica funcdo que leva uma P A. numa P.G. é uma fungao
exponencial do tipo f(¥)=b- a”; como também vale lembrar que a unica fungao
quelevaumaPA.numaP. A. ¢ dotipo f(¥) = ax + b Esse conhecimento conceitual
que relaciona modelos e objetos da Matematica deveria ser natural na formacao de
um professor. Por outro lado, se ele adquire um conhecimento fragmentado e sem

conexao, o mesmo ocorrera na sala de aula durante a sua regéncia.

Por fim, salientamos que, embora o ultimo nivel previsto na sequéncia de
ensino proposta por Brousseau referencie um saber nem sempre discutido no
ambiente escolar, todavia, o professor deve conhecé-lo a ponto de modificé-lo a

adapta-lo ao nivel de sua clientela.
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ATIVIDADES DE APROFUNDAMENTO

1) Descreva uma situagao de agao, formulagao, validagao e institucionalizagao
para o conceito de fungao e para o conceito de fungao injetora.

2) Descreva uma situagao de agdo, formulagao, validagao e institucionalizagdo
para o conceito de fungdo logaritma e para o conceito de fung¢ao exponencial.

3) Analise os momentos de ag¢ao, formulagao, validagao e institucionalizagao
discutidos no livro de Didatica da Matemdtica e execute o mesmo
procedimento com respeito ao conceito de Matrizes e suas propriedades.

4) Analise os momentos de ac¢do, formulacdo, validacdo e institucionalizagdo
discutidos na apostila de Didatica da Matemadtica e execute o mesmo
procedimento comrespeitoao conceito de Determinantes e suas propriedades.

5) Analise os momentos de agdo, formulagao, validagao e institucionalizagao
discutidos na apostila de Diddtica da Matemadtica e execute o mesmo
procedimento com respeito ao conceito de Numeros complexos e suas
propriedades.
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Tipologia das Situagdes Didaticas
no ensino de Matematica

Ola, aluno (a)!

Nesta aula, iremos estudar algumas situacdes didaticas que estdo diretamente
relacionadas ao ensino da matematica. Vocé deve refletir sobre elas e quais suas
implicacdes dentro do processo de ensino e aprendizagem da matematica.

Objetivo

e Conhecer as técnicas, visdes e situagdes didaticas relacionadas ao ensino e

aprendizagem da matematica
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= Que metodologia de ensino
T PI 1 empregar

OBJETIVO
. Descrever perspectivas diferenciadas

para o ensino de Matematica

as aulas anteriores, discutimos as nog¢des mais importantes

formuladas por Guy Brousseau e as aplicamos a determinados

conteudos especificos. Nesse momento, algumas questdes sao

sempre abordadas e relacionadas de modo intimo a tal discussdo. Uma delas nos

parece recorrente e, geralmente, merece atengdo das pessoas, mesmo aquelas que

ndo sdo especialistas na drea de ensino/aprendizagem em Matematica, é a que se
refere a metodologia do ensino.

Segundo Polya (1973, p. 1), o professor

= deve

—

SAIBA MAIS!

Auxiliar o estudante. Essa é uma das maiores tarefas

do professor. Esta tarefa ndo ¢ uma das mais faceis,

No campo das matematicas - assim entendidos . - ~ o
pois demanda tempo, pratica, devogdo e principios

os varios saberes que a disciplina engloba -, definidos. O estudante deve adquirir experiéncia e
esse trabalho vem avancando e o francés Guy trabalho independente tanto quanto possivel. Todavia,
Brousseau é um dos responsaveis por isso. Mais se o mesmo for deixado sozinho com seu problema,

informagdes no site sem auxilio ou apoio insuficiente, ele podera nao

http://educarparacrescer.abril.com.br/ manifestar progresso algum. Mas se o professor

) auxiliar demais, nada restard para o estudante.
aprendizagem/guy-brousseau-473927.shtml

L No caso da Matemadtica, encontramos com
facilidade concepgdes fundamentadas no senso

comum, dando conta da possibilidade da existéncia de uma metodologia do ensino
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que funciona ou ¢é aplicdvel a todos os contetidos. Para o professor de Matemdtica
em formagdo, deve ficar claro que: ndo existe uma proposta metodologica que
viabilize qualquer contetido de Matematica a todos!

Destacamos que a concepgdo de Brousseau apresenta um avango sem precedentes,
uma vez que ela foi gerada a partir da sistematizagao de atividades em campo. A testagem
operacional e dos dados obtidos diretamente no ensino do professor francés Brousseau,
todavia, apresenta a mesma proposta de outros ensinos e se manifesta em um campo de
aplicagdo eminentemente que contempla o ensino fundamental.

Por outro lado, mno que diz respeito a
desinformagao de algumas pessoas quanto a
possibilidade da existéncia de uma metodologia

Unica para o ensino, isso pode se agravar de

modo considerdvel quando compreendemos as

Nao podemos esperar que a mesma estratégia que

colocagdes de Lima (2001, p. 462), esse caracteriza funciona para aprendizagem da multiplicagio

o habito do professor, ao declarar que: sirva de modo perfeito para a aprendizagem em

O livro didatico ¢ o instrumento essencial Geometria Analitica, ou a mesma estratégia de
utilizado pelo professor para realizar o seu trabalho. ensino para fragdes seja perfeita para o ensino de
Dele sdo tiradas as listas de exercicios, ¢ nele que fungdes logaritmicas.

estdo as defini¢bes, os exemplos, as observagoes, pEE T  — —E T

as demonstragdes € a linguagem a ser usada na
comunicag¢do com a classe.

A referéncia destacada pelo autor diz respeito a lacuna académica no ambiente de
formagao do futuro professor de Matematica, no que se refere as concepgdes de ensino de sua
matéria. Concepgdes a respeito de um saber que nao conseguimos discernir com clareza se
distanciados da pratica e de situagdes vivenciadas com o outro em torno do saber matemdtico.

Retomando as colocagdes de Lima (2001), extraimos uma preocupante consequéncia:
na ocasido em que o futuro professor, egresso em uma IES, ndo manifeste em sua formagao,
de modo substancial, nogdes e teorias acerca de ‘propostas metodolégicas” de ensino em
Matematica, sua principal proposta a ser adotada se constitui a partir do livro didético.

Como consequéncia disso, concluimos que sua metodologia
sera a do proprio livro diddtico. Mas essa estratégia metodologica
envolve varios riscos. A primeira ¢é que, geralmente, o modo de
apresentagao dos livros diddticos gira em torno da seguinte estrutura:
defini¢do matematica = teoremas = exercicios de aplicagdo = definicao....

A ideia, pelo menos no ambiente académico de formagao, é que, uma vez submetido
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a este tratamento, o aluno sem duvida aprendera o contetudo.

Mas antes de discutirmos de modo pormenorizado as limitagdes desse modo
‘linear de aprendizagem’, salientamos outro entrave, observado ainda no ambito
da formagdo de professores. Para exemplificar, sugerimos retomar a figura insigne
de nosso jovem professor ficticio que nominamos de Pierre Laurisse. No decorrer
de sua formagdo, o mesmo aprendeu tudo sobre trigonometria, entretanto, sua
aprendizagem se restringiu ao aspecto légico-formal da teoria. Entretanto, numa
ocasido qualquer, Pierre Laurisse recebeu uma oferta irrecusavel de lecionar em uma
enorme escola e que, pelos comentdrios, remunerava muito bem os profissionais.
Mas o coordenador de area, responsavel pela sua inser¢ao em sala de aula, destacou
que Pierre contava apenas com uma semana até o inicio de suas aulas. Para o
professor, aquela noticia foi um verdadeiro choque, além de nao dispor de muito
tempo para preparar suas aulas de trigonometria, sentiu pela primeira vez a pressao
de desenvolver uma argumentacao que possibilitasse a compreensdo do outro, do
estudante. Sem mencionar que, em determinadas ocasides, no dmbito psicolégico
pessoal, ele préprio ainda ndo se via como professor, e sim como um aluno. Na
fase final do episédio delicado vivenciado de modo ficticio também por nosso
personagem, ele se depara com outro problema.

De fato, Pierre sente que domina todo aquele contetido, entretanto, como
mediar o saber relativo em sala de aula? Como adotar um tempo diddtico que
proporcione o tempo de aprendizagem para todos? Como desenvolver mecanismos
que despertem o interesse e atengdo constante dos seus futuros alunos? Adotar para
cada turma uma metodologia diferente ou repetir a mesma coisa em todas as turmas?

Reconhecidamente, esses ultimos questionamentos podem ser respondidos
de modo simplista apenas na opinido de quem carrega consigo uma bagagem muito
limitada de Matematica ou para aqueles que nunca vivenciaram uma situagdo como
esta corriqueira para o professor em formagao. De modo sistematico, apresentamos uma

figura abaixo que delineia bem os momentos e fases enfrentadas por Pierre Laurisse.

METODOLOGIA.

Explicar para || Explicar para Operacionalizar
51 mesmo o outro = a estratégia

Figura 1: Fases da evolugao de um dominio de contetido

Trigonometria
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Note que destacamos uma interrogacdo no estagio final do processo. Ademais,
tais fases nao se sucedem de modo suficientemente préximos no ambiente de formagao.
Nesse sentido, encontramos cursos de formagao em que o aluno estuda um contetudo
de Matematica do ensino escolar, depois de varios semestres, discute algo relacionado
a uma metodologia, de modo geral, ndo particular e que considere a especificidade de
cada contetido escolar e, quase no final do curso, se familiariza com a realidade escolar,
mas desconsiderando as influéncias da aprendizagem daquele mesmo contetido.

Nesse momento, gostariamos de destacar o nosso desconhecimento relativo ao
qual pessoas acreditam que alunos em formagado conseguem se apropriar de teorias
generalistas que envolvem ideias distanciadas da realidade, relacionadas a Ciéncia,
e que estes mesmos estudantes, algum dia, efetivardo a operacionalizagdo, ao longo
de sua evolugdo profissional, destas ideias e teorias em sala de aula. Na Figura 1,

ja se pode prever algumas dificuldades na efetivacao de uma teoria metodolégica

cunhada especificamente para o ensino de Matematica, o que dizer sobre ‘teorias
metodoldgicas generalistas’ concebidas em outras dreas do conhecimento. Nesse
sentido, os autores Furkotter & Morelatti (2007 p. 230) salientam sua importancia

quando se reportam ao periodo do estdgio supervisionado e sublinham:

Dessa forma, estd vinculado a um projeto, avaliado conjuntamente pela escola de
formagao inicial e as escolas campo de estdgio, com objetivos e tarefas claras e com
as duas institui¢des assumindo responsabilidades e se auxiliando mutuamente.
As atividades envolvem construgdo de proposta metodolégica para contetdos
tematicos escolhidos pelos licenciandos, aplicagao, avaliagdo e retomada dos
mesmos, levando em conta as caracteristicas dos alunos do ensino fundamental
e médio, as necessidades da sociedade atual e os principios e objetivos do projeto

politico pedagdgico da escola.

A discussdo que trazemos nesta aula é antiga, entretanto, nos dias atuais,
ainda nos deparamos com problemas que se inserem justamente no mesmo
assunto. Para tanto, na Figura 2, trazemos uma questdo exigida no ENADE/2008.
Seu conteudo explora um objeto matematico que vai se tornando, ou pelo menos
deveria se tornar, familiar ao professor de Matematica, a partir de iniimeros pontos

de vista.
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Questao 34

Observe a seguinte atividade de construghes geométricas.
O Construir um tridngulo ﬁ/B\C“qualquer.

5 N iy
Tracar a bissetriz do angulo BAC e, em seguida, a bissetriz do angulo ABC.

O
O Marcar o ponto de encontro dessas duas bissetrizes.
]

” P
Tracar a bissetriz do angulo ACB.
0 que vocé observa?

Sera que, se vocé recomegar a construcio a partir de outro triagngulo, chegara
a mesma observacio?

O uso de um software de geometria dindmica na execugao dessa atividade e de outras
similares

@ pode mostrar que o estudo das construcbes com régua e compasso €
desnecessario.

@ dispensa a demonstracao dos resultados encontrados pelos alunos.

@ prejudica o desenvolvimento do raciocinio légico-dedutivo.

ﬂ dificulta o desenvolvimento do pensamento geomeétrico.

(@ pode contribuir para a elaboracioe de conjecturas pelos alunos,
Figura 2: Questao proposta pelo ENADE/2008.

Desde que o foco principal é a Geometria Plana, questionamos se, no
decorrer do periodo de formagdo, o licenciando adquire conhecimento, em uma
Unica disciplina, para formular estratégias de solugdo para o problema proposto?
Nossa posigao ¢é de total descrédito, ou seja, dificilmente um licenciando adquire
perspectivas diferenciadas em relagio ao mesmo conteido no sentido de lhe
fornecer subsidios para lidar com situagdes concretas em sala de aula.

Nosso ponto de vista, inicialmente, observa que o professor estuda Geometria
Plana e, numa parte do estudo, familiariza-se com ‘constru¢des geométricas’. Ja
vimos que, no momento inicial, sua preocupagao é o ‘saber para si’. Num segundo
momento, apés um periodo de amadurecimento daquele contetido, ao longo da
formagdo académica, podemos ‘prevé uma preparagdo que deverd instigar neste

sujeito o ‘saber para explicar/convencer’.

AULA 6 ‘ TOPICO1‘ 131




Infelizmente, a histéria nao termina nesta fase, visto que, numa determinada
altura de desenvolvimento do curso, o académico deve ter contato com algum
software matemdtico, afinal falamos de um ensino de Matematica que tenha de
fato ultrapassado a fase do Paleolitico. E existem varios softwares que possibilitam
a exploragdo de ‘construgdes geométricas’. Assim, num terceiro momento, o
estudante deverd familiarizar-se com a sintaxe do software, suas potencialidades
e aplicagdes, so6 entdo é que se pode falar na compreensdo e limitagdo deste
proprio software como instrumento tecnologico, para a explicagdo de uma teoria
dentro da Geometria Plana. Na ultima fase é que o professor tera condigdes de
explorar, de modo concomitante em sua aula, o aparato axiomadtico formal das
construgdes geométricas com o recurso tecnolégico, comparando-os e identificando
possibilidades e limitagoes.

De modo resumido, apresentamos as fases simplificadas na sequéncia
que caracterizam, no decorrer do periodo de formagao, as mudangas sofridas na
perspectiva de um professor, com respeito ao mesmo conteudo matematico, até a

etapa final que se consubstancia de fato com o ensino.

Pericdo de formagio -

Metodologia
CDHSI:I.'IJ‘;_:}E'S Saber o SHET PR Conhecimento '?FHH'EMS e
Geomeétricas e explicar/convencer do software limitagoes do
-GEOMETRIA- Pa o outre software
Metodologia

Figura 3: Fases e mudangas que ocorrem durante a formagao do professor.

Conforme ja anteriormente citado, a transicdo individual que deve
sofrer o futuro professor de Matemdtica, no que diz respeito ao dominio de um
‘conhecimento para si’, seguindo na dire¢do de um ‘conhecimento para explicar/
convencer’, o aprendiz pode exigir um longo periodo de tempo. Aos olhos de um
leigo, que nunca necessitou aprender um contetido como Numeros Complexos ou
Geometria Espacial com vistas ao ensino, tudo pode parecer facil e rapidamente

operacionalizado num unico momento, ou melhor, dizendo, numa tnica disciplina.
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O tipo acima de questao presente no ENADE/2008 nao ¢é tnico. Neste exame e
em outros (ENADE/2005), identificamos outras situagdes-problema, contextualizadas
e que exigem um conhecimento situacional, tacito do professor, relacionado ao saber
mobilizado pelo trinémio aluno — saber matemdtico — professor . O que se constata,
na maioria dos casos relativos aos quadros de formagdo de professores, ¢ a preparagao
propedéutica e generalista relativa a conteidos que envolvem teorias gerais e que no
final das contas, tudo ficara a cargo do futuro professor, equacionar, relacionar, interligar
e sistematizar aquelas ideias que poderiam lhe auxiliar em sala de aula.

Nesse sentido, sdo ilustrativas as colocagdes de Blanco (2003, p. 66) quando alerta que:

Da mesma forma, o fato de conceituar o conhecimento do professor de
Matemdtica como situado leva-nos a considerar o conhecimento que existe
na mente dos professores e as situagdes nas quais ele ¢ adquirido e usado,
assumindo, assim, que o conhecimento é insepardvel dos contextos e das
atividades nos quais se desenvolve. Isso nos permite afirmar que o contexto
em que uma atividade realiza-se é uma parte integral da atividade e esta ¢,
também, parte integral da aprendizagem que acontece no contexto. A ideia que
consideramos chave e que pode ser deduzida de tudo o que foi dito acima é que

o conhecimento deveria ser aprendido em contextos que sejam significativos.

No excerto acima, a professora da Universidade de Sevililha, Maria Mercedes
Garcia Blanco, destaca com veeméncia o cardter ‘situacional do conhecimento do
professor de Matemadtica’. Esse conhecimento possibilitara a efetivagao de uma agao
didatico-metodolégica mais ou menos eficiente em sala de aula.

Aqui fazemos questao de destacar com énfase ‘a sala de aula’, pois sera nesse
contexto que o futuro professor necessitara mobilizar seus conhecimentos, sejam
eles pedagdgicos, sejam os conhecimentos especificos. E relevante pontuar, ainda, que
¢ nesse ambiente que presenciaremos a testagem de sua metodologia e que ndo

pode ser unica e ditada pelos livros didaticos.
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y
As incongruéncias na area
do ensino de Matematica

OBJETIVO
. Evidenciar aspectos limitados e
contraditérios em determinadas visdes de

ensino de Matematica

este topico, continuaremos a discutir algumas questdes relacionadas

ao ensino de Matemadtica. Mas antes de apresentarmos de fato

nossa argumentagao com a intengdo precipua de evidenciar
aspectos limitados e contraditérios em determinadas visdes de ensino de Matematica,
acreditamos na conveniéncia de abordar algumas ideias comungadas por Machado
(2002, p. 33). Esse autor, no inicio do seu livro, chama a aten¢do com relagdo ao fato
de que o tratamento matematico de um tema ndo se limita apenas a reapresentagao
do mesmo em linguagem matematica, nem transforma automaticamente este tema em
Matematica.

Em seguida, com a intengdo de ilustrar esse ponto de vista, o professor da
Universidade de Sdo Paulo, Nilson José Machado, discute a Teoria Axiomdtica
dos Fantasmas. Ele recorda que, originalmente, a mencionada teoria ¢ discutida
pelo filésofo argentino Mdrio Bunge. De qualquer forma, para iniciar de modo
sistematico a nossa teoria, vamos admitir como usualmente o fazemos em Geometria
Plana, por exemplo, a adogdo de algumas nogdes primeiras ou nogdes primitivas.
Assim, consideramos:

U = {conjunto de fantasmas}; E := {energia fantasmal ou fantasmag rica}
d = {densidade ectoplasmatica} ; t = {idade do fantasma} ;

N := {0 numero de perversidades realizadas pelo fantasma até o tempo t}.
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Conforme acima, quando escrevemos a simbologia :=, significa que estamos

efinindo algo no sentido matemadtico. Agora, apés definirmos formalmente tais

Axioma, : Para todo fantasma x €U, a energia deste fantasma x

¢ diretamente proporcional a densidade do ectoplasma de x €U e

inversamente proporcional a sua idade.

. . d
Simbolicamente, temos: E,,.... =k, o onde (t>0ek, =cte)

()("ﬁPQ primiﬁvzc enunciaremaos Z]glan axiomas ou 11’){)(‘]‘1[]{7({()(‘ QPgnem q'l]P'

Axioma, : Para todo fantasma x €U , a energia deste fantasma x, a
densidade do ectoplasma de x é uma fungao polinomial do 1° grau do
numero de perversidades que o fantasmajé realizou. Simbolicamente,
=k, N +d,

€SCrevemos: ddensidade perversidades

Note que ja estamos admitindo que o ‘fantasma’ ja possui uma densidade ecto-

plasmatica inicial d,, relativo ao nimero de perversidades, com k, = cte .

Axioma,: Para todo fantasma x €U, o numero médio de

perversidades realizadas até o tempo ‘t’ é constante. Simbolicamente

escrevemos N, =k,, onde k,=cte. Assim, para um tempo

qualquer, o numero de perversidades realizadas dependera de

k, =cte, escrevemos N =k, -t

Na sequéncia, Machado (2002, p. 35) extrai os seguintes teoremas, fazendo

algumas modificagdes.
Demonstracao: A partir dos axiomas Axioma, e Axiomd,, escrevemos:

(iensidaae) 7 k (k- NPWfsidadeS +dy) k -k, -(N) + k, -d, —

Efantasma - kl ’ ¢ 1 ¢ ¢ ¢

k -k, -(k;-t) k-d ok -k, -(k;,-1) k-d k, -d
:12(3)+10;12(3)+lo:k1'k2'k3+1t0'

t t 1 t

d
Portanto, temos que £ uaema = K1 - K,k + K TO .

Demonstracdo: Dado um fantasma x €U, pelo teorema anterior,

d
sua energia fantasmal é descrita por Efa,,msma:kl'kz'k3+kl'70, mas
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se tencionarmos saber como serd sua existéncia num tempo bem

mais no futuro, fazemos como no Calculo t— 400, assim temos
. . d
lim,_ (Efantasma () =lim,_ , [k -k, -k, + kK TO] =k -k, -k, +0=k -k, -k, =cte

Assim, o fantasma sempre permanecerd nas sombras, aprontando suas perversidades
até o dia do julgamento final. Observe que , nesse caso, desconsideramos o “Gasparzi-
nho”, personagem de desenhos animados que é um fantasma camarada e por isso nao faz
perversidades N := 0 . Na sequéncia, Machado (2002, p. 35) questiona o leitor:

A partir de uma teoria assim apresentada, rapidamente muitos proble-
mas podem ser formulados, ora sendo dados os valores de t, d e N e pe-
dido o valor de N. Pode-se pedir, ainda, a partir de condigdes iniciais
bem definidas, o valor da energia fantasmal do infinito, bem como o
gréafico de E em fung¢do do tempo t, e outras tecnicidades mais.

As consideragdes de Machado (2002) servem de argumentagao que contraria aque-
le professor que tem profunda certeza de que, lendo todos aqueles teoremas, ocorrera
aprendizagem, ou conhecendo bem todo o formalismo, a compreensao estara garanti-
da. Como ja mencionamos nas aulas passadas, os fenomenos relacionados a aprendiza-
gem pertencem a um universo bem mais amplo do que o da propria Matematica.

Entretanto, Machado provoca reflexdes interessantes, no que concerne a preocupa-
¢do didatico-metodoldgica do professor. Interpretamos sua contribuicdo essencial no
sentido de se compreender algumas incongruéncias no ensino de Matematica. Uma de-
las diz respeito a crenga que atribuimos ao modelo matemadtico formal.

De acordo com o ja citado antes, um modelo matemdtico formal, por si s6, nao
consegue produzir uma aprendizagem. O progresso do conhecimento do aprendiz
ocorrera na medida em que o professor opte por uma metodologia adequada. E para
piorar a situa¢do de modo considerdvel, recordamos que nao existe uma tinica me-
todologia para o ensino de Matemadtica, pois, cada contetido matematico determina
uma especificidade e, assim, nem sempre podemos empregar o mesmo principio me-
todol6gico para todos os topicos. Mas vejamos alguns exemplos:

Problema, : Vamos supor que

4% =5:5%2 =6;6" =7;7*=8; .. ;127" =128 . Quanto vale
XXy Xyt Xyp3 " Xppy =7

Problema, : Um circulo de centro (0,k), com k>0, é tangente as retas y = X
e y=—x e y=06. Encontrar o raio do circulo.

Problemay, : O que é descrito no plano pela seguinte equagio (x + Yy =x"+y"2

Problema, : A fungdo polinomial f(x)= x"+ax’ +bx’+cx+d, com co-
eficientes reais a,b,c,d € R, tais que f(2i)=0 e f(2+i)=0 . Estimar o valor de
at+b+ct+d=2
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Solugio: (Problema, :) Temos por hipétese que
4% =5;52 =6;6" =7;7*=8; ... ;127 =128 . Mas observamos
que podemos decompor 128 = 2 = \/W = 47/2 , como uma simples
propriedade com poténcias racionais. Por outro lado, observamos que
128 = 127" =(127)" = (126" )’
128 = (126)™* = (125" )™

12:

' =126">™*  De modo semelhante, obtemos:

X9y X 03X . ,
= (125) 2B Qucessivamente, concluimos:

4% =128 =127" =126 = =410 nTa 0 Agsim, temos 0
7
seguinte valor x, - x, -x,-...... Xipy Xy = —

Notamos que podemos identificar outro padrdo algébrico no
Problemal , basta notar que a partir da expressao desejada, temos:
125 X150 = (log, 5)- (log, 6)- (log, 7)-+--(log,,127)- (log,,, 128) . E
usando outras propriedades da fungdo logaritmica, inferimos:

(log4 5) . (log5 6) . (log6 7) ----- (log126 127) . (log127 128) =
__log5 log6 log7 logl27 logl28 log,128 log2’ 7-log2 7
log4 log5 log6 logl26 logl27  log,4  log2® 2-log2 2

Solugdo: (Problema, :) Nesse problema, o desenho ou figura, elaborado
pelo estudante com o auxilio comedido do professor, é essencial como guia para o
raciocinio. Nesse caso, denotamos por ‘O’ o centro do plano cartesiano e designamos
por P o centro da circunferéncia investigada. O raio do centro a um ponto qualquer
de tangéncia com a reta y =% forma um tridngulo retangulo de hipotenusa OP .
Esse triangulo, entretanto, apds instigar alguma conjetura nos alunos, o professor
deverd conduzir seus estudantes a perceberem que o referido tridngulo serd
isosceles, e assim possui um angulo de 45° graus com o eixo Oy. Assim, escrevemos:
cateto oposto  r V2 1 2=
= =—=—=<>rv2=r+6. Portanto, teremos
hipotenusa r+6 2 V2

6
rx/z—r=6<—>r=—=6\/§—|—6.
que \/5_1

Por outro lado, ao observar a interpretagdo do problema segundo a Figura

sen(45”) =

4-11, notamos que areta y = —X intersecta o circulonareta y = 6, nos pontos M e
K, respectivamente a reta y = & intersecta o circulo e areta y = 6 nos pontos N e
L. Assim, segundo observamos na figura , consideramos que o quadrildtero PMON
possui quatro angulos retos e que MP = PN , portanto, PMON ¢ um quadrado.

Além disso, concluimos que MK = KJ =6 €, assim, temos K_O = 6\/5 . Segue que
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r=MO= MK +KO=6~+62 .

y Y A

i

Figura 4: Possiveis formas de interpretar o problema.

No que diz respeito ao Problema,, notamos que dispomos da
seguinte identidade (¥ + y)2 =x"+ yz . O aluno, ao comparar a mesma com a
identidade, (x+ y)’ =" +2xy+ poderd conjecturar que nio pode existir
resposta alguma, devido a uma flagrante contradi¢do para a formulagdo do
desenvolvimento do termo (r+ y)*. Entretanto, podemos observar que
x4y =x"4+y ox+2y+y =x"+y o2xy=0cx-y=0. Para
divisar o comportamento desta relagio, notamos que para ¥ =0 e y €R temos o

eixo das ordenadas, e para y =0 e X € R temos o eixo das abcissas.

Y4,

105

£l

4.1

Figura 5: Lugar geométrico de x.y
Por fim, no Problema,, a estratégia a ser empregada necessita do
conhecimento de algum teorema sobre fungdes polinomiais. Nesse caso,

como sabemos que f(2i{)=0 e f(2+i)=0, por teorema, seus conjugados
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f(—2i)=0ef(2—i)=0 possuem a mesma propriedade. Assim, escrevemos
F(x) = (0 — 2i)(x + 2i)(x — (20))(x + (2 — 1) = (¢* + 4)(x* —4x +5) =

=x"—4x’ +9x* —16x+20=x" +ax’ +bx’ +cx+d . A partir
de uma propriedade das fungdes polinomiais, por consequéncia:
at+tb+tc+d=—-4+9-16+20=9.

Por outro lado, podemos escrever f(x) = (x — 2i)(x + 2i)(x — (20))(x + ((2 —1))
em virtude de um teorema, para Vx € R. Notamos agora que, em particular,
para x=1— f)=1"+a1) +b1)" +c()+d - fl)—l=a+b+c+d

De outra forma, obtemos entdo que:
at+b+ct+d=f1)—-1=01-2i)1+2)1—(2))L+(2—))—1=9

Para concluir este topico, vamos fazer alguns comentdrios de ordem metodolégica.
Notamos que o problema 1 se apresenta num quadro eminentemente aritmético-
algébrico. Em geral, os alunos preferem esse tipo de representagdo e manifestam
maior inseguranca em situagdes-problema que exigem que o estudante construa o
desenho explicativo da situagdo. Desse modo, bem como discutimos no problema 2, é
aconselhavel que o professor deixe a cargo inicial a construgao de figuras e desenhos

que poderao auxiliar no futuro raciocinio e resolugao efetiva das questoes.

Algebra

Conceito Matematico

~_

Figura 6: Quadros de mudanga e representacao de um conceito matematico.

Geometria

Outra caracteristica importante que sintetizamos no quadro acima (Figura 6),
refere-se a mudanga e exploragdo de vdrias representagdes para o mesmo conceito
matematico. Assim, o professor deve empregar as representagdes algébricas, faz
algumas contas na aritmética e pode utilizar também a Geometria.

Outro fator que merece nossa atengao é que, em geral, os alunos produzem
inferéncias e desenvolvem suas conclusdes sem recordar de modo preciso de
defini¢des formais e teoremas, muito menos de sua demonstragao. Isso pode ter

como consequéncia que, em certas ocasides, os alunos simplesmente repetem o que
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lhes foi dito algum tempo antes da avaliacado.

Em outras situagdes, na ocasido em que 0 pro-
fessor vai elaborar listas de exercicios, de prin-
cipio, ‘exercicios” devem ser explorados, toda-

A0!
via, em relacdo as questdes mais avangadas, ~ ATENGAD!

prefira ‘problemas’. Em outra disciplina, envol- Sublinhamos que a maioria dos problemas

n icologi resoluca . . ~
vendo os aspectos psicolégicos da resolugdo de apresentados admite mais de uma solugao. Pode

problemas, retomaremos esta diferenca entre ) ) o
ser fortuito, também, apresentar situagoes-

exercicio # problema, mas de modo simplério, o

S . . roblema que ndo admitem soluc¢des, o professor
exercicio ¢ identificado na medida em que o aluno P 1 g P

ndo gasta muito tempo até encontrar o instrumen- TEESIE [FO6E EPTEENAT Wi Ehiriagn Grtl

to principal que resolve a situagdo. Vejamos dois de modo proposital, para testar o nivel critico e a

exemplos. autonomia de raciocinio dos escolares.
Problema, : Numa progressao aritmética de razio

r=3ea =2, calcular o termo de ordem d, , = |
Solucdo: d,y, =2+ 3(2010 —1)=2+3-2009 = 6020 .
No problema acima, basta o aluno recordar o termo geral da P A. g, =a, +(n—1)r.

O aluno pode resolver 40 questdes desse tipo e, semelhante ao que discutimos acima, com

a teoria axiomatica dos fantasmas, o seu conhecimento sobre progressdes nao avanga em

nada. O conhecimento aqui ¢ algoritmico, operacional e nao conceitual. Uma vez dispon-

do de todos os dados, simplesmente o aluno obtera uma resposta, sem uma reflexao maior,

visto que a formula @, =a, +(n—1)r sempre funcionard. Temos aqui um exemplo de

‘exercicio de Matematica’.
Na Figura 7, trazemos alguns elementos que devem ser observados no momento

da elaboragdo de atividades para os estudantes. Certamente que elas nao contem-

plam todos os elementos, todavia, acreditamos que sao as principais, a partir de um

ponto de vista diddtico-metodolégico apenas.

Exercicio Problema
Unica forma de resolugia. Apresentar varias formas de
rescluga.
Com o emprego de uma
formula obtermes respostas Exige o emprego de formas e
definitivas. outros argumentos. &5 respos-

tas podem nao ser definitivas.
Exploram poucos guadros

de representacaoc. Ezploram representactes na
hritmética, Algebra e Geome-

Hao deixam margens para tria.

divida & o progresso do

raciocinio. Uma VET Em geral possibilitam desdo-

resolvida a situacan, cessa bramentos, generalizacan de

a investigacan. ideias e o progresso do

raciocinio do estudante.
Solucoes curtas.

Figura 7: Dessemelhangas entre exercicios e problemas.
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Em alguns problemas, o professor pode estimular um “pontapé” inicial no
estudante ao fornecer algumas ‘sugestdes’. Observemos os proximos problemas.
Problema, : Dada uma fungédo f com as seguintes propriedades
i) f)=1
(ii) f(2-n)=n- f(n) para n € N . Encontrar o valor de f2*)=">
Sugestao: Recursivamente e indutivamente, avaliar
F2): @) f2): fR1) 5 e (@),
Problema, : Analisando o grafico, responda:
(i) Quantas solugdes teremos para f(f(x))=67?
(ii) Em que trechos o grafico ¢é crescente?
(iii) Em que trechos o grafico é decrescente?
(

iv) Em que trechos o grafico ndo ¢ decrescente e nem decrescente?

y

Y R EEENEREERER

-7, -4)

S bR X

15, -6)

Figura 8: Interpretagao geométrica do problema

Notamos que f(f(x)) =6« f(—z) =6 ef(l) = 6. Mas, nesses dois casos,
contamos com outra condi¢do f(x)=—2e f(x)=1. Mas o aluno poderia apenas
marcar no grafico, com recurso de uma reta horizontal para y=—2e¢y=1 e
verificar que, na primeira, ocorrem duas intersegdes, enquanto que na segunda,
divisamos quatro intersecgdes, num total de 6 solugodes.

Destacamos que esta questao ndo requer o conhecimento de nenhuma férmula.
Exige apenas o conhecimento conceitual da nogio de fungio. E frequente o aluno
conhecer que, se x; <x, — f(x,) < f(x,) caracteriza uma fungio crescente e, se
x, <x, — f(%)> f(x,) uma fun¢do decrescente, todavia, dificilmente ele sabera
formular a definigao de uma func¢ao que nao seja nem crescente e nem decrescente,

como a questdo demanda.
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Por fim, depois de toda esta discussdo, evidenciamos outra incongruéncia no
ensino de Matematica, que diz respeito ao sentimento que os alunos constroem ao
pensarem que a Matematica se resume em fazer contas. Tal visdo estreita deste saber ¢
consequéncia de um ensino que se detém na exploragao de exercicios e nao na exploragao
de ‘problemas’, consequentemente de ideias e raciocinios mais aprofundados.

Desse modo, ao efetivar seu ensino, evite transformar sua aulanuma sequéncia
de rotinas repetitivas e enfadonhas. Nessas rotinas, os alunos simplesmente repetem
e reproduzem um raciocinio que nao lhes pertence de fato. Eles reproduzem nas
avaliagdes as mesmas orientagdes do professor e, no final, apds aquela avaliagao
quantitativa, tudo dara certo ao observamos que alunos obtém nota maxima, sem

que, no entanto, manifestem uma minima compreensao conceitual mais elaborada.
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y 4
Outras técnicas metodologicas
para o ensino de Matematica
OBJETIVO

° Apresentar outras perspectivas relacio-

nadas ao ensino

lguns autores chamam a atengao para certos detalhes especificos

que poderiam passar despercebidos aos olhos de uma pessoa

desatenta. O primeiro diz respeito ao emprego de simbolos
especificos na Matemadtica e suas consequéncias a aprendizagem. O emprego de um
sistema particular de simbologia é cada vez mais incessante em Matematica.

De fato, desde os primeiros anos de escolaridade, nos deparamos com coisas
do tipo: l :1:4;0,25; %L . Apesar de simpléria, nela observamos o mesmo
processo matemdtico (divisdo) simbolizado em intmeras formas diferentes. Note
que, ao longo do processo de familiariza¢do com tais simbologias, o aluno deverd
paulatinamente perceber que se trata da mesma operagao, e isto nem sempre ocorre
de imediato.

Na tabela abaixo, trazemos alguns simbolos basicos que denotam um conceito
matemdtico que se relaciona com um processo matemdtico. Destacamos a diferenca
entre conceito matematico # processo matematico. Qualquer metodologia que vise
de fato uma aprendizagem significativa, se ndo diferenciar estes dois termos, possui

sérias chances a obten¢ao de um insucesso.
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SIMBOLOGIA CONCEITO MATEMATICO PROCESSO MATEMATICO

Adicionar, juntar, unir, agrupar,

2+3 Adigdo de nimeros naturais etc
1 n 1
2 3 Adigdo de numeros racionais Adicionar/dividir, separar, etc.
3 L , . Multiplicar repetidas vezes a
2 Potenciagdo de nimeros naturais

mesma parcela.

Subtragido de numeros naturais ) ) )
3—-2 N Subtrair, retirar, repartir, etc.
em

Subtragido de numeros naturais ) )
2-3 7 Subtrair, retirar.
em

Quadro 1: Relagdo simbologia, conceito e processo matematico

Destacamos, neste primeiro momento, uma simbologia relacionada as séries
iniciais. Na coluna do meio, descrevemos o conceito matemdtico, isto é, o que a
simbologia designa em Matematica. Entretanto, na ultima coluna, descrevemos
a agdo que precisamos executar para efetivar/realizar o processo matemdtico
designado pela simbologia. Observamos que a simbologia determina quase tudo,
ou seja, a simbologia determina o tipo de procedimento que devemos desenvolver
e o modo de compreender/interpretar o conceito.

Por exemplo, na simbologia 2+3 e E—i_%' encontramos o mesmo simbolo
da adigdo, todavia, a adi¢do no conjunto dos naturais é completamente diferente da

1 1 1-3+1-2 5
adi¢do no campo dos numeros racionais, basta observar que -+ -=—"""—"=—.
2 3 2-3 6

Isso pode proporcionar muitas dificuldades para quem esta aprendendo, uma vez que
temos o mesmo simbolo que designa operagdes matematicas completamente distintas.

Tall et all (2001) diferencia os simbolos com os quais fazemos Matematica e
os simbolos com os quais ‘refletimos sobre’. Ele observa que determinadas agdes do
individuo dependem claramente a partir do que é percebido pelo mesmo. A partir
desta percepgao, suas estratégias podem ser elaboradas na dependéncia das teorias
que o sujeito conhece.

Tall et all (2001) analisa o aspecto dual da simbologia em Matematica, que
tanto se relaciona ao conceito matemdtico, como também se relaciona ao processo

matemdtico. Assim, qualquer metodologia que desconsidere tal dimensdo dual

pode permanecer seriamente comprometida.
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Conceito Matematico

® L o0
@ L

Simbolo Matematico ® @ o0
2 3 5

Y

\y Processo Matematico

Figura 9: Carater dual dos simbolos matematicos descrito por Tall et all.

Na Figura 9, do lado direito, Tall fornece um exemplo que ocorre de modo
frequente com as criangas ao longo da aprendizagem do ‘processo de adigdo’. Em
geral, o professor proporciona ou apresenta uma série de situagdes relacionadas
ao mesmo ‘processo matematico’. Paulatinamente, na medida em que as criangas
executam operac¢des materiais com as bolinhas indicadas acima, compreendem e
internalizam outras propriedades.

Assim, o significado do ‘conceito de

,’ adigdo’ vai sendo paulatinamente construido

—A na medida em que o sujeito age e interage

SAIBA MAIS! em situagdes especificas relacionadas aquele
Obtenha mais informagdes sobre o que ‘conceito matemdtico’. As agdes efetuadas pela
sdo  obstaculos  epistemologicos e  seu crianca sdo condicionadas pelas caracteristicas
principal pesquisador no site http://www. intrinsecas do ‘processo de adigdo’. Ao longo

nucleosephora.com/impressao/pdf/disc21_ da aprendizagem, a crianga devera adquirir uma

obstaculoepstemolo.pdf familiaridade suficiente ao ponto de substituir

I —— 0] 0s aqueles objetos pela compacta simbologia
2+3=5,

Vale notar que este processo de aquisi¢do de estruturas cognitivas, a partir da in-

teragdo e acdo executada sobre os objetos, é condi¢ao de aprendizagem em qualquer

nivel de ensino. De fato, quando o aluno do locus académico se depara com a simbo-

x—1 1
= —, um sentimento de estranheza e incompreensdo se apodera
2

logia lim,_, —
x"—1
do mesmo.
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Parte desta incompreensdo inicial é devida as caracteristicas intrinsecas
ao proprio conceito, ¢ o que chamamos nas aulas passadas de obstaculos
epistemologicos. Mas quando comparamos a aprendizagem da nogao de limite,
identificamos alguns tragos comuns relativos ao entendimento da operagao
2+3=5,

Inicialmente, ambos os simbolos apresentam uma estrutura dual, que tanto se
referem ao ‘conceito matematico’, como se relacionam a um “processo matematico’.
Alguém poderia afirmar, por exemplo, que o simbolo limxﬁljz—_11=§ ¢ mais
abstrato do que 2+ 3 =15, todavia, ambas as simbologias encerram um determinado
grau de abstragao.

De fato, 2+ 3 =35 se relacionava a uma tarefa concreta proposta pelo professor
para as criangas que podiam manipular e ver os objetos materiais relacionados a tarefa,
entretanto, no decorrer do ciclo de aprendizagem, as criangas comegam a substituir as
bolinhas por simbolos matematicos que se relacionam de algum modo com a mesma
tarefa.

Assim, temos aqui um processo progressivo de abstracdo e generalizacdo
do pensamento. De fato, os simbolos 2+3 =5 podem se relacionar e explicar
completamente a tarefa (Figura 9), mas podem também fornecer conclusdes para
x—1 1
——— = —, também se relaciona

2
x"—1 2
a um processo matemdtico. Do mesmo modo que ndo encontramos no corredor da

outras situag¢des. Por outro lado, o simbolo lim__,;

escola um numero ‘cinco’, também nio encontramos o valor —.

2
Todavia, ao passo que o processo matematico proporcionado pela simbologia
. x—1 .
2+ 3 =5 descreve um modelo finito, no caso de lim _ 2—1 = 5 , estamos lidando
xi

com um processo infinito de aproximagdo. Vale destacar que o processo matematico
de limite foi extraido e formulado no pensamento grego por meio de observagdes
do mundo que o cercava. As ideias originais estavam colocadas no mundo material,
e a capacidade humana de abstragao proporcionou sua evolugao e apresentagao até
nossos dias em que, frequentemente, deparamos com alunos reclamando da nogao
de limite.

Para finalizar este topico, lembramos que qualquer abordagem metodolégica
necessita levar em consideragdo as especificidades das representagdes e simbologias
utilizadas em Matemadtica. A natureza destas representagdes pode dificultar, pode
condicionar e até mesmo impedir a evolugao de determinadas ideias fundamentais
relacionadas a um determinado conceito. Em aulas futuras, retomaremos algumas

destas tematicas aqui discutidas.
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ATIVIDADES DE APROFUNDAMENTO
1) Indique as incongruéncias no ensino de Matematica.
2) O que é Metodologia do ensino de Matematica para vocé?

3) Descreva a metodologia de ensino geralmente explorada no contexto das
Olimpiadas de Matematica? Indique alguns dos seus pressupostos.

4) Que abordagem metodoldgica Kline (1971) critica no trecho abaixo?

Além diszo, ao adotar axiomas livremente intimeros
compéndios empregam tanto quanto setenta ou oitenta
axiomas, Como se exige que o estudante faca provas
citando axiomas, onde estes sio as justificativas para
03 passos, o estudante é obrigado a lembrar-se de setenta
ou oitenta axiomas. £ uma carga intolerdvel, uma ear-
ga Impossivel para o estudante carregar. Entretanto,
tais compéndios afirmam evitar memorizacio e ensinar
pensar e a compreender. O professor de matematica
nio mais pode ser prédigo, tampouco parcimonioso com
axiomas.

Kline (1971, p. 67) critica abordagens de ensino.

5) Pesquise sobre a proposta metodoldgica sugerida por George Polya.
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Metodologia do Ensino de
Matematica

Ola aluno(a),

Nessa aula, iremos dar continuidade aos estudos das situagdes didaticas desta
vez abordando as metodologias utilizadas no ensino da Matematica. Refletiremos
sobre elas e sobre as implicagcoes existentes a partir de situacoes didaticas dentro
do processo de ensino e aprendizagem da Matematica.

Objetivo

e (Conhecer o0s aspectos tedricos que envolvem os estudos sobre as
metodologias do ensino da Matematica
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y
Um ensino de Matematica
baseado na “crenca” ou na
“certeza””?

OBJETIVO

. Descrever perspectivas diferenciadas

para o ensino de Matemadtica

s aspectos filosoficos do conhecimento matematico devem ser
explorados na disciplina de Filosofia da Matematica. Para tanto,
cabem aqui alguns pontos de vista do filésofo da Matemadtica Paul

Ernest quando observa que:

A visdo absolutista da Matematica consiste em uma base de verdades imutaveis.
De acordo com esta perspectiva, o conhecimento matematico ¢ constituido a
partir de verdades absolutas, e isto representa o seu unico objetivo, a partir
de declaragoes logicas verdadeiras em virtude do significado dos seus termos.
[-..] O método dedutivo fornece a garantia de certeza das afirmagdes sobre o

conhecimento matematico (ERNEST, 1991, p. 8).

A respeito do que afirma Paul Ernest, quando consideramos um contexto
de ensino/aprendizagem, devemos fazer as seguintes indaga¢des: uma vez
estabelecidos os resultados pelo professor, podemos de fato acreditar em tudo que
foi explicado? Todas aquelas formulagdes constituem uma verdade para os alunos
e para o professor?

A realidade de ensino é cruel, uma vez que o professor, em geral, dispde de
pouco tempo para lecionar todo o seu contetido, assim é bem mais facil estabelecer
tudo como verdadeiro, descrever o modo de operar com aqueles conceitos e obter
respostas das questdes. Dessa forma, seu trabalho pode ser simplificado de modo
magico.

O titulo do topico dessa aulainstiga uma discussao acerca da agao do professor.
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Sua condugdo mediadora pode ser assentada na crenga ou na certeza matematica.
Tal afirmagdo merece maiores explicagdes. De fato, todo o campo de crengas e o
modo de agir e professar o saber matemadtico depende, em ultima instancia, da
visdo que o docente possui acerca do saber matemadtico.

Se o docente possui a convicgdo a respeito da verdade matematica daquele
conhecimento, de que nao existe contradigdo no que ele afirmou, automaticamente ele
deve transmitir esse sentimento ao estudante, o qual nao possui o mesmoamadurecimento
tedrico e, principalmente, o mesmo treinamento que o professor ja teve.

Observamos entao dois pontos de reflexdo para o estudante:

. O primeiro diz respeito a acao de aceitar tudo aquilo que é comunicado
pelo professor , pensando-se na prova final.

. 0 segundo ¢ observar de modo cauteloso o que estd sendo trabalhado em
sala e nao aceitar tudo que ¢ declarado como uma verdade matematica

inquestionavel.

O segundo ponto de andlise é hegemonico em nosso ensino, pois basta
observar a sua forma de manifestacio mais radicalizada no ambiente académico.
Esta categoria de ensino que caracterizamos como um ensino baseado na certeza
¢, na maioria dos casos, fortalecido por um instrumento imprescindivel na
atividade matematica. Tal instrumento é chamado de ‘prova’ ou ‘demonstragdo’,
que ja mencionamos nas aulas anteriores. Vamos observar agora a perspectiva de

outro pesquisador francés. No inicio do seu artigo, Duval (1991, p.233) real¢a que:

As dificuldades apontam que a maior parte dos estudantes experimentam que
compreender uma demonstragao constitui um dos obstdculos mais resistentes
ao qual se rende o ensino de Matematica. Ou quando observam que a atividade

demonstrativa nos problemas de Geometria constitui uma tarefa decisiva.

Nesteartigo, Raymond Duval investiga algumas dificuldades naaprendizagem
da nogao de demonstragao em Geometria Plana, para criangas em uma faixa etaria
de 13-14 anos, segundo o sistema de ensino francés. Uma questdo discutida por
ele diz respeito as diferengas entre a atividade argumentativa e uma atividade
demonstrativa. As consequéncias sdo imediatas para o professor de Matematica
que, nio diferenciando uma argumentagao de uma demonstragao, nao lograra éxito
na criagao de um terreno fértil para aprendizagens diferenciadas.

Vejamos algumas questdes iniciais colocadas pelo didata francés. Logo no
inicio, Duval adverte que, no funcionamento do raciocinio, ¢ importante distinguir

dois tipos de passagem: um corresponde a um passo de raciocinio, e outra consiste na
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transigdo de um passo de raciocinio para outro. O

| primeiro tipo constitui uma inferéncia, o segundo
\—
SAIBA MAIS! um ‘encadeamento” (1991, p. 235).

O primeiro tipo de passagem ao qual

Saiba mais sobre o trabalho do pesquisador . ) .
Duval faz referéncia ¢é conhecido como
francés Raymond Duval acessando o site http://

‘inferéncia’. Por exemplo, quando temos
www.diadematematica.com/Ubiratan_Arrais/

um triangulo retangulo AABC, de catetos
ARTIGO_REGISTROS_DE_REPRESENTACAO_

AB=beAC=c ¢ hipotenusa BC=c, entio,
SEMIOTICA .htm

por meio de uma ‘inferéncia’, concluimos que
e ¢’ =a’ +b*. De modo semelhante, se sabemos
que, em um tridngulo qualquer AABC, temos a seguinte relagdo entre os catetos
e a hipotenusa, ¢* =a” +b”, entdo, necessariamente, 0 mesmo deve ser retangulo

com relagao a algum dos seus vértices.

Regra de Inferéncia

Preposicdo dada Inferéncia > Nova preposicdo
por hipotese (obtida)

Figura 1: Diagrama explicativo proposto por Duval (1991, p. 235).

Note-se que acabamos de descrever o teorema de Pitdgoras e sua pouco
divulgada e/ou conhecida reciproca. Duval explica que este tipo de ‘inferéncia’ ou
passagem se faz por meio de uma regra explicita, relevante a uma teoria, assim o
passo de raciocinio possui uma organizagdo terndria (1991, p. 235). Tal observagao
introduzida por Duval proporciona uma primeira distingdo entre o raciocinio
dedutivo e o raciocinio argumentativo. Além da dependéncia das representagdes
dos interlocutores, é justamente o recurso e emprego de “regras” nem sempre
explicitas que revelam a prépria estrutura da lingua, um carater marcante do
raciocinio argumentativo.

Por outro lado, notamos que, no caso particular do teorema de Pitdgoras,
apenas o estatuto operatério € levado em consideragdo, ou seja, a possibilidade
concreta de verificar a tese, referendando-se nas premissas mencionadas ha pouco.

Em relagao a este fato, Duval esclarece:
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Dizendo de outro modo, em um passo de dedugdo, as proposi¢des nido sao
relacionadas em funcido de suas relagdes semanticas entre seus conteddos
respectivos (oposigao, sinonimia, particularizagao, etc.), mas unicamente em
virtude de seu estatuto previamente fixado (hipoteses de partida ou conclusdes ja

obtidas e regras de inferéncia) (1991, p. 236, tradugdo nossa)

As palavras de Raymond Duval sio esclarecedoras e nos conduzem a conceber
a seguinte caracterizagao: o ensino baseado na certeza se fundamenta no valor légico das
proposicoes e obedece as regras de inferéncia, independentemente do contetido semantico.

Na perspectiva de Duval, encontramos a caracterizag¢ao do que ele chama de
“atitudes proposicionais”. Tal nogdo ¢ caracterizada como as expressoes chamadas
‘atitudes proposicionais’ que podem igualmente preencher um papel: “sabemos que...
(proposigdo de entrada), estou certo de que...(conclusdo), gragas ao teorema...”.

Mais adiante, Duval (1991) acrescenta:

Nos prendemos a uma proposigao, em geral, ao seu valor légico: ela é verdadeira ou
falsa. Mas independentemente de seu valor, ou em relagao a tal, uma proposicao
pode possuir outros valores: ela pode parecer evidente e incontestdvel, incerta,
conjeturavel, absurda, indecidivel, possivel, etc. [...] O valor epistémico é grau
de certeza ou de convicgdo atribuida a uma proposigdo. Toda proposicdo, assim,
possui um valor epistémico pelo simples fato que seu contetido é considerado
como relevante ou de uma opinido, ou de uma crenga, de uma suposi¢do, ou de
uma evidéncia comum, ou de um fato estabelecido, ou de uma convengao, etc. (p.

254-255, tradugao nossa)

O longo excerto de Duval merece varios comentdrios e esclarecimentos.
Salientamos o primeiro aspecto mencionado que se refere ao ‘valor légico’ de uma
proposicdo, transforma-se em uma exigéncia constante no ensino/aprendizagem de
Matematica. Tao intensa é tal exigéncia que, praticamente, todo o ensino gira em torno
disto.

Vale recordar que, quando um professor contempla e busca verificar
determinada inferéncia, ela, para o experiente, ja possui um valor ldgico
verdadeiro, uma vez que ele conhece, detém aquele conhecimento que diz respeito
a determinada propriedade formal enunciada. Porém para o aluno, toda a sua
idiossincrasia repousa no campo da ‘crenga’, na compreensao de um contetudo; uma
vez que, na maioria das ocasides, o aluno nao sabe com exatiddo aonde o professor

tenciona chegar.
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Para exemplificar o que foi dito, vamos observar a questao proposta na prova
do Enade/2005. O seu enunciado ja denuncia a existéncia apenas de uma proposi¢ao
verdadeira quando destaca ‘assinale a opgao correta’ e, consequentemente, todos
os outros itens devem ser falsos. Aqui, o objetivo ¢ avaliar o valor logico das
proposigdes, com referéncia ao enunciado. Depreende-se também que o enunciado
do problema tem solugao e é tnica.

A respeito da for¢a e condicionamento exercido pelo modelo de “prova’ em

Matematica, Brousseau & Gibel (2005) alertam:

Em Matematica, o ensino do raciocinio era usado para conceber um modelo
de apresentagcdo de provas, o qual deve ser fielmente reproduzido pelo
estudante. Porém, os professores atualmente, assim como psicologistas, tomam
o raciocinio como uma atividade mental e nao uma simples recitagao de uma
prova memorizada. Desde que é necessaria a ideia de confrontar o estudante
com ‘problemas’, onde seria natural para eles engaja-los num raciocinio. Porém,
sempre existe o risco de reduzir a solugao de problemas a uma aplicagao de
receitas e algoritmos, o que elimina a possibilidade de um raciocinio verdadeiro

(p. 14, tradugao nossa.)

Leia o texto a seguir para responder as questdes 20 e 21,

Desenha-se no plano complexo o tridngulo T com wvértices nos
pontos correspondentes aos numeros complexos z,, Z; € Z;, que 530 raizes
cubicas da unidade. Desenha-se também o tridngulo S, com vertices nos
pontos correspondentes aocs nimeros complexos w, , w;, w;, que sao raizes
complexas de 8.

Com base no texto acima, assinale a opcao correta.

A)z- NER

s ok iE & um vértice do tridngulo T.

B) w= 2e* é um dos vértices do triangulo 5.
C) w,z, & raiz da equacao x* —1=0.
D)Sew, =2, entdow.=w,.

E) Se z, = 1, entdo z, € o conjunto complexo de z,.

Figura 2: Exemplo de situagao-problema no Enade/2005.

7 ‘ TOPICO1‘ 153




Observamos que Brousseau & Gibel chamam a atengdo para o tipo de ensino
que privilegia o raciocinio algoritmico. Esta forma de raciocinio, apesar de comodo
para o professor, ndo proporciona a evolugao de uma compreensao individual do
estudante, e sim, como ji mencionamos, a simples reproduc¢ao dos modelos de
provas e demonstragdes estabelecidos pelo professor, refor¢ando, assim, um ensino
baseado na certeza matematica.

Neste sentido, Brousseau & Gibel mencionam um exemplo relativo ao modelo
‘Se A... entdo B’, como no caso do teorema de Talles. Tal teorema ¢é estabelecido e
escrito no quadro. O professor aceita o raciocinio estabelecido pelo estudante do
tipo ‘Se A... entdo B’, sem nenhuma justificativa maior. Por exemplo, estudante
nenhum desconfia da validade da afirmagio (a+ b)’ =a* +2ab+b’.

Vejamos alguns problemas a fim de de contextualizar algumas de nossas

afirmagdes anteriores.

Problema, : Consideremos o grafico abaixo da funcdo polinomial
f(x)=ax’ +bx* +cx+d . Encontre o valor de b=?2

Problema, :Na figura 3-II abaixo, exibimos o grafico abaixo da fungao
polinomial f(x)=ax’ +bx* + cx+d . E possivel identificar o valor de b=?.

Problema, : Nafigura 3-Iabaixo, exibimos o grafico abaixo da fungao polinomial

f(x)=ax’ +bx* + cx +d . Identifique o item correto relacionado ao valor de b=?.

ih f(X)a m f(x) 4

0.2} 0.2}

Ld

'S 4

.
L
/r 1.0) u.on\ %

/M,m {1,0)

(A) -4 (B} -2 C)o D)2 (E} 4

Figura 3: Situagao-problema envolvendo a interpretagao geométrica
Nos problemas anteriores, apesar de envolverem o mesmo objetivo, suas
formas de instigar e conduzir a atividade dos estudantes sao distintas. No primeiro
problema, de antemao, o aluno ja sabe que existe uma tnica resposta, todavia os
valores devem ser extraidos a partir de uma andlise do grafico. J4 no segundo

problema, ndo fornecemos a certeza de que é possivel encontrar uma resposta. No
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ultimo caso, ja é fornecido os itens e valores possiveis para b=7?. Neste ultimo
caso, os alunos ja possuem os valores iniciais que pode tentar encontrar.
Observamos que o segundo problema é baseado em um ensino que tomo como
parametro a certeza matematica. Ele condiciona a agao do sujeito. Sua influéncia é
suavizada, pelo menos em parte, por intermédio do uso do grafico no plano R?, de

uma fungdo polinomial. Vejamos outros exemplos:

Problema, : Determinar os valores de x e y de modo que as matrizes

| ) 0 1
A= eB= comutem.
1 0 x y
1 -1
Problema, : Existem matrizes que comutam com a matriz A= 0 ?
x+y—z=1
Problema, : Consideremos o seguinte sistema yx+ y+2z=2 . Analisando a
3x—y+z=4

posi¢do geométrica dos planos determinados por cada equagdo, podemos afirmar

que existe solugdo para ele?

Figura 4: Posicao geométrica dos planos.

Observamos no problema 4 a imposi¢do de uma condigdo A-B=B-A ¢ a
antecipagdo de que existem solugdes para o problema. J4 no problema 5, apesar
de existirem varias solugdes, ndo se afirma de modo contundente a condi¢ao de
que existe de fato alguma solugdo. J4 no ultimo problema, proporcionamos, antes
de qualquer atividade ou emprego de férmulas, a inspecao da figura. Por fim,
apresentamos mais um problema.

Problema,:Sejam a>b>1, identificar o maior valor assumido por

a b
log, [—] +log, [—] =7
b a
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Solugado: Seja ¢ =log, b>0, desde que temos a condigdo inicial a>b>1

log, [%] +log, [S] =log, (a)—log, (b)+log, (b)—log, (a) =

, teremos entao que

=1—loga(b)—i—l—logb(a)=2—c—l
C
P_2c+1  (c—1)
Segue que log, [%]-l—logb [E]ZC ctl_(el) <0. Notamos que a
a —C —C

(c—1)° ) (c—1)’
———<0 assume seu maior valor quando ———=0+«>c=1. Neste

—C —C

fragao

caso, temos, como consequéncia, 1=1log b«<>a=»b.

Decididamente, esta situagdo-problema nao ¢ tipica de ocorrer nos livros
didaticos, entretanto o conhecimento do professor deve ultrapassar aquele
conhecimento exibidonestes, a ponto de critica-lo, identificar falhas, inconsisténcias
e, principalmente, limitagdes. Além disso, apos toda esta discussao, aconselhamos
ao futuro professor desenvolver um ensino baseado na crenga e nao na certeza.
Mas, na pratica, como isso pode funcionar?

O docente pode evitar utilizar em seu discurso, sobretudo em sala de aula,
expressdes do tipo neste exercicio, basta fazer isto....; é s6 empregar esta formula que
estd concluido....; aplicando este resultado, de imediato, obtemos que....; desde que tal
propriedade é sempre verdadeira....teremos que.....

Estas sdo expressdes que reforcam/ratificam o cardter universal e
inquestiondvel do conhecimento matemadtico. Todavia, para efetivar uma agdo
didatico-metodoldgica baseada na crenga, o professor nunca pode, de modo
precipitado, fornecer todas as condigdes ‘suficientes’ aos alunos, apenas explorar
argumentagdes ‘necessdrias’. Atitudes proposicionais do tipo: por este caminho
aqui, possivelmente obteremos que...; aparentemente a resposta pode ser estd....;
talvez empregando este argumento consigamos algum resultado....; tenho a impressdo
de que este modo pode auxiliar na tarefa...; possivelmente isto pode ser usado para
uma conclusdo...; acredito que sim...;

Tais colocagdes podem suavizar o cardter absolutista do conhecimento
matemadtico evidenciando que um conhecimento, mesmo aquele que possui
paradigmas tdo rigidos e formais como os da Matemdtica, produzido por um ser
mundano, passivel de limita¢des e contradi¢des, ndo pode ser imune a elas.

Neste sentido, apos realizar um estudo com professores de Matemadtica que
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atuam no ensino publico em S3o Paulo, Silva (2009, p. 155) destaca:

A nosso ver, esse objetivo primeiro tragado pelos professores, parece
reproduzir a ideia de que a Matemadtica ¢ uma ciéncia imutdvel e firmada na
légica aristotélica, na qual toda pergunta poderia ser respondida por apenas
de duas formas: sim ou ndo. Como vimos, essa meta parece transparecer uma
caracteristica formalista marcante, que pode ser interpretada pelos alunos
como verdades que caem do céu e na qual as justificativas ou provas devem ser

aceitas ou sdo muito dificeis de serem compreendidas pela maioria.

No préximo tépico, discutiremos alguns elementos pertinentes a formagao de
professores e conheceremos ainda varios elementos condicionantes nesta formagao

vinculados ao carater absolutista da Matematica.
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A formacao inicial de
T PI professores de Matematica

OBJETIVO
. Discutir alguns dilemas da profissao e da

formacao inicial

m um de seus artigos, o pesquisador portugués Joao Pedro da Ponte
(2002, p. 3) denuncia:

A formagcao inicial de professores recebe com frequéncia comentdrios
muito criticos de diversos sectores. Os professores universitarios das
areas de especialidade consideram que os jovens professores nao saem
devidamente preparados nas matérias que irao ensinar. Os professores
da drea de educagdo lamentam que tudo o que ensinam acaba por ser
“varrido” pelo conservadorismo da pratica de ensino. Os novos pro-
fessores lamentam que nada do que aprendem na formagao inicial lhes
serviu para alguma coisa e que s6 na pratica profissional aprenderam o
que ¢ importante. Os professores ja em servigo também acham, muitas
vezes, que os jovens professores nao vém devidamente preparados no
que seria mais necessario. Na sociedade, em geral, parece existir uma
grande desconfianga em relagao a qualidade da formagao inicial de pro-
fessores. Nao ha duvida que existe um mal estar em relagao a esta ques-
tdo, como acontece, alids, em relagdo a (quase) tudo o que se passa na
educagdo em geral.

No trecho acima, o autor aponta entraves especificos da formagao de professores
de Matematica que nao se apresentam como um privilégio apenas do caso portugués.

De fato, os mesmos problemas atingem de modo substancial o modelo de formagao
inicial do professor de Matemadtica aqui no Brasil. Note-se que o autor faz referéncia a
dois grupos de formadores de professores: o primeiro refere-se aos formadores da area
especifica; enquanto o segundo grupo trata dos profissionais da area da Educagao. Vamos
destacar o seguinte trecho: os professores ja em servico também acham, muitas vezes, que

0s jovens professores ndo vém devidamente preparados no que seria mais necessdrio.
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: podemos concluir varias coisas pertinentes a formagao,

“ todavia a que achamos mais importante é a preparagao

VOCE SABIA?

SN e instrumentalizagao do futuro docente em teorias que
Jodo Pedro da Ponte é reconhecido na comunidade ndo explicam e/ou sdo utilizadas diretamente em seu
internacional e mantém, juntamente com seus oficio diario. Certamente que nao tencionamos assumir
colaboradores, um grupo de pesquisas especificas aqui uma posigao reducionista que prioriza o estudo

sobre a formagao de professores de Matematica. apenas daquilo que ¢ efetivamente utilizado em sala

DhitgeeliEi S 60 e, 1ot P el e de aula pelo professor na escola. Se assim tivesse sido

histéria de investigagdes nesta drea desde o inicio ~ - . T
8¢ nossa opgao, a primeira medida seria eliminar todas as

d 80.
os anes disciplinas de Célculo Diferencial e Integral, Varidvel

—————— COTPlexa, Estruturas Algebricas, etc.

Por outro lado, se existe um Curriculo de
Matematica, existem também grupos especificos especialistas da drea da Matematica Pura
que determinam, por influéncia dos paradigmas internacionais, o que deve ser estudado em
um curso de graduagao em Matemdtica. Schubring (2003, p. 12) nos fornece uma perspectiva

histdrica interessante ao lembrar que:

Embora mudangas estruturais nos sistemas educacionais de alguns estados
europeus ja tivessem em endamento, as reformas curriculares, por volta de 1900,
estavam muito atrasadas. A instrugdo matemdtica era particularmente afetada
pelas tensdes estruturais agora visiveis nos sistemas educacionais, tensdes essas
induzidas pelas profundas transformagdes na sociedade em geral; dentro das
estruturas tradicionais, a matematica costumava servir como um paradigma
para o pensamento légico, de modo que os contetidos eram usualmente bastante
elementares e os métodos de ensino enfatizavam aspectos formais; a matematica
escolar tinha um carater estatico e desligado das aplicagdes praticas.Por outro lado,
a industria e o comercio demandavam nao apenas uma instru¢do matematica mais
ampla, mas também conhecimentos mais modernos e avangados que servissem de

base para aplicagdes tecnicas.

Por enquanto ndo pretendemos discutir estas e outras questdes relacionadas
ao curriculo de Matemdtica. Sendo assim, destacamos outros elementos que
merecem ateng¢do no ambiente de formagao e que sdo destacados por Lapert & Ball

(1998, apud VISEU, 2008, p. 62) quando indicam que:

As praéticas de ensino predominantes na formagao inicial de professores assentam

no pressuposto de que a teoria transmitida aos candidatos lhes sera ttil um dia, em
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contextos que irao encontrar na sua pratica de ensino, ndo os preparando para a
compreensao dos problemas profissionais e para a tomada de decisdes em situagdes

particulares da sala de aula.

Para estas autoras, hd outras razdes além das apontadas acima que fazem com que
os programas de formagao tenham pouco impacto na preparagao dos futuros professores
para ensinar Matematica, tais como (i) ndo atender as crengas, concepgoes e conhecimentos
que os futuros professores possuem; (ii) transmitir a percep¢do de que para ensinar ndo é
necessdrio um conhecimento profissional especifico, sendo pouco mais preciso do que senso
comumy (iii) ndo evidenciar a importdncia do conhecimento diddtico; (iv) ndo estabelecer a
ligagdo entre a teoria e a prdtica; e (v) dar pouca atengdo a prdtica profissional.

O desenho esquemadtico da figura 5 nos proporciona a uma das razdes

apontadas por Lapert & Ball, quando salientam a ligagdo entre teoria e pratica.

Conhecimento Conhecimento
Especifico Pedagégico
Futuro
Professor
y
Metodologia

Figura 5: Relagdo teoria pratica
Observando o diagrama, prevemos algumas dificudaldes, uma vez que os
contetdos matematicos no Brasil ndo sdo fornecidos ao licenciando com uma grande
énfase ou preocupagio com ensino. Ja comentamos na aulas passadas, por exemplo,
o caso dos conteudos de Geometria Plana que sdo bastante extensos, entretanto, na
graduacado, aparentemente, tudo parece ser visto em um semestre. Assim, o aluno
precisa percorrer sozinho a seguinte trajetoria:
Aprender Geometria para si=> Aprender para explicar [ convencer o outro=>
=> Aprender como ensinar | operacionalizar o contetido em sala de aula
O percurso acima esta longe de ser atingido, pelo menos em grande parte,
em um curso de licenciatura, o que se caracteriza um sério problema que deve ser
pensado por formadores e formandos. Na figura 6, ilustramos a concepgao de curso

de formagao de professores de Matematica em Portugal.
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Natureza da Matematica

Didatica da Geometria

Didatica dos Mimeros e da Algebra

Didatica da Estatistica e das
Probabilidades

Didatica das Funcies

oo Avaliacao dos
]

Figura 6: Concepgao de Curriculo de formagao de professores em Portugal.

Reparamos uma presenga marcante de uma Didatica direcionada ao ensino de
conteudos especificos de Matematica integrando os curriculos de formagao na Europa.
Sua necessidade pode ser evidenciada pelo fato de mobilizarmos ‘modelos mentais’
distintos quando raciocinamos em termos de Aritmética, Algebra e Geometria.

Num largo sentido, as formas especificas de raciocinios nestes ramos da
Matematica apresentam carcteristicas em comum. Neste sentido, Brousseau & Gibel

(2005, p. 17) definem um raciocinio como uma relagao R entre dois elementos A e B tal

que:
. A denota a condig¢ao ou um fato observado, que poderia ser contigente
em circunstancias particulares;
. B ¢ uma consequéncia, uma decisdo ou fato previsto;
o R éumarelagdo, umaregra, ou, geralmente, algo aceito como conhecido.

A relagao R conduz a agdo do pensamento segundo em que a condigao
A seja satisfeita ou o fato representado por A assuma posigdo, para se

poder predizer B, prever B ou estabelecer que B é verdade.

Além disso, um raciocinio contém:
o Um agente E (aluno ou professor) que usa a relagao R;

. Um projeto, deteminado pela situagao S que requer o uso desta relagao.

Além de ilustrar e identificar os elementos essenciais em uma forma de
raciocinio em Matematica, Brousseau & Gibel diferenciam niveis diversificados de
manifestagdo das relagdes entre A, B, R, E e S. De fato, Brousseau & Gibel (2005, p.
18) identificam trés niveis ou categorias de raciocinios, a saber:

NIVEL 1 (N,): E definido como um raciocinio que é nao formulado de modo

explicito, porém pode ser pode ser tomado como um assunto ou alvo de suas agdes
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e constréi um modelo de agdo para o sujeito;

NIVEL 2 (N,): E definido como um raciocinio ainda incompleto, do ponto
de vista formal, porém com lacunas que podem ser consideradas preenchidas de
modo implicito por meio de agdes do sujeito numa situagao em que uma formulagao
completa ndo parece ser justificada.

NIVEL 3 (N,): E definido como um raciocinio completamente formal baseado
em uma sequéncia correta de inferéncias, com referéncia explicita aos elementos
pertinentes da situagdo ou um conhecimento partilhado por uma classe.

Vamos abordar alguns exemplos para ilustrar as colocagdes dos nossos

ilustres autores. Por exemplo, dados a,b € RT, sabemos que

(a—b)*>0..a°—2ab+b*>0. Ou ainda, obtemos que
a’ +b*>2ab— a —I—S > 2. Neste caso, podemos tomar:
* A:i(a—b)y>0
* B 3-1-22 2
b a

Observamos que, para realizar a inferéncia explorada neste raciocinio

R
matematico A= B, empregamos uma relagao ou regra R, . Neste caso, exploramos
arelagdo (a —b)(a—b)=a’ —2ab+b’. Além disso, necessitamos também da regra

a b a b
5 e — existem, pois a,b € R" —{0}. Por outro lado, usando a relagio ;-I—— >2,
a a

a 1
e substituindo x:= ; —x+—>2.
x
Notamos ainda que

2 2 2

az—f—bz22ab<—>a2+b2+a2+b2Zaz+b2+2ab<—>2(a2+b2)2(a+b)2.'.(azb) <L erb)
a+tb a’+b’

Segue que ( 5 )S ( 5 )SMax{a,b}. De fato, sem perda de

generalidade, podemos considerar a<b.. Max{a,b}j=>b. Assim, temos

4P b+ b 2b°
\/(a -; )S\/( ; )S\/( 5 ) = b= Max{a,b}. Por outro lado, observamos

ainda que a seguinte relagio a* + b > 2ab foi verificada para quaisquer a,b € R’,

, deste modo, substituimos a,bERk+ por \/E,\/BeRl para obter a relagdo

a+b>2a-Jb - Jab <9l
2 a-+b \/E \/E ab a+b

Vejamos o seguinte exemplo: sejam os nimeros a,b,c €ER em progressio

a
Logo temos vab <
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. . 1
aritmética. Prove que os nimeros também formam

Foive Jeida Jaib

um P A.
Aqui identificamos A como a condi¢do de uma progressdo aritmética

e, neste caso, escrevemos b—a=c—b=d(razdo) e c—a=2-d para (a,b,c)

em P. A. Podemos dizer que B se refere a propriedade que desejamos inferir

1 1

J_+II+J_J_+J_'
1
\/_+\/_\/_+\/_ \/_+\/_f+\/_

que A = A,, alcangaremos o objetivo desejado. Assim, precisamos analisar dois

casos (i) se d=0..b—a=c—b=0, e se A =A,=0. Porém, se (ii) d=0,

’ v
ara OS numeros Para tanto amos tomar

Se conseguirmos verificar

podemos realizar algumas racionalizagdes. Por exemplo, a regra R que garante:

! 1 L a1 e
~Jeiva bive Veiva Nea Jbivde Nb e

:ﬁ—ﬁ+ﬁ—ﬁ

2d d

Aplicando a mesma regra, inferimos:

1 1 1 Jb—va 1 Je—+a
T Jaivb Jeiva Jb+va Nb—Ja eta Ne—+a

_Jb—Va e

d 2d

Mas reparamos:

oy NeNa NbNe_20b-Na-e_Vb-Va_Je-va_,
' 2d d 2d d 2d
Rl
De modo sistematico, empregamos o raciocinio A= B. Notamos, contudo, que

9

as regras aqui foram aplicadas de modo explicito, entretanto, na maioria dos casos, os
estudantes nao se lembram de tais regras ou recorrem a elas de modo automdtico. A
dificuldade agora é elaborar uma série de atividades que envolvam a referida propriedade.

Discutimos aqui com brevidade alguns argumentos usuais da Algebra.
No caso da Aritmética e da Geometria, deparamos também como raciocinios
especificos. Isso no leva a afirmar que ramos especificos da Matematica necessitam

e condicionam abordagens particulares ou, melhor dizendo, existem metodologias
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especificas para abordagens de contetidos especificos de Matematica.

Tal argumentacdo refor¢a de modo inquestiondvel a necessidade de
conhecimento de metodologias especificas para o ensino de contetidos particulares
da Matematica. No préximo topico, retomaremos outros elementos relacionados a
formagdo do professor que podem proporcionar sérios entraves a implementagao

de concepgdes como a que discutimos na Figura 6.
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y
Ainda sobre a formacao inicial
T PI de professores de Matematica

OBJETIVO
*  Compreender aspectos relacionados a

formacgao docente

030 Pedro da Ponte aponta algumas de suas colocagdes que considera

preocupantes e merecem atengao. Veja na citagdo abaixo:

Falar de formagao ¢ um terrivel desafio. Em primeiro lugar, porque a formagao
¢ um mundo onde se inclui a formagao inicial, continua e especializada, onde
¢ preciso considerar os modelos, teorias, e investigagdo empirica sobre a
formacao, analisar a legislacdo e a regulamentagdo e, o que nao ¢ de menor
importancia, estudar as praticas reais dos atores e das instituigdes no terreno
e as suas experiéncias inovadoras. Em segundo lugar, porque a formagao é um
campo de luta ideoldgica e politica. Nao ha grupo com interesses na educagao
que ndo tenha as suas posi¢des a defender, e fa-lo com todo o a-vontade e, as
vezes, com grande agressividade. E, em terceiro lugar, porque a formagao é um
daqueles dominios em que todos se sentem a vontade para emitir opinides, de

onde resulta a estranha impressao que nunca se avanca (PONTE, 1998, p.9).

De fato, inicialmente, identificamos a preocupagdo do autor com respeito a
alguma homogeneizagao referente aos programas e concepgoes de formagao, sejam
elas as iniciais ou as formagdes continuadas propostas pelas Institui¢des de Ensino
Superior em Portugal. Outra preocupagao relevante diz respeito a crenga de que
a formagdo estd muito associada a ideia de “frequentar” cursos, enquanto que o
desenvolvimento profissional ocorre através de multiplas formas, que incluem
cursos, mas também atividades como projetos, troca de experiéncias, leituras,

reflexdes, etc.
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Assim, os formadores criam falsas expectativas que, uma vez conhecedores
daquelas teorias generalistas, consequentemente, sua aplicagdo e operacionalizagao
estara garantida. Por fim, os estudantes acabam sendo compulsoriamente
apresentados a teorias pertencentes a outros campos do saber que nio fornecem
explicagdo/predicao/interpretagido dosfenémenosrelacionadosao saber matematico,
prevalecendo um ‘vicio” denunciado por muitos investigadores reconhecidos no
cendrio internacional da tendéncia em “encher lingui¢a” no ambiente académico.

Em segundo lugar, na formagdo, o movimento é essencialmente de fora para
dentro, cabendo ao professor assimilar os conhecimentos e a informagao que lhe sao
transmitidos. Ja no desenvolvimento profissional, temos um movimento de dentro
para fora, cabendo ao professor as decisdes fundamentais relativamente as questdes
que se quer considerar, aos projetos que se quer empreender e a0 modo como se
quer executar. Em terceiro lugar, na formagao, atende-se principalmente aquilo
em que o professor ¢ carente; enquanto que no desenvolvimento profissional se da
especial atengao as suas potencialidades.

Em quarto lugar, a formagio tende a ser vista de modo compartimentado, por
assuntos ou por disciplinas, enquanto o desenvolvimento profissional implica o professor
como um todo nos seus aspectos cognitivos, afetivos e relacionais. Finalmente, a formagao
parte invariavelmente da teoria e frequentemente nao chega a sair da teoria, ao passo que o
desenvolvimento profissional tende a considerar a teoria e a pratica de uma forma interligada.

No desenvolvimento profissional, dé-se grande importancia a combinagio de
processos formais e informais. O professor deixa de ser objeto para passar a ser sujeito
da formagao. Nao se procura a “normalizagao”, mas a promogao da individualidade de
cada professor. Tem-se atengao ndo s6 aos conhecimentos e aos aspectos cognitivos, como
também se valorizam os aspectos afetivos e relacionais do professor.

Além disso, a formagao pode ser encarada de modo mais amplo do que é habitual,
nao necessariamente subordinada a uma logica de transmissio de um conjunto de
conhecimentos. Na realidade, nao ha qualquer incompatibilidade entre as ideias de
formagdo e de desenvolvimento profissional. A formagao pode ser perspectivada de
modo a favorecer o desenvolvimento profissional do professor, do mesmo modo que
pode, através do seu “curriculo escondido”, contribuir para lhe reduzir a criatividade,
a autoconfianga, a autonomia e o sentido de responsabilidade profissional. O professor
que quer se desenvolver plenamente tem toda a vantagem em tirar partido das
oportunidades de formagao que correspondam as suas necessidades e objetivos.

Todavia, a realidade vai no caminho contrario a toda uma retérica que
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encontramos na academia. Neste sentido, Roma (2010, p. 67) explica que:

Embora os estudos recentes sobre o aluno que frequenta os cursos de formagao
de professores sejam reduzidos, a problematica mais ampla tomada a partir dos
estudos sobre os cursos de licenciatura ja é objeto de preocupacao dos pesquisadores
ha bastante tempo |[...] Ao se tomar contato com o artigo de parte da andlise de
documento resultante de um debate sobre o Bacharelado e a Licenciatura ocorrido
na década de 80, na Faculdade de Ciéncias e Letras da UNESP de Araraquara, pode-
se verificar que os desafios destacados naquele momento permanecem presentes nas
discussdes sobre as fragilidades enfrentadas pelos cursos de formagao de professores.
Os velhos desafios incluem a falta de clareza sobre o perfil profissional desejado, a
desintegragao entre os eixos de formagao (bacharelado e licenciatura), o isolamento e
desprestigio das praticas pedagdgicas e a dicotomia teoria e pratica. Um dos estudos
daquela época ja apontava a desmotivacdo dos graduandos para a profissio do

magistério |...].

No excerto, identificamos determinados entraves constituintes dos cursos de
formagao de professores desde a sua criagdo no Brasil. Apesar de podermos observar
seus tragos atuais ainda presentes e agirmos de forma nociva a referida formagao,
ter consciéncia deles constitui um passo inicial para a sua superagao, sem o que
nao se pode esperar que o ensino da Matematica progrida para indices positivos
razoaveis, o que de certo modo se tornar cada vez mais uma exigéncia dos 6rgaos

educacionais, como o Ministério da Educagao, como identificamos na figura 7.
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Figura 7: Discute o peso maior concedido para as questdes de carater discursivo no Enade (2005).

Observamos que esta mudancga, no que se refere as exigéncias do vem a ser

um bom dominio da Matemadtica por parte do professor, apresenta sempre um fator

social condicionado pela superacao e estabelecimento de novos paradigmas no

ambiente académico. De fato, com respeito a reforma promovida pelo alemao Felix

Klein, Schuring (2003, p. 20) explica:
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O ponto chave para entender as novas caracteristicas ¢ que a dinamica desses
processos nao se desenvolveu dentro do subsistema das escolas secundarias.
Foram antes problemas de transicdo desses subsistemas para a educagao
superior que induziram essa onde de reforma. Foi esse complexo problema de
transi¢ao que levou Klein a se tornar ativo e desenvolver agenda de reforma.
Mesmo no nivel internacional, parece que os movimentos de reforma mais
importantes e efetivos de transi¢do da educagao secundaria para a superior

eram mais agudos — e al que os matematicos estavam ativamente envolvidos.

Para concluir, vale destacar a titulo de informacgio doleitor, sobre o documento
que caracteriza os Referenciais Curriculares Nacionais dos Cursos de Licenciatura.
Este documento fornece uma orientagdo e estabelece alguns paradigmas para a

formagao de futuros professores:

O Licenciado em Matematica é o professor que planeja, organiza e desenvolve
atividades e materiais relativos a Educagao Matemadtica. Sua atribuicao central
¢ a docéncia na Educagdo Basica, que

requer so6lidos conhecimentos sobre I

os fundamentos da Matematica, sobre

SAIBA MAIS!

relagdes com diversas dreas; assim como Mais informagdes sobre os Referenciais

sobre estratégias para transposi¢do do

seu desenvolvimento histérico e suas

Curriculares Nacionais dos Cursos de Licenciatura

conhecimento matematico em saber
no site http://www.dca.ufrn.br/~adelardo/PAP/

escolar. Além de trabalhar diretamente na

) ) . ReferenciaisGraduacao.pdf
sala de aula, o licenciado elabora e analisa
e .
videos, programas computacionais,

ambientes virtuais de aprendizagem, entre outros. Realiza ainda pesquisas em

Educagdo Matemadtica, coordena e supervisiona equipes de trabalho. Em sua

atuagdo, prima pelo desenvolvimento do educando, incluindo sua formagao

ética, a construgdo de sua autonomia intelectual e de seu pensamento critico

(p- 79).

Notamos de inicio a importancia apontada pelo documento relacionada com a
formagdo do futuro professor relacionado com os contetidos de Educagao Matematica
(Didatica da Matematica, Psicologia da Aprendizagem em Matematica, Filosofia
da Educagio Matemdtica e da Matematica, Histéria da Matemdtica, Sociologia da

Educagao Matematica, Novas tecnologias no Ensino de Matematica, Etnomatematica).
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ATIVIDADES DE APROFUNDAMENTO

1) E possivel explorar uma situagao de analogia entre as defini¢des formais
de funcao afim e fungdo exponencial? Que tipo de raciocinio heuristico
podemos enfatizar em sala de aula?

2) E possivel confiarmos plenamente nos livros didaticos que discutem
os conceitos de func¢do afim e funcao exponencial? Se sim, a transposigao
didatica esta automaticamente garantida, basta executar a apresentagao do
autor do livro?

3) Assista a video aula, disponivel no link http://video.impa.br/index.
php?page=janeiro-de-2010, do professor e pesquisador do IMPA Elon
Lages Lima. Em seguida analise e descreva sua transposi¢ao didatica, sua
metodologia de ensino e suas concepgodes relativas ao ensino das fungoes
funcao afim, quadrética e exponencial.

4) Assista a video aula, disponivel no link http://video.impa.br/index.
php?page=janeiro-de-2011, do professor e pesquisador do IMPA, Paulo
Cezar. Em seguida analise e descreva sua transposigao didatica, sua
metodologia de ensino e suas concepgoes relativas ao ensino de Sistemas
Lineares.
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Metodologia do Ensino em
Matematica

Ola, aluno (a)!

Em nossa Ultima aula, abordaremos algumas tematicas delicadas. A primeira
diz respeito a abordagem de ensino de Matematica por meio da ‘Resolucdo de
Problemas’, mas, quando podemos afirmar que temos um problema interessante?
Esse questionamento mostrou-se delicado e extremamente imponderavel para
matematicos de reconhecido talento. Por fim, abordaremos, com brevidade,
em virtude dos limites de sintese desta aula, a Teoria dos Campos Conceituais,
concebida pelo psicélogo de raizes piagetianas Gerard Vergnaud. O diferencial
dessateoria, diferentemente de muitas teorias cognitivistas estudadas em disciplinas
passadas, todavia, sem aplicacao, é que a Teoria dos Campos Conceituais tem
proporcionado a obtencéo de dados e resultados empiricos, sobretudo em sala
de aula, quando efetivamente explorada no ambiente de ensino/aprendizagem em
Matematica.

Objetivo

e Discutir a natureza de um problema em Matematica
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Como caracterizar um bom
T PI 1 problema de Matematica

OBJETIVO
*  Discutir problemas de aplicagido e bar-

reiras metodolégicas

ndiscutivelmente, um sentimento que adquirimos apenas na pratica, no convivio
direto com os estudantes, ¢ a necessidade de identificagio de um bom problema

de Matematica, afinal, como ja mencionamos em aulas passadas, uma boa au-

la dessa disciplina se inicia por meio de um bom problema, entretanto, como fazé-lo?
Vamos, por exemplo, analisar o seguinte problema: sejam os numeros a, b,c € R em

1 1

1
Foide Veida Jaib

formam um PA. Vamos admitir que este modelo seja conhecido apenas pelo professor.

também

progressao aritmética. Prove que os nimeros

Sublinhamos, entdo, que podemos apresentar os seguintes problemas aos estudantes:

Problema, : Considerando que (2,5,8) estdo em P.A. o que se pode afirmar a

1 1 1
V58 B2 ﬁ+ﬁ]'

Solugao - Num primeiro momento, os alunos podem achar estranha a

respeito de [

notagao e o professor pode estimular os alunos a fazerem contas. Como por exemplo

1 1 1 1
[x/§+x/§ 82 \/E—I—\/g]_[2,23606...+2,8284... '

1 1
2,8284..+1,4142.. " 1,4142.. —1—2,2360...]

Mas essa estratégia vai se mostrar muito cansativa. O professor pode, também,
tentar algumas representagdes geométricas., Veja, se tivéssemos a sequéncia
(2,5,8,11,14,17,20) , quem seriam os termos correspondentes na PA.?

Usando um raciocinio analégico, os alunos devem chegar as listagens:
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1 1 1 1 1 1
[x/§+J§ VB2 N2 VA + 17 T 17+ \/ﬁ+x/ﬁ'?]
que podem ser representados mno plano por: (qg,,4,,4,,4,,4;,0,) =
1) ) b T B ) )
SV T2 24T a7 T 1 41

Ja vimos, nas aulas passadas, que o grafico de uma PA. (figura 1-II) se

constitui a partir de pontos que nao podem ser ligados no plano R*, mas quando
realizamos a ligagdo entre os mesmos, percebemos que os trés primeiros estdo
alinhados na mesma reta, enquanto os trés ultimos também. Pelo grafico, os alunos
devem ser estimulados a fazer conjecturas baseadas num raciocinio intuitivo.

Nele vemos que temos possivelmente duas PA.’s: (a,,a,,a,) e (b,,b,,b;)

1204
a, =3n-1."
1004 :
a0+
&0+ PA,
A0+
0,164 204
. a, .
014 a, . 0 R
1 2 3 4 5 1

Figura 1: Interpretagdo geométrica da P.A.

Na sequéncia, o professor pode sugerir alguns artificios algébricos, como:

1 1 1 1
= — e a,—a,= -
SN N N N N N CREN N}
1 1 1

1
VB2 A8 Bz B

1 B2 1 B85 B2
VB2 VB2 Va5 Va5 8-2
B—5_ B2 a5 _

8—5 6 3

BB Bo5 B-vE-2B+25 25-Va-\B
6

6 3 6

a

—a e verificar suas

2

relagdes. De fato, a, —

.Demodo
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1 1 1 1

T 245 Bz B2 Bz

R A S N
" hii 2 iz B2 52

IR N R

anélogo, inferimos (a3 - az)

8—2 6
Assim, observamos de fato que (a,,a,,a;) estao
em PA,, pois (a,—a,)=(a,—a,)=cte, entretanto,

1

1 1 ~
(4'\/§+\/ﬁ),(5’\/ﬁ+\/ﬁ)'(6'\/ﬁ+\/ﬁ) estio em

mas ndo fazem parte da primeira lista de numeros. Entdo, exigimos que

1
(bl’bz’b3): 1

1 1
N TN LN TR TN TRa 7L

partir do modelo geral que deduzimos na aula passada, pode elaborar atividades

(bl’bZ’b3):

PA.,

. Assim, o professor, a

particulares, sem necessariamente explicitar o modelo geral formal.
Outro elemento de dificil analise aqui diz respeito aos limites de validade
da situagdo problema que deve ser conhecida pelo professor. Por exemplo, neste caso

o professor nao poderia enunciar: sejam os ndmeros (a,b,c,.....,...) em progressao
1 1

1
o+ " Net+a  a+b "

uma PA. De fato, a propriedade que analisamos aqui, o modelo mateméatico demonstrado

aritmética. Prove que os niumeros .. também formam

prevé o comportamento apenas de trés numeros em PA. basta observar a figura 1.
Vejamos outro modelo geral que possibilita a replicagdo de varias situagdes
problemas particulares.
Problema, :0s ~ numeros  (x,,X,,%;,......,.%,)  formam uma PA.
Encontre tal progressdo, sabendo que (x, +x,+x;, +...... +x
(7 +x"+x"+. +x7)=b".

Solugédo - Vamos admitir nossa razio d, assim, temos:

d+(n—1)d
2

)n]) —aeo(nox + [(%)n]) —a
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(n-x, —I-[nsz}):a.

Por outro lado, observamos que (x,” +x,” +x,° +...... +x’)=b"—
(x> + (%, +d)’ +(x, +2d)" +...... + (%, 4 (n—1)d)’)=b" . Fazendo as contas,
desenvolvendo os termos ao quadrado e colocando fatores convenientes em

evidéncia, encontramos a expressao:

n(n—1)(2n—1)

nx} +2xd(142+ .. (n—1)+d* (' +2° +...(n—1)" ) =nx] +n(n—1)xd + d*

n(n—1)(2n—1) pE

Portanto: b* =nx} +n(n—1)x,d + e lembrando  que

n’d
n’d a7
(n-x, +[ 5 }) =a<rx = ——2_ substituindo, teremos:
n
a_ nd | 4 n’d
2 Py —1)(2n—1
b = n|—2| nn—1)| —2_|g 420D Y o
n n
nd |
) a_T n’d n(n—1)2n—-1) ,
—b =n +n—-l)jla——|d+———d
n 2 6
2 _1 2 12 b2 _ 2
Assim, obtemos dZM: p-Ld=4+ M
12 n n°(n”—1)
1 n(n—1) . . - x
e x, =—|a————d|. Nesse caso, a progressdo desejada (condigdo de
n

validade) que 12(nb* —a’)=0. Note-se que nessas condigdes e a partir desse

modelo geral proposto pela questdo, podemos gerar vdrias situagdes-problemas

diferentes.

Para concluir essa discussao, recordamos o questionamento inicial que
trazemos nesta secdo descrita por quando temos um bom problema de
Matematica? Atéaqui diferenciamos o termo ‘exercicio’ dotermo ‘problema’, assim,
decididamente a resposta para essa questdo nao se relaciona a um exercicio que,
na maioria dos casos, envolve um emprego de uma férmula que irremediavelmente

conduz a uma resposta de modo quase instantaneo, dispensando uma reflexao mais
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aprofundada por parte do solucionador. Um bom problema pode apresentar um
enunciado de fécil caracterizagdo, por exemplo: é possivel que os nimeros 2, 3 e 5
estejam em P.G.?

Observamos que ndo perguntamos de modo usual encontrado nos livros
didéticos se os termos (2,3,5,...) formam uma P.G. e sim (....,2,.....,3,...... s FRUT )

podem pertencer a uma P.G. Digamos que sua razao seja g , assim, podemos escrever
n m n 3 m 5

3=2-q" e5=3-q",paraalguns n e m € N .Dessemodo g =5 eq =§,portanto,

3" 5

_:_(_)3
2m 3

m+n m+n

=2"-.5". Agora concordamos que 3""" é sempre impar, enquanto

que para 2" -5" termos um ntimero impar, teremos que m=0.".5=3-q9" =3 que é
uma contradi¢do. Assim, se m =0 temos 3""“‘ =2".5" um absurdo.

Salientamos que um problema comolmep:;e néopaé muito corriqueiro no ensino
escolar, apesar de que o professor deveria conhecer com profundidade. Em outras
situagdes, um bom problema envolve uma manipulagado inesperada, como no caso
de simplificar a expressao /3 + 22

De fato, observamos
3422 =14+2:42+2=(142) .3+ 2V2 = (14+42), assim,
V3422 =1+2.E podemos formular alguns problemas mais interessantes
descritos por: (i) a seguinte expressao 3 — 22 pode ser simplificada? ; (ii)
simplificar a expressdo /3 — 22

Ja comentamos aqui que a primeira formulagdo é bem mais interessante para

o aprendiz. Nesse sentido, temos:

V3-2v2 =\1+2-2V2 = \14+(V2) —2V2 = J1 -2 =1-v2  que,

no entanto, esta errada, uma vez que 1— \/E < 0. A resposta certa sera \/5 —1. Em

varios casos pode ocorrer que o estudante fornega solugdes diferenciadas para um

problema que naturalmente permite uma diversidade de estratégias de resolugdes,
. . a+b .
por exemplo, a prova da inequagao +ab ST. De fato, seu estudante poderia

argumentar que a soma das dreas dos quatro retangulos de lados a e b ¢ menor do que

a area do quadrado de lado (a + b), vocé aceitaria tal resposta intuitiva como valida?

j+1]
+
o

ab <




Figura 2: Prova geométrica da propriedade

Para concluir com a discussdo referente a caracterizacio de um bom
problema de matematica, apresentamos a seguinte formulagao: se abceR" e
vale a> =b*> 4+ ¢?, entdo serd o tridngulo de lado a, b e ¢ retangulo?

Para verificar esta propriedade pouco explorada nos livros didaticos,
tomamos no AABC os segmentos E =c, C_A =be B_C =a . De um ponto de vista
didético-metodologico, separamos em dois casos: (i) se A <<90° e (ii) se A>90°.

Nesse caso, exploramos 0s seguintes diagramas como guia para o raciocinio

do estudante.

(ii)

A X D = B

Figura 3: Diversos casos possiveis de triangulos
No caso (i) temos 24 <90° e vamos admitir que b<c baseando-se no
desenho. Assim, tomamos o ponto D como projegao do vértice C sobre o segmento
AB=c. Sejam assim AD=x, DB=c—x e¢ CD=h. Desde que o triangulo
ABDC éretangulo em IA) e com a mesma razio AADC, pela inferéncia conhecida
do teorema sabemos que ad=n+ (c— x]z —
a’=hn+(*—2cx+x*)oa’ =0 —x")+(* —2cx+ 1) > a’ =(b°)+ (¢’ —2cx) <
a’=(b"+c*—2cx), todavia, veja que (—2cx)<O0..
a’ =(b*+c* —2cx) <b*+c* =a’ o que é uma contradigio.
No caso (ii) temos ;1 >90°. Assim, vamos tomar agora os triangulos
ADAC e ADBC, escrevemos:
a=h+(c+x)—a’=h—+("+2cx+x*)—=a’=b"—x" +(’ +2cx +x*)

a’=b"+(c* +2cx)>b’ +c*=a’ ,ou seja, outra contradigio. Com isso,
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A A

acabamos de demonstrar que: (iii) se A <90°, entdo a’ <b* +c* e (iv) se A>90°
obtemos a’ > b’ + ¢*. J4 podemos concluir o que buscamos demonstrar de fato?
Viarios estudos indicam a importancia de conduzirmos o estudante a
produgdo de conjecturas sobre determinados fatos e propriedades matematicas,
evitando apenas o emprego de rotinas algoritmicas. Ademais, é essencial, como
ja sublinhamos nos pardgrafos anteriores, o professor de Matemadtica antever os
problemas, limitagdes, inconsisténcias e barreiras relacionadas a determinados
problemas que tenciona explorar com seus pupilos. Vejamos por exemplo: (i)
encontrar todas as solugdes de (xz + 1)<y2 + 1) +2(x— y)1—xy)= 4(1 + xy) ; (i)
¢ possivel encontrar as solugdes de <x2 + 1><y2 + l) +2(x— y)1—xy)= 4(1 + xy) ?
Observamos, na figura 4, o modelo geométrico que antecipa a informacao
para o professor que é consciente de que a situagdo-problema admite solugdes do
tipo (x, y) . Mas vejamos alguns malabarismos algébricos que antecedem a resposta.
Inicialmente temos (xz + l)(y2 + l) +2(x—y)1—xy)= 4(1 + xy) >
Byt 2y + 1+ a + y —2xy+2x — y)l—xy) =4 (xy—1—(x—y)) =4

Assim, encontramos:

. B (x+1)(y—1)=2
4 (x4+1)(y-1)=%2c (x—i—l)(y—l):—ze ao

impor essas condigdes, encontramos quatro sistemas que exibimos na figura abaixo,

2

(xy—1—(x—y))

do lado direito. Quando resolvemos tais sistemas, devemos encontrar os pares

ordenados (1,2); (—3,0);(0,3); (—2,—1); (1,0);(—3,2);(0,—1); (—23).

(et iy 1)+ 2ix - vh(1 - xy) = 4{1= xy)

Y 4

4

»

.ﬁ.
Figura 4: Argumentagao geométrica e algébrica da solugao

Acrescentamos que encontrar, formular, conceber e caracterizar um bom

problema de Matemadtica ndo ¢ uma questdo imediata e simples, na propria Historia

da Matemadtica, encontramos exemplos de situagdes em que mesmo matemadticos
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profissionais possuiam em suas maos problemas

que exigiram séculos para a sua resolugdo, [

I NN
todavia, ndo percebiam como um problema SAIBA MAIS!

propriamente dito ou algo que os conduzisse o » )
Christian Goldbach, matematico prussiano-russo,

a algum resultado mais interessante, do ponto )
amigo de Euler a quem este confiou a descoberta

de vista matemdtico. Como exemplo, temos . . i
de que uma potenaa 1mag1nar1a de um numero

o caso da conjectura de Christian Goldbach . .. , .
1mag1nar10 pode S€r um numero real. Mais

que propunha que qualquer nimero maior informagdes no site http://www.dec.ufcg.edu.br/
que dois é soma de dois primos. Por exemplo: biografias/ChrstiaG.html
4=2+2; 6=34+3; 8=3+5; 12=5+4+7 . Usando um T
computador, encontramos cerca de um bilhao de
exemplos, contudo, podemos acreditar que tal conjectura é sempre verdadeira?
Ainda ndo temos até agora uma resposta (DEVLIN, 1998, p. 39).
Advertimos as condigdes que caracterizam um pseudo-problema de
Matematica que acontece quando aparentemente o professor transmite a ideia de
que se trata de um problema, que exige uma maior reflexdo, todavia, nao passa
de um enunciado que pode ser desvelado por meio da aplicagdo de uma férmula.
Vejamos dois enunciados de pseudo-problemas:
As idades de duas irmas correspondem as raizes da equagdo x* —10x +21=0.
Quantos anos possui cada uma delas?

A idade de Alfreda dividida pela idade de sua irma gera a seguinte dizima

0,7272.... Qual a idade de cada uma?

1 1 1
Determinar todos inteiros positivos x e y €N, tais que —+—= o
)
. S . 1 1 1
Determinar todos inteiros x ey, tais que —+—=—.
x y 19
. . . 1 1 1
Determinar todos os numeros x € Q ouy € Q, tais que —+—= o
o)

Solugio:

Na primeira situagdo, a contextualizagdo foi completamente infeliz, alias,
o estudante poderia resolver a equagio x> —10x+21=0 sem nem mesmo ler o
enunciado.

No segundo caso, identificamos a falta de precisdo na formulagao da questao
e dos dados procurados. De fato, nesse caso, o solucionador poderia escrever

0,7272...=—.
99
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Dificilmente o aluno consegue evitar as seguintes manipulagdes:

1 1 1 x+y 1 19y
—F—=—c——=—<=19%+19yF+xy—xy—19x =19y x = .
x y 19 xy 19 y—19

Nesse ponto, o solucionador deve empregar suas hipoteses (x ey GN) €,

19y

y—19
19-20

assim, impde a condigdo x = €N . Assim, podemos ter a possibilidade de

que y—19=1«> y=20,.x= =380 . Pode ocorrer também a possibilidade

de que y—19 divide 19 ou y—19 divide y. Mas como 19 ¢ primo, tem-se que

19-38
19

eN.

y—19=19 <« y=38, e neste caso, x =

No casoem que y—19 divide y <= y=t¢-(19 — y). Por outro lado, sabemos que
x+ )/ 1
1
\/@gﬁ—y, dai, observamos que H—y:—e—zzéﬁx—i_—y-w:ﬂ.
2 xy 19 xy 19 2 2

Sublinhamos que uma pequena modificagdo podera alterar e expandir a

quantidade de possibilidades para o mesmo problema.
19y
y—19
19 .

=—1<19y=19—y<—20y=19« y=%¢Z . Portanto, o enunciado

De fato, agora podemos ter a condigao descrita em que temos x = €7, assim,
19y
y—19
neste item ndo apresenta solugdes em Z, quando tivermos a possibilidade de que

19
x= )179 = —1. Entretanto, o solucionador desse problema precisaria ficar atento
y—

a possibilidade y—19=-19+> y=0 e x=0, mas nunca poderia ocorrer esta

possibilidade.

Deixaremos a cargo do leitor!

A moral da histéria é que, diferentemente de um ‘exercicio’ de Matematica,
um verdadeiro problema apresenta a ‘flexibilidade’, dispde de um repertério maior
de distintas e diferenciadas estratégias e possibilidades de solugdao. Nesse caso,
fornecemos com uma ligeira modificacdo enunciados distintos nos itens c), d) e e
(deixaremos a cargo do aluno)).

Em qualquer caso, na andlise a priori da escolha de uma situagao-problema, o
professor deve estar conscio de que toda situagdo problema apresenta um conceito
matematico principal que se quer aferir um conhecimento por parte do aprendiz.

Ademais, todo conceito matemdtico se relaciona e é condicionado por uma defini¢do
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formal matematica, apesar de que, na maioria dos casos, os estudantes resolvem
problemas por intui¢do e sem se recordar com precisdo e consciéncia das defini¢oes
matemdticas formais exigidas por vezes de modo implicito.

Realmente, ndo é concebivel uma aula desenvolvida pelo professor que nem
mesmo ele possui de forma clara e precisa o motivo pelo qual a aprendizagem de um
conceito matemdtico pode ou ndo ocorrer, que fatores cognitivos podem acelerar ou
causar lentidao no processo paulatino de sua internalizagao, e mesmo que fatores podem
atuar de forma efetiva impedindo que a aprendizagem evolua a uma falsa/equivocada
concepgao.

Para esclarecer um pouco mais essas possibilidades que apresentamos
agora, de modo pormenorizado, abordaremos uma teoria de base cognitivista, de
raizes piagetianas que consegue explicar, ou pelo menos esclarecer, alguns pontos

relacionados ao multifacetado processo de aprendizagem em Matematica.
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y
Definicdo matematica
e conceito matematico

OBJETIVO
. Diferenciar conceito e definigao

matematica

o campo do ensino da Matemdtica, poucos nomes sao tdo
respeitados quanto o de Gérard Vergnaud.
Formado em Psicologia, fez a propria tese de doutoramento com
ninguém menos que Jean Piaget. “O titulo era A Resposta Instrumental como Resolugdo
de Problemas. Pura teoria”.

A Teoria dos campos conceituais proposta

por Vergnaud (1996, p. 197):

N—A
SAIBA MAIS! E uma teoria cognitivista que visa a fornecer um quadro

coerente e alguns principios de base para o estudo do

Gérard Vergnaud, aos 75 anos de idade e depois de desenvolvimento e da aprendizagem de competéncias

orientar mais de 80 teses de mestrado e doutorado, complexas, notadamente das que revelam das ciéncias

continua trabalhando como diretor emérito e das técnicas.

de estudos do Centro Nacional de Pesquisas Vergnaud acrescenta que uma de suas

Cientificas (CNRS, na sigla em franceés), em Paris. principais finalidades ¢ forrzecer um qua dro que

Mais informagdes http://homolog.novaescola. ) ~
permita compreender as relagdes e rupturas entre

abril.com.br/matematica/fundamentos/ . .
0s conhecimentos das criangas e adolescentes

todos-perdem-quando-nao-usamos-pesquisa- )
(1996, p. 197). Apesar de ndo ser especifica da
pratica-427238.shtml
Matematica, seu campo de aplicagdo nesta ciéncia

L
tem se revelado promissor em intimeros estudos
realizados.
Um dos elementos essenciais em sua teoria é a nogao de esquema cognitivo. Acrescenta

que um conceito ndo pode se reduzido a sua propria defini¢do, a ndo ser que estejamos
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interessados em seu ensino e na sua aprendizagem (Idem, 1996, p. 198). Outros autores, assim

como Vernaud, com notaveis influéncias piagetinanas, explicam que:

Um esquema ¢ sempre um sistema organizado de interpretagdes sequenciais
e juntamente procedurais para um certo nivel de maturacio e um suficiente
volume de experiéncia. Um esquema ¢ tanto estdvel como flexivel. Ele expressa
um caminho de pensamento, interpretacdo e solucdo. De fato, o conceito
formal de prova matemdtica é um esquema mental, por que ¢ expresso pelo
principio de que em matematica a verdade de um enunciado nao ¢ estabelecida
pela confrontagdo com a realidade, porém dedutivamente em conformidade
das regras légicas. Uma crianga de 8 anos de idade nao possui esquemas para
compreender a necessidade de verificagdo de um enunciado aparentemente

evidente (FISCHBEIN & MARIOTTI, 1997, p. 30).

VERNAUD DIFERENCIA DE MODO ENFATICO:

. As classes de situagdes nas quais o sujeito dispde, em seu repertorio,
de um dado de seu desenvolvimento e sobre circunstancias, as
competéncias necessarias ao tratamento relativamente imediato para
determinada situacao;

. As classes de situagoes pelas quais o sujeito ndo dispde de todas as competéncias
necessdrias, o que o obriga a um tempo de reflexdo e de exploracao, de
hesitagdes, e de tentativas abortadas, e que podem conduzir eventualmente ao

sucesso ou ao fracasso.

Vernaud diferencia o papel do esquema cognitivo nesses dois casos distintos.
No primeiro, observamos que as condutas do sujeito sao largamente automatizadas,
organizadas por um esquema unico; e no segundo caso, observamos a adaptagao
sucessiva de vdrios esquemas, que podem entrar em competicdo e que podem também
comprometer a solu¢do desejada, devem ser combinados e recombinados e tal processo
de acomodagdo envolve necessariamente um processo de descoberta (VERGNAUD,
1996, p. 199).

Vergnaud designa por esquema cognitivo a organizagdo invariante da conduta
de um sujeito por meio de uma classe de situagdes dadas. Sdo os esquemas que devemos
procurar nos conhecimentos mobilizados pelo sujeito, isto é, os elementos cognitivos
que permitem que a agdo do sujeito seja operatéria (VERGNAUD, 1996, p. 199).

Por exemplo, Vergnaud explica que alunos entre 5 e 7 anos descobrem que
nao € necessario recompor todo o conjunto AU B, se ja conhecemos e contamos a

quantidade de elementos que possui o conjunto A e a quantidade de elementos em
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B. Mesmo desconhecendo o resultado formal, os alunos exprimem o que Vergnaud
chama de teorema-em-ato, descrito nesse caso por Card(AU B)= Card(A)+ Card(B),
na condi¢do em que AN B= . Abreviamos aqui Card = cardinalidade .

Vergnaud discute algumas propriedades operadas pelos alunos sobre conjuntos que di-
zem respeito a teoremas-em-ato do tipo: se A C B — Card(A) < Card(B); AUB=ANB
e ANB=AUB.Ele explica que alguns alunos conseguem e extraem de situagdes-pro-
blema essas e outras propriedades de modo intuitivo, sem o conhecimento a priori das pro-

priedades formais que exigem um conhecimento académico de Matematica.
Outro teorema-em-ato destacado por Vergnaud é empregado quando demandamos

{1,2,3,4,5, 6,...}
a criangas de 8 a 10 anos completar as listagens: . Nesse
{2,4,6,8,10,12, ...}
caso, o teorema-em-ato pode ser descrito por f(x)=2-f(x) Vx € R, mesmo desconhe-
cendo este modelo formal.

Vergnaud adverte que os conceitos sdo raramente explicitados pelos alunos ao pas-
so que sdo construidos na agdo, sdo conceitos em ato, ou categorias em ato (1996, p.
208). Por exemplo, quando o aluno declara: quando temos um tridngulo de lados a, b
e ¢, com um angulo de 90°, temos que ad=b+c que é uma sentenga proposicional
a respeito de uma propriedade geométrica.

Em geometria, essa sentenga proposicional pode ser considerada como (V) verda-
deira ou (F) falsa. Além disso, o aluno pode acreditar nela sem mesmo conhecer sua
demonstragao, o que, as vezes, ocorre até no caso do professor. Em algumas situagdes,
o aluno apenas emprega uma estratégia ja familiar, apresentada em certos casos pelo
professor na resolugao de um problema que o mesmo sente ser relacionado com o te-
orema de Pitdgoras. Se o aluno observa que seu emprego teve éxito, o mesmo tende a
preserva-lo, modificd-lo e empregd-lo em novas situagdes relacionadas.

Nesse sentido, Vergnaud (1996) explica:

Assim quando uma crianga utiliza um esquema ineficaz para uma situ-
agao, a experiéncia o conduz a modificar por outro esquema, ou mesmo
modificar o préprio esquema. De modo semelhante a Piaget, podemos di-
zer que sdo os esquemas que estao no centro do processo de adaptagao de
estruturas cognitivas, assimilagao e acomodagao (p. 202).
Vergnaud designa os conceitos-em-ato e os teoremas-em-ato como os conhecimen-
tos contidos nos esquemas cognitivos. As terminologias acrescentadas por Vergnaud
‘em ato’ sublinha o carater situacional e diz respeito a um conhecimento mobilizado

por um sujeito naquele momento, diante da tentativa de resolu¢do de um problema.

Na figura 5, observamos os elementos discutidos em sua teoria.
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ESQUEMA
COGNITIVO

‘ Conceito em ato [ Teorema em ato ‘

\-) Regras de acao e q-/

antecipacao

Figura 5: Os elementos constituintes de um esquema cognitivo

Observamos que a ideia de Gerard Vergnaud se relaciona de modo intrinseco
com um ensino baseado por meio de uma aquisi¢do conceitual dos saberes. Toda
a aprendizagem gira em torno de uma aquisigdo, compreensdo, modificagdo e
sistematizagdo de um repertorio cognitivo de conceitos e, em nosso caso, conceitos
matematicos. De um modo metaférico, podemos imaginar o conceito de ‘fungio
afim” como o alvo principal a ser ensinado pelo professor.

Por outro lado, na medida em que conhecemos bem outros conhecimentos
e conceitos relacionados com este, teremos melhores condigdes de compreensao e
internalizacao do conceito de func¢ao afim. Sua ideia vai num sentido contrdrio a
crenga de uma aprendizagem linear (lado direito) de conceitos, pois caminha antes

para uma aprendizagem em forma de ‘teia’, como sugere um campo conceitual.

Conceito de funciao fix)=ax +b
” afin
Grafico abeR

reais

fixl=ax+b

\\ lcagnitas

Contantes
cat e b

lcognitas

- Wariavel

Funcio
inversa

Raiz da

Conceito de funcao
afim

equacao

Figura 6: Conceitos relacionados com o conceito de fungao

Na figura 7, vemos um exemplo de outro campo conceitual em torno da nogao
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de numero complexo. Observamos que qualquer pessoa, mesmo sendo aluno ou
professor, descreveria o mesmo campo conceitual de modos, ligagdes e relagdes
distintas, e quanto mais o sujeito sabe sobre determinado conceito, mais elaborado

e/ou complexo podera ser seu campo conceitual.

|-i:_ fla +bd tal que a,b=FR3] >R

z=a + b.i

A\
Y
Farbe A
imaginaria i wunidade imaginaria
L
L8

HMotacao

Farte R=al

Figura 7: Conceitos relacionados ao conceito de numero complexo

Neste ponto da discussdo, percebemos que a aprendizagem se da pela
internalizagdo progressiva e a incorporagdo ao ‘arquivo cognitivo’ do aprendiz, mas
o que ¢ mesmo um conceito? Como relacionar uma definigdo matematica formal e
um conceito matematico?

Essas questdes estao longe de admitirem respostas definitivas e triviais. A
preocupagao maior é encontrarmos um professor de Matematica em sala de aula
acreditando que, ao conhecer as definigdes formais em Matematica, necessariamente
o estudante aprende, ou ainda, aquela apresentagao linear de conceitos, definigdes
e teoremas garantem a internaliza¢ao dos mesmos. Vejamos a teorizagao concebida
por Vergnaud. A partir das consideragdes anteriores, Vergnaud considera um
conceito matemdtico como constituido de trés conjuntos:

S : conjunto de situagdes em que o sentido do conceito é constituido
(referéncia);

i: conjunto de invariantes operatdrios, conceitos-em-ato e teoremas-em-ato
que intervém nos esquemas de tratamento dessas situagdes (o significado);

L : conjunto de representag¢des linguisticas e nao linguisticas que permitem
representar simbolicamente o conceito, suas propriedades, as situagdes nas quais
ele se aplica e os procedimentos de tratamento que dele se nutrem (o significante).

Assim, podemos caracterizar um conceito matematico pelo conjunto

c

conceito

=(S,i,L) . Vejamos o exemplo de fungdes polinomiais do tipo f(x)=ax+b .
Note-se que esta representagao analitica ja faz parte do conjunto L . Tal objeto pode
ser representado também por y=ax + b, ou ainda, por uma condigdo particular

0 =ax + b . Em cada caso, ao se deparar com uma representagao particular, o sujeito
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necessita acionar um esquema cognitivo especifico responsavel por determinada
operagao. Vergnaud diz que a automatizagdo é evidentemente uma das manifestagoes
mais vistveis do cardter invariante da organizag¢do da conduta (1996, p. 201). Nos
casos anteriores, o aluno pode tratar arepresentagao y = ax + b restrita ao contexto
da Geometria Analitica, enquanto que f(x)=ax+b pode ser considerada apenas
como um polinémio. Assim, as operagdes e/ou regras empregadas em cada caso sao
especificas e diferenciadas. Observamos abaixo algumas a¢des que constituem os

invariantes operatorios operacionais de cada conceito

J—axtb, | ¥ —5xt6=0 DiVIdlr3 2 P 41=0
onde a=0 x +4x +4x" +0x+49
por ¥ +x—1

c=ax+beo | A=25-4-1-6=1.| x" 445’ +4x* +0x+9=| x> +1=0+
c—b=ax _5+V1 ( +x =) +3x+2)+| ¥ —F =0
b | T 2 +Hx+11) (¥ —i)(x+i)=0

a Raizes x=—ieC

ex=iecC

Tabela 1: Invariantes operatoérios operacionais

Vergnaud (1996, p. 205-206) nos fornece um comentdrio interessante quando destaca que:

Existem numerosos exemplos de esquemas de adaptagao em Matematica. Cada
esquema é relativo a uma classe de situagdes as quais as caracteristicas sao bem
definidas. Todavia, podem ser aplicados por um sujeito individual a uma classe
reduzida de situagdes que sdo as que podem ser aplicadas com eficacidade. Se
coloca entdo o problema da extensdo do esquema a uma classe mais extensa
[...] O reconhecimento dos invariantes sdo os pontos chave da generalizagao
do esquema. [...] Mas um esquema pode também ser aplicado por um sujeito

individual a uma classe mais larga [...].

Suas palavras merecem um comentdrio extra. O primeiro diz respeito ao
cardter adaptativo dos esquemas privativos de cada sujeito, com referéncia a
cada situacdo referente. Vergnaud observa acima que um esquema cognitivo é
um elemento gerador de a¢des que podem ser aplicadas em uma série de classe e
situagdes diferentes, principalmente, em momentos diferentes da vida do sujeito.
Por exemplo, quandocrianga, aprendemos a nogao e o conceito de fragao % .

Durante varios anos de escolaridade, em inimeras ocasioes em nossa vida,
escutamos algo, nos deparamos no dia-a-dia com coisas que nos remetem ao

conceito apresentado formalmente na escola. No caso do professor de Matemadtica,
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. . - a
que estuda formalmente o conceito mais abstrato de fracao ; , como uma classe
e A . . , 1 .
de equivaléncia, quando na vida pratica, o simbolo — representa bem mais
2
do que a metade de uma pizza, e sim é um representante e gerador da classe
124 . . .
—={=—==.. }. Todavia, esse formalismo ¢ incongruente com o saber escolar,
248

apesar de que o professor deveria domina-lo com profundidade.

Mais adiante ainda, o mesmo professor devera ensinar aos seus proprios filhos
o conceito de fragao, assim, diante de cada situagdo, no decorrer do tempo, o sentido/
significado do conceito de fragao evolui, modifica-se, sistematiza-se e relaciona-se de modo
conceitual com outros conceitos pertencentes ao repertorio particular deste professor.

Neste ponto é que se tornam importantes o carater da extensao, adaptagao,
generalizagdo e automatizacao dos esquemas de acdo e antecipa¢do de um sujeito
que aprende determinado conceito, como bem coloca Vergnaud.

Além disso, quanto mais o aluno vivencia situagdes diferenciadas, inéditas
e, no caso do licenciando em Matematica, ensina para outras pessoas, de modo
concomitante, precisa ef/ou se conscientiza de formas diferencias de resolugao,
estratégias que ainda nao tinham sido percebidas e empregadas, com isso adquire
outros pontos de vista, enfim, amadurece cada vez mais em relagdo a determinado
assunto, adquire o que nao se ensina na academia: ‘experiéncia’.

Por outro lado, a partir das consideragdes de Vergnaud, depreendemos que a
nogao de conceito matemdtico ¢ mais ampla e globalizante do que a nogao de defini¢do
matemdtica. Se fossemos representar como um conjunto, poderiamos descrever que

cC conjunto das defini¢des esta contido no conjunto dos

Cdefini;ﬁes formais conceitos mateméticos [

conceitos formais) e de modo esquematico, propomos a figura 5. O que deveria ficar bem
claro ao futuro professor ¢ que conhecer a defini¢do formal de um conceito ndo implica
ou conduz de modo imediato na compreensao desse conceito. Assim, ¢ importante para o
sujeito conhecer e vivenciar situagdes-problema relacionadas com determinado conceito
para que o mesmo adquira significado, de modo paulatino e gradual, para o sujeito.
Note-se que nosso comentdrio, numa perspectiva cognitiva, contraria mesmoa

famosa propriedade conjuntista descrita ha pouco por C cc

definigdes formais conceitos mateméticos

assim, podemos caracterizar que 3 x eC

sujeito definigdes formais - Cconceitas matemaéticos / ou Se.]a’

pode existir um sujeito 3 x que conhece uma defini¢do formal matematica,

sujeito
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todavia, ndo possui/apresenta nenhuma significagdo para a mesma. E de modo

eC -C

conceitos matematicos definigdes formais

interessante pode existir 3 x como na situagao

sujeito
em que frequentemente o sujeito resolve um problema desconhecendo ou nao se

recordando com detalhes da definigdo formal requerida.

Conceito
Matemdtico

Definigao
Matematica

Figura 8: Diferencas entre conceito matematico e defini¢do matematica

Observamos que:

Quando definimos axiomaticamente um objeto matemdtico ou realizamos
formalmente a sua construgao, adquirimos a possibilidade de distinguir
este objeto definido dos demais. Adquirimos a possibilidade de raciocinar
e conjecturar sobre tal objeto, que agora, passa a ser um objeto de nosso

pensamento, de nossa reflexao (ALVES, 2010, p. 128).

Buffet (2003) esclarece que etimologicamente, “definir” significa: delimitar
o que é do que ndo é. Este aspecto ¢ frequentemente encontrado em enciclopédias
e diciondrios (p. 17, tradugdo nossa).

Com respeito a importancia das definigdes, Henri Poincaré destaca “as
definigdes em Matematica sao enunciadas como convengdes, contudo, a maior parte
dos espiritos se revoltard se quisermos impor por meio de convengdes arbitrarias”
(POINCARE, 1904, p. 268, tradugio nossa).

Assim, uma defini¢do matematica formal permite as operagdes que podemos
efetuar sobre os objetos matematicos, tanto operagdes fisicas como operagdes
estritamente mentais e mais sofisticadas.

Vejamos um exemplo interessante que constou na avaliagdo do Enade (2005).
Nio precisamos muito tempo de reflexao para concluir que a situagao-problema se
refere ao conceito matematico de posigdo relativa entre duas circunferéncias. Nesse
enunciado, as representagdes sao descritas em lingua materna e registros analiticos,
desse modo, a agdo particular de cada sujeito no sentido de esbogar desenhos/
figuras que possam guiar/orientar as decisdes que devem ser tomadas apresentam

um carater particular da aprendizagem do individuo.
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Note-se que um solucionador qualquer de problemas nao poderia resolver
de modo semelhante o problema abaixo, como também um problema relacionado,
por exemplo, com numeros complexos, o que coloca em evidéncia os invariantes

operatorios peculiares a cada conceito.

As equacoes Wy tdx—dy-d4=0 e ¥+y -Ix+2y+1=0 representam, no
plano cartesiano =0y , as circunferéncias C, e C;, respectivamente. Messe caso,

A)  as duas circunferéncias tem exatamente 2 pontos em comum.

B) aequacdo da reta que passa pelos centros de C, e C, € expressa por
Y= —n=1.

C) os eixos coordenados 530 tangentes comuns as duas circunferéncias.
D} o raio da circunferéncia C, € o triplo do raio da circunferéncia C, .

E)} asduas circunferéncias estao contidas no primeiro quadrante do plano
cartesianoc xOy.

Figura 9: Questao do Enade (2005) discutido por Lara (2007, p. 183).

Nesse caso, podemos caracterizar o conjunto C

conceito

=(S,i,L) como:

S:Cada posigdo possivel entre as circunferéncias C, e C, caracteriza e
condiciona um sentido/significado diferente. O contexto em que elas sdo colocadas
e discutidas caracteriza a referéncia da situagdo apresentada;

i: Os invariantes operatdrios dizem respeito ao modo de agir e elaborar
conjecturas, realizar e empregar regras intrinsecas aos conceitos de circunferéncia.

L:As equagdes x*+ y° +4x—4y+4=0 (circunferéncia) e y=—x+1
(reta) sdo representagdes particulares de objetos especificos. Cada representagao
condiciona agdes e estratégias especificas.

Observamos que, no citado caso, existe um modelo matemadtico mais geral
que caracteriza a equagdo (v—a)’ +(y—b)’ =r" ou de equagdo geral dada por
x* + y*+ Ax+ By+C=0 obtida a partir da primeira. Notamos, ainda, que cada
sentenca acima pode proporcionar um significado distinto ao leitor. O leitor-
estudante pode, por exemplo, extrair um significado geométrico distinto. De fato,
no item (A), o sujeito pode atribuir os seguintes sentidos (referéncias). Por outro
lado, do ponto de vista algébrico, as seguintes estratégias deverdo estar presentes

nas resolu¢des dos estudantes:
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4y dax—4y+4=0<
42 2x 4y —2-2y=—4<
42204224y —2-2y+2P =—44+2" 42" &
[¥* +2-2x+2° |+ [y —2-2y+ 2} |=—4+4+4=4«
[x+2]" +[y—2] =4.". Raio r=2 centro (—2,2)
De maneira analoga, um tratamento similar devera ser dado a equagdo

x’+y'—2x+2y+1=0. Nas ilustracbes abaixo, descrevemos algumas

possibilidades de representacdo e interpretacdo geométrica das tarefas.

Qo000

Figura 10: Interpretagao geométrica do item (a)

@ (D"

v
v

(O

Figura 11: Interpretacao geométrica do item (c).

@

C, C

Certamente que de acordo com a interpretagao geométrica de cada sujeito
podemos esperar estratégias, escolhas, declaragdes e aplicagdes de regras de agao e
antecipagdo distintas (invariantes operatérios).

Domingos (2003) discute em sua tese uma teoria de base cognitivista que
caracteriza as possiveis estratégias de solucdo de um problema. Nido ¢ muito
simples para um professor de Matemadtica iniciante identificar nos protocolos
produzidos pelos estudantes tal sistematizagdo relacionada a estratégias de solugao
de problemas. Por outro lado, estas estratégias sdo completamente condicionadas
pelo conhecimento conceitual do solucionador de problemas. Por exemplo, quando
o professor apresenta um problema a um estudante, como ja explicamos, a situagao-
problema sempre possui um conceito principal que ¢ o alvo principal do professor a

ser ensinado. E quando temos um conceito matemdtico formal, de modo automatico,
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necessitamos de uma defini¢cdo matemdtica correspondente.

" Sarda1 " SaldaT
e _—

‘ Conceito definicao - Conceito imagem ‘ ‘ Conceito definicao ‘ [ Conceito imagem

““"x ‘..____‘_\1

Ennada 1 Ennada 1

iy 1 v L
Salda Salda

Conceito definicho H Conceito imagem ‘ ‘ Conceito definicao ‘ ‘ Conceito imagem ‘

Entracla 1 Enttada1

Figura 12: Domingos (2003) Esquemas de resolugado de problemas em Matematica

As possibilidades de estratégias apresentadas na figura 12 deveriam ser
de conhecimento para qualquer professor de Matemadtica, no sentido de analisar,
avaliar, acompanhar os raciocinios qualitativos empregados pelos estudantes,
todavia, sabemos que na prdtica ¢ bem mais facil avaliarmos quantitativamente
suas estratégias (diagrama (II)). Acrescentamos que a nogao de conceito imagem diz
respeito ao significado atribuido pelo individuo a determinado conceito.

Veja que conhecer sua definicdo formal nao implica que o individuo
compreenda, entenda o significado ou sentido de um conceito/objeto matematico.
Observamos que a estratégia (IV) refere-se a uma agao baseada completamente em
um raciocinio intuitivo do sujeito com referéncia a uma defini¢do formal que o
mesmo ndo conhece.

Por exemplo, um aluno pode resolver uma questao envolvendo a nogao de PG.
conhecendo apenas a defini¢do formal de PA. Um estudante pode resolver de modo
intuitivo um problema de multiplicagdo conhecendo apenas a nogao de adigao/subtragao
de nuimeros reais. Um estudante pode resolver, também, de modo intuitivo, questdes de
Geometria Analitica conhecendo apenas a teoria que chamamos de Geometria Plana.

Na disciplina de Resolugao de Problemas, voltaremos a discutir tais estratégias
de resolugao, com énfase no lado psicolégico do solucionador de um problema de
Matematica. Podemos finalizar nossos comentarios destacando que a estratégia
mais significativa e que diz respeito a um dominio de conhecimento mais esperado

diz esta relacionada com a de Carneiro (2003).
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Saida de dados

Conceito definicdo ‘4—»‘ Conceito imagem

Entrada de dados

Figura 13: Carneiro (2003, p. 29).

Na figura 13, distinguimos uma estratégia na qual o individuo possui uma
interpretagao intuitiva/significativa da defini¢do formal de um objeto matematico
particular. Essa ¢ a relagdo conceitual esperada, por exemplo, para o caso do
professor de Matematica, entretanto, nem sempre isso ocorre. Merece comentario
que para se atingir, dominar e dispor de um esquema de raciocinio mental com
as caracteristicas acima, o aluno deverd experimentar um periodo de esforgo,
empenho, concentragdo com respeito a determinado contetido especifico.

Certamente que avaliar estratégias, como nos casos figura 13(I), figura 13
(IIT) e figura 13(IV), é razoavelmente mais complexo e laborioso, entretanto, tarefas
do tipo figura 13(II) sdo as que promovem/fornecem uma maior comodidade ao
professor, é o que se chama de avaliagdo quantitativa. Nesta, as estratégias giram
em torno da aplicagdo de uma unica regra, como ¢ corriqueiro nas questdes de
vestibulares que envolvem a escolha de intens.

Esse tipo de avaliagdo, conforme ja mencionamos, ¢ um condicionamento
epistemoldgico do saber matematico, que finda por influéncia as praticas sociais que
se desenvolvem em torno deste saber; o processo de observagao e analise do mestre se
restringe na observancia e na constatagao se o aluno conhece ou nao a regra escolhida,
se 0 aluno sabe ou nao o teorema que funciona de modo magico na resolugao esperada.
Todavia, dependendo da formulagdo apresentada, o professor poderd avaliar o aluno

por meio de um viés mais qualitativo, como vemos na figura 14.
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QUESTAO 15

aulas, a construcao de wm aviado de papel para explorar alguns

conceitos € propriedades da geometria plana. Utilizando uma folha

de papel retangular, os estuedantes deveriam comecar fazendo as "
dobras na folha ao longo dos segmentos de reta indicados na figura

ao lado.

Uma professora do ensino fundamental resolvew utilizar, em suas E.

As seguintes condicbes, segundo instrugdes da professora, dewvem ser
satisfeitas:

»  areta determinada por M e U & a mediatriz do segmento AB;

» AC, BD e AB sio segmentos congruentes;

» PFT, BD & AB sio segmentos congruentes;

[ FD = BD =80 segmentos congruentes.

A partir da analise da figura, um estudante afirmou o seguinte:

Q rrigngulo POQD & obtusangulo

porque

o triangule PQT & equilatero.,

Com relacao ac que foi afirmado pelo estudante, assinale a opgao correta.

e As duas assercoes sao proposicoes verdadeiras, e a segunda @ uma justificativa correta da
primsera.

@ As duas assercoes s&o proposicoes verdadeiras, e a segunda nao € uma justificativa correta da
primeeira.

@ A primeira assercido € uma proposicao verdadeira, e a segunda & falsa.

@ & primeira assercdo € uma proposicao falsa, e a segunda & verdadeira.

G Ambas as assercies sao proposicoes falsas.

Figura 14: Fonte (ENADE/2008, p. 8)

Vamos agora analisar o enunciado da figura 14, presente na avaliagio do ENA-
DE/2008, na perspectiva da teoria dos campos conceituais. Observamos logo nas ter-
ceira e quarta linhas as expressdes ‘conceitos’ e ‘propriedades’ da Geometria Plana.
Sob a perspectiva de Gerard Vergnaud, as ‘propriedades’ condicionam um modus
operandi peculiar no momento de resolu¢do dos problemas, que diferem dos métodos
de resolugdo dos campos da Aritmética e da Algebra.

Notamos, também, que o conjunto das situagdes-problema discutidas com os estu-
dantes emprega a nogdo de manipulagio e dobraduras de papel. Observamos que a pro-
fessora poderia ter restringindo toda sua aula ao ambiente da sala de aula, na lousa ou
quadro negro, todavia, inseriu um material que proporciona a manipulagao, a percepgao
e extracao de propriedades a partir do contato fisico e visual com objetos concretos.

Identificamos os conceitos-em-ato de mediatriz, segmentos congruentes,
tridangulo obtusangulo que devem condicionar/orientar as escolhas e estratégias
do estudante. Por outro lado, identificamos, nas possibilidades de respostas,
informagdes que conduzem as respostas do tipo verdadeiro/falso, entretanto, no

caso dos candidatos que prestam esse tipo de exame, espera-se que apresentem
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uma maior experiéncia e conhecimento conceitual aprofundado, Desse modo,
reforgamos o cardter algoritmico do saber matemdtico que se baseia na crenga que
todo problema de Matemadtica deve apresentar uma tnica resposta.

Por outro lado, considerando as estratégias anteriores, o professor podera
antecipar e preveé regras de acdo, escolha e, possivelmente, os erros dos estudantes.

Nessa esfera , Vergnaud (1996, p. 207) acrescenta:

Se reconhecermos que um esquema ¢ composto de regras de agdo e antecipagdo uma
vez que gera uma sequéncia de agdes tendo em vista um objetivo a alcangar, nao
reconhecemos sempre que de modo semelhante o mesmo ¢ composto de invariantes
operatérios (conceitos-em-ato e conhecimentos-em-ato) e de inferéncias. As inferéncias

sao indispensaveis a colocagao em pratica do esquema em cada situagao particular.

Uma contribui¢aoimportante de Vergnaud éa percepgao de que todaaprendizagem
gira em torno de conceitos matematicos. Nesse sentido, a Teoria dos Campos Conceituais
privilegiam modelos que fornecem um papel essencial aos préprios conceitos matemdticos
(1996, p. 213). Além disso, as situagdes fornecem o sentido aos conceitos matematicos.
Em cada situagao especifica, seja descrita em lingua materna, escrita algébrica, numérica
ou grafica, o sujeito consegue manifestar alguma decisao na condi¢ao em que a situagao-

problema fornega algum sentido para o mesmo. Vergnaud (1996, p. 228) esclarece que:
Osentido é umarelagao dosujeito com o conjunto de situagdes e significantes. Mais precisamente,

sao 0s esquemas evocados pelo sujeito por meio de uma situagao ou por um significante que

constituem o sentido de uma situagao ou dos significados destes significantes para o individuo.

Mas vejamos os exemplos descritos na tabela abaixo.

Problema sem sentido/sig- | Problema sem sentido/ | Problema sem sentido/significado
nificado para um estudante | significado para um estu- | para um estudante de graduagao em
de 7* série dante do 1° ano do 2° grau | Matemdtica

Seja f:RZ—>R de classe C~

, com f(x,0)=f(0,y)=0 para

Dividir o polinémio P(x) | Encontrar o valor
todos x,y€R . Mostre que ex-
por Q(x) e encontrar o quo- | de 2+ i)zow , onde | ,
ciente e o respectivoresto da | _ _ +ieC iste g:R”— R de mesma classe
divisao. tal que f(x,y)= g(x, y)-xy para
todo (x, y)€R® (LIMA, 1981, p.
184).

Tabela 2: Situagdes problemas
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Nas situagdes-problema acima, uma vez apresentadas para um solucionador de
problemas imbuido em termos psicoldgicos da tarefa de resolver cada uma, se 0 mesmo
nao consegue manifestar nenhuma estratégia, escrever ou rabiscar nenhuma linha,
apresentar simbologia ou equagdo que proporcione antever alguma escolha, isso significa
que o problema ndo apresentou ou forneceu um significado/sentido para o sujeito.

Vergnaud adverte, ainda, que uma situagdo dada ou um simbolismo particular
ndo evoca no sujeito todos os esquemas disponiveis (p. 228), e a razdo disso possui
uma base e explicagdo neurolégica. De fato, nas proximas disciplinas, detalharemos
algo mais a respeito das nog¢des de memdria de curto prazo e memoria de longo prazo.
No caso do professor, pelo fato de cotidianamente falar, pensar e discutir situagoes
especificas sobre determinado assunto ou problema, o mesmo possui um grande
repertorio de informagdes sobre isso. Assim, diante de um problema, o mesmo
dispde de uma grande e diversificada variagdo de esquemas cognitivos que lhe
permitem, na pratica, agir e tomar decisdes com vistas a determinada solugao.

Por outro lado, no caso do estudante, temos um conjunto limitado, incipiente,
ndo necessariamente sistematizado e pronto para fornecer e proporcionar agdes
diante de uma situagado-problema especifica. Desse modo, nem sempre, em virtude
de possuir na maioria dos casos uma memdria a curto prazo, seus esquemas cognitivos

disponiveis sdo imediatamente acionados, podendo até mesmo nao possui-los.

Professor Aluno

Memoria a Memaria a
longo prazo curto prazo

Esquemas cognitivos
incipientes e pouco
automatizados

Esquemas cognitivos
sofisticadas e variados

Figura 15: Relagdes entre memorias a curto e a longo prazo

Para concluir esta aula, sublinhamos mais uma vez as explicagdes de Vergnaud
no que diz respeito aos Campos Conceituais ao colocar que:

A teoria dos campos conceituais repousa sobre um principio de elaboragao
pragmdtica de conhecimento. Nao se pode teorizar sobre a aprendizagem de matemdtica
nem somente a partir de simbolos, nem somente a partir de situagdes somente. Enecessario
considerar o sentido e os simbolos. A chave ¢é considerar a agao do sujeito em situacao, a
organizagao de sua conduta. De onde vem a importancia atribuida ao conceito (p. 240).

Assim, seguindo as orientagdes de Gerard Vergnaud, que possui sua teorizagao
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empregada em varios trabalhos empiricos relacionados de modo direto com o
ensino/aprendizagem em Matematica, torna-se essencial para o professor dessa
disciplina observar, analisar e prever todos os comportamentos dos estudantes,
seu discurso, a simbologia empregada, os erros recorrentes que constituem todas

as agdes do sujeito diante de um problema, como observamos na figura abaixo.

Situacao - problema

Sujeito / Acao

Figura 16: O aprendizado do sujeito ganha significado com a agao

Entretanto, o funcionamento cognitivo do sujeito em situa¢do depende do
estado atual de seus conhecimentos, implicitos ou explicitos. E necessdrio manter grande
atengdo ao desenvolvimento cognitivo, seus constituintes, suas rupturas, suas passagens
obrigatérias (VERGNAUD, 1996, p. 240). Assim, cabe ao professor permanecer vigilante
com respeito a evolugao do aprendizado dos estudantes, imbui-los em situagdes de
investigagao em sala de aula de modo a que evitemos a concepgao da Matematica como
‘a ciéncia dos niimeros’, ou ‘a Matemdtica é exata’, ou ainda, ‘a Matematica é abstrata’.

Sao concepgdes superficiais, inconsistentes, limitadas e altamente contestadas
aolongo dos séculos. Machado (1993, p. 32) nos fornece uma interessante explicagao

quando salienta que:

De fato, aos olhos de um leigo, nenhum conhecimento pode ser considerado
tdo assentado em suas bases quanto o matemdtico. Algumas expressdes
consagradas pelo uso sdo sintomaticamente reveladoras de tal tendéncia,
como por exemplo, a maxima da aritmética: ‘tdo certo como dois mais dois sao
quatro’, ou sua corruptela légica, de natureza poética, mas de idéntico sentido:
‘tudo certo como dois e dois sao cinco’. Ou ainda a homoéloga algébrica, de

sentido menos evidente, embora ndo menos utilizada: ‘vou provar por a+b’.

No excerto acima, Machado coloca em evidéncia o lado pitoresco, anedético da
Matematica, um lado nao reconhecido pela academia. Entretanto, na academia, deparamos

com problemas, um deles é indicado por Alves (2010b, p. 6) ao comentar que:

A resposta para esta pergunta ¢ 6bvia, uma vez que, o ensino investigativo de
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Matematica requer tempo, paciéncia e dedicagdo. E estes elementos e héabitos

nem sempre sao construidos no ambiente de formagao de professores.

Levando-se em consideragdo os dois ambientes, observamos de que modo
as concepgdes e crengas do futuro professor sio alteradas e condicionadas ao
enfrentar as dificuldades do ambiente académico. Mas vejamos mais uma colocagao

formulada por Machado (1993, p. 36):

Naturalmente, ndo ¢ essa a concepgao de Matemadtica em que se funda o senso
comum. Neste terreno, a Matemadtica parece possuir um contetdo préprio,
e ¢ mais frequente a expectativa da subsun¢do da Loégica pela Matematica
do que a inversa, como pretenderam os logicistas. Entretanto, resquicios de
tal pretensdo podem ser detectados mesmo no senso comum, quando sdo
associados acriticamente o ensino da Matematica com o desenvolvimento do

raciocinio légico [...].

Com relagdo a outra caracteristica frequentemente atribuida a Matemadtica,

Machado acrescenta:

De um modo geral, aos olhos do homem comum, poucas classificagdes
dicotémicas parecem tao naturais quanto a que distingue o abstrato do concreto,
da qual nem os substantivos lograram escapar. De fato, parece muito simples
caracterizar o concreto, o real, o palpavel, em contrapartida ao abstrato, ao
imagindrio, ao concebido. Nesta trilha, os objetos matematicos, desde os mais
simples até as estruturas mais complexas, admitidas ou ndo as raizes empiricas,

sdo peremptoriamente classificados como abstragoes (MACHADO, 1993, p. 45).
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