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Apresentacao

Prezado(a) aluno(a),

Este texto foi escrito com o objetivo de apresentar a vocé os fundamentos
da Geometria Euclidiana Plana. Aqui, vocé ird encontrar muitos resultados que
provavelmente j& estudou em sua formacao bdsica e outros que talvez que vocé ainda
ndo conheca. Entretanto, mais do que o contetdo, a forma com que os resultados
serdo apresentados é de grande importancia. Vocé perceberd que os resultados
seguem uma ordem ldgica, sendo que cada afirmagdo é demonstrada, usando-se as
afirmacg0es precedentes.

E claro que este ordenamento nos obriga a adotar um ponto de partida, ou
seja, devemos comecar com alguns resultados admitidos como verdadeiros sem
demonstracao. Esses resultados sao chamados de axiomas e, por isso, esse tipo de
abordagem da Geometria é chamada de método axiomadtico. O método axiomatico é
uma contribui¢ao original e peculiar da cultura grega para a civilizagao ocidental. Seu
principal expoente é o tratado escrito por Euclides de Alexandria no século IV a.C,,
chamado Os Elementos. Acredito ser de extrema importancia que o professor de
Matematica tenha em sua formacao contato com este cldssico, mesmo que de modo
parcial e indireto. E o que faremos aqui, pois estudaremos praticamente todos os
resultados do Livro | dos Elementos. Longe de ser um anacronismo, tal estudo revela
a importancia do texto de Euclides e a perenidade dos resultados em Matemética.
Dificilmente vocé terd a oportunidade de estudar outro assunto em que a elegancia e o
frescor sejam mantidos, mesmo com a veneranda idade de mais de vinte e trés séculos!

Outra caracteristica marcante dos Elementos é a presenca de problemas
de constru¢do com régua e compasso. Vocé ird aprender a realizar muitas dessas
construgdes e a justificar a sua validade, usando argumentos geométricos. Por outro
lado, na Aula 5 vocé verd um resultado obtido por K.F.Gauss em 1796, baseado no
qual podemos afirmar que certas figuras, como o poligono regular de sete lados, ndo
podem ser construidas usando-se apenas régua e compasso.

Geometria Plana e Construgdes Geométricas



Ao final destas aulas, espero que vocé esteja convencido da importancia da
Geometria Euclidiana Plana e perceba que, além de ser uma ferramenta com um
grande espectro de aplicacbes, tem uma importancia intrinseca que nao deve ser
menosprezada.

Quero terminar esta apresentacdao agradecendo a Professora Kiara Lima Costa
pelo trabalho cuidadoso de revisao que muito ajudou a melhorar este texto.

Angelo Papa Neto

Fortaleza, junho de 2017.
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Aula 1

AXxiomas na geometria euclidiana

Caro(a) aluno(a),

Iniciaremos nosso estudo de geometria plana e das constru¢des geométricas.
Para comegar, esbocaremos uma ideia do que é geometria. Se olharmos em volta,
iremos perceber que muitos dos objetos que nos rodeiam tém formas simples e
bem definidas: uma porta, uma mesa, a tela de um computador e um livro tém um
formato retangular. Uma moeda, alguns mostradores de reldgios e as rodas de um
carro tém um formato circular. Uma fatia de pizza, algumas placas de transito, uma
colher de pedreiro e um cabide, tém formatos aproximadamente triangulares. Entre
os instrumentos musicais, pode-se citar o préprio triangulo.

A observacdo desses vdrios objetos nos leva a conceber a ideia de forma
geométrica. Retangulos, circulos e triangulos sao exemplos de formas geométricas. No
entanto, devemos ter em mente que uma forma geométrica € um objeto abstrato, uma
ideia que emana dos objetos reais. A geometria se ocupa do estudo das propriedades
das formas geométricas. Como essas formas sao abstratas, nao podemos encontrar as
suas propriedades, baseados apenas em figuras. Necessitamos de defini¢es precisas
do que sdo as formas geométricas. As suas propriedades serdao deduzidas usando-se
légica, a partir de afirmacdes aceitas como verdadeiras, que chamaremos de axiomas.

Nessa primeira aula, apresentaremos a no¢ao de axioma, estudaremos o papel
dos axiomas na constru¢dao da geometria como um organismo coeso e logicamente
coerente, e também apresentaremos os dois grupos iniciais de axiomas: os de
incidéncia e os de ordem.

Objetivos

= Compreender a nogao de axioma e sua importancia para a geometria

* Estudar os axiomas de incidéncia e de ordem da geometria plana

Geometria Plana e Construgdes Geométricas



Topico 1

O meétodo logico-dedutivo e a nocao
de axioma na geometria plana

OBJETIVOS

= Reconhecer o método légico-dedutivo como um modo de pensar
sobre fatos matematicos

= Conhecer a nog¢do de axioma e seu papel na geometria plana

Neste primeiro tdpico da aula 1, conheceremos uma abordagem da geometria
chamada método légico-dedutivo. Também apresentaremos a no¢do de axioma e
avaliaremos sua importancia para o estudo da geometria.

Vamos supor que desejamos convencer alguém de que um determinado fato seja
verdadeiro. Vocé provavelmente sabe o que é um triangulo retangulo: se encostarmos
uma escada em uma parede, a escada junto com uma parte da parede e uma parte do
chdo, formardo um triangulo retangulo, veja figura 1.

Figura 1 - Triangulo retangulo

Fonte: DEaD | IFCE
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A afirmacdo: em um tridngulo retdngulo, o quadrado do lado maior € igual a
soma dos quadrados dos outros dois lados, ¢ um resultado antigo e famoso, que nds
conhecemos como Teorema de Pitagoras. Por que esse resultado € verdadeiro?

Ao longo da histdria, as pessoas tém convencido outras de que certas afirmacdes
sdo verdadeiras. Para isso elas tem utilizado diversos métodos. Um deles é baseado
na no¢ao de autoridade. Ele consiste

em considerar verdade aquilo que um . . - (= mo’s.
hef i g Uma discussdo sobre @ .
chefe, oulider,ouumgrupo de pessoas ,
7 T grupodep outros métodos de y,o
dominantes ou influentes afirmam ser .
convencimento e

verdadeiro. Neste caso, ndo se exige

sobre o método I4gico-
uma justificativa mais detalhada além

dedutivo pode ser
encontrada no texto do professor Milton
dos Santos Braitt, disponivel em http://

Teorema de Pitagoras € verdadeiro mtm.ufsc.br/~msbraitt/capitulo_Il.pdf
porque confia na autoridade de quem M,

da autoridade de quem afirma. Por
exemplo, vocé pode acreditar que o

afirma, seja ele um professor ou o
autor de um livro. E claro que vocé também pode questionar essa autoridade e nio se
convencer apenas com uma afirmacao sem justificativas.

Um segundo método, bem mais evoluido, esta na base do pensamento cientifico
moderno. Ele consiste em verificar que um determinado resultado é vélido para uma
quantidade muito grande de exemplos. Sdo feitos experimentos que confirmam uma
determinada previsao e, baseando-se nisso, acredita-se que essa previsao € verdadeira,
pelo menos até que surja algum experimento que a desminta. No nosso exemplo,
podemos considerar uma quantidade grande de triangulos retangulos de varias formas
e tamanhos. Para cada um desses triangulos, podemos medir seus lados e verificar que o
resultado € valido. Tente com os triangulos abaixo. Usando uma régua, mega o tamanho
dos lados de cada triangulo retangulo. Depois eleve ao quadrado cada um dos lados.
Some os resultados obtidos e compare com o quadrado da medida do lado maior.

Figura 2 - Triangulos retangulos

Fonte: DEaD | IFCE
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Os resultados dessas vérias medi¢des nos levam a formular o resultado geral

a’=b*+c’
em que « é a medida do lado maior, chamado hipotenusa, e b e ¢ sdo as medidas dos
outros dois lados, chamados catetos. No entanto, esse método nao é suficientemente
preciso para garantir que essa relacao valha sempre. Seria possivel, por exemplo, que
arelacdo entre os lados de um triangulo retangulo fosse, na verdade, a’=b"+c’+d,
em que d é uma quantidade pequena demais para ser detectada por nossas medi¢des.

Como garantir, entao, que o Teorema de Pitagoras é verdadeiro? O método que
usaremos aqui parece ter sido uma criacao original dos antigos gregos. Costumamos
chamd-lo de método ldgico-dedutivo. Ele consiste basicamente no seguinte: se

queremos mostrar que uma afirmacdo 4 é verdadeira, devemos

1. Supor que uma afirmac¢ao B é verdadeira e
2. Mostrar que a afirmacdo 4 segue logicamente de B

W,

Ou seja, devemos mostrar que , .
O método ldgico-

dedutivo foi aplicado
pelo matematico
grego Euclides de
Alexandria em sua
monumental obra, Os Elementos,
escrita hd cerca de 2200 anos. A ideia
de nog¢do primitiva, no entanto, é bem
mais recente, tendo surgido na segunda
metade do século XIX.

se vale B, entdo vale A. Dessa forma
sabemos que, uma vez aceita a validade
da afirmacdo B, a afirmacdo 4 também

deverd ser aceita como valida. Assim,
transferimos o problema de A para B,
ou seja, a pergunta “4 é verdadeira?”’
podera ser substituida pela pergunta “B
é verdadeira?”’ Isso sé serd vantajoso se
a afirmacdo B for mais simples do que a

afirmagdo 4. Chamamos a afirmacdo B de "
premissa, ou hipdtese, e a afirmacdo 4, de conclusdo, ou tese.

Se pudermos mostrar que a afirmacdo B segue logicamente de uma afirmacao
C mais simples ainda, e se pudermos repetir esse processo para a afirmacdo C e
para todas as afirmac¢Ges mais simples das quais C é consequéncia, chegaremos
eventualmente a uma ou mais afirmagdes suficientemente simples para serem
consideradas verdadeiras sem a necessidade de uma justificativa além de sua aceitacao
como evidentes. Essas afirmagdes sdo chamadas axiomas.

Uma vez selecionado um grupo de axiomas, podemos deduzir, usando regras
da ldgica, afirmagbes que chamamos de teoremas. A essa dedu¢do, damos o nome de
demonstracgdo. Se um teorema for demonstrado, ele poderd ser usado como premissa
na demonstracdo de outros teoremas. Dentre os teoremas a serem deduzidos estarao
as afirmagdes 4, B e C, com as quais comecamos, mas podem ser demonstradas outras
afirmagdes. O conjunto de teoremas que podem ser deduzidos a partir de um conjunto
inicial de axiomas é chamado de teoria.

Aula 1| Topico 1
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W,

o Majg O tratamento axiomatico dado a geometria se assemelha a
¢'§° " um jogo, sendo que os axiomas sdo as regras do jogo. Leia
@ mais sobre dois jogos antigos e famosos: o xadrez (veja

http://www.ligabrasileiradexadrez.com.br/Livros/Leis%20do%20
Xadrez%20Comentadas%202016_1.pdf) e o go (veja http://
go.alamino.net/aprendajogargo/).

o

«
0
My

Além dos axiomas, devemos tomar como ponto de partida as definicbes de
alguns objetos. Em Matematica, definir um objeto significa dar um nome a ele, de modo
a caracteriza-lo dentre um conjunto mais amplo de objetos. Por exemplo, vimos que no
Teorema de Pitdgoras aparece a expressao triangulo retangulo. Embora j& tenhamos
uma ideia do que venha a ser um triangulo retangulo € necessario dizer exatamente
0 que ele é. Precisamos entdo dar uma definicao de triangulo como sendo a unido
de trés segmentos de reta e, dentre os triangulos, precisamos identificar aqueles
que sao retangulos. Estes sao os que tém um angulo interno reto. Observe que, para
definir tridngulo retangulo, fizemos uso de outros termos que precisam ser definidos:
segmento, lado, angulo, angulo interno, angulo reto. Dessa forma, as definicbes
obedecem a um encadeamento similar ao dos teoremas. Cada defini¢do faz uso de
palavras que podem ter o significado usual da lingua ou um significado especifico,
dado por outra defini¢ao anterior.

Assim como a sequéncia dos teoremas comeca com resultados que sdo
assumidos sem demonstragdo, os axiomas, a sequéncia das defini¢ées deve comecar
com termos que ndo sdo definidos, chamados no¢bes primitivas. O que caracteriza uma
nogao primitiva sao as suas propriedades enunciadas nos axiomas.

Por exemplo, em geometria as nog¢bes de ponto e reta sao primitivas. Nao
precisamos exibir uma definicdo de ponto nem uma defini¢dao de reta. Esses dois
objetos sdo caracterizados pelos axiomas que citam as palavras ponto e reta. Um
exemplo de axioma desse tipo é

Por dois pontos distintos passa uma tnica reta.

Esse e os outros axiomas da geometria plana serdo apresentados ao longo do
texto. Nesse ponto, vocé deve estar curioso a respeito da demonstracdao do Teorema
de Pitdgoras. Ndo a faremos agora, pois alguma teoria ainda deve ser desenvolvida até
que possamos elaborar uma demonstragao desse teorema. Nos Elementos de Euclides,
o Teorema de Pitagoras aparece no final do livro I, como a Proposicao 47.

Agora que temos uma ideia do que é noc¢ao primitiva, do que é axioma e de como
uma teoria pode ser construida a partir de axiomas, vamos iniciar, no topico seguinte,
a efetiva construcao de nossa teoria geométrica a partir dos axiomas de incidéncia e
de ordem.

Geometria Plana e Construgdes Geométricas
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Topico 2

Axiomas de incidéncia e de ordem

OBJETIVOS

= Estudar os axiomas de incidéncia e algumas de suas consequéncias

= Estudar os axiomas de ordem e algumas de suas consequéncias

No tdépico anterior conhecemos os conceitos de no¢ao primitiva, axioma, teorema
e esbocamos a estrutura da geometria euclidiana. Neste tdpico iniciaremos o estudo
da geometria euclidiana plana com os axiomas mais basicos e suas consequéncias
imediatas.

Veremos o plano como um conjunto cujos elementos sao chamados de pontos,
que iremos denotar com letras latinas maitsculas: 4, B, C, etc. Um subconjunto
qualquer do plano é chamado de figura plana. Assumiremos a existéncia de figuras
especiais, chamadas retas, que denotaremos com letras latinas minusculas: 7, s, ¢, etc.
Entre ponto e reta existe uma relacdo de incidéncia: se 4 é um ponto e r é uma reta,
dizemos que A4 pertence ar, ou que a reta r passa por A, se o ponto A for um elemento
de r, o que indicamos com a notacdo A €r . Dois ou mais pontos que pertencem a
uma mesma reta sdo denominados colineares. Se o ponto 4 ndo for um elemento da
reta r, dizemos que A esta fora de r, ou que r ndo passa por A, e indicamos esse fato

comanotacdo A¢r.

Estabelecida essa nomenclatura, podemos enunciar os axiomas de incidéncia da
seguinte forma:

Aula 1| Topico 2




14

I1 Por dois pontos distintos passa uma Unica reta.
12 Toda reta passa por pelo menos dois pontos distintos.
I3 Existem trés pontos que ndo pertencem a uma mesma reta.

Um conjunto de pontos que satisfaz as trés condi¢bes acima é chamado
geometria de incidéncia. Como ainda estamos exigindo muito pouco, ndo devemos
esperar muitos resultados, mas ja podemos demonstrar nosso primeiro teorema.

Teorema 1.1 Duas retas distintas tém no maximo um ponto em comum.

Precisamos justificar a validade da afirmac¢do acima baseados apenas nos trés
axiomas de incidéncia. Mesmo que tenhamos uma nocdo intuitiva do que é reta e
aceitemos, baseados nessa nocao, que esse resultado € plausivel, devemos procurar
uma demonstracao. Isso se dd porque queremos desenvolver uma geometria que
seja baseada exclusivamente nos axiomas e cujos resultados sejam deduzidos a partir
desses axiomas usando-se ldgica. O fato de os resultados serem compativeis com
aquilo que se espera nos diz que os axiomas foram escolhidos de modo adequado.

Demonstra¢do do Teorema 1.1: O teorema afirma que, se 7 e s sdo duas retas e r # s,
entdo essas retas ndo podem ter mais do que um ponto em comum. De fato, seres
contivessem ambas os pontos distintos A e B, pelo axioma I1, terilamos 7=s . Como as
retas sdo distintas, elas podem ter, no maximo, um ponto em comum. H

Evidentemente, ao pensarmos nos Na demonstracao ‘\3800,
. e A . Teorem 1.1 o
axiomas de incidéncia, temos em mente o do  Teore :a ] ! g -
usamos a unicidade ¥

modelo de geometria de incidéncia dado .
garantida pelo

axioma 1, ou seja,
usamos a parte do

por um plano usual, por exemplo, uma
folha de papel onde se desenham pontos

e retas. No entanto, existem exemplos de axioma que garante
geometrias de incidéncia bem diferentes que a reta que passa por dois pontos
do que imaginamos ser um plano, como distintos é tnica.

‘AHM

veremos a segulir.

Exemplo1Consideremos o conjunto P={A,B, C} formado portrés pontos. Chamando
de retas os subconjuntos um{u . }, ={ , }, ={ , } , vemos, por inspecao
direta, que os axiomas I1, |2 e I3 sdo satisfeitos pelo conjunto P. Logo esse conjunto
é uma geometria de incidéncia com trés pontos. Em um conjunto de quatro pessoas,
cada uma conhece as outras trés. Chamemos de ponto cada pessoa do conjunto, e de
reta, cada par de pessoas que se conhecem. Com essa nomenclatura, esse conjunto é

uma geometria de incidéncia.

Geometria Plana e Construgdes Geométricas



Exemplo 2 (O plano cartesiano real) Considere o conjunto dos pares ordenados de
ndmeros reais: RXR:{(x,y)|xeR,yeR}. Chamando os pares ordenados (x,y)
de pontos, e chamando de retas os conjuntos de pares ordenados que satisfazem
equacbes do tipo ax+by+c=0, com a,b,ceR, a’ + b # 0 , vamos verificar que o

conjunto RxR é uma geometria de incidéncia. Primeiramente, para mostrar que vale

o axioma 1, consideremos dois pontos distintos (al,az) e (bl,bz). A reta formada

. 5 bz )
pelos pares ordenados que satisfazem a equagao y—a, :ﬁ
17 %

pontos (al,az) e (bl,bz) . Para verificar isso, basta substituirmos x=a, na equacado,

-(x - al) passa pelos

para encontrarmos y=a, e substituirmos x=5, para encontrarmos y=b,.

Para mostrarmos que vale 12, tomemos uma equacao que determina uma reta e
suponhamos inicialmente que a coordenada y aparece na equag¢do, ou seja, que
b#0. Neste caso, podemos considerar dois valores diferentes para x e determinamos
os valores correspondentes para y resolvendo a equacdo. Por exemplo, fazendo x=0,
obtemos a-0+by+c=0, logo y=—£ (lembre-se que estamos supondo b#0). Fazendo
x=1, obtemos a-1+by+c=0, logo y:—aTH. Assim, os pontos distintos 0,—%)
e (1,—%) estdo sobre a reta que tem equacdo ax+by+c=0.Isso mostra que toda

reta passa por pelo menos dois pontos distintos. Se a coordenada y ndo aparece

a
c
2 2 . ~
e (-—J](como a +b”#0, os coeficientes @ e b ndo podem ser ambos nulos.
a

c

na equacdo da reta, isto é, se b=0, basta considerar os pontos distintos (——,Oj
Logo, b=0 implica que a#0). Finalmente, para verificar a validade de I3, tomemos
os pontos (0,0),(O,l) e (1,0). Se existisse uma reta de equacdo ax+by+c=0
passando por esses trés pontos, entdo teriamos a-0+b-0+c=0, donde teriamos
¢=0, a-0+b-1+¢c=0, donde teriamos b+c=0 e, como ¢=0, seria também b=0.
Teriamos ainda a-1+b-0+¢=0,donde a+c¢=0 e,como ¢=0, a=0.Masisso é uma
contradicdo, pois a e b ndo podem ser simultaneamente iguais a zero. Assim, ndo
existe uma reta que passa pelos trés pontos (0,0),(0,1) e (1,0).

Vamos, agora, estudar os axiomas de ordem. O objetivo de introduzir esses

axiomas é tornar precisas as nocdes de “estar entre”, de “estar do mesmo lado” ou
“estar do outro lado”, “estar dentro” ou “estar fora” e de “ser maior que” ou “ser
menor que”. Dados trés pontos 4, B e C, assumiremos que existe uma relacdo entre
esses trés pontos que denotaremos escrevendo 4 * B * C e leremos “B esta entre 4

e C”. Esta relagdo é uma nog¢ao primitiva e estd sujeita aos seguintes axiomas:
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O1 Se B estd entre 4 e C, entdo os pontos 4, B e C e sdo
colineares e distintos.

02 Sed *B *(C,entdo C *B *A.

03 Paraquaisquer dois pontos distintos 4 e B, existem pontos C
eD,taisqued *B *C eA *D *B.

04 Dados trés pontos colineares e distintos, exatamente um
deles estd entre os outros dois.

Usaremos a notagao Os axiomas de ordem nos
AABC para indicar o permitem  definir  alguns  objetos
triangulo de vértices importantes da geometria. Dados dois
A, B e C. Quando pontos distintos A e B, o segmento de
ndo houver perigo de reta AB ¢é o conjunto formado pelos
confusdo, usaremos pontos 4 e B e por todos os pontos que
a notacdo ABC, sem o A, para estdo entre 4 e B. Dados trés pontos ndo
indicar o triangulo. colineares 4, B e C, o triangulo AABC

A

é a unido dos segmentos dereta 4B, AC
e BC. Os pontos 4, B e C sao chamados vértices do triangulo AABC e os segmentos

AB, AC e BC sao chamados lados do triangulo A4BC.

Por outro lado, para definirmos outros objetos como semiplanos ou semirretas,
precisamos de mais um axioma. O axioma a seguir recebe o nome do matematico
alemdo Moritz Pasch (1843 - 1930), que foi o primeiro a utiliza-lo.

(Axioma de Pasch) Dado um tridangulo A4BC, se uma reta
¢ passa por um ponto entre 4 e B, entdo essa reta também
passa por um ponto de um dos outros dois lados do triangulo.

Figura 3 - Axioma de Pasch

A

Fonte: DEaD | IFCE
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A figura 3 é uma ilustracao do Axioma de Pasch: a reta ¢ que entra no triangulo
cortando o lado AB terd que sair cortando um dos outros dois lados.

O axioma de Pasch é equivalente ao seguinte axioma.

(" )

(Axioma de separacdo) Fixada umareta ¢, o conjunto dos pontos do plano que

ndo pertencem a essa reta € a unido de dois conjuntos S, e S, que satisfazem

as seguintes condicobes:

(1) Se P e Q sdo dois pontos de S,, entdo o segmento PQ estd totalmente
contidoem §,.

(2) Se Pe Q sao dois pontos de S, , entdo o segmento PQ estd totalmente
contido em S, .

(3) Se Pe S, e Qe S,,entdo o segmento PQ tem um ponto em comum coma

\_ retat. W,

Os conjuntos S, e S, sdo chamados semiplanos determinados pela reta ¢.

A demonstracdo de que os axiomas de Pasch e da separagdo sao equivalentes
ndo serd feita aqui. Em vez disso, daremos apenas um exemplo de como a partir do
axioma de Pasch podemos verificar a validade das condi¢bes do axioma de separagao.

Exemplo 3 Seja f uma reta no plano. Sabemos, pelo axioma I3, que existem pontos
fora da reta t. Seja A um desses pontos. Consideremos dois subconjuntos S, e S, do
plano com as seguintes propriedades:

e S, éformado portodos ospontos P ¢t do plano, tais que o segmento AP ndo tem
pontos em comum com areta .
e S, éformado por todos os pontos Q € do plano, tais que o segmento 40 tem

um ponto em comum com areta ¢.

Esses conjuntos sao exatamente os semiplanos determinados pela reta f que aparecem
no axioma de separacao.

Figura 4 - Duas posi¢des relativas entre a reta f e o triangulo AABC

B
C

! | >«

o)

Fonte: DEaD | IFCE
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Sejam B e C pontos do plano que ndo pertencem areta ¢ e ndo sdo colineares
com o ponto 4. Podem ocorrer duas situagdes:

1. Areta ¢ ndo intersecta os lados do triangulo A4ABC (veja a figura acima a
esquerda). Neste caso, tanto B quanto C pertencem ao conjunto S,. O

segmento BC esta totalmente contido em S, do contrario, este segmento
teria um ponto em comum com a reta ¢ e, pelo Axioma de Pasch, a reta ¢
teria necessariamente um ponto em comum com o segmento AB ou com o

segmento AC, o que ndo ocorre. O caso em que B e C estdoambosem S,
¢ andlogo.

2. A reta t intersecta um dos lados do triangulo AABC (veja a figura acima
a direita). Neste caso, o Axioma de Pasch garante que a reta ¢ também ird
intersectar exatamente mais um dos lados do triangulo. Isso significa que
um dos pontos B e C estard “do mesmo lado” que o ponto 4, isto & em S,

enquanto o outro ponto estard “do lado oposto” ao do ponto 4, isto é,em §,.

Vamos agora mostrar que um ponto sobre uma reta a divide em dois conjuntos
cuja unido € areta.

Teorema 1.2 Seja 4 um ponto sobre umareta ¢. O conjunto dos pontos

da reta ¢ diferentes de A4 é a unido de dois subconjuntos s, e s,, os

dois lados de ¢ determinados por 4, com as seguintes propriedades:

= Se P e ( sdo pontos pertencentes ao mesmo lado da reta ¢, entdo
o ponto 4 ndo pertence ao segmento PQ.

= Se Pe (Qsdo pontos pertencentes a lados opostos da reta ¢, entdo
o ponto A pertence ao segmento PQ.

Demonstrac¢do: O axioma I3 garante que existe um ponto B do plano fora daretaz(veja
a figura 5). Seja s a reta que passa pelos pontos 4 e B, e sejam §, e §, os semiplanos
determinados pela retas.
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Figura 5 - Usando o axioma de separagao na demonstragdo do Teorema 1.2

)

Fonte: DEaD | IFCE

Consideremos as intersegées s, =S, Nt e s, =S5, N¢. Vamos supor que Pe QO

sdo pontos em um mesmo lado de ¢, digamos P,Q €s,. Entdo P,Qes, =S Nt .
Pelo axioma de separacdo, PQ ndo tém pontos em comum com aretas . Como o ponto

A pertence a reta s, temos que, neste caso, o ponto 4 ndo pertence ao segmento PQ.

Se P e () sdo pontos em lados opostos de ¢, digamos Pes, e Q€ s,, entdo

Pes c§, e Qes, S, . Novamente pelo axioma de separacdo, o segmento PQ tem

um ponto em comum com a reta s. Esse ponto pertencea PO NsctNs = {A} Logo,

neste caso, o ponto 4 pertence ao segmento PQ. B

Os subconjuntos s, e s, determinados na reta 7 pelo ponto 4 recebem o
nome de semirretas com origem em 4.

Com isso, concluimos o tépico e nossa primeira aula. Nesta aula apresentamos
as ideias basicas da geometria: os conceitos de axioma, nog¢ao primitiva, teorema,
demonstracdao e o método ldgico-dedutivo, comparando-o com outros métodos
usados para descrever e compreender a natureza. No segundo tdpico, vimos aqui
os dois primeiros grupos de axiomas, os de incidéncia e os de ordem. Vimos também
nossos primeiros teoremas de geometria, baseados apenas nesses axiomas. Estudamos
alguns exemplos de geometrias de incidéncia, que sdo objetos que satisfazem os
axiomas de incidéncia. Usamos os axiomas de ordem para definir objetos importantes:
segmentos de reta, semiplanos e semirretas. Na préxima aula, estudaremos os axiomas
sobre congruéncia de segmentos que nos permitirdo transportar e medir segmentos.
Também estudaremos os primeiros exemplos de constru¢oes com régua e compasso,
baseando-nos no Livro | da obra escrita pelo matematico grego Euclides de Alexandria.
Tal obra, escrita originalmente em 13 livros, é conhecida como Os Elementos.

Aula 1| Topico 2




20

1. O plano de Fano contém sete pontos: [ = {A,B, C,D,E,F, G} e sete
retas: {4,F,B},{B,D,C},{C,E,A},{4,G,D},{B,G,E},{C,G,F} e
{D,E,F}. Verifique se o plano de Fano é uma geometria de incidéncia.

2. Estude cuidadosamente o Exemplo1.2(plano cartesianoreal), adaptando-o

para o conjunto Qx@Q formado pelos pares ordenados de nimeros
racionais.

3. Dizemos que um conjunto A de pontos do plano é convexo se, dados

dois pontos distintos P,Q€ A, o segmento de reta PQ esta totalmente
contidoem A . Use o axioma de separagao para mostrar que um semiplano
é um conjunto convexo. A intersecdo de conjuntos convexos também é
um conjunto convexo. Verifique isso.

4. Seja [P um plano de incidéncia onde também vale o0 axioma 03. O conjunto
P pode ter um ndimero finito de pontos? Por qué?
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Aula 2

Construcées com régua
e compasso e 0s axiomas de
congruéncia de segmentos

Caro(a) aluno(a),

Nesta segunda aula, estudaremos os axiomas de congruéncia de segmentos e
veremos que a principal ferramenta para a medicdo de segmentos é o “transporte” de
segmentos, fazendo uso da régua e do compasso como instrumentos.

Comegaremos a estudar uma parte do tratado classico de Euclides de Alexandria,
Os Elementos, que permaneceu como livro fundamental da Geometria durante mais de
dois mil anos. O préprio nome Geometria Euclidiana é uma referéncia a Euclides e a sua
monumental obra. Foi apenas no século XIX, com a descoberta de geometrias “nao
euclidianas”, que a autoridade absoluta da obra de Euclides comecou a ser questionada
e revista.

No tdpico 1, estudaremos com detalhe as duas primeiras proposicdes do Livro
| dos Elementos, em que Euclides explica como transportar um segmento de reta
para outra posi¢cdo no plano usando régua e compasso. No tdpico 2, estudaremos
a abordagem moderna sobre os axiomas de congruéncia de segmentos de reta e
veremos como esses axiomas podem substituir a régua e o compasso no transporte
segmentos.

Objetivos

= Reconhecer a presenca das constru¢des geométricas com régua e compasso
nos Elementos de Euclides

= Compreender e relacionar os axiomas de congruéncia de segmentos com os
problemas de transporte e de medicao de segmentos
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Topico 1

Construcées geomeétricas nos
E/ementos de Euclides

OBJETIVOS

= Conhecer a estrutura basica do texto classico de Euclides:
Os Elementos

* Entender algumas definicdes, axiomas e proposi¢des presentes
no livro | dos Elementos de Euclides

= Reconhecer a importancia das constru¢6es geométricas
no texto de Euclides

Na aula passada come¢amos nosso estudo sobre ageometriaadotando o método
I6gico dedutivo. Como ja dissemos antes, a referéncia mais antiga e respeitada a usar
essa abordagem é o classico livro Os Elementos, escrito por Euclides de Alexandria por
volta do ano 300 a.C. Mas o que encontramos ao ler esse tao famoso livro?

O livro que conhecemos como Os Elementos é um tratado dividido em 13
capitulos, que Euclides chama de livros. A tabela a seguir exibe o conteddo geral de
cada um dos treze livros.

Tabela 1 - Descri¢ao do contetido de cada livro que compdem Os Elementos

Livro Conteudo
Livro | Fundamentos da geometria plana
Livro 1l Geometria dos retangulos
Livro Il Geometria do circulo
Livro IV Poligonos regulares em circulos
Livro V Teoria geral das proporc¢oes.
Livro VI Semelhanca
Livro VII Aritmética basica
Livro VIII Numeros (inteiros) em proporc¢ao
Livro IX Numeros pares, impares e perfeitos
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Livro X Segmentos de reta incomensurdveis

Livro XI Fundamentos da geometria espacial
Livro XlI Areas, volumes e o método da exaustdo
Livro XIII Poliedros regulares (ou platonicos)

Fonte: Elaboragdo do autor

Observando a tabela,

majg N i 5
.&o -, Vocé pode encontrar vemos que os livros VIl a IX sdo

y,o uma versao do Livro | dos
Elementos no link: https://
www.mat.uc.pt/~jaimecs/
euclid/1parte.html.

Mais informag¢des podem ser encontradas

nos videos: https:// www.youtube.com/ equivalente a parte do conteudo

watch?v=nXAIWzCpeQk&feature=youtu. doslivros1alV, Vi, X e XII.

be&list=PL110A043C85E989EA e https://www.

youtube.com/watch?v=UgqoxHNTpWM.

dedicados a aritmética, e que
boa parte dos livros XI a XIII é
dedicada a geometria espacial.
Na nossa disciplina, estudaremos
a geometria plana, ou seja, o

No inicio de cada livro,

salvo algumas excecoes,

M

Euclides define os objetos
que serdo estudados e depois apresenta uma sequéncia Iégica de proposi¢des com
suas respectivas demonstragdes. Se tomarmos como base o Livro |, observamos que
inicialmente aparecem as defini¢bes de alguns objetos como ponto, reta, circulo,
angulo, triangulo, etc.

Defini¢bes

1. Ponto é aquilo de que nada é parte.

2. Elinha é comprimento sem largura.

3. Elinhareta é a que estd posta por igual com os pontos sobre si

mesma.

(EUCLIDES, 2009, p.97)

E mais adiante

13. E fronteira é aquilo que é extremidade de alguma coisa.

14. Figura é o que é contido por alguma ou algumas fronteiras.

15. Circulo é uma figura plana contida por uma linha [que é chamada
circunferéncia], emrela¢do a qual todas as retas que a encontram
[até a circunferéncia do circulo], a partir de um ponto dos postos
no interior da figura, sdo iguais entre si.

16. E 0 ponto é chamado centro do circulo.

(EUCLIDES, 2009, p.97).
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Logo depois:

19. Figuras retilineas sao as contidas por retas, por um lado,
trildteras, as por trés, e, por outro lado, quadrildteras, as por

quatro, enquanto multildteras, as contidas por mais do que
quatro retas.

20. E, das figuras trilateras, por um lado, triangulo equildtero é o
que tem os trés lados iguais, e, por outro lado, isdsceles, o que

tem sé dois lados iguais, enquanto escaleno, o que tem os trés
lados desiguais.

(EUCLIDES, 2009, p.97).

Suas defini¢Oes, entretanto, nem sempre sdo bem-sucedidas. Por exemplo,
como vimos acima, a segunda defini¢ao do livro | diz: linha reta é comprimento sem
largura. Mas, para definir comprimento e largura, € necessario o uso da no¢ao de reta.
Esse problema com as defini¢bes so foi resolvido muito tempo depois. Como ja vimos
na Aula 1, a abordagem moderna, que sd se cristalizou no século XIX, trata ponto, reta
e alguns outros objetos e relacbes como nog¢bes primitivas, que sdao conceitos nao
definidos, determinados por propriedades dadas nos axiomas.

ApOs listar as defini¢des do livro |, Euclides enumera os axiomas, divididos em
duas espécies: as no¢des comuns e os postulados.

* No¢bes comuns:

NC1
NC2
NC3
NC4
NCs
NC6
NC7
NC8
NC9
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Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sao iguais entre si.

Se iguais sdo adicionados a iguais, entdo os todos sao iguais.

Se iguais sdo retirados de iguais, entdao os restos sao iguais.

Caso iguais sejam adicionados a desiguais, os todos sdao desiguais.
Os dobros de uma mesma coisa sdo iguais entre si.

As metades de uma mesma coisa sao iguais entre si.

Coisas que se ajustam uma a outra sao iguais entre si.

O todo é maior do que a parte.

Duas retas ndo contém uma area.




¢ Postulados:

P1 Fique postulado tracar uma reta de um ponto até qualquer outro ponto.

P2 Também prolongar uma reta finita, continuamente, sobre uma reta.

P3 E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.

P4 E serem iguais entre si todos os angulos retos.

P5 E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do
mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas,
ilimitadamente, encontram-se no lado no qual estao os menores do que dois

retos (figura 6).

Figura 6 - Quinto postulado de Euclides

Fonte: DEaD | IFCE

Os postulados 1 e 2 correspondem,
respectivamente, aos axiomas I1, de
incidéncia, e O3, de ordem, que j& vimos
na Aula 1. As nogbes comuns e 0s outros
postulados, principalmente o misterioso
quinto postulado (das paralelas) serdo
discutidos na Aula 4.

Para mais informagbes @

sobre o quinto 9
postulado de Euclides,

veja http://www.
atractor.pt/mat/
GeomeEsf/postulado_paralelas.html
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Depois disso, Euclides comeca a enunciar e demonstrar os resultados
decorrentes dos axiomas e das defini¢des, que ele chama de Proposi¢ées. O livro | tem
48 proposicdes. Vejamos a primeira.

Problema 1 (Elementos, Livro I, Proposicdo 1) Sobre uma
reta finita dada, construir um tridangulo equildtero.

Alguns termos dessa proposicao precisam ser explicados. Primeiro, para Euclides
reta finita significa o que chamamos de segmento de reta, que definimos na Aula 1
(esse termo também aparece no segundo postulado). Outra coisa que pode causar
estranheza é que essa proposicao nao tem o aspecto de um teorema, se parece mais
com um exercicio. Euclides aparentemente desafia o leitor a construir um triangulo
equildtero sobre um segmento de reta dado. Embora ele ndo afirme explicitamente,
para Euclides, construir significa construir com régua e compasso. A régua euclidiana,
ou seja, o instrumento imaginado por Euclides nos Elementos quando ele constrdi
retas, ndao tem marcagdes, ou seja, ndo é um instrumento de medi¢ao, mas apenas um
instrumento com o qual se pode tracarretas. O compasso, porsuavez, é uminstrumento
com o qual se pode tracar circulos. Ele é formado por duas hastes, que chamamos de
pernas. Na extremidade de uma das pernas hd uma ponta que ndo desenha, chamada
ponta cega ou ponta seca, e na extremidade da outra perna hd uma ponta que é capaz
de tracar arcos de circulo. Para usarmos o compasso fixamos a ponta cega sobre um
ponto O, que serd o centro do circulo a ser tracado, e a outra ponta em um ponto
A+ O, por onde o circulo ird passar. Quando fazemos isso, costumamos dizer que
colocamos o compasso com centro O e abertura até A, ou abertura OA. Fazemos, entdo,
a ponta que desenha deslizar sobre o papel, tracando um arco de circulo ou um circulo
completo.

Assim, construir com régua e compasso significa construir usando apenas retas
e circulos. Como neste ponto Euclides ja tem definido o que € reta e o que € circulo, a
Proposicdo 1 do Livro | afirma, em linguagem moderna, o seguinte:

Problema 1 Para qualquer segmento de reta dado, existe um
triangulo equildtero que tem esse segmento como lado.

Em geral, uma proposicdo dos Elementos que fale em construcdo é um teorema
de existéncia, isto é, afirma a existéncia de um determinado objeto.

Vejamos como Euclides procede na construcao do triangulo equilatero.
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Solucao do Problema 1:
Figura 7 - Circulo de centro 4

passando por B

Inicialmente iremos mostrar que é
possivel realizar a constru¢ao desse
triangulo e, depois, provaremos que
se trata de um triangulo equildtero.
De fato, seja AB um segmento de reta
dado. Com o compasso centrado no
ponto 4 e de abertura 4B, tracemos

um circulo de centro A passando pelo
ponto B (figura 7).

Fonte: DEaD | IFCE

Agora, com o compasso centrado em B e abertura igual a 4B, tracemos
outro circulo de centro B passando por 4 (figura 8).

Figura 8 - Os vértices do triangulo equildtero 4B8C

C

Fonte: DEaD | IFCE

Note que os circulos se intersectam em dois pontos. No nosso caso, usaremos o
ponto C como indicado na figura 8. Entdo o tridngulo A4BC é equilatero e pode ser
construido tracando-se os segmentos 4C e BC com o auxilio de uma régua.
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Para justificar a afirmacdo de que A4ABC é equildtero, devemos observar que
os dois circulos tém o mesmo raio, e que, devido ao modo como construimos esses
circulos, esse raio coincide com os segmentos AB, AC e BC. Portanto os trés lados do
tridngulo sdo iguais e ele é equilatero. m

Alguns pontos precisam ser esclarecidos. Primeiro, 0 que garante que o ponto
C realmente existe, ou seja, que os dois circulos efetivamente se intersectam?
Examinando-se a figura 8, parece ébvio que isso acontece, mas devemos concluirisso a
partir somente dos axiomas sem fazer uso de nossa intuicdo geométrica. Discutiremos
esse problema em uma aula posterior, quando estudarmos o axioma de continuidade.

A questdo mais importante, por enquanto, € a seguinte: o que significa dizer que
os lados do triangulo A4BC sdo iguais? Novamente, isso parece ser intuitivamente
6ébvio, mas precisamos concluir isso dos axiomas. Assim, precisamos incluir em nossa
lista de axiomas aqueles que irdo nos dizer quando dois segmentos de reta sdo iguais.
Isso serad feito no préximo tépico, quando introduzirmos os axiomas de congruéncia
de segmentos.

Como ja dissemos acima, para Euclides, a questdo da igualdade entre segmentos
na Proposicdo 1 é resolvida observando-se que os segmentos AB e AC, na figura 8,
sdo iguais porque o circulo de centro 4 passa por B e por C, ou seja, com 0 compasso
centrado em A é possivel tracar um circulo passando por B e por C. Do mesmo modo,
com o compasso centrado em B, podemos tracar um circulo passando por 4 e por
C. Feito isso, Euclides simplesmente afirma que os segmentos AB e CB sdo iguais,
deixando ao leitor a tarefa de compreender o que significa essa no¢ao de igualdade.
Analisando essa constru¢do, podemos concluir que, para Euclides, o compasso € um
instrumento com o qual é possivel comparar dois segmentos que tém uma extremidade
em comum.

Na proposicao 2, Euclides estende o uso do compasso para a comparagao de
segmentos que ndo necessariamente tenham pontos em comum.

Problema 2 (Elementos, Livro I, Proposicdo 2) Tendo um ponto
dado 4 como extremidade, construir um segmento de retaigual a
um segmento de reta BC dado.

Assim como na proposicao 1, temos uma construcdo. Neste caso, é pedido que
se construa um segmento igual a um segmento BC dado com extremidade em um
determinado ponto 4 (figura 9), ou seja, que se transporte o segmento dado para uma
nova posicao.

Geometria Plana e Construgdes Geométricas



Figura 9 - Ponto 4 e Segmento BC

Fonte: DEaD | IFCE

Solucdao do Problema 2: Inicialmente construiremos o segmento pedido, e depois
mostraremos que tais segmentos sao iguais. Para a constru¢dao do segmento desejado,
Euclides propde os seguintes passos:

Passo 1: Com o auxilio de uma régua, trace o segmento AB (figura 10).

Figura 10 - Tracando o segmento AB

B C

Fonte: DEaD | IFCE

Passo 2: Construa usando régua e compasso, da mesma forma que foi feito na
Proposicdo 1, o triangulo equildtero com lado AB (figura 11).

Figura 11 - Construcdo do tridngulo equildtero ABD

A

Fonte: DEaD | IFCE
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Passo 3: Novamente com o auxilio de uma régua, trace as semirretas D4 e DB
(figura 12).

Figura 12 - Constru¢do das semirretas DA e DB

Fonte: DEaD | IFCE

Passo 4: Com o compasso centrado em B e com abertura BC, trace um arco de
circulo que intersecte a semirreta DB em um ponto, que denominaremos de G (figura 13).

Figura 13 - Construcdo do arco CG

Fonte: DEaD | IFCE

Passo 5: Com o compasso centrado em D e com abertura DG, trace um arco de
circulo que intersecte a semirreta DA em um ponto, que denominaremos de H (figura 14).
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Figura 14 - Constru¢do do arco GH

H

Fonte: DEaD | IFCE

Terminamos a nossa constru¢do com 0s cincos passos acima e obtemos o
segmento AH, o qual foi obtido de BC partindo da extremidade A. Se conseguirmos
mostrar que o segmento AH é igual ao segmento BC, logo ele serd o segmento
procurado, e entdo, a solucdo do nosso problema estard completa. De fato, DH
e DG sdo iguais pois sdo raios de um mesmo circulo, 0 mesmo ocorrendo com BG
e BC. Além disso, DA e DB também sdo iguais, pois sdo lados do mesmo triangulo
equildtero. O segmento AH é obtido a partir de DH “retirando-se” dele o segmento
DA, e o segmento BG é obtido a partir de DG “retirando-se” dele o segmento DB
(neste ponto, Euclides usa a terceira no¢do comum). Portanto, AH é igual a BG, que
por sua vez é igual a BC. Usando a primeira no¢ao comum, Euclides conclui que AH e
BC sdo iguais. Portanto, conseguimos fazer o transporte do segmento BC dado para
uma nova posicdo partindo do ponto 4. &

Se vocé ja manipulou um compasso, deve ter percebido que, em geral, as pernas
de um compasso sao rigidas, ou seja, ao levantarmos o compasso do papel, as pernas
n3do se movem a menos que sejam forcadas a ocuparem outra posicao.

Note que se tivéssemos usado um compasso de pernas rigidas na solucao do
Problema 2.2, o problema do transporte de segmentos seria de facil solu¢do: dados
um ponto 4 e um segmento de reta BC, inicialmente colocariamos cada ponta do
compasso em uma extremidade de BC e fixariamos a abertura correspondente.
Tracariamos, com a ajuda de uma régua, areta » passando por 4. Mantendo a abertura
do compasso, com a ponta cega em 4, marcariamos nareta» um ponto P. O segmento
AP éigual ao segmento BC.
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Essa constru¢do € muito mais simples do que a feita na Proposicdo 2. Por que

entdo Euclides se dd ao trabalho de uma construgdo tao elaborada? A resposta é que

o compasso imaginado (e provavelmente usado) por Euclides tem as “pernas moles”,

ou seja, ao retirarmos o compasso do papel, ele automaticamente “fecha as pernas”,

ndo mantendo a abertura fixada (figura 15). Chamamos um compasso desse tipo de

colapsavel.

Figura 15 - O compasso euclidiano é “colapsavel”

/

Fonte: DEaD | IFCE

Na construcao feita na
Proposicao 2, o compasso € usado
para transportar o segmento BC
para o ponto A, masisso é feito sem
que haja a necessidade de se tirar o
compasso do papel para fazer esse
transporte. Dessa forma, o que a
Proposi¢cao 2 do Livro | afirma é
gue, mesmo COM Uum COmpasso
colapsdvel, é possivel fazer o
transporte de um segmento de
reta. Portanto, podemos supor sem
perda de generalidade, que nossos

compassos nao sao colapsaveis, ou

Wy,

Iy

e 60 z‘b;}',
o@ Q 5

Em Matematica, muitas
frases e expressdes sao
usadas frequentemente
e tém um significado
especial. A expressao
“sem perda de generalidade” significa que
podemos supor que algo especial acontece
e mesmo assim obteremos os mesmos
resultados. No caso do compasso, mesmo
que ele seja colapsavel, obteremos os
mesmos resultados que obteriamos se ele
ndo fosse colapsavel.

seja, tém pernas rigidas. Feito isso, Euclides passa a fazer o transporte de segmentos

sem maiores comentdrios. Essa é a esséncia do pensamento euclidiano: uma vez

demonstrada uma proposicao, podemos recorrer a ela como uma ferramenta, sem a

necessidade de repetir a sua demonstragao.
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-&o mo;‘.... David Hilbert (1862-
(oo 1943) foi um dos mais
notdveis matemadticos

da primeira metade

do século XX,

tendo contribuido para vdrias areas da
Matemdtica, como Algebra, Geometria
e Teoria dos Numeros. No congresso
internacional de Matemadticos de 1900,
realizado em Paris, propds uma lista de 23
problemas que norteariam boa parte da
pesquisa em Matematica durante o século
XX. Mais informagdes sobre Hilbert podem
ser encontradas no link: http://www-
history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/
Hilbert.html

i

il

Concluimos assim o primeiro
tépico da nossa aula. Neste tdpico
apresentamos a estrutura geral dos
Elementos de Euclides e discutimos
com detalhe as duas primeiras
proposicdes do Livro I, que tratam
de construcbes que podem ser
feitas com régua e compasso. Em
particular, analisamos a Proposicao
2 e sua relagdo com o problema
do transporte de segmentos. No

préoximo tdpico, retornaremos
ao ponto de vista moderno,
isto é, axiomatico, seguindo

a abordagem do matematico
alemdo David Hilbert (1862-1943)
que ja adotamos na Aula 1. Mais

precisamente, estudaremos os

axiomas de congruéncia e o seu papel no transporte de segmentos, substituindo o uso

darégua e do compasso.

Aula 2 | Topico 1



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hilbert.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hilbert.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hilbert.html

34

Topico 2

Congruéncia e medida de segmentos

OBJETIVOS

= Conhecer os axiomas de congruéncia de segmentos

= Reconhecer a conexdao desses axiomas com os problemas do
transporte e da medida de segmentos

Na Aula 1 estabelecemos as no¢des primitivas de ponto, reta e “estar entre” e
os axiomas de incidéncia e de ordem. A partir deste tépico, vamos considerar também
a nogao primitiva de congruéncia de segmentos de reta, que satisfaz os axiomas
de congruéncia. Com isso vamos tornar precisa a no¢ao de igualdade delineada por
Euclides nos Elementos, conforme expusemos no tdpico anterior.

Nos Elementos, Euclides identifica segmentos, ou figuras geométricas em geral,
se eles diferem apenas por sua posicao, ou seja, se um deles pode ser movido até se
sobrepor ao outro. Ele chama figuras desse tipo de iguais. Nos textos modernos, essa
nogdo de igualdade é substituida pela no¢ao de congruéncia.

Vamos considerar umarelagdo entre segmentos de reta ndo definida (ou seja, uma
nocdo primitiva), que chamaremos de congruéncia de segmentos. Mais precisamente,
dados dois segmentos de reta, que denominaremos AB e CD, apenas uma das
possibilidades pode ocorrer: ou os segmentos sdo congruentes (escrevemos AB=CD
e lemos o segmento AB é congruente ao segmento CD), ou os segmentos ndo sdo
congruentes (escrevemos AB # CD e lemos o segmento AB ndo é congruente ao
segmento CD). Arelacdo de congruéncia de segmentos satisfaz os seguintes axiomas
(de Hilbert), chamados axiomas de congruéncia de segmentos:

C1. (Transporte) Dada uma semirreta » com origem no ponto 4 e

dado um segmento BC, existe um Unico ponto D sobre r tal que
AD=BC.
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C2. (Equivaléncia) Se AB=CD e AB=EF entao CD=FEF . Todo
segmento é congruente a si mesmo.

C3. (Adicdo) Dados trés pontos colineares 4, B, C tais que 4 * B * C
e trés outros pontos colineares D, E, F tais que D * E * F| se
AB=DE e BC=EF,entao AC=DF.

O préximo resultado é um desdobramento do axioma C2. Ele nos diz que a
congruéncia entre segmentos € um substituto eficaz para a no¢ao de igualdade.

Teorema 2.1 A relacdo de congruéncia entre segmentos satisfaz as
seguintes condicdes:

(a) (Reflexividade) 4B = AB, paratodo segmento AB5.
(b) (Simetria) Se AB=CD entdo CD=AB.

(c) (Transitividade) Se AB=CD e CD=FEF, entdao AB=FEF.

Uma relacdo satisfazendo as trés condicbes acima é chamada relacao de
equivaléncia.

Demonstracdo: O item (@) segue da segunda parte do axioma C2. Para demonstrar (b)
suponha que AB=CD. Peloitem (a), temos AB= AB. Portanto, pela primeira parte
do axioma C2, conclui-se que CD= A4B. Enfim, para demonstrar o item (c), suponha
que AB=CDe CD=EF. Do fato de AB=CD segue do item (b) que CD=A4B.
Dessa forma, como CD=AB e CD=FEF, obtemos AB=EF (usamos a primeira
parte do axioma C2). W

A transitividade da congruéncia (item (c) do Teorema 2.1) é uma versdo da
primeira no¢ao comum de Euclides para segmentos. Vamos, agora, obter uma versao
para segmentos da segunda no¢do comum. Primeiramente precisamos definir o que é
a soma de segmentos.

Sejam AB e CD dois segmentos quaisquer e r a semirreta de origem A que passa
pelo ponto B (figura 16). Considere ainda a semirreta s de origem B contida na
semirreta r. Pelo axioma C1, existe um Unico ponto £ sobre a semirreta s tal que
BE=CD .0Osegmento AE é chamado soma dos segmentos AB e CD e é denotado
por AB + CD.
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Figura 16 - Soma de segmentos

Fonte: DEaD | IFCE

Assim, a soma de dois segmentos
AB e CD ¢é obtida, justapondo-se
ao segmento AB um segmento BE
congruente a CD. A seguir, iremos
verificar que a soma de segmentos é
preservada pela relacdo de congruéncia.

Wy

A justaposicdo
de  segmentos
pode ser feita
usando-se régua
e compasso. Para
isso, deve-se
aplicar a Proposicdo 2 do Livro | dos
Elementos.

Figura 17 - Somas de segmentos congruentes sdo congruentes

o

C’ D’

C O 0,

A B’ E' !
o0

C D

@ @ @

A B E r

Fonte: DEaD | IFCE

Teorema 2.2 Sejam os segmentos 4B, A'B', CD e C'D' tais que
AB=A'B'e CD=C'D'.Entdao AB+CD=A'B'+C'D".
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Demonstrac3o: E uma aplicacdo direta do axioma C3. Sejam 7 a semirreta de origem
A que passa pelo ponto B (figura 17) e ' a semirreta de origem A' que passa pelo
ponto B'. Considere ainda os pontos E sobre r tal que BE=CD e E' sobre r'
tal que B'E'=C'D' (Esses pontos existem pelo axioma C1). Como CD=C'D', a
transitividade da congruéncia, aplicada duas vezes, garante que BE=B'E". Pelo
axioma C3,temos AE = A'E',ouseja, AB+CD=A'B'+C'D'. &

E possivel generalizar a no¢do de soma de segmentos para um ndmero finito

n>3 de parcelas. Suponha que 4,8B,,...,4, B

n—-1°

A B, sejam segmentos de reta. Se

asoma 4B, +---+ A, B, , esta definida, entdo a soma dos n segmentos é dada por

AB +-+AB, = (AIB1 ++A4 B, ) +A4B,.

Os resultados acima nos permitem fazer o transporte de segmentos sem
usar régua e compasso. Dessa forma, encontramos nos axiomas de congruéncia
substitutos para os instrumentos euclidianos. Ao longo deste texto utilizaremos as
duas abordagens, comparando-as sempre que possivel.

‘\ca' A
e <]
&

Oy

- A seguir usaremos os resultados
* Usaremos a notagao

acima para estabelecer a nocdo de
AB para denotar um P s

segmento de reta e
a notacdo AB para
denotar sua medida.

medida de segmentos. Medir um
segmento de reta significa associar
a esse segmento AB um numero
positivo AB que de alguma forma
quantifique seu tamanho. Isso é feito

comparando o segmento com um segmento padrao, chamado unidade de medida. Por
exemplo, vocé pode medir sua altura em metros ou em centimetros. Ao medir sua
altura em metros provavelmente o resultado serd um nimero entre 1 e 2. Ao medir sua
altura em centimetros, o resultado serd provavelmente um nimero entre 100 e 200.
Isso se da porque vocé estda medindo uma mesma grandeza (sua altura) usando dois
padrdes diferentes, um dos quais, o metro, € igual a 100 vezes o outro, o centimetro.

Vamos fixar um segmento de reta UJ que chamaremos unidade de medida,
ou simplesmente unidade. Temos {/}J'=1. Dado um segmento de reta 4B, vamos
compara-lo com UV. Para isso, vamos inicialmente supor que é possivel colocar um
numero inteiro de cépias de UV dentro de 4B.
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Figura 18 - Usando o compasso para medir um segmento

(¥]

Fonte: DEaD | IFCE

Usaremos primeiramente o compasso. Com abertura igual ao segmento UV,
(figura 18) transporte o segmento UV sobre o segmento 4B, comecando em uma
das extremidades, digamos A e justapondo as “cépias” de UV até que ndo seja
mais possivel continuar dentro de AB (figura 19). Se o ultimo ponto marcado for a
extremidade oposta aquela em que comecamos, entdo a medida do segmento 4B em
relagao a unidade UV € igual ao nimero n de vezes que cSpias de UV foram colocadas
em AB. Neste caso, AB=n.Porém isso nem sempre acontece. Uma situa¢do possivel
é exibida na figura 19: apds marcar em 4B cinco segmentos que sdo “cépias” de UV,
transportadas para o interior de AB com o compasso, ainda ha uma sobra, ou resto,
que precisa ser medido.

Figura 19 - Cdpias do segmento UV marcadas com o compasso dentro de AB

U V
o—0
(%)
p /\B
e — T )

Fonte: DEaD | IFCE

Neste caso, dizemos que o segmento 45 mede mais do que cinco e menos do
que seis unidades UV, em simbolos, 5 <AB<6.

Isso também pode ser feito usando o axioma C1. Aplicando esse axioma varias
vezes, obtemos alguns segmentos congruentes a UV cuja soma é menor ouigual a 4B.
Assim, no caso em que hd exatamente n cépias de UV em AB , temos

AB=UV +UV +---+UV (n parcelas)

Logo, neste caso, AB=n. No caso como o da figura 19, a conclusdo é a mesma que
antes: podemos apenas estimar a medida de 4B com nimeros inteiros.
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No entanto, queremos obter uma medida exata do segmento 4B, mesmo
quando UV ndo cabe um numero inteiro de vezes dentro de AB. Numa primeira
tentativa de resolver esse problema, vamos dividir o segmento UV em n partes
congruentes a um segmento XY, que chamaremos de submultiplo de UV. Vamos
supor que este submuiltiplo XY pode ser colocado um nidmero inteiro de vezes
em UV e também um nimero inteiro de vezes em AB (figura 20). Seguindo a
nomenclatura utilizada por Euclides, diremos que, neste caso, os segmentos UV e 4B
sdo comensuraveis, o que significa que ambos admitem medida inteira em relacdo a
unidade XY.

Figura 20 - Os segmentos UV e AB s&o comensuraveis

X Y

[ o

U Vv

oo e o O

A B

Fonte: DEaD | IFCE

Mais precisamente, suponhamos que exista um segmento XY, tal que
UV =XY+ XY +---4+ XY (nparcelas) e AB= XY + XY +---+ XY (m parcelas).

Entao
12UV =n-XY ,istoé, XY =
n
e
.
AB=m-XY ,istoé, AB=—
n

Assim, se o segmento 4B for comensurdvel com a unidade de medida UV, sua

medida serd um nimero racional " .
n
Um fato de grande importancia para a Matematica é que existem segmentos

que ndo sdao comensuraveis, chamados segmentos incomensuraveis. Por exemplo,
a diagonal do quadrado e seu lado sdo segmentos incomensurdveis (figura 21). Para
mostrar esse fato, vamos usar o Teorema de Pitagoras no triangulo AABC da figura 21
para escrevermos
AB" +A4D =BD'
Como EzE, obtemos
2. 4B =BD’ (2.1)
Se os segmentos AB e BD fossem comensurdveis, seria possivel encontrar

umsegmento XY ,talque AB=n-XY e BD=m-XY,com me n inteiros positivos.
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Substituindo na equacdo (2.1) obteriamos 2n* =m*. Mostraremos que essa igualdade
ndo pode ocorrer e logo a afirmac¢do de que AB e BD sao comensurdveis é falsa. Com
efeito, para demonstrar este fato, vamos supor que, na igualdade 2n* =m?, todos os
fatores comuns de m e nforam cancelados, de modo a m e nnao terem fatores em
comum. Notemos que o quadrado de um nidmero par também € par, e o quadrado
de um nimero impar também ¢é impar. Assim, como m” =2n" é par, o nimero
m também é par (pois se fosse impar, m? também seria impar). Dessa forma, € possivel
escrever m =2k ,em que k é um nimero inteiro. Logo, 2n* =m” = (2k)2 =4k’ eisso
implica que n*> = 2k*, ou seja, n também é par. Mas isso implicaria que m e n seriam
ambos pares, isto €, teriam o fator comum 2, o que ndo ocorre. Essa contradicdo vem

de supormos que os segmentos sao comensuraveis.

Figura 21 - O lado de um quadrado e sua diagonal sdo incomensurdveis

D C

Fonte: DEaD | IFCE

Isso mostra que os segmentos AB (lado do quadrado) e BD (diagonal do
quadrado) sdo incomensurdveis, ou seja, ndo podem ser medidos (com medidas
inteiras) simultaneamente por uma mesma unidade.

Resolver o problema da medida para segmentos incomensuraveis é uma
tarefa dificil, que Euclides empreende no livro V dos Elementos, usando as ideias do
astrénomo, matematico e filésofo grego Eudoxo de Cnido (408-355 aC). Faremos
alguns comentdrios sobre o método de Eudoxo em aulas futuras.

Com isso encerramos nossa segunda aula. Tivemos nosso primeiro contato em
maior detalhe com a obra de Euclides, Os Elementos, analisando de modo breve sua
estrutura e estudando com maior detalhe as duas primeiras proposi¢des do Livro I.
Vimos que as constru¢des geométricas representam um papelimportante na geometria
euclidiana. Observamos certas peculiaridades do compasso de Euclides, como o fato
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desse compasso ser colapsavel, e também o seu papel no transporte de segmentos.
Estudamos os axiomas de congruéncia e sua relagdo com o problema do transporte e
da medida de segmentos. Concluimos apresentando, em conexao com o problema da
medida de segmentos, a ideia de segmentos comensurdveis e o importante exemplo
da diagonal do quadrado, incomensuravel com o seu lado.

Na préxima aula, continuaremos a estudar o problema da congruéncia,
passando a estudar a congruéncia de angulos e de triangulos, alternando a abordagem
axiomatica moderna com a euclidiana, que usa fortemente os instrumentos de
construcdo (régua e compasso).
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1. Usando um compasso, realize a constru¢do da Proposicao 3 do Livro | dos
Elementos: dados dois segmentos AB e BC, desiguais, subtrair do maior um

segmento igual (isto é, congruente) ao menor.

2. Dados dois segmentos 4B e CD, dizemos que AB é menor do que CD se
existe um ponto E entre C e D tal que AB = CE Denotamos AB<CD.

Demonstre as seguintes afirmacdes:

(a) Dados os segmentos AB=A'B'e CD=C'D',temos AB<CD se, e
somentese, A'B'<C'D".
(b) Se AB<CD e CD < EF,entdao AB< EF.

(c) Dados dois segmentos AB e CD, exatamente uma das trés situacées
ocorre: AB<CD,ou AB=CD,ou CD < AB.

3. Usando os axiomas de congruéncia, demonstre a no¢gado comum numero
6 de Euclides: metades de iguais sdo iguais. Para isso, defina o ponto médio
do segmento 4B como sendo o ponto M talque 4 * M * Be AM = MB.
Demonstre, entdo que, se AB=CD, M é o ponto médio de 4B e N é o
ponto médio de CD, entdo AM =CN.

4. Mostre que a adicdo preserva desigualdades (veja o exercicio 2):
Se AB < CD e EF é outro segmento, entdo AB+ EF <CD+ EF.

5. Dados dois pontos O e A defina o circulo T" de centro O e raio O4 como
sendo o conjunto de todos os pontos B, tais que OA4 = OB. Mostre que uma
reta que passa por O intersecta o circulo I'em exatamente dois pontos.
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Aula 3

Congruéncia de dangulos e de triangulos
e algumas de suas aplicacoées

Caro(a) aluno(a),

A

Chegamos a nossa Aula 3, onde continuaremos estudando a nog¢ao de
congruéncia, dessa vez enfocando a congruéncia de angulos e de triangulos. Usaremos
essas nocdes de congruéncia para transportar e medir angulos.

Como ja comentamos na Aula 2, Euclides ndo fala sobre congruéncia de modo
explicito nos Elementos. Ele se refere a figuras congruentes como “iguais”, ficando a
cargo do leitor perceber que, para Euclides, figuras “iguais” sdo aquelas que podem
ser sobrepostas, ou seja, uma delas pode ser deslocada até a mesma posicao que a
outra de modo que os pontos das duas figuras estejam em correspondéncia.

No entanto, Euclides ndo esclarece nos axiomas como uma figura pode
ser deslocada ou como os pontos das duas figuras podem ser colocados em
correspondéncia. Por isso, no tratamento moderno da geometria, a nocao de
congruéncia € primitiva, isto é, ndo é definida, sendo estabelecida através de suas
propriedades, dadas como axiomas.

Assim como fizemos na Aula 2, iremos alternar a abordagem euclidiana, que
faz uso de régua e compasso para fazer o transporte de angulos, com a abordagem
axiomdtica moderna, que substitui os instrumentos cldssicos por axiomas.

Objetivos

* Estudar a congruéncia de angulos e de triangulos

= Aplicar a congruéncia de angulos e de triangulos para transportar e medir
angulos
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Topico 1

Congruéncia de angulos
e de triangulos

OBJETIVOS

* Reconhecer os axiomas de congruéncia para angulos
* Estudar os casos de congruéncia de triangulos

Vamos iniciar este tépico com a defini¢do de angulo. Também mostraremos que
trés pontos ndo colineares determinam um angulo de modo unico.

Consideremos duas retas 7 e s, concorrentes no ponto O, ou seja, ¥ Ns = {O}
(figura 22). Como ja vimos no Teorema 1.2, o ponto O determina em cada uma das retas
r e s duas semirretas, que chamaremos de 7, e r,, e s, e s, respectivamente.

Figura 22 - RetasT e s, concorrentes no ponto O

Fonte: DEaD | IFCE

O axioma de separagao, visto na Aula 1, nos diz que cada uma das retas, r e s,
divide o plano em dois semiplanos: a reta r determina os semiplanos R, e R,, e areta s
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determina os semiplanos S, e S, . Dessaforma, as retas r e s dividem o plano em quatro

regides: SR, S, "R,, S,R e S, "R, (figura23).

Figura 23 - As quatro regi6es do plano determinadas pelas retas 7 e s

Fonte: DEaD | IFCE

Cada uma dessas quatro regides é chamada angulo determinado pelas retas 7 e s.

Conforme vimos no exercicio 3 da Aula 1, um conjunto C contido no plano é
chamado convexose,dadosdoispontosA e Bdoconjunto C ,osegmentoderetadBestda
contido em C . Como aplicacdo direta do axioma de separac¢do, também visto na Aula
1, sabemos que um semiplano é um conjunto convexo. Também no exercicio 3 da
Aula 1, observamos que a intersecao de conjuntos convexos € um conjunto convexo.

Isso é consequéncia direta da defini¢do: se C, e C, sdo dois conjuntos convexos e

A,BeC=CnNC,, entdo A,BeC implica que ABcC( e A,BeC, implica que

AB c C,.Logo, ABc (C,NC, =C.lIssomostraque C é convexo.

Um angulo é a intersecdao de dois semiplanos, que sdo conjuntos convexos do
plano, logo um angulo é uma regido convexa do plano delimitada por suas semirretas

r,es;,ondeli,je {1,2} , ambas com origem no ponto O.

Dessa forma as duas retas r e s,
concorrentes no ponto O, determinam
quatro angulos que denotaremos por
10s,, 1,0s, , 1,0s, e 1,0s,. As semirretas

r, e s; sao chamadas lados do angulo

1

r:0s; e oponto O é chamado vértice do

angulor,0s;,onde i, j € {1,2} .

F

~
Q
Um angulo é um \O‘\g O.@

objeto  geométrico, ¥
uma figura. Mais
adiante, veremos
como medir angulos.
Dessa forma,
poderemos associar um numero a um
angulo. Esse nimero sera a sua medida.
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De forma geral, podemos definir angulo como segue:

Dados trés pontos ndo colineares 4, B e C, consideremos as semirretas
AB e AC, ambas com origem no ponto 4 (figura 24). Essas semirretas
determinam um angulo delados AB e AC e vértice A, que denotaremos
por ZBAC ou ZCAB . Vale ressaltar que, nesta notacdo, o ponto que
fica no meio sempre corresponde ao vértice do angulo.

Figura 24 - Angulo ZBAC

Fonte: DEaD | IFCE

Como vimos acima, o angulo ZBAC é aintersecao de dois semiplanos, um deles
determinado pela reta que passa pelos pontos 4 e B e o outro determinado pela reta
que passa pelos pontos 4 e C (figura 24). Dizemos que um ponto P estd no interior
do angulo £ZBAC, ou que P é um ponto interior do angulo ZBAC, se for um ponto
situado no interior dos dois semiplanos que o determinam, isto é, se pertencer a cada
um dos semiplanos mas ndo pertencer as retas que os determinam. Se um ponto P
ndo estiver no interior do angulo e também ndo pertencer aos lados do angulo (as
semirretas AB e AC), dizemos que P estd no exterior do angulo /BAC, ou que P é
um ponto exterior do angulo ZBAC . Uma figura estd no interior do angulo ZBAC
se todos os seus pontos sdo interioresa Z/BAC . Se todos os pontos de uma figura sao
exteriores a um angulo, dizemos que a figura é exterior ao angulo ZBAC .

Tendo estabelecido o que é um angulo e como denotd-lo, vamos estudar a
nogao de congruéncia entre angulos. Invertendo a ordem adotada na anterior, vamos
comecar estudando os axiomas sobre congruéncia de angulos para sé depois estudar
a abordagem euclidiana, usando régua e compasso.

Vamos considerar uma relagdao entre angulos, chamada congruéncia, denotada
por ZBAC = ZB'A'C" (1é-se, 0 angulo BAC é congruente ao angulo B'A4'C" ). Esta
rela¢do é uma nocdo primitiva (veja a Aula 1) sujeita aos seguintes axiomas, chamados
axiomas de congruéncia entre angulos:
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CA1 Dado um angulo ZBACe uma semirreta A'B'existe uma
unica semirreta 4'C'"' contida em um semiplano determinado
por A'B',talque ZBAC =/ZB'A'C" (figura25).

CA2 Dados trés angulos ZABC, ZDEF e ZGHI, se
ZABC = ZDEF e ZABC = ZGHI , entdo £ZDEF = ZGHI .
Todo angulo é congruente a si mesmo.

Figura 25 - Axioma de congruéncia CA1

A B A B'

Fonte: DEaD | IFCE

No Teorema 2.1, estabelecemos que a relacao de congruéncia entre segmentos
é reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja, é uma relacdo de equivaléncia. A mesma
demonstracdao que fizemos para esse teorema poderd ser repetida para o resultado a
seguir e serd deixada a cargo do leitor.

Teorema 3.1 A relagdo de congruéncia entre
angulos € uma relacdao de equivaléncia.

O Teorema 3.1 estd em conexao com a primeira nocao comum dos Elementos
de Euclides, descrita na Aula 2, que afirma: coisas que sdo iguais a uma mesma coisa sao

iguais entre si.

Iniciaremos agora nosso estudo sobre uma das figuras bdsicas da geometria
plana, o triangulo. Assim como fizemos para angulos, iremos estudar triangulos
enfatizando a nocdo de congruéncia e estabelecendo critérios de congruéncia de
triangulos.
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Dados trés pontos ndo colineares 4, B e C, o triangulo ABC é aregiao
do plano delimitada pelos segmentos de reta AB, AC e BC. Os pontos
A, B e Csao chamados vértices do triangulo, e os segmentos 45, AC
e BC sao chamados lados do triangulo.

2 €0
v

O%  As nocdes de angulo

e de triangulo nao
sao primitivas, por
isso precisam ser
definidas.

o

A notagdo AABC serd usada para
designar o triangulo de vértices A4,
B e C. Os angulos ZABC,ZBCA
e ZCAB sdo chamados angulos
internos do triangulo ABC'.

Figura 26 - O triangulo ABC e seus elementos

C

A

Fonte: DEaD | IFCE

A seguir, iremos estabelecer quando dois triangulos sao congruentes. A ideia por
tras da nocao de congruéncia € a de que triangulos congruentes sdo aqueles que diferem
apenas pela posicao, ou seja, que podem ser movidos no plano até que um se sobreponha
ao outro. Antes, daremos a definicao formal de congruéncia entre tridangulos:

Dizemos que os triangulos ABC e DEF sdo congruentes, escrevemos
AABC=ADEF, se existe uma correspondéncia entre os seus vértices 4 <> D,
B E, C <> F de modo que os lados e angulos internos associados por essa
correspondéncia sdo congruentes, ou seja, AB=DE, AC=DF, BC=EF,
/ABC = /DEF , /BCA= /EFD, ZCAB = /FDE (figura 27).
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Figura 27 - Triangulos congruentes

C F

A B D E

Fonte: DEaD | IFCE

Podemos pensar nessa correspondéncia como a possibilidade de uma
sobreposicdo, ou seja, se colocarmos o vértice 4 sobre o D, o vértice B sobreo E, e 0
vértice C sobre o F, os tridangulos ABC e DEF ficardo sobrepostos, isto é, um ficara
exatamente sobre o outro.

Assim como as relagdes de congruéncia entre segmentos de reta e angulos, a
relacao de congruéncia de triangulos também € uma relacao de equivaléncia.

Teorema 3.2 Arelagdo de congruéncia de triangulos € uma
relacdao de equivaléncia.

Demonstra¢do: Segue diretamente dos teoremas 2.1 e 3.1. De fato, dado um
triangulo ABC, AB=AB, AC=ACe BC=BC, devido a reflexividade da
relacdo de congruéncia entre segmentos de reta. Também valem ZA4ABC = ZABC,
£LBCA=4ZBCA e ZCAB = LCAB , devido areflexividade da relacdo de congruéncia
entre angulos. Logo, AABC=AABC, ou seja, a relacdo de congruéncia entre
triangulos € uma relacao reflexiva.

Agora, dados os triangulos ABC e DEF se AABC=ADEF, entdo AB=DE,
AC=DF, BC=EF, ZABC= 4ZDEF , ZBCA= ZEFD, ZCAB = ZFDE . Como
as relagbes de congruéncia de segmentos e de angulos sao ambas simétricas, valem as
congruéncias: DE = AB, DF = AC, EF =BC, ZDEF = ZABC, ZEFD = ZBCA
e LZFDE = ZCAB . Isso significa que ADEF =AABC, ou seja, a relacdo de congruéncia
de triangulos é simétrica.

Finalmente, considerando os triangulos ABC, DEF e GHI, se AABC=ADEF
e ADEF=AGHI, entio AB=DE, AC=DF, BC=EF, /ABC=/DEF,
/BCA=ZEFD, ZCAB = ZFDE, devido a congruéncia entre os dois primeiros
triangulos, e DE=GH, DF =Gl , EF =HI, /DEF = Z/GHI , ZEFD = ZHIG,
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ZFDE = ZIGH , por conta da congruéncia entre o segundo e o terceiro triangulo.
Da transitividade da congruéncia de segmentos e de angulos, segue que 48 =GH ,
AC=GIl,BC=HI, ZABC=ZGHI , ZBCA= ZHIG, ZCAB = ZIGH . Assim, a
definicdo de congruéncia de triangulos garante que AABC = AGHI , ou seja, arelacao
de congruéncia de triangulos € transitiva.

Sendo reflexiva, simétrica e transitiva, a congruéncia de triangulos é umarelagao
de equivaléncia. B

Vocé deve entdo estar se perguntando: “Para verificar a congruéncia entre dois
triangulos é necessdrio verificar as seis congruéncias acima?”. Na verdade, veremos que
existem critérios, também conhecidos como casos de congruéncia, que nos permitirao
concluir condi¢bes minimas para que dois triangulos possam ser considerados
congruentes sem que haja a necessidade de analisar a relacao entre todos os seus
lados e angulos internos.

O axioma a seguir é conhecido em geometria como o 1° caso de congruéncia de
triangulos ou critério Lado-Angulo-Lado (LAL) e afirma que

Axioma 3.1 (1° caso de congruéncia de triangulos - LAL) Dois

triangulos ABC e DEF  tais que AB=DE, AC=DF e
ZCAB = ZFDE , sdo congruentes.

Figura 28 - Caso Lado-Angulo-Lado de congruéncia de tridngulos

C F

A B D E

Fonte: DEaD | IFCE

Um outro modo de escrever o Axioma 3.1 é o seguinte (figura 28): se dois lados
de um triangulo (AB e AC) sdo congruentes respectivamente a dois lados de outro
triangulo (DE e DF) e o angulo formado por esses dois lados ( ZCAB ) é congruente
ao dngulo formado pelos dois lados do outro trigngulo (£LFDE), entdo os dois
triangulos sdo congruentes, ou seja, o terceiro lado de um triangulo é congruente ao
terceiro lado do outro triangulo ( BC = EF ) e os dois outros angulos de um triangulo
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sao respectivamente congruentes aos dois angulos restantes do outro triangulo
(£LABC = ZDEF e ZBCA= ZEFD).

No Axioma 3.1, é fundamental que os angulos congruentes tenham como lados
os lados dos triangulos que também sdo congruentes. Na figura 29 vemos um exemplo
de dois triangulos ndo congruentes com dois lados e um angulo respectivamente
congruentes. Isso ocorre porque, no triangulo ABC o angulo ABC ndo tem os lados
AB e AC como lados, e no triangulo DEF, o angulo DEF tem os lados DE = AB e
EF = AC como lados.

Figura 29 - Triangulos ndo congruentes

F

A B E D

Fonte: DEaD | IFCE

O Axioma 3.1 aparece nos Elementos de Euclides como a Proposicao 4 do livro I.
A demonstracao oferecida por Euclides para esta Proposicao usa a ideia de “ajuste’”:

Pois o tridngulo ABC, sendo ajustado sobre o triangulo DEF, e
sendo posto, por um lado, o ponto 4 sobre o ponto D, e, por outro
lado, a reta AB sobre DE, também o ponto B se ajustaré sobre o
ponto E, por ser AB igual a DE; entdo, tendo se ajustado a AB
sobre a DE, também AC se ajustara sobre DF' e, por ser o angulo
ZCAB ao angulo ZFDE ; desse modo, o ponto C se ajustara
sobre o ponto F;, por ser ACigual a DF'. (EUCLIDES, 2009, p.101)

Euclides continua seu raciocinio, utilizando a ideia de ajuste para mostrar que os
triangulos sdo “iguais” (Euclides ndo utiliza a palavra “congruentes”). Implicitas neste
raciocinio estao as ideias de movimento e de sobreposicao, exatamente a motivacao
intuitiva que citamos anteriormente: dois tridngulos sao congruentes quando um deles
pode ser movido e ajustado sobre o outro.
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Como a ideia de sobreposicao, no sentido explicado acima, ndao ocorre
explicitamente nas no¢des comuns, nem nos postulados do Livro | dos Elementos, a
abordagem moderna opta por incluir o caso LAL de congruéncia como um axioma.

A partir dos axiomas CA1, CA2 e LAL , iremos obter alguns resultados sobre
angulos. Antes, precisamos de uma defini¢do.

Seja LCAB um angulo e seja D um ponto na reta que passa por 4
e B, escolhido de modo que D * A * B, isto é, 4 estd entre D e B.
Os angulos ZCAB e ZCAD sao chamados suplementares.

Com base no que foi definido acima, podemos demonstrar o teorema
que se segue.

Teorema 3.3 Sejam ZCABe ZCAD angulos suplementares.
Se ZLC'A'B' e ZC'A'D' também sdo suplementares e
LCAB=/C"'A'B',entao LCAD=/ZC'A'D".

Demonstragdao: Suponha, sem perda de generalidade, que AB=A'B', AC=A'C' e

AD = A' D' (figura 30), pois do contrario, poderfamos substituir os pontos B, C'e D'
por outros pontos correspondentes nas mesmas semirretas de maneira a preservar a

congruéncia. Agora, tracando os segmentos BC, BD, B'C' e B'D', vamos analisar
os triangulos ABCe A'B'C".

Como AC=A'C',AB=A'B'e /CAB=/C'A'B'entaoAABC=AA"'B'C"
(axioma LAL). Da congruéncia, segue que BC=B'C'e LCBA=ZC'B'A".

Figura 30 - Exemplos de angulos suplementares

C C'

D A B D A B’

Fonte: DEaD | IFCE

Geometria Plana e Construgdes Geométricas



Como AB=A'B', AD=A'D',D *4 * B e D'x A'x B', podemos
aplicar o axioma sobre adi¢do de segmentos (axioma C3 da Aula 2) para concluirmos
que DB=D'B'. Note ainda que nos triangulos BCD e B'C'D' temos que
BC=B'C', ZCBD=ZC"'B'D'e DB=D'B', e segue novamente, do axioma LAL,
que ABCD =AB'C'D'. Em particular, DC=D'C'e ZCDB=/ZC'D'B". Por fim, se
observamosostriangulos ACD e A'C'D",temosque DC=D'C’',/CDA= /C'D'4’
e DA=D'A"' entdo AACD=AA'C'D' (pelo axioma LAL). Da congruéncia, segue
que LCAD = ZC'A' D', como queriamos demonstrar. ®

O resultado a seguir, segue do Teorema 3.3 e serd utilizado muitas vezes no
nosso texto.

Dois angulos ZABC e ZDBE sao ditos opostos pelo vértice,
ouverticais,se 4 *B *E e C *B *D.Devemos lembrar que,
se B estd entre A e E entdo esses trés pontos sdo colineares,

o mesmo ocorrendo para C, Be D.

Figura 31 - Angulos opostos pelo vértice

D

Fonte: DEaD | IFCE

Teorema 3.4 Angulos opostos pelo vértice sdo congruentes.

Demonstragdo: Note que os angulos ZABC e ZDBE sdo ambos suplementares do
angulo ZABD (veja a figura 31). Pelo Teorema 3.3, eles sdo congruentes. B

O préximo resultado trata de um tipo particularmente importante de triangulo,
que definiremos a seguir.
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Um triangulo ABC é dito isésceles se dois de seus lados forem congruentes. Se
considerarmos que AB = AC entdo temos algumas denominag¢des especiais: 0s
lados AB e AC sdao chamados de laterais; o lado BC é denominado de base; os

angulos ZABC e ZACB sao os angulos da base e o angulo ZBAC é o angulo
do vértice.

Teorema 3.5 (Elementos, Livro I, Proposi¢do 5) Em um triangulo
isdsceles, os angulos da base sdo congruentes.

54 Demonstragao: Seja ABC um triangulo isésceles. Consideremos a correspondéncia
entre o triangulo ABC e ele mesmo, que faz corresponder o vértice B ao vértice C e
vice-versa, deixando o vértice 4 fixado, ouseja, B<>C, C<>Be A< 4.

Figura 32 - Demonstragdo do Teorema 3.5

A A

B C C B

Fonte: DEaD | IFCE

Por hipdtese, o triangulo ABC é

vy

A demonstracao isdscelesentdo consideraremos AB = AC.

que exibimos do Da mesma forma, o triangulo CBA

Teorema 3.5, bem também ¢é isdsceles e seja AC = AB.

mais simples do que Analisando os dois tridngulos temos que

a dada por Euclides, AB=AC, Z/BAC=/ZCAB e AC = AB
nos Elementos, deve-se a Pappus e segue, do caso LAL, que AABC = AACB.
de Alexandria, matemdtico egipcio Da  congruéncia,  concluimos  que
helenizado (isto é, de cultura grega) /ABC = /ACB, COmo querfamos
que viveu no século IV d.C. demonstrar. W
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Observe que na demonstracao do teorema acima, usamos a técnica de comparar

um triangulo com ele mesmo, ou seja, como indicado na figura 32, desenhamos dois
triangulos, ABC e ACB, de modo que ACB foi obtido de ABC trocando o vértice
B pelo vértice C. Pense nessa associagdo imaginando um triangulo desenhado em

uma janela de vidro de uma casa, e coloque dois observadores, sendo que um olha o
triangulo por dentro da casa e o outro por fora da casa.

O resultado a seguir serd assumido como um axioma. A “adi¢ao” de angulos deve

ser entendida geometricamente como uma justaposicao de angulos, ou seja, para somar

dois angulos devemos fazer com que um dos lados de um angulo coincida com um dos

lados do outro angulo. A soma serd o angulo obtido eliminando-se o lado comum.

Axioma 3.2 (Adicdo de angulos) Considere o angulo ZCAB
e seja AD uma semirreta no seu interior. Suponha que
ZC'AD' = /CAD, £ZD'A'B'= Z/DABe as semirretas A'C'
e A'B', que sdo lados do angulo ZC'A'B', estdo em lados
opostos da reta A'D'. Entdo LC'A'B'= ZCAB e a semirreta
A'D"' estd no interior do angulo ZC'A4'B".

Figura 33 - Axioma sobre adicao de angulos

C

A B

Fonte: DEaD | IFCE

Dizemos que o angulo ZCAB é
a soma dos angulos ZCAD e ZDAB.
Com essa nomenclatura, o axioma acima
diz que somas de dngulos congruentes sdo
congruentes.

A seguir, exibiremos os demais
casos de congruéncia de triangulos. Ao
contrdrio do caso LAL, ndo precisamos
considerar esses casos como axiomas,
pois eles podem ser demonstrados.

CI
DI
o
A B'
ca
O axioma sobre a \3‘\“ O
adicao de angulos ¥

é, na verdade, um
teorema. Assumimos
que ele é um axioma
para tornar o texto
mais simples. Uma demonstracao
desse resultado pode ser encontrada,
por exemplo, em HARTSHORNE, p.93,
Proposicao 9.4.
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O préximo teorema € conhecido como 2° caso de congruéncia de triangulos ou
critério Angulo - Lado - Angulo (ALA).

Teorema 3.6 ( 2° caso de congruéncia de triangulos - ALA)
Dois tridngulos ABC e A'B'C' tais que AB=A'B',
ZCAB=ZC'A'B' e ZCBA= ZC'B'A'sdo congruentes.

Figura 34 - Caso ALA de congruéncia

Cl

4 ’ B

Fonte: DEaD | IFCE

Demonstracdo: Pelo axioma C1 de transporte de segmentos, visto na Aula 2, existe um
ponto C" na semirreta 4'C"' tal que AC = A4'C". Analisando os triangulos 4BC
e A'B'C" temos que AC=A4'C", LZCAB=ZC"A'B' e AB=A'B', e portanto
AABC =AA'B'C" (pelo caso LAL). Da congruéncia, ZABC=/ZA'B'C" e por
hipétese, ZA'B'C'= ZABC concluimos que ZA'B'C'= ZA4'B'C". Pela unicidade
da semirreta, garantida no axioma CA1, temos que as semirretas B'C' e B'C"
sdo iguais. Dessa forma C" coincide com C', pois as retas 4'C'e B'C'=B'C"se
intersectam em um sé ponto. Assim, o triangulo 4'B'C" coincide com o triangulo
A'B'C'.Como AABC =AA"'B'C",segue que AABC=AA'B'C'. m

O teorema a seguir é conhecido como 3° caso de congruéncia de triangulos ou
critério Lado - Lado - Lado (LLL).

Teorema 3.7 (3° caso de congruéncia de tridangulos - LLL) Dois
triangulos ABC e A'B'C' tais que AB=A'B', AC=A'C' e
BC = B'C'sao congruentes.
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Figura 35 - Caso LLL de congruéncia

C’

A B A B'

Fonte: DEaD | IFCE

Demonstracdo: Pelo axioma CA1, existe uma Unica semirreta AC", contida no
semiplano determinado por AB, que ndo contém C, tal que LBAC"=/B'A'C"'
(figura 36).

Figura 36 - Demonstragao do caso LLL

CI

Fonte: DEaD | IFCE

Podemos supor que o ponto C" foi escolhido de modo que AC"= A'C". Pelo
axioma LAL, temos:

AB=A'B’
£BAC"=/B'A'C'{ = ABC"=A4'B'C’
AC"=4'C’

Em particular, BC" = B'C". Como, por hipétese, A'C'= AC e, por construcdo,
AC"= A'C"' segue que AC" = AC . Analogamente, como, por hipétese, B'C'= BC
e, da congruéncia, BC"=B'C", segue que BC" = BC (Em ambos os casos, fizemos
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uso da transitividade da congruéncia de segmentos). Dessa forma, os triangulos
ACC" e BCC" saois6sceles. Logo, LZACC"=ZAC"C e LBCC"=ZBC"C (pelo
Teorema 3.5). Além disso, do axioma sobre adicdo de angulos, ZACB=/ZAC"B.
Como, por construcdo, ZAC"B=/A"'C'B', temos, pelo axioma CA2 (ou o Teorema
3.1), que LACB = ZA'C'B'. Portando, do axioma LAL, temos:

AC=4'C'
ZACB=/ZA'C'B'y =>AABC=AA'B'C'
BC=B'C'

como queriamos demonstrar. B

Com isso, finalizamos nosso primeiro tdpico. Vimos aqui os axiomas sobre
congruéncia de angulos e o axioma LAL sobre congruéncia de triangulos. Deduzimos
outros dois casos de congruéncia, ALA e LLL, a partir dos axiomas sobre congruéncia
de angulos e do caso LAL. No tépico seguinte, iremos aplicar os resultados obtidos
para transportar e medir angulos, bem como para justificarmos a validade de certas
construgdes basicas.
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Topico 2

Transporte e medicao de angulos

OBJETIVOS

= Estudar os métodos para transporte e medi¢cao de angulos
* Reconhecer o grau como unidade de medida de angulos

= Conhecer mais algumas construcdes geométricas presentes no
Livro | dos Elementos de Euclides

Neste segundo tdpico, usaremos os resultados obtidos no tdpico anterior
sobre congruéncia de angulos e de triangulos para obtermos novos resultados sobre
construgdes geométricas, e também para transportar e medir angulos.

Vamos iniciar com algumas constru¢des bdsicas usando os instrumentos
classicos: a régua (sem marcas) e o compasso. A primeira construcdo € a que Euclides
faz na Proposicao 9 do Livro | dos Elementos. Para tanto, precisaremos do conceito de
bissetriz de um angulo.

Uma semirreta AD é chamada bissetriz do angulo ZCAB se
os angulos ZCAD e ZDAB sao congruentes.

Figura 37 - Bissetriz do angulo LCAB

C D

Fonte: DEaD | IFCE
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Mostraremos agora que dado qualquer angulo, sempre é possivel determinar a
sua bissetriz.

Teorema 3.8 Todo angulo possui uma bissetriz.

Demonstra¢do: Seguindo Euclides, vamos construir a bissetriz usando régua e
compasso. Inicialmente mostraremos a existéncia de uma semirreta contida na regiao
interna de um angulo qualquer e depois deduziremos que essa semirreta é a bissetriz
desse angulo. A construgao seguira os seguintes passos:

Passo 1: Considere um angulo qualquer com vértice em 4 e com o compasso
centrado em A e abertura qualquer, trace um arco de circulo que intersecta os lados
do angulo nos pontos B' e C' (figura 38).

Figura 38 - Determinacdo do angulo B'AC'

Cl

Fonte: DEaD | IFCE

Passo 2: Com o compasso centrado em B' e abertura B'C', trace um arco de
circulo.

Passo 3: Agora com o compasso centrado em C' e abertura B'C' trace outro
arco de circulo de modo a intersectar o arco construido no passo 3.

Passo 4: Determine por D o ponto de intersecdo desses dois arcos (figura 39).
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Figura 39 - Segundo, terceiro e quarto passos da construgao da bissetriz

o

Fonte: DEaD | IFCE

Passo 5: Com o auxilio de uma régua trace a semirreta de origem no vértice 4 e
que passe pelo ponto D, ou seja, construa a semirreta AD .

Por que essa construcdo funciona? Ou seja, por que a semirreta AD, construida
no passo 5, é de fato a bissetriz do angulo ZC'AB' ? Para responder a essa pergunta,
usaremos os resultados obtidos no tépico 1.

Figura 40 - Justificativa da constru¢do da bissetriz

C’

Fonte: DEaD | IFCE
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Com efeito, note que os triangulos AB'D e AC'D sao congruentes pelo caso
LLL (Teorema 3.7) pois: AB"'= AC'", sdo ambos raios de um mesmo circulo (figura 40);
B'D=C'D, ja que a construcdo é feita de modo que a abertura do compasso seja
a mesma; e o lado 4D é compartilhado pelos AAB'D e AAC'D . Da congruéncia,
concluimos que ZB'AD = ZC'AD, como queriamos demonstrar. B

A seguir, daremos algumas definicdes que serdo Uteis para a demonstragao do
Teorema 3.9.

Um angulo é dito reto, quando é congruente a seu suplementar. Duas
retas concorrentes sdo ditas perpendiculares, quando os angulos por elas
determinados sao retos. Lembremos que o ponto médio de um segmento de
reta AB é um ponto M tal que 4 * M * B e AM = MB . Uma mediatriz de
um segmento AB é uma reta que passa pelo ponto médio do segmento e é
perpendicular areta AB.

O préximo resultado engloba a Proposicao 10 do Livro | dos Elementos. Nessa
proposicao, Euclides propde a constru¢do do ponto médio de um segmento. No
teorema a seguir, faremos mais: construiremos a mediatriz de um segmento dado e
mostraremos que ela € unica.

Teorema 3.9 A mediatriz de um segmento de reta 4B existe e é Unica.

Demonstracao: Inicialmente mostraremos a existéncia da mediatriz de um segmento.
A construcao se dard baseando-se nos seguintes passos:

Passo 1: Com o auxilio de uma régua construa um segmento de reta AB.

Passo 2: Usando um compasso com a abertura fixada, maior do que a metade
do segmento AB e menor do que o segmento AB, trace quatro arcos que se cruzam
determinando dois pontos C e D em lados opostos da reta AB (figura 41).
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Figura 41 - Construcdo da mediatriz de um segmento

Fonte: DEaD | IFCE

Passo 3: Usando uma régua, trace uma reta que passe pelos pontos C e D.
Marque ainda o ponto M como sendo a intersecdo da reta que passa por Ce D, e o
segmento 45.

Paramostrar que essa construcdo realmente fornece a mediatriz do segmento 45,
ou seja, que areta que passa pelos pontos Ce D é amediatriz do segmento 4B, devemos
proceder da seguinte maneira (figura 41): por construcdo, temos que AC = AD e assim
o triangulo ACD é isésceles, logo LZACD = ZADC . Note ainda que, pelo caso LLL, os
triangulos ABC e ABD s&o congruentes, pois AC=AD, CB=DB e AB é comum a
ambos os triangulos. Em particular, ZBAC = ZBAD , isto é, ZMAC = ZMAD . Além
disso, temos que AAMC = AAMD pelo caso ALA de congruéncia (Teorema 3.6), pois:

ZACD = ZADC
AC = AD (por construcao) = AAMC = AAMD
/MAC = /MAD
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Com isso, ZAMC = ZAMD . Sendo congruente a seu suplementar, o angulo
ZAMC é, por definicdo, reto. Os angulos ZAMD e ZCMB sao opostos pelo vértice,
logo congruentes.

Mostraremos agora que M é ponto médio de AB. De fato, os triangulos isésceles
ACD e BCD sao congruentes pelo caso LLL:

AD = BD (por construcdo)
AC = BC (por construcdo) r = AACD = ABCD

CD é comum

64

Em particular, ZACM = ZBCM . Entdo, pelo caso LAL,

LACM = Z/BCM
AC = BC (por construcdo) y = AACM = ABCM
CM écomum

Em particular, AM = MB, ou seja, M é ponto médio de AB.

Por fim, mostraremos a unicidade da mediatriz. Para tanto faremos uso dos axiomas
C1 e CA1. De fato, se M’ for um ponto do segmento AB tal que AM'= M 'B, entdo,
por C1, é possivel transportar o segmento AM ' para a semirreta de origem B contendo
A, de modo a se obter um segmento M "B = AM '. Pela transitividade da congruéncia de
segmentos, M 'B =M " B. Pelaunicidade de C1, M' =M "= M . Assim, o ponto médio
do segmento AB é Unico. A existéncia de outra reta passando por M e perpendicular a
AB entraria em contradicdo com a unicidade da semirreta dada no axioma CA1. Assim, a
mediatriz de um segmento de reta é Unica. B

A seguir, indicaremos como é possivel transportar um angulo usando-se régua e
compasso. Isso significa construir um angulo sobre uma semirreta dada, congruente a
um angulo dado. Esse é o contelido da Proposicao 23 do Livro | dos Elementos.

Teorema 3.10 Dado um angulo ZCAB e uma semirreta OD (figura
42), é possivel construir com régua e compasso um angulo ZEOD
congruente ao angulo ZCAB .
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Figura 42 - Angulo ZCAB e semirreta OD

o
D

Qe

Fonte: DEaD | IFCE

Demonstracdo: Vamos exibir os passos da construcdo, depois justificaremos sua
validade.

Passo 1: Marque um ponto £ sobre o lado AB do angulo ZCAB .

Figura 43 - Determina¢do do ponto £
@

Qe

A ® ®p
Fonte: DEaD | IFCE

Passo 2: Com o compasso centrado em 4 e abertura AE, trace um arco de circulo,
que encontra o lado AC do angulo ZCAB no ponto F.
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Figura 44 - Determinacdo do ponto F’

0 D
C
E
o o o B
A E

Fonte: DEaD | IFCE

Passo 3: Com abertura igual a AE centre o compasso em O e trace um arco de
circulo que corta a semirreta OD no ponto G.

Figura 45 - Determinac&o do ponto G

[ O
0 G D
C
E
e BB
A E

Fonte: DEaD | IFCE

Passo 4: Com centro em G e abertura EF), trace um arco de circulo que intersecta
0 arco tragado no passo 3, no ponto H.
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Figura 46 - Determinagdo do ponto

Bﬁ
0 ¢ D
C
X
A ¢ * B
E

Fonte: DEaD | IFCE

Passo 5: Trace a semirreta OH. O angulo ZHOG é congruente ao angulo ZCAB .

Figura 47 - Determinacdo do angulo ZHOG

H
o—
0 G D
C
X
e B
4 E

Fonte: DEaD | IFCE
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Para justificar a constru¢do acima, observemos que, por construcdo,
AE=0G, AF =0OH e EF =GH. Assim, pelo caso LLL, os triangulos AEF e OGH
sdo congruentes. Em particular, os angulos correspondentes < CAB e L HOG sao
congruentes. B

Vamos finalizar a nossa terceira aula discutindo brevemente a medi¢do de
angulos e a unidade de medida “grau”.

Assim como fizemos para medir segmentos na Aula 2, a medicdao de angulos
exige a escolha de uma unidade de medida. A unidade mais usada para a medicao de
angulos é o grau, definido como a medida do angulo que corresponde a //360 de um
circulo (figura 48).

Figura 48 - Um angulo de medida /°

Fonte: DEaD | IFCE

A origem dessa unidade de 7 o Majg
s . A Parasabermaissobreo .0 .
medida € a antiga Mesopotamia, onde >

o A sistema de numerac&o 030
floresceu a civilizagao Babil6nica, . R
babildnico, vocé pode

consultar o link http://
mundoeducacao.
bol.uol.com.br/matematica/sistema-
numeracao-babilonico.htm

entre os séculos XVIIl e VI a.C,, na
regiao onde hoje se situa o Iraque. Os
babilénios usavam dois simbolos para

representar os nimeros, combinando-
os de modo a obter os 59 primeiros .,
nuimeros (figura 49). A partir do

numero 60, eles repetiam os simbolos. Por exemplo, 0 mesmo simbolo era usado para

denotar os nimeros [ e 60.
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Figura 49 - O sistema de numeragao Babildnico

11 (Y 21 «Y 31 «(Y a4 47 51 4}'
2 I |2 QW |32 «IY |« &W 52 4”
13 (I |2 Q| 33 <QNT| ‘ém 534"7,
AR R4 ED 4
15 (W 25 «W 35 «W 45 &W s 4W
16 (W 26 «m 36 «(m 46 4?% 56

17 (V 27 «V 37 (((V 47 &v o 4?
18 <W 28 «W 38 «(W 48 &W i

19 (ﬁ 29 «w 39 «w 49 &w 4?
0 g |20 g 30 4 | & 50 4 594w

Fonte: http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Babylonian_numerals.html

HAGH g g33 -

Uma das explicacbes que os historiadores da Matemdtica encontraram para
a escolha da base 60 é que o sistema de numeracdo babildnico foi primordialmente
usado no estudo da astronomia e na confec¢do de calendarios, e que os babil6nios
acreditavam que o ano tinha 360 dias. Isso tornava a escolha da base 60 natural e
adequada.

Como quatro angulos retos preenchem um circulo, podemos definir a unidade
de medida grau da seguinte maneira: seja & um angulo que, justaposto 90 vezes,
produz um angulo reto.

O Axioma sobre adicao de angulos nos permite concluir que qualquer angulo
reto mede 90 . O angulo formado pela justaposicdo de dois angulos retos é chamado
angulo raso. Ele mede 90° + 90° = 180°. Se dois angulos sdo suplementares, a soma
de suas medidas é igual a medida de um angulo raso, isto €, é igual a /80°.

Concluimos, assim, nosso segundo tdpico e nossa terceira aula, onde estudamos
a congruéncia de angulos e de triangulos no tépico 1. Vimos algumas consequéncias
importantes dos axiomas de congruéncia de angulos e triangulos no tépico 2. Em
particular, apresentamos o grau como unidade de medida de angulos e discutimos
brevemente sua origem histdrica.

Na préxima aula estudaremos o Teorema do Angulo Externo e a nocdo de
paralelismo.
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1. Mostre que todo triangulo equildtero é equiangular, ou seja, se os trés lados
de um tridangulo sdo congruentes, entdo os trés angulos internos também
sdao congruentes. Sugestdo: use o Teorema 3.4.

2. Mostre que todo triangulo equiangular é equilatero.

3. Construa, usando régua e compasso, a reta perpendicular a uma reta dada
passando por um ponto dado, pertencente a essa reta (Elementos, I-11).

4. Construa, usando régua e compasso, a reta perpendicular a uma reta dada
passando por um ponto dado, exterior a essa reta (Elementos, 1-12).

",

,

",
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Aula 4

O Teorema do Angulo
Externo e Paralelismo

Caro(a) aluno(a),

Nesta aula continuaremos nosso estudo dos resultados basicos da geometria,
seguindo o Livro | dos Elementos de Euclides. A aula estd dividida em duas partes. No
primeiro tépico, estudaremos o Teorema do Angulo Externo e veremos que muitas
informacdes relevantes sobre angulos e distancias podem ser deduzidas a partir desse
teorema. No segundo tépico retornaremos ao quinto postulado de Euclides, também
conhecido como axioma das paralelas. Reformularemos este axioma de um modo mais
simples, e estudaremos algumas de suas consequéncias.

O axioma das paralelas € um divisor de aguas em geometria. Durante séculos,
gedmetras acreditaram que ele fosse, na verdade, um teorema e que, por ndo
conseguir demonstra-lo, Euclides o teria colocado nos Elementos como um postulado.
Na primeira metade do século XIX, os matematicos Janos Bolyai (1802-1860), hiingaro,
e Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1792-1856), russo, conceberam, de modo simultaneo,
mas independente, uma geometria em que todos os axiomas da geometria euclidiana
sdo vdlidos, exceto o axioma das paralelas. Isso significa que, na verdade, o quinto
postulado é um axioma independente dos demais, que caracteriza a geometria
euclidiana como uma dentre vdrias geometrias possiveis.

Objetivos

* Estudar o Teorema do Angulo Externo e suas consequéncias

= Compreender o axioma das paralelas e suas consequéncias
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Topico 1

O Teorema do Angulo Externo

OBJETIVOS

* Entender o Teorema do Angulo Externo e suas principais
consequéncias

* Reconhecer a importancia do Teorema do Angulo Externo como
alternativa parcial ao axioma das paralelas

O Teorema do Angulo Externo é usado por Euclides no Livro | dos Elementos
como uma ferramenta para adiar ao maximo a entrada em cena do quinto postulado,
também conhecido como axioma das paralelas, que exibimos na Aula 2. No tépico 2
discutiremos as possiveis motiva¢des de Euclides para esse adiamento.

Vamos comegar relembrando o conceito de angulo interno e estabelecendo a
nocao de angulo externo de um triangulo. Vimos na Aula 3, que dado um triangulo
ABC, os angulos ZCAB, ZABC e ZBCA sao chamados dngulos internos. Na figura

abaixo designamos tais angulos, respectivamente, por ¢, S e y.

Figura 50 - O triangulo ABC e seus angulos internos

C

Fonte: DEaD | IFCE
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Agora, seja D um ponto sobre o prolongamento de um dos lados do triangulo
ABC, digamos, 4 * B * D (figura 51).

Figura 51 - Angulo externo ZCBD do triangulo ABC
C

A B D

Fonte: DEaD | IFCE

O angulo ZCBD é chamado angulo externo do triangulo ABC. Note que, se
em vez do lado AB prolongédssemos o lado CB até um ponto E, obteriamos o angulo
ZABE oposto pelo vértice ao angulo ZCBD (figura 52). Isso significa que o angulo
externo depende apenas do vértice do triangulo, mas ndo depende do lado adjacente
que é prolongado. Concluimos assim que associado ao vértice B existem dois angulos
externos ZCBD e ZABE de modo que LCBD =/ABE (pois sdao opostos pelo
vértice). Podemos fazer essa mesma andlise para os vértices 4 e C.

Figura 52 - Angulos externos associados ao vértice B

C C

Fonte: DEaD | IFCE

Dessa forma, todo triangulo apresenta, em cada vértice, um par de angulos
externos congruentes e que sao suplementares ao angulo interno neste mesmo
vértice.

Se um angulo interno e um angulo externo estdo situados em um mesmo
vértice, dizemos que eles sao adjacentes. Caso contrario, dizemos que eles sao nao
adjacentes (por exemplo, @ e @ nafigura54). Com base no que foi exposto, podemos
entdo dizer que
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Cada angulo suplementar e adjacente aum angulo interno de
um tridangulo é denominado angulo externo deste triangulo.

Seria possivel entdao estabelecer uma relacdo entre um angulo externo e um
angulo interno ndo adjacente a ele? Tal relacao € apresentada no resultado a seguir e
aparece no Livro | dos Elementos.

Teorema 4.1 (Elementos, Livro |, Proposicdo 16) Em um
74 triangulo, um angulo externo é maior do que os angulos
internos ndo adjacentes a ele.

Antes de iniciarmos a demonstragao do Teorema 4.1, convém esclarecermos o
que significa a expressao “um angulo é maior do que outro”. Embora isso pareca ser
intuitivamente claro, ainda ndo definimos uma relacdo de ordem entre angulos.

Dizemos que o angulo ZCAB é maior do que o angulo ZFDE (figura 53)
se existe um ponto F'', tal que a semirreta AF'"' estd no interior do angulo
ZCAB e /F'AB=/FDE. Usamos a notacdo padrdo de desigualdade
ZFDE < ZCAB.

Figuras3 - ZLCAB é maior do que ZFDE

C
F’ F
° °
A B D E

Fonte: DEaD | IFCE

Com base no que foi mencionado acima, podemos fazer agora a demonstragao
do teorema.

Demonstracdo do Teorema 4.1: Considere um triangulo ABC. Seja a =ZBAC,
seu angulo interno e 8=/ZACD, seu angulo externo (figura 54). Afirmamos
que < 46.
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Figuras54 - Relacdoentre e a: a <6

B

61
aﬂ

Fonte: DEaD | IFCE

Para demonstrar a afirmacdo, e consequentemente o teorema, consideremos o
ponto médio £ do lado AC (figura 55). Seja /' um ponto sobre a semirreta BE escolhido
de modo que BE = EF .

Figura 55 - Determinacdo dos pontos £ e I

A F
>

B C D

Fonte: DEaD | IFCE

Porconstrucdo, temos AE = EC e BE = EF.Comoosangulos ZAEB e ZFEC
sdo opostos pelo vértice, sdo congruentes. Logo, pelo caso LAL, os triangulos AEB e
CEF sao congruentes. Em particular, o = ZBAE = ZFCE . Neste ponto, o argumento
de Euclides prossegue do seguinte modo: ZACF é uma parte de ZACD =6 . Como
o todo é maior do que a parte (quinta no¢do comum), segue que a <@, e com isso
Euclides encerra a demonstracao.

No entanto, nossa definicdo de desigualdade entre angulos exige uma
justificativa um pouco diferente: precisamos mostrar que a semirreta CF' estd no
interior do angulo 8 = ZACD .

Por construcdo, B * E * F, onde o ponto E pertence a reta AC. Pelo axioma
da separacao, visto na Aula 1, o ponto /' e o ponto B estdo em semiplanos opostos,
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determinados pelareta AC. Por outro lado, como B * E * I e B pertence areta CD, os
pontos E e F'estdao no mesmo semiplano determinado pela reta AC, novamente pelo

axioma da separag¢do. Assim, o ponto /' pertence aos dois semiplanos que determinam

o angulo ACD, logo esta no interior deste angulo. Portanto, a semirreta CF estd no

interior do angulo ACD e isso mostra que < 6. De forma andloga, se denominamos

0 =ZABC demonstra-se que O < @ e sera deixado a cargo do leitor. ®

Os préximos trés resultados fornecem um método para a construcao de retas

paralelas. Antes, vejamos sua definicao.

Duas retas r e s, situadas em um mesmo plano e que ndo
tém pontos em comum, sao chamadas paralelas. Usamos a

notacdo r || s paraindicar que r e s sdo paralelas, isto &,

rllserns=4J

Teorema 4.2 (Elementos, Livro |, Proposicdao 17) A soma das
medidas de dois angulos internos de um triangulo qualquer é

menor do que 180°.

Demonstracdo: Sejam o =/BAC e
P =ZABC dois angulos internos de
um tridangulo ABC'. Seja @ um angulo
externo do triangulo no vértice B (figura
56). Note que os angulos f e 6 sdo
suplementares, ou seja, 8+ [ =180°
(essa igualdade significa que a soma dos
angulos £ e @ mede 180°).

h
"

i,

Se as retas r e 5 ndo N
estiverem no mesmo 0,0
plano, elas nao tém
pontos
e nao sao paralelas.

Neste caso, dizemos que as retas sao
reversas. Retasreversasserao estudadas
no curso de Geometria Espacial.

em comum

Figura 56 - Dois angulos internos e um angulo externo de ABC

C

Fonte: DEaD | IFCE

Geometria Plana e Construgdes Geométricas




Pelo Teorema 4.1, cada angulo interno ndo adjacente a @ é menor do que 6,

logo, a < @.Assim, a+ <60+ [ =180", como queriamos demonstrar. B

Corolario 4.1 Todo triangulo tem pelo menos
dois angulos internos agudos.

Um angulo é chamado | Demonstracdo: Caso dois angulos
agudo se sua medida internos de um triangulo ndo

for menor do que 90, e fossem agudos, a soma de suas
)

obtuso se sua medida for

medidas seria pelo menos 1807,
contrariando o Teorema 4.2. H

maior do que 90°.

O Corolario 4.1 nos diz que em um triangulo ha, no maximo, um angulo interno
ndo agudo, isto €, reto ou obtuso. Isso nos permite classificar os triangulos de acordo
com os seus angulos internos:

* Dizemos que um triangulo é acutangulo, se seus trés angulos internos sao
agudos (figura 57, (2)).

= Dizemos que um triangulo € retangulo, se um de seus angulos internos é reto
(figura 57, (b)).

= Dizemos que um triangulo é obtusangulo, se um de seus angulos internos é
obtuso (figura 57, (c)).

Figura 57 - Classificagao dos triangulos quanto aos angulos

C r 1

A B D E G H
(a) (b) (<)

Fonte: DEaD | IFCE

O préximo corolario fornece um critério para decidirmos quando duas retas séo
paralelas.

Coroldrio 4.2 Se duas retas r e s sao
perpendiculares a uma mesmareta ¢, entao r
e § sao paralelas.
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Figura 58 - As retas paralelas 7 e § sdo perpendiculares areta ¢

Fonte: DEaD | IFCE

Demonstracdo: Se as retas » e s tivessem um ponto P em comum, elas formariam,
junto comaretat, o triangulo ABP (figura 66). Note que o triangulo ABP apresentaria
dois angulos internos retos, o que é absurdo, pois do Corolario 4.1, pelo menos dois
dos trés angulos internos de um triangulo tém que ser agudos. Portanto, asretasres
sdo paralelas. H

O Corolario acima nos fornece um método para construirmos umareta paralela
a uma reta dada, passando por um ponto dado. De fato, como sabemos construir
uma reta perpendicular a uma reta dada passando por um ponto dado, podemos,
comecando com areta s e o ponto 4 ndo pertencente a s, tracar a reta ¢, perpendicular
a s e passando por A. Podemos, entdo, tracar a reta  perpendicular a reta ¢ passando
por A. Pelo Corolario 4.2, a reta r é paralela a reta s e, por construcdo,  passa pelo
ponto 4.

A seguir, usaremos o Teorema 4.1 para obtermos critérios de comparagdo entre
os lados de um triangulo. Em particular, obteremos uma desigualdade necessariamente
satisfeita pelos lados de um triangulo, chamada desigualdade triangular.

Para facilitar a compreensdo dos dois préximos resultados, vamos adotar a
seguinte notagdo em um tridangulo ABC: Denominaremos as medidas dos lados por

AB = c, AC=b e BC=a ; € para os angulos internos usaremos ZCAB=«,
ZABC = 8 e ZBCA =y (figuras9).

Geometria Plana e Construgdes Geométricas



Figura 59 - Lados e angulos internos de um triangulo

A

B

Fonte: DEaD | IFCE

Note ainda que na figura 59,
o lado BC, de medida a, ndo tem
pontos em comum com o vértice 4,
ou seja, dos trés lados do triangulo
ABC, o lado BC é o Unico que ndo é
um lado do angulo a = ZBAC, com
vértice em A. Neste caso, dizemos que
BC é oposto ao vértice 4. Também
costumamos dizer que o dngulo « é
oposto ao lado a(ou seja, ao lado de
medida a ) ou que o lado a é oposto ao

Wy,

iy

Foi do matematico
suico Leonhard Euler
(1707-1783) a ideia
de usar letras latinas
mailsculas para
denotar os vértices de um triangulo,
letras latinas mindsculas para as
medidas dos seus lados e letras gregas
para os angulos internos.

angulo a ,ou ainda, que olado a e o dangulo & sdo opostos. Da mesma forma, o angulo

S eolado b sdo opostos, e o angulo ¥ e olado ¢ também sdo opostos.

As duas proposicdes abaixo do Livro | dos Elementos sao a chave paraa comparacao

entre os lados a partir da comparacdo entre angulos internos de um triangulo. De maneira

intuitiva, a Proposicao 18 do Livro | diz que ao maior lado op&e-se o maior angulo, e a

Proposicao 19 do Livro | afirma que ao maior angulo opde-se o maior lado.

Teorema 4.3 (Elementos, Livro I, Proposicao 18) Se dois
lados de um triangulo ABC ndo sdo congruentes, entdo seus
angulos opostos ndo sao congruentes e ao maior lado opde-

se o maior angulo.

Demonstragdo: Considere o triangulo ABC de modo que BC > AC, ou seja, a>b.
Seja ainda @ o angulo oposto ao lado BC e f o angulo oposto ao lado AC . Note

que se tivéssemos a = [, entdo o triangulo ABC seria isdsceles, com a=b, o que
ndo ocorre, logo a # . Mostramos agora que a > f3.
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Seja D um ponto sobre o lado BC, tal que b = AC=CD.Como BC=a>b,o
ponto D pertence ao segmento BC. Logo, a semirreta 4D estd no interior do angulo
ZCAB (veja a figura 60). Consequentemente, a = LCAB > ZDAC = ZADC (esta
ultima igualdade é valida, porque, por construcao, o triangulo ACD é isésceles).

Perceba que o angulo ZADC é externo ao triangulo ABD. Pelo Teorema 4.1,
ZADC > ZABD = . Consequentemente, > (. B

Figura 60 - Ao maior lado opde-se o maior angulo

A

B D C

Fonte: DEaD | IFCE

O préximo resultado é uma reciproca do teorema anterior.

Teorema 4.4 (Elementos, Livro |, Proposicdao 19) Se dois
angulos de um triangulo ABC ndo sdo congruentes entdo
seus lados opostos ndo sao congruentes e ao maior angulo
opbe-se o maior lado.

Demonstrac¢do: Considere o triangulo ABC . Seja ainda & o0 angulo oposto ao lado BC
e [ o angulo oposto ao lado AC. Suponhamos que « > f. Queremos mostrar que

BC > AC, ouseja, a > b.. Dessa forma, mostraremos que ndo podemoster a<b e
nemque a=>.

De fato, se a < b entdo, pelo Teorema 4.3, terilamos « < f# o que ndo ocorre.

Se a=b, o triangulo ABC seria isésceles com a = 3, o que também n&o ocorre.
Logo, a tinica op¢do que resta é a desigualdade a > b e isso encerraa demonstracdo. B

A seguir, iremos demonstrar a desigualdade triangular, que é consequéncia
direta da Proposicao 20 do Livro | dos Elementos.
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Teorema 4.5 (Elementos, Livro I, Proposicdo 20) Em todo
triangulo, o comprimento de cada lado € menor do que a
soma dos comprimentos dos outros dois lados.

Demonstracao: Considere um triangulo ABC. Mostraremos que
AC < AB+BC. Dessa forma, na semirreta 4B seja D o ponto tal que

AD = AB+BC. Essa constru¢ao garante que BD=BC e assim o triangulo
BCD é isésceles. Assim, 6 = ZBDC = ZBCD (figura 61).

Figura 61 - O triangulo isésceles BCD

A

[

D

Fonte: DEaD | IFCE

Como o ponto B esta entre 4 e D, a semirreta CB esta no interior do angulo
ZACD. Logo, 6 = £ZBCD < ZACD =y . Pelo Teorema 4.4, aplicado ao triangulo
ACD, como 6 <y, o lado oposto a 0 = £ZADC é menor do que o lado oposto a
y =ZACD, ou seja, AC<AD=AB+BC. m

Teorema 4.6 (Desigualdade Triangular) Dados trés pontos
distintos quaisquer A,B e C no plano, temos

AB< AC+BC

e aigualdade ocorre se, e somente se, C estd entre 4 e B.

Aula 4 | Topico 1



32

Demonstracdao: Dados o0s pontos S . _ z‘\gao@
distintos 4, B e C duas possibilidades E muito importante "-\

podem ocorrer: ou eles sdo colineares saber  em que
condicdes a

desigualdade
triangular  é, na
verdade, uma igualdade.

ou ndo sao colineares. Analisaremos
0 que acontecerd em cada caso. Se 4,
B e C ndo sdo colineares, o Teorema

4.5 garante que AB< AC+BC.
Se o0s trés pontos sdo colineares,
temos trés possibilidades: 4 * B * C, B * 4 * Coud * C * B. No primeiro caso,
AC = AB+BC , logo AB< AC < AC+BC. No segundo caso, E=E+E,
logo AB<BC < AC+BC. Finalmente, se C estd entre 4 e B, entdo AB = AC +E,
isto &, neste caso a desigualdade triangular é, de fato, uma igualdade. =

U

A seguir, como aplicacdao da desigualdade triangular, exibiremos um exemplo.

Exemplo 1 Uma crianga, que estd situada no ponto A4, deseja apanhar dgua em um rio
e levar até sua casa, situada no ponto B (figura 62). Como ela deve fazer isso de modo
que a distancia percorrida seja minima?

Figura 62 - Um problema de distancia minima

B

o

.

Fonte: DEaD | IFCE

Pararesolver este problema, vamos supor que a margem do rio mais préxima do
ponto A4, onde estd a crianca, € uma linha reta. Assim, podemos considerar o rio como
uma linha reta (figura 63) e vamos traté-lo assim daqui por diante.

Baixe a perpendicular BC ao rio, passando pelo ponto B. Seja C o ponto de
intersecdo dessa perpendicular com o rio. Seja B'o ponto sobre essa perpendicular tal

que B #*C * B’ e BC =B'C (figura 63).
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Seja R o ponto de intersecdo da reta 4B' com a margem do rio. O ponto
R é aquele onde a crianca deve buscar a dgua no rio para que o seu trajeto tenha
comprimento minimo.

Figura 63 - O caminho poligonal 4 — R — B tem comprimento minimo

B
A
Margem do rio
C
"o B'

Fonte: DEaD | IFCE

Parajustificarasolu¢do acima, notemos primeiro que os triangulos BCR e B'CR
sdo congruentes, pelo caso LAL, pois BC = B'C, por constru¢cao, RC é comum aos
dois triangulos e ZBCR = ZB'CR, pois ambos sdo angulos retos. Da congruéncia
ABCR = AB'CR segue que BR=B'R. Assim, AR+RB=AR+RB'= AB'.

Se a crianga apanhar dgua em outro ponto S da margem do rio (figura 64), os
triangulos BCS e B'CS sdo congruentes, assim como na congruéncia anterior, pelo
caso LAL. Em particular, SB=SB".

Figura 64 - Caminho de comprimento minimo deve passar por R

B

Margem do rio

Fonte: DEaD | IFCE
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Assim, o caminho que passa por S tem comprimento AS+SB=AS+SB'.
Pela desigualdade triangular (Teorema 4.6), aplicada aos pontos 4, Se B', temos

AS+SB'> AB' e, como ja vimos antes, AB'= AR +RB. Portanto,

S+SB> AR+ RB

e a igualdade ocorre se, e somente se, R =S . Isso mostra que o caminho que tem
comprimento minimo é o que passa por R.

Encerramos assim o primeiro tdpico da Aula 4, em que estudamos o Teorema
do Angulo Externo e algumas de suas consequéncias, entre elas a importante
desigualdade triangular. No préximo tdpico, estudaremos o axioma das paralelas e
veremos como ele pode nos fornecer informagdes mais precisas a respeito de angulos
em um triangulo.
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Topico 2

Paralelismo

OBJETIVOS

* Reconhecer algumas formulagdes equivalentes ao axioma das
paralelas

= Conhecer algumas das consequéncias do axioma das paralelas

Neste segundo tépico, veremos algumas reformulagées do axioma das paralelas
e veremos como aplicar esse axioma para obtermos resultados sobre angulos em
triangulos. Este axioma tem uma histdria longa erica. Por isso, faremos também alguns
comentarios de carater histdrico.

Lembremos do enunciado do axioma das paralelas (ou quinto postulado),
conforme vimos na Aula 2:

E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores
e do mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as
duas retas, ilimitadamente, encontram-se no lado no qual estdo os
menores do que dois retos. (EUCLIDES, 2009, p.98).

Veja a figura 6, na Aula 2, para uma ilustragdo desse axioma.

O quinto postulado, ao contrdrio dos outros quatro, nao é evidente nem
facil de justificar intuitivamente. Além disso, a frase “prolongadas, as duas retas,
ilimitadamente”, gerou um desconforto entre os leitores dos Elementos, j& que a
énfase do tratado de Euclides é a construcdo de figuras geométricas por processos
finitos, usando-se régua e compasso.

A introducdo desse axioma levou vdrias geracdes de gebmetras, ao longo dos
séculos, a criticar Euclides. Vejamos o que afirma o fildsofo neoplaténico grego Proclo
Diddoco (410-485 d.C.):
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Isso deve ser eliminado dos postulados; porque ele é um teorema
(-..) A sua reciproca foi de fato demonstrada pelo préprio Euclides
como um teorema (...) A partir disso, é claro que devemos procurar
uma demonstracdo desse fato, e que ele é estranho ao cardter
especial dos postulados.

(PROCLO, citado de McCLEARY, 1994, p.24).

-’Oo mo"’.. Uma biografia de Proclo Diddoco (em
> ’ inglés) pode ser encontrada neste link:
http://[www-history.mcs.st-andrews.

ac.uk/Biographies/Proclus.html

o
L]

I,

M

A principal suspeita é de que o préprio Euclides acreditaria que esse quinto
postulado seria, na verdade, um teorema, e, por ndo conseguir demonstra-lo, acabou
colocando-o como um axioma. Essa suspeita foi reforcada pelo fato de Euclides relutar
a usar o axioma das paralelas, o que ele sé faz nos Elementos na Proposi¢ao 29 do Livro
I. Curiosamente, essa proposicao é exatamente a “reciproca” citada por Proclo.

Nesse sentido, o Teorema do Angulo Externo é um substituto “fraco” para
0 axioma das paralelas, pois muitos dos resultados que sao consequéncias desse
teorema, podem ser obtidos de modo mais direto usando-se o quinto postulado. Se
Euclides adiou o quanto p6de o uso do quinto postulado, é de se supor que ele nao
depositava neste axioma tanta confianca quanto nos outros.

[sso levou muitos matemadticos a tentarem demonstrar o axioma das paralelas
a partir dos outros axiomas. Como consequéncia dessas tentativas, eles obtiveram
muitas afirmacdes equivalentes ao quinto postulado. Vejamos alguns exemplos:

1. Duas retas paralelas sdo equidistantes (Posidonio, século I a.C.).

2. Se umareta intersecta uma de duas retas paralelas, ela também
intersecta a outra (Proclo, 410-485 d.C.).

3. Dado um triangulo, € possivel construir-se um triangulo
semelhante de qualquer tamanho (Wallis, 1616-1703).

4. A soma dos angulos internos de um triangulo é igual a dois
angulos retos (Legendre, 1752-1833).

5. Por trés pontos ndo colineares sempre passa um circulo (Farkas
Bolyai, 1775-1856).

(COXETER, 1998, p.2)

N3do pretendemos demonstrar aqui que todas essas afirmag¢des sao equivalentes
ao quinto postulado. Citamos esses resultados para ilustrar o interesse pelo quinto
postulado e sua perenidade, atravessando vdrios séculos. Ainda neste tdpico,
estudaremos a caracterizagdo 4 (de Legendre) que se relaciona a Proposi¢do 32 do
Livro | dos Elementos.
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Outra caracterizagao do quinto
postulado tornou-se tdo popular que

0
3
o
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Uma biografia de 0{9
é hoje confundida com o axioma de 'John Playfair (em @
Euclides. Esta versdo do axioma das inglés) pode  ser

paralelas é conhecida como Axioma encontrada  neste
link:

http://www-groups.dcs.st-and.
ac.uk/~history/Biographies/Playfair.html

de Playfair, pois apareceu na edicdo
inglesa dos Elementos, publicada
pelo matemdtico e gedlogo escocés
John Playfair (1748-1819) em 1795. Tal
axioma pode ser enunciado como segue.

Axioma 4.1 (Axioma de Playfair) Por um ponto P, fora de
uma reta », passa uma unica reta paralelaa r.

Nossa préxima tarefa é demonstrar que o axioma de Playfair é equivalente
ao quinto postulado de Euclides. Antes, precisamos demonstrar a Proposicao 27 do
Livro | dos Elementos, que é consequéncia direta do Teorema do Angulo Externo. Essa
proposicao é conhecida como teorema dos dngulos alternos internos. Vamos comecar
com algumas defini¢bes.

Se uma reta 7 corta duas outras retas r e s, dizemos que ¢ é
transversalares.

Iremos agora estabelecer uma nomenclatura que nos permitira identificar os
angulos formados por uma transversal ¢ a duas retas 7 e s. Essas retas, r e s, dividem
o plano em trés regides, uma formada pelos pontos do plano que estdo entre r e s,
que chamaremos de regido interior, e as outras duas formadas pelos pontos que nao
estao entre r e s, que chamaremos de regides exteriores. Se um angulo esta na regidao
interior, ele € chamado de interno. Se um angulo estd em uma das regides exteriores,

ele é chamado de externo. Por exemplo, na figura 65, os angulos a,f,7 e J sé@o

internos, enquanto os angulos 4,0, 1 e p sdo externos.
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Figura 65 - Os angulos determinados por uma transversal f aduasretas7 e s

Fonte: DEaD | IFCE

A reta ¢ também divide o plano em duas regibes, que sdao os semiplanos
determinados por ¢. Se dois angulos estao em um mesmo semiplano, dos determinados
por t, dizemos que eles sao colaterais. Caso eles estejam em semiplanos distintos, dos
determinados por ¢, dizemos que eles sdo alternos.

Combinando as duas nomenclaturas acima, dizemos que dois angulos sao:

= Colaterais internos, se estao em um mesmo semiplano, dos determinados
por ¢, e se sdo ambos internos. Na figura 65, os pares de angulos cce 3, ye 6
sao colaterais internos.

= Colaterais externos, se estao em um mesmo semiplano, dos determinados
por ¢, e se sdo ambos externos. Na figura 65, os pares de angulosOe p, ALe i
sdo colaterais externos.

= Alternos internos, se estdo em semiplanos diferentes, dos determinados por
t, e se sdo ambos internos. Na figura 65, os pares de angulos a e o, f e ysdo
alternos internos.

= Alternos externos, se estdo em semiplanos diferentes, dos determinados por
t, e se sdo ambos externos. Na figura 65, os pares de angulos A e p, O e 1 séo
alternos externos.

= Correspondentes, se estdao no mesmo semiplano, dos determinados por ¢,
nao tém o mesmo vértice, e se um deles é interno e o outro é externo. Na
figura 65, os pares de angulos a e p, fe 6, 5e A, ye usdo correspondentes.
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= Colaterais adjacentes, se estao no mesmo semiplano, dos determinados por
t, tém o mesmo vértice, e se um deles é interno e o outro é externo. Na figura
65, os pares de angulos ace 6, fe p, ye A, d e i sdo colaterais adjacentes.

Podemos agora enunciar um critério de paralelismo relacionando os angulos
alternos internos.

Teorema 4.7 (Elementos, Livro |, Proposicdo 27) Se duas retas
r e s sao cortadas por uma transversal ¢, formando angulos
alternos internos congruentes, entdo » e s sdo paralelas.

Demonstragdo: Se as retas r e s ndo fossem paralelas, entao se encontrariam
em um ponto P (figura 66), determinando o triangulo ABP.

Figura 66 - O ponto P é ainterse¢do dasretasr es

Fonte: DEaD | IFCE

Considerando o tridngulo ABP temos, pelo Teorema 4.1 (do angulo externo),

que B >a (note que @ é um angulo interno ndo adjacente a ) (figura 66). Mas
isso contradiz a hipdtese de que o e fsdo congruentes. Logo 7 e s ndo podem ter um
ponto em comum do lado direito da figura. Se r e s tivessem um ponto em comum do
lado esquerdo da figura 66, 0 mesmo argumento se aplicaria, dessa vez com a sendo o
angulo externo do tridngulo e o angulo interno ndo adjacente a a. Portanto, as retas
ressao paralelas. H

Teorema 4.8 O axioma de Playfair é equivalente ao quinto
postulado de Euclides.
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Demonstracao: Primeiramente, vamos demonstrar o axioma das paralelas a partir do
axioma de Playfair. Sejam AB e CD duas retas e EF uma transversal, tal que a
soma dos angulos colaterais internos em um dos lados € menor do que dois angulos
retos. Vamos construir uma reta GH concorrente areta CD no ponto F (figura 67). A
construcao de GH se da do seguinte modo:

Pelo Teorema 3.10, podemos transportar o angulo ZFEB para a semirreta FE,
de modo a obtermos a semirreta F'G tal que ZGFE = ZFEB . Entdo prolongamos a
semirreta /G para obtermos a reta GH , como na figura 67. Pelo Teorema 4.7, as retas
ABe GH sdo paralelas. A congruéncia de angulos ZGFE = ZFEB implicaque ZFEB
e ZEFH s3osuplementares, pois ZGFE e ZEFH saosuplementares. Pelaunicidade
da reta paralela, garantida pelo axioma de Playfair, a reta CD, por ser diferente de GH,
nao pode ser paralela a reta AB e, como LZEFD+ /FEB < /EFH + ZFEB, temos
que ZEFD < ZEFH . Portanto, a semirreta /D esta no interior do angulo ZEFH e
intersecta a reta AB no mesmo lado que B e H.

Figura 67 - Asretas AB, CD e GH cortadas pela transversal EF

C
F H
G 0
D
0
A E B

Fonte: DEaD | IFCE

Reciprocamente, vamos agora supor que vale o quinto postulado e vamos
demonstrar o axioma de Playfair.

Seja F'um ponto ndo pertencente a reta AB. Seja EF a reta perpendicular a AB
passando por F'e seja GH areta perpendiculara EF por F. Pelo Corolario 4.2, as retas
AB e GH s3o paralelas (figura 68). Isso também é consequéncia do Teorema 4.10, pois
os angulos alternos ZGFE e ZFEB sao ambos retos.
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Figura 68 - (GH é a unica paralela a AB, passando por F

C
H
G F
D
Ja|
A E B

Fonte: DEaD | IFCE

Suponha que CD é umareta passando por F. Se CD # GH, entdo CD forma com
EF um angulo menor do que um angulo reto, em um dos lados. Pelo quinto postulado,
CD deve intersectar AB. Portanto, GH é a Unica reta paralelaa AB passando por F. &

Vale notar, porém, que embora leve o nome de Playfair, o Axioma 4.1 ja tinha
sido enunciado séculos antes por Proclo, em um comentario sobre uma demonstracao
do astréonomo grego Cldudio Ptolomeu (90-168 d.C.) para a Proposicdo 29 do Livro |
dos Elementos. Esta proposicao é uma reciproca da Proposicao 27 e, como ja dissemos,
é o primeiro resultado demonstrado por Euclides nos Elementos que usa o quinto
postulado.

Teorema 4.9 (Elementos, Livro I, Proposicdo 29) Uma reta
transversal a duas retas paralelas forma com essas retas
angulos alternosinternos congruentes. Além disso, os angulos
colaterais internos tém soma igual a dois angulos retos.

Ptolomeu prop6s uma demonstracao da Proposicao 29 “independente do quinto
postulado”. Essa independéncia foi contestada por Proclo, como veremos a seguir.

Demonstracdo de 4.9 (Ptolomeu): A primeira afirmacdo é consequéncia direta da
segunda. Vamos demonstrar a segunda afirmacdo. A soma dos angulos colineares
internos determinados pela transversal EF sobre as retas paralelas AB e CD, digamos
ZLFED + ZEFB, pode ser maior, igual ou menor do que dois angulos retos (figura 69).
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Figura 69 - Angulos colaterais internos

Fonte: DEaD | IFCE

Seasoma ZLFED + ZEFB fosse maior do que dois angulos retos, entdo a soma
ZCEF + ZAFE também seria maior do que dois angulos retos, como consequéncia
do paralelismo entre AB e CD. Mas isso ndo pode ocorrer, porque a soma dos quatro
angulos é igual a quatro angulos retos, ja que eles formam dois pares de angulos
suplementares, a saber, ZFEDcom LCEF e ZEFBcom ZAFE .

O mesmo argumento serve para mostrar que a soma ZFED + ZEFB nao
pode ser menor do que dois angulos retos. Logo, essa soma sé pode ser igual a dois
angulos retos. &

A demonstra¢do de Ptolomeu estd correta, mas a sua afirmacdo de que a
demonstracao ndo usa o quinto postulado estd errada, pois em seu argumento,
Ptolomeu usa a unicidade da paralela CD areta AB passando por E, que é, como vimos
o axioma de Playfair, equivalente ao quinto postulado.

A Proposicao 30 do Livro | dos Elementos estabelece a transitividade do
paralelismo. Tal Proposicao pode ser enunciada como segue

Teorema 4.10 (Elementos, Livro I, Proposi¢ao 30) Se duas retas
sao paralelas a uma terceira reta, entao elas sao paralelas
entre si.

Demonstracdo: Sejam AB e CD duas retas paralelas a reta EF. Pelo Teorema 4.9, os
angulos alternos determinados pela transversal PR sao congruentes para cada par de

retas paralelas, isto é, LZAPQ = ZFRQ e ZCQOR = ZFRQ (figura 70).
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Figura 70 - Trés retas paralelas

A B
C D
E F

Fonte: DEaD | IFCE

Como a congruéncia de angulos € transitiva, segue que
ZAPQ = ZCOR = ZPQD , em que a ultima congruéncia vale porque os angulos
sdo opostos pelo vértice. Assim LAPQ = ZPQD e, pelo Teorema 4.7, as retas AB
e CD sdo paralelas. &

A Proposicao 31 do Livro | trata da existéncia de uma reta paralela a uma reta
dada passando por um ponto dado. Como é comum nos Elementos, isso é feito como
uma constru¢ao com régua e compasso. Faremos essa constru¢ao na préoxima aula,
quando estudarmos as propriedades de certos quadrilateros notaveis.

O ultimo resultado da nossa Aula 4 é um refinamento do Teorema do Angulo
Externo.

Teorema 4.11 (Elementos, Livro 1, Proposi¢ao 32) Em um
triangulo, cada angulo externo € igual a soma dos angulos
internos nao adjacentes. A soma dos trés angulos internos de
um triangulo € igual a dois angulos retos.

Demonstracao: Sejam ABC um tridngulo e CD um prolongamento do lado BC (figura
71). O angulo LACD é externo ao triangulo ABC no vértice C.
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Figura 71 - Angulos em um triangulo

E

Fonte: DEaD | IFCE

Seja EF a reta passando por C e paralela a reta AB. Pelo Teorema 4.9,
/BAC = ZACE (consideramos areta AC como reta transversal) e ZABC = ZBCF
(consideramos a reta BD como reta transversal). Como ZECD e ZBCF sao
opostos pelo vértice, temos LECD = ZBCF'. Dessa forma, como LABC = ZBCF
e ZBCF = ZECD , temos que ZABC = ZECD . Agora, do fatode ZBAC = ZACE
e ZABC = LZECD ,segue que LABC+ ZBAC = ZACE + ZECD = ZACD . Portanto,
mostramos a primeira parte do teorema. Para demonstrarmos a segunda parte,
basta notarmos que o angulo interno ZBCA e seu angulo externo adjacente
ZACD sdo suplementares. Como ZLACD=/ABC+ ZBAC, temos que
ZABC+ ZBAC+ ZBCA éigual a dois angulos retos. W

Além dos critérios de congruéncias estudados na Aula 3, existe o0 4° caso de
congruéncia de triangulos ou critério Lado - Angulo - Angulo Oposto (LAAo) que
segue como consequéncia do Teorema 4.11.

Corolario 4.3 (4° caso de congruéncia de triangulos - LAAo) Sejam
ABC e DEF dois triangulos. Se BC=EF, ZABC = ZDEF e
ZBAC = ZEDF , entdo os triangulos ABC e DEF sdo congruentes.
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Figura 72 - Caso LAAo de congruéncia de triangulos

A D

T
Fonte: DEaD | IFCE

Outro modo de escrever o Corolario 4.3 é o seguinte (figura 72): Se dois tridngulos
(ABC e DEF) tiverem ordenadamente dois lados (BC e EF) congruentes, dois angulos

adjacentes (LABC e ZDEF’) aesteslados congruentes e dois dngulos opostos (£BAC

e ZEDF) a estes lados congruentes, entdo os dois tridngulos sdo congruentes.

Demonstrac¢ao: Pelo Teorema 4.11, ZABC+ ZBAC+ ZBCA e
ZDEF + ZEDF + ZEFD s&o congruentes, pois ambos sdo iguais a dois angulos
retos. Como ZABC = /ZDEF e /BAC=ZEDF, temos que ZBCA=ZEFD.
Assim, pelo caso ALA de congruéncia, temos AABC =ADEF. R

Concluimos, assim, nossa quarta aula. Tratamos aqui, de modo introdutdrio,
daquele que é, provavelmente, o problema central da geometria euclidiana: o carater
do axioma das paralelas, a necessidade desse axioma, sua posicao na geometria e suas
aplicagdes. Esse € um assunto vasto, com umarica histdria, da qual contamos aqui apenas
uma pequena parte. Vocé poderd encontrar muito mais informagdes nas referéncias,
principalmente em HARTSHORNE, 2000, McCLEARY, 1994 e COXETER, 1998.

Na préximaaula, estudaremos alguns poligonos especiais, alguns quadrilateros:
paralelogramo, losango e trapézio, e alguns poligonos de cinco ou mais lados. Em
particular, apresentaremos o problema da construc¢ao de poligonos regulares com
régua e compasso e resolveremos esse problema em alguns casos particulares.
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1. Sejam r e s duas retas paralelas. Mostre que todos os pontos de r estdo a
mesma distancia de s.

2. Demonstre a Proposicdo 28 do Livro | dos Elementos: se duas retas AB e
CD s&o cortadas por uma transversal EF' e se angulos correspondentes
determinados por EF sobre AB e CD sdo congruentes, entdo AB e CD
sao paralelas.

Figura 73 - Angulos correspondentes

EAQ

Fonte: DEaD | IFCE

3. Dois angulos sdo chamados complementares, se sua soma € igual a um
angulo reto. Mostre que, em um triangulo retangulo, os angulos agudos
sao complementares.

. . . 2
4. Mostre que cada angulo interno em um triangulo equildtero é 3 de um
angulo reto.

5. Seja ABC um triangulo. Seja I o ponto de interseccdo das bissetrizes dos
angulos ZABC e ZACB . Seja D um ponto sobre o lado 4B e seja E um

ponto sobre o lado AC, tais que DE || BC . Mostre que BD+CE =DE .

6. Dois doslados de um triangulo medem 4cm e 9cm . Determine o perimetro
desse triangulo.

7. Seja P um ponto no interior do triangulo ABC . Mostre que
AP+BP< AC+BC.

,
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Aula 5

Quadrilateros notaveis
e construcao de poligonos regulares

Caro(a) aluno(a),

Nesta quinta aula, estudaremos algumas propriedades gerais de figuras planas
chamadas poligonos. Os poligonos sao formados por segmentos de reta que se unem
pelas extremidades e satisfazem certas condicbes basicas.

Estudaremos, de modo mais detalhado, alguns poligonos particularmente
simples, obtidos fazendo-se algumas restri¢bes adicionais. Faremos restricbes de
dois tipos: no primeiro tépico estudaremos poligonos com quatro lados, que sdo
chamados de quadrilateros. Nés nos concentraremos no estudo de tipos particulares
de quadrilateros, que tém lados paralelos ou congruentes.

No segundo tépico, ndo nos restringiremos mais a quadrilateros, mas exigiremos
que os poligonos sejam regulares, ou seja, tenham lados e angulos internos todos
congruentes. Veremos como construir, com régua e compasso, poligonos regulares de
trés, quatro, cinco e seis lados, e enunciaremos um resultado geral que permite decidir
quando um poligono regular de n lados pode ser construido com régua e compasso.

Objetivos

= Estudar quadrilateros notaveis e suas principais propriedades

= Avaliar sob que condi¢ées um poligono regular pode ser construido com
régua e compasso
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Topico 1

Quadrilateros notaveis

OBJETIVOS

= Compreender as no¢Oes de poligonal, de poligono e sua classificacdao quanto
ao numero de lados

= Estudar os chamados quadrildteros notdveis

Neste tdpico, estudaremos quadrilateros de tipos especiais, conhecidos como
quadrildteros notdveis: paralelogramos, losangos, trapézios, retangulos e quadrados.
Antes, porém, para que possamos definir precisamente o que é um quadrildtero,
precisamos primeiramente compreender o que é um poligono. A definicao de poligono

também serd usada no segundo tdépico desta aula, em que estudaremos poligonos
regulares.

Vamos inicialmente definir o que é uma poligonal e seus elementos

Consideremos um conjunto finito de segmentos A44,,4,4,,...,4, 4,,
com n =3, de modo que, para cada 1< j<n—2, o ponto extremo 4,,, do
segmento 4,4,, coincide com o ponto extremo 4,,, do segmento seguinte
z‘ljﬂz‘lﬁ2 e esses dois segmentos consecutivos ndo sao colineares. Por exemplo,
A4, e A,A,tém o ponto A4, em comum e ndo sdo colineares. Dizemos
que os segmentos 4,4, e 4,4, , sdo adjacentes. A unido de segmentos
A4, VA4~ UA A échamadapoligonaldelados 4 4,,4,4,,...,4, 4,

e édenotada por 4, 4,4,---A,.Ospontos 4,,4,,...,A, sdo chamados vértices
da poligonal.

Geometria Plana e Construgdes Geométricas




Observe que uma poligonal pode ter autointersecdes, ou seja, lados de uma
poligonal podem se encontrar em pontos que ndo sdao vértices. Por exemplo, na

poligonal 4, 4,4,4,A4;A,A, dafigura74,o0slados 4,4, e A,A; seintersectam emum
ponto que ndo é um dos vértices da poligonal.

Figura 74 - Poligonal A4 A4,4,4,A4;A.A,

A, 4,

Fonte: DEaD | IFCE

Existem poligonais que recebem denominacao especial, como segue

Consideremos a poligonal 44, W 4,4, U A4, U---UA A A A . Lembre-se
que, de acordo com a definicao de poligonal que demos logo acima, isso significa
que n2=3 e cada segmento tem um extremo em comum com o segmento
consecutivo e segmentos consecutivos nao sao colineares. Além disso, na

poligonal considerada o Ultimo segmento, 4, 4,, é adjacente ao primeiro, 4,4,.
Uma poligonal desse tipo é chamada poligonal fechada (figura 75). Chamaremos
uma poligonal fechada de poligono, se ela ndo tiver autointerse¢des (figura 75, a
direita). Por ndo ter autointerse¢des, um poligono delimita uma Unica regido do
plano, chamada interior do poligono. Chamaremos a unido do poligono com o
seu interior de regiao poligonal. Quando ndo houver perigo de confusao, em vez
de regiao poligonal, diremos simplesmente poligono.
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Na figura 75, a regido delimitada pelo poligono aparece tracejada.

Figura 75 - Uma poligonal fechada (a esquerda) e um poligono (a direita)

Fonte: DEaD | IFCE

Além de vértices e lados, outros segmentos de reta relacionados a um poligono
tém uma nomenclatura especifica:

Se A4, e A, sdo dois vértices distintos de um poligono P
e je {i—l,i+1}, entdo 4,4; é um lado de P. No caso
em que j&{i—Li,i+1}, 0 segmento 4.4, é chamado

de diagonal do poligono P.

Cadaumdos n vértices de um poligono convexo pode serligado aos outros n—1
vértices por segmentos de reta, dos quais exatamente dois sao lados do poligono, e os

outros n—3 segmentos sdo diagonais. Assim, o produto n(n —3) conta as diagonais
do poligono, sendo que cada diagonal foi contada duas vezes, uma para cada vértice
onde ela incide. Portanto, o nimero total de diagonais em um poligono convexo é

J - n (n - 3)
=
2
No exercicio 3 da Aula 1 e também no Tdpico 1 da Aula 3, definimos o que é uma
figura convexa. Podemos agora entdo definir o que seria um poligono convexo.

Um poligono é chamado convexo, se seu interior for uma regido convexa
do plano (figura 76).

Um poligono convexo com n lados pode ser dividido em n—2 triangulos,
tracando-se as n—2 diagonais que partem de um vértice qualquer do poligono. Na

Geometria Plana e Construgdes Geométricas



figura 76, as diagonais que partem do vértice 4, aparecem tracejadas. De acordo com

7

o Teorema 4.11, a soma dos angulos internos de cada um desses n—2 triangulos é

igual a 180°. Como a soma dos angulos internos de todos os n —2 triangulos é igual a
soma dos angulos internos do poligono, temos o seguinte resultado:

Lema 5.1 A soma dos angulos internos de um poligono

convexo de n lados é igual a (n—2)-180°.

Figura 76 - Poligono convexo

Fonte: DEaD | IFCE

Nesta disciplina estaremos interessados em estudar os poligonos convexos.
Assim, salvo menc¢ao explicita em contrdrio, todos os poligonos que consideraremos
nesta aula serao convexos e, por esta razao, chamaremos poligonos convexos
simplesmente de poligonos.

Poligonos podem ser classificados pelo seu niimero de lados. Poligonos com trés
lados sdo chamados trilateros ou, como é mais comum, tridangulos (estudamos
triangulos nas aulas anteriores). Poligonos com quatro lados sdo chamados de
quadrilateros, com cinco lados s@o chamados de pentagonos, com seis lados,
hexagonos, com sete lados, heptagonos, e assim por diante.

Apresentamos abaixo uma tabela com os nomes de alguns poligonos de
acordo com o nimero de lados.
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Tabela 2 - Classificacdo de alguns poligonos quanto aos lados

3 Triangulo Pentadecdgono

4 Quadrilatero 16 Hexadecagono

5 Pentagono 17 Heptadecagono

6 Hexdgono 18 Octadecdgono

7 Heptagono 19 Eneadecagono

8 Octégono 20 Icosagono

9 Enedgono 30 Triacontagono
102 10 Decagono 40 Tetracontagono

1 Undecagono 50 Pentacontagono

12 Dodecédgono 60 Hexacontagono

13 Tridecagono 70 Heptacontagono

14 Tetradecagono 100 Hectagono

Fonte: DEaD | IFCE

Neste tépico nos deteremos a estudar certos quadrildteros com propriedades
especiais, que chamamos de quadrildteros notdveis. Antes disso, faremos algumas
observacgbes sobre notagao e nomenclatura em quadrilateros. Considere o quadrilatero
ABCD da figura abaixo

Figura 77 - Quadrilatero ABCD e seus elementos

Fonte: DEaD | IFCE
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Usaremos a notacdo ABCD para designar um quadrildtero de vértices
A,B,C e D elados AB,BC,CD e DA . Convencionamos que, na notacao ABCD,
ospontos A4,B,C e D aparecem, nesta ordem, em sentido anti-horario como vértices
do quadrilatero (figura77). De acordo com esta convencdo, as notacées ABCD,
BCDA, CDAB e DABC designam o mesmo quadrilatero, mas ABCD e ACBD
designam poligonais diferentes (figuraz8).

Figura78 - ABCD é um quadrildtero, mas ACBD ¢é apenas uma poligonal fechada

D

ADBC

Fonte: DEaD | IFCE

Em um quadrilatero (convexo) ABCD, os lados que ndo sdo adjacentes, sdao
chamados de opostos. De acordo com a convencao que estabelecemos acima para
denotar um quadrilatero, em ABCD (figura 77), os lados AB e CD sdo opostos, e
também sdo opostos os lados BC e DA.

Os angulos a =4DAB, f=/ABC, y=4ZBCD e 6 =/ZCDA (figura 77)
sao chamados angulos internos do quadrilatero. Se dois angulos internos de um
quadrilatero tém um lado em comum, eles sdo chamados angulos adjacentes. Na
figura 77, os angulos f e ¢ sdo adjacentes a a, os angulos & e y sdo adjacentes
a 3, etc. Angulos internos de um paralelogramo que ndo tém lados em comum s&o
chamados angulos opostos. Na figura 77, os angulos a e y sdo opostos, assim como

os angulos S e J.

De modo andlogo, chamamos dois vértices de um quadrildtero de vértices
opostos, se ndao sao extremos de um mesmo lado do quadrilatero, caso contrdrio sao
vértices consecutivos. Na figura 77, os vértices 4 e C sdo opostos, assim como os
vértices B e D, ja os vértices Ae B, Be C, C e D, D e A, sdo extremos de um
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mesmo lado e assim sdao denominados de vértices consecutivos. Os segmentos de
reta que ligam dois vértices opostos de um quadrildtero sao chamados diagonais do
quadrilatero. Na figura 78, representadas como linhas tracejadas, AC e BD sdo as
diagonais do quadrildtero ABCD, e AB e CD s&o as diagonais do quadrilatero ACBD.
Dizemos que um quadrildtero é convexo se ele for um poligono convexo, ou seja, se
seu interior for umaregiao convexa do plano. As diagonais de um quadrilatero convexo
estdo contidas no interior do quadrilatero.

Feita as devidas considera¢bes iniciais, comecaremos agora a estudar os
chamados quadrilateros notaveis. Inicialmente abordaremos os paralelogramos cuja
defini¢do é dada a seguir.

Um quadrildtero ABCD é chamado paralelogramo se seus
lados opostos sao paralelos.

Na figuraz9, o quadrildtero ABCD apresenta seus lados opostos ABe CD
e BC e DA paralelos, ou seja, AB||CD e BC|| DA. Portanto, o quadrildtero é um
paralelogramo.

Figura 79 - Paralelogramo

D C

A B

Fonte: DEaD | IFCE

O teorema a seguir nos fornece trés caracterizacdes de um paralelogramo.

7

Teorema 5.1 Um quadrildtero convexo ABCD ¢é um
paralelogramo se, e somente se, uma das condi¢des abaixo
for satisfeita:

(1) Os angulos opostos sdo congruentes.

(2) Oslados opostos sdo congruentes.

(3) As diagonais encontram-se nos seus pontos médios.

Demonstra¢do: Primeiramente, vamos mostrar que em um paralelogramo vale (1).
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Figura 80 - Angulos congruentes em um paralelogramo

D C

A B E

Fonte: DEaD | IFCE

Prolongando o lado 4B até um ponto E tal que 4 * B * E, obtemos um
angulo externo ZCBE (figura 80). Como AD || BC,temos que ZDAB = ZCBE. Como
AB||CD, temos que ZCBE=/BCD. Assim, ZDAB=/BCD. De modo

inteiramente andlogo, prova-se que ZABC = ZCDA. Com isso, mostramos que, em
um paralelogramo, vale (1).

Reciprocamente, suponhamos que vale (1) em um quadrildtero ABCD, isto €, os
angulos opostos sdo congruentes: ZDAB = /BCD e ZABC = ZCDA. Pelo Lema 5.1,

a soma dos quatro angulos internos do quadrilatero ABCD é (4 - 2) -180° =360". Logo,

2-(£ABC+ £BCD) = £ABC + ZBCD + LCDA+ £DAB = 360"

Isso significa que ZABC+ ZBCD =180, ou seja, os angulos ZABC e
ZBCD s&o suplementares. Como ZCBE também é suplementar de ZABC, temos
ZBCD = ZCBE . Como esses angulos sdo alternos internos (figura 80), areta AB é
paralela a reta CD, pelo Teorema 4.7. Analogamente, podemos mostrar que as retas
BC e DA também sdo paralelas, logo o quadrilatero ABCD é um paralelogramo.

Vamos a caracterizacdo (2). Suponha que o quadrildtero convexo ABCD é
um paralelogramo. Tracemos a diagonal BD, que divide o paralelogramo ABCD em
dois triangulos ABD e CDB (figura 81). Esses triangulos tém o lado BD em comum.
Pelo paralelismo 4B || CD, temos £LABD = ZBDC (considerando a reta BD como
transversal) e, pelo paralelismo AD|| BC, temos ZADB = /DBC (considerando
areta BD como transversal). Pelo caso de congruéncia de triangulos ALA, temos
AABD = ACDB . Em particular, AB=CD e BC=DA.
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Figura 81 - Lados opostos congruentes em um paralelogramo

D C

A B

Fonte: DEaD | IFCE

Reciprocamente, se os lados opostos de um quadrilitero ABCD forem
congruentes, isto €, AB=CD e BC = DA, entdo (figura 81), os triangulos 4BD
e CDB serdo congruentes pelo caso LLL (note que BD é lado comum de ambos os
triangulos). Em particular, ZABD = ZCDB e ZADB = ZCBD . Dessa congruéncia
de angulos alternos internos, segue que AB||CD e BC || DA. Logo, o quadrilatero
ABCD é um paralelogramo.

Finalmente, mostraremos que (3) também caracteriza um paralelogramo.
Primeiramente, suponhamos que ABCD é um paralelogramo. Seja P o ponto
de encontro das diagonais AC e BD. Ja sabemos, de (2), que AB=CD. De
AB||CD segue que £LBAC=/DCA e ZABD=/CDB (figura 82). Pelo caso
ALA de congruéncia de triangulos, segue que AABP=ACDP. Em particular,

AP=PC e BP=PD. Logo, P é o ponto médio tanto da diagonal AC quanto da
diagonal BD.

Figura 82 - Diagonais de um paralelogramo encontram-se em seu ponto médio

D C

D
O

A B

Fonte: DEaD | IFCE
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Reciprocamente, suponha que as diagonais AC e BD de um quadrilatero
ABCD encontram-se em seu ponto médio P (figura 82). Os angulos ZAPB e
ZCPD s@o opostos pelo vértice, logo sdo congruentes. Como P ¢é ponto médio das
diagonais, temos AP = PC e BP = PD . Pelo caso LAL, os triangulos ABP e CDP
sdo congruentes. Em particular, ZBAC = ZDCA , logo AB|| CD . De modo andlogo,
podemos mostrar que ABCP = ADAP, logo ZADB = /ZCBD, donde segue que

BC|| DA . Portanto, ABCD é um paralelogramo. ®

Retornando ao Livro | dos Elementos, vamos demonstrar a Proposicao 33 que
pode ser enunciada da seguinte forma:

Teorema 5.2 (Elementos, Livro |, Proposicdo 33) Os segmentos
de reta que ligam as extremidades correspondentes de dois
segmentos congruentes e paralelos, tambémsdo congruentes
e paralelos.

Antes de demonstra-lo, precisamos da definicdo de segmentos paralelos.

Dizemos que dois segmentos sdao paralelos se as retas que os
contém sao paralelas.

Na figura 83, os segmentos AB e CD s&o congruentes e paralelos. O Teorema
5.2 afirma que os segmentos BC e DA também sdo congruentes e paralelos, isto é,
ABCD é um paralelogramo.

Figura 83 - Segmentos paralelos 4B e CD

D C
®

m.

o
A

Fonte: DEaD | IFCE
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Feita as considera¢fes necessarias, passemos agora para a demonstracao do
Teorema.

Demonstracao do Teorema 5.2: Considere os segmentos congruentes e paralelos AB
e CD (figura 83). Tracando os segmentos AD, BC e BD, obtemos dois triangulos:
ABD e CDB (figura 84).

Figura 84 - Os tridngulos congruentes ABD e CDB

D C

Fonte: DEaD | IFCE

Como AB||CD, os angulos alternos internos ZABD e ZCDB séao
congruentes. Além disso, AB=CD e BD é comum aos dois triangulos. Pelo
caso LAL, os triangulos ABD e CDB sao congruentes. Em particular, AD =BC

e LADB = ZCBD . Dessa congruéncia de angulos alternos internos segue que
AD||BC. m

Exibiremos a seguir duas aplicagbes a geometria do triangulo das
caracteriza¢des exibidas nos Teoremas 5.1 e 5.2. Inicialmente vejamos a definicdo do
que seria a base média de um triangulo.

Considere um triangulo ABC qualquer. Sejam M, N e P os pontos médios
relativos aos lados AB, BC e CA , respectivamente. Os segmentos MN , NP
e MP sao chamadas bases médias do tridangulo, relativas aos lados AC, 4B
e BC, respectivamente (figura 85). O triangulo MNP ¢é chamado triangulo
medial de ABC.
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Figura 85 - As bases médias de um triangulo

C

Fonte: DEaD | IFCE

Note que, da definicdo acima, a base média de um triangulo é o segmento que
une os pontos médios de dois de seus lados e que todo triangulo apresenta trés bases
médias.

O Teorema a seguir, conhecido como Teorema da Base Média, permite
estabelecer algumas rela¢6es importantes sobre as bases médias de um triangulo
qualquer.

Teorema 5.3 Em um triangulo o segmento que une os pontos
médios de dois lados (a base média) é paralelo ao terceiro
lado e mede metade desse lado.

Demonstracdo: Considere um tridngulo ABC e sejam P e N os pontos médios

dos lados AC e BC, respectivamente (figura 86). Vamos mostrar que PN || AB e
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Figura 86 - A base média de um tridangulo € a metade do lado correspondente

C

A B

Fonte: DEaD | IFCE

Pelo ponto B tracemos a reta BD, paralela a AC, que intersecta o
prolongamento do segmento PN no ponto D (figura 86). Como BD|| AC, os
angulos alternos internos ZPCN e ZDBN s&o congruentes. Os angulos ZCNP e
ZBND também sdo congruentes, pois sdo opostos pelo vértice. Além disso, como N
é ponto médio do lado BC, BN = NC. Assim, pelo caso ALA, os triangulos PCN e

DBN s3ao congruentes. Em particular, PN = ND, logo, PN = %E

Como P é ponto médio de AC, temos AP = PC e,umavez que PC=DB,
temos que AP=DB. Como AP||BD e AP = DB segue, do Teorema 5.2, que
PD|| AB e PD = AB. Portanto, do Teorema 5.1 (2), ABDP é um paralelogramo.

R 1 N JE—
Logo, PN || AB e PD = AB. Dessa forma, PN ZE-PD :5~AB. u
Segmentos que ligam um vértice de um triangulo a um ponto do lado oposto
a esse vértice tém grande importancia no estudo de triangulos. Esses segmentos sao
chamados de cevianas, em homenagem ao matematico italiano Giovanni Ceva (1647-
1734) que foi pioneiro em seu estudo. As alturas de um triangulo sdo exemplos de

cevianas. A seguir, definiremos um outro tipo importante de ceviana.

Em um tridangulo ABC, consideremos os lados AB,BC e CA4 e
seus respectivos pontos médios M, N e P (figura 87). Chamamos
os segmentos AN, BP e CM de medianas do triangulo ABC,
relativas aos lados BC, C4 e AB (figura 87).
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Figura 87 - As medianas de um triangulo

C

A M B

Fonte: DEaD | IFCE

Um fato notdvel sobre as medianas € o seguinte

Teorema 5.4 As trés medianas de um triangulo encontram-se
em um mesmo ponto que divide cada mediana narazdode 2:1.

Demonstragdo: Mostraremos que as medianas se encontram em um mesmo ponto e
esse ponto divide cada mediana na rela¢do de 2:1, ou seja, se considerarmos G, o
ponto de encontro das trés medianas e sendo AN uma das medianas, entdo temos
que AG=2-GN . Com efeito, sejam ABC um triangulo e G o ponto de encontro
das medianas AN e BP.Sejam R e S os pontos médios dos segmentos AG e BG,
respectivamente (figura 88).

Figura 88 - PRSN ¢ um paralelogramo

C

Fonte: DEaD | IFCE
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O segmento RS é base média de ABG relativaa AB, logo é paraleloa AB e
tem metade de seu comprimento, pelo Teorema 5.3. Como P é ponto médio de AC
e N é ponto médio de BC, o segmento PN é base média de ABC relativaa AB.
Assim, novamente pelo Teorema 5.3, PN ¢é paralelo a AB e tem metade de seu
comprimento.

Sendo ambos paralelos a AB, os segmentos RS e PN sdo paralelos e,
como ambos tém metade do comprimento de 4B, eles tém o mesmo comprimento,
portanto sao congruentes.

Pelo Teorema 5.2, PRSN é um paralelogramo. Agora, do Teorema 5.1, item
(3), as diagonais PS e NR encontram-se em seu ponto médio, ou seja, no ponto
G . Isso significa que AR=RG=GN e BS=SG=GP. Portanto, AG=2-GN e
BG=2-GP.

Figura89 - G' é o ponto de encontro das medianas CM e AN

C

A M B

Fonte: DEaD | IFCE

Seja G' o ponto de encontro das medianas AN e CM . Seguindo o mesmo
raciocinio acima, podemos concluir que o ponto G' divide as duas medianas de
modo que CG'=2-G'M e AG'=2-G'N . Dessa forma, os pontos G e G' estdo
ambos entre 4 e N e dividem esse segmento na razdo 2 :1, isto §, AG=2-GN
e AG'=2-G'N . Com isso, forcosamente, G =G"'. Portanto, as trés medianas do
triangulo ABC se intersectam no ponto G e este ponto as divide narazdo 2 :1. m

Do que foi exposto no teorema acima, podemos entdo definir

O ponto de encontro dVas trés medianas de um triangulo é
denominado de baricentro.

Geometria Plana e Construgdes Geométricas
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o Mais
O baricentro de um triangulo € o seu centro de gravidade. Isso o\v "
significa que o sistema formado por trés pontos materiais com @

mesma massa m posicionados nos vértices do triangulo pode

ser substituido por um ponto material de massa 3m situado no

baricentro do triangulo. Essa ideia é a base para a construg¢do

das coordenadas baricéntricas. Veja, por exemplo, http://matematica.obmep.org.
br/uploads/material_teorico/cjyyubimyigw8.pdf ou http://www.professores.uff.
br/hjbortol/arquivo/2008.2/esp/2008-osorio-esp-uff.pdf

h

Outra aplicacdo importante das propriedades do paralelogramo é dada no
exemplo a seguir.

Exemplo 1 Vamos tracar, usando régua e compasso, uma reta paralela a uma
reta r dada, passando por um ponto P ndo pertencente a reta r. Para tanto,
descreveremos os passos abaixo e convidamos o leitor a acompanhar a descricao de
cada passo fazendo a respectiva construcdo com régua e compasso em uma folha a
parte. Vamos 3!

Passo 1: Com o compasso centrado no ponto P, trace um arco de circulo & que
intersecte areta » em dois pontos distintos 4 e B.

Passo 2: Novamente com o compasso centrado em P, trace o circulo f com
raioiguala AB.

Passo 3: Agora com o compasso centrado no ponto B e aberturaigual a P4,
trace o circulo y.

Passo 4: Marque a intersecdo dos circulos S e y, e considere o ponto C
situado no mesmo semiplano determinado por » que contém o ponto P.

Passo 5: Usando os pontos P, 4, B e C construa o quadrildtero PABC com
o auxilio de uma régua.

Nosso objetivo agora consiste em demonstrar que o quadrildtero PABC é um
paralelogramo. Para tanto basta mostrar que seus lados opostos sdao congruentes
(Teorema 5.1, item (2)). Verifique isso! Desse modo areta PC serd paralelaareta AB
e, portanto, paralela a reta » passando pelo ponto P.

Falaremos agora sobre outro tipo de quadrildtero conhecido como trapézio.
Assim

Um quadrilatero (convexo!) que tem dois de seus lados paralelos, é chamado
trapézio (figura 90). Se os dois lados paralelos forem congruentes, o trapézio
em questdo é um paralelogramo (Teorema 5.2,). Isso significa que todo
paralelogramo é um tipo especial de trapézio.

Aula 5 | Topico 1
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Figura 9o - Trapézio ABCD com bases AB e CD

D C

114

A B

Fonte: DEaD | IFCE

Vamos estudar o caso em que os dois lados paralelos do trapézio ndao sao
congruentes, ou seja, tém tamanhos diferentes. Esses lados paralelos sdao chamados
bases do trapézio. Como tém tamanhos diferentes, o maior deles é chamado base
maior do trapézio e o outro é chamado base menor do trapézio.

Em um trapézio dois segmentos notaveis merecem destaque: a base média e a
base de Euler. Suas defini¢des sao dadas a seguir

A base média de um trapézio é o segmento determinado pelos
pontos médios dos lados ndo paralelos (figura 91, esquerda).

Figura 91 - A base média e a mediana de Euler de um trapézio

D C

txy
~

A base média B 4 mediana de Euler B

Fonte: DEaD | IFCE

Na figura 91 (a esquerda) os pontos E e F sdo os pontos médios dos lados ndo
paralelos BC e DA do trapézio ABCD . Assim o segmento EF é denominado de
base média. J4 a mediana de Euler pode ser definida por
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A mediana de Euler é o segmento que liga os pontos médios das
diagonais de um trapézio (figura 91, direita).

s o Majg
Observando agora a figura 91 Esse segmento o@
a direita, temos que considerando notdvel do trapézio @
as diagonais AC e BD do trapézio leva o nome do
e seus respectivos pontos médios grande matematico
G e H, temos que o segmento suico Leonhard Euler
GH é a mediana de Euler. (1707-1783), certamente um dos maiores
e mais influentes matematicos de todos
Sobre a base média e a os tempos. Uma biografia de Euler
mediana de Euler de um trapézio, pode ser encontrada, por exemplo, em
podemos afirmar o seguinte. http://www.ime.unicamp.br/~calculo/
ambientedeensino/modulos/history/
euler/euler.html

Teorema 5.5 A mediana de Euler GH de um trapézio

ABCD estd contida em sua base média EF. Além disso,

AB+CD . 7 _ AB-CD |

EF = 5 >

Demonstracdo: Considere um trapézio ABCD e sejam E e G os respectivos pontos
médios dos lados AD e AC (figura 91, direita). Dessa forma o segmento EG é base
média do triangulo ACD, relativa ao lado CD. De modo analogo, verifica-se que GF
é base média do triangulo ABC relativa ao lado AB, EH é base média do triangulo
ABD, relativa ao lado AB, e HF é base média do triangulo BCD, relativa ao lado
CD.Como AB||CD,todos os segmentos EG,EH,GF e HF sdo paralelos. Logo, os
pontos E,G,H e F sdo colineares e o segmento G/ esta contido no segmento EF .

Também por serem bases médias, os segmentos EG, EH, GF e HF medem cada

— (D — AB —= AB
um a metade do respectivo lado, ou seja, EG:%,E :7, GF:T
e _F=C—2D. Assim,  EF = EH+ﬁ—% CzD AB;CD e

GH = EH — E_G_%—CZD ABZCD n
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Outro quadrildtero notavel é o losango, que pode ser definido como:

Um losango é um quadrildtero convexo com os quatro lados congruentes (figura
92). Como os lados opostos de um losango sao congruentes, pelo Teorema 5.1,
item (2), todo losango é um paralelogramo.

Figura 92 - Losango ABCD

D

B

Fonte: DEaD | IFCE
O resultado a seguir caracteriza os losangos entre os paralelogramos.

Teorema 5.6 Um paralelogramo € um losango se, e somente se,
suas diagonais sdo perpendiculares.

Demonstragdo: Seja ABCD um losango. Pelo que observamos acima, ABCD é um
paralelogramo. Pelo Teorema 5.1, item (3), suas diagonais encontram-se no seu ponto
médio M . Em particular, AM = MC e BM = MD (figura 93).

Figura 93 - As diagonais de um losango sao perpendiculares

D

Fonte: DEaD | IFCE
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Pelo caso LLL, os triangulos AMB, CMB, CMD e AMD s3o congruentes.
Assim, os angulos ZAMB , ZCMB, ZCMD e ZAMD s&o todos congruentes. Como
esses quatro angulos somam 360°, cada um deles deve medir 90°, isto é, cada um
deles deve ser um angulo reto. Isso mostra que as diagonais do losango ABCD sao
perpendiculares.

Reciprocamente, seja ABCD um paralelogramo cujas diagonais AC e BD
sdo perpendiculares. Neste caso, os angulos ZAMB, ZCMB, ZCMD e ZAMD
sdo todos retos e, como as diagonais de um paralelogramo encontram-se em seus
pontos médios (Teorema 5.1, (3)), os triangulos ABM , BCM , CDM e DAM sao
congruentes pelo caso LAL. Logo, os lados do paralelogramo ABCD s&o todos
congruentes, ou seja, ABCD é um losango. m

Outro quadrildtero que merece destaque é o retangulo.

Um retangulo é um quadrildtero convexo com os quatro angulos
internos congruentes (figura 94).

Figura 94 - Retangulo ABCD

] []
A B

Fonte: DEaD | IFCE

Pelo Teorema 5.1, item (1), conclui-se que um retangulo é um paralelogramo.
Agora, pelo Teorema 4.14 temos que a soma dos angulos internos de um triangulo mede
180°. Dessa forma, tracando uma das diagonais do retangulo, por exemplo, AC,
dividimos o retangulo em dois triangulos. A soma dos angulos internos do retangulo
ABCD é igual a soma dos angulos internos dos dois triangulos ABC e ACD, ou
seja, é igual a 180" +180" =360°. Como os quatro angulos internos de um retangulo

o

0 =90°.

sao congruentes, eles tém a mesma medida, que deve ser, portanto, igual a

Portanto, os dngulos internos de um retdangulo medem 90°.

Aula 5 | Topico 1
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Vamos ao ultimo quadrilatero notavel que estudaremos neste tdpico.

Um quadrado é um quadrilatero que é ao mesmo tempo losango

e retangulo (figura 95).

Figura 95 - Quadrado ABCD

-]

Fonte: DEaD | IFCE

\v * O quadrado €é uma

o [

(2] das figuras basicas da
geometria e guarda
fortes relacbes com
a aritmética. Quando

falamos em um ndmero ao quadrado, nos
referimos ao quadrado cujo lado € igual
a esse numero. Da mesma forma, a raiz
quadrada (do latim radix quadratorum) de
um numero é o lado de um quadrado cuja
area € igual a esse nimero. Voltaremos a

esse assunto na aula sobre areas.

J#

"

Da definicao acima podemos
entdao dizer que o quadrado é um
poligono que apresenta todos os
lados iguais e também todos os
angulos iguais.

Chegamos ao final do primeiro
tépico de nossa aula 5. Tratamos
aqui de certos poligonos com
propriedades especiais, advindas
da restricdo ao seu numero de
lados: os quadrildteros. No préximo
topico,

estudaremos  poligonos

cujas propriedades notdveis sao

consequéncias de outro tipo de restri¢ao: lados e angulos internos congruentes. Esses
poligonos, como veremos, sao chamados de regulares.
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Toépico 2

Construcao de poligonos regulares
com régua e compasso

OBJETIVOS

= Reconhecer um poligono regular

= Estudar o problema da constru¢do de poligonos regulares usando régua e
compasso

No primeiro tépico destaaula, estudamos poligonos sob umarestricao especifica:
forcamos o nimero de lados a ser igual a quatro e vimos que, dentre os quadrilateros,
existem alguns com propriedades notaveis. Neste tdpico, estudaremos poligonos sob
outra restri¢do: a regularidade. Desta vez nao restringiremos o nimero de lados, mas
exigiremos que os lados e os angulos internos do poligono sejam todos congruentes.

Neste tdpico, explicaremos como construir com régua e compasso alguns
poligonos regulares: o triangulo equilatero, o quadrado, o pentagono regular e o
hexagono regular. Dessas constru¢des, a mais elaborada € a do pentagono regular.
Também apresentaremos umresultado devidoa C.F. Gauss, que estabelece exatamente
quais sao os poligonos regulares que podem ser construidos com régua em compasso.

Vamos iniciar com a defini¢ao de poligono regular:

Um poligono convexo é dito regular se todos os seus lados e
angulos internos forem congruentes.

Exemplos de poligonos regulares sao o tridngulo equildtero, que é o poligono
regular de trés lados, e o quadrado, que é o poligono regular de quatro lados. Na figura
96, exibimos alguns exemplos de poligonos regulares com até oito lados.
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Figura 96 - Exemplos de poligonos regulares

A Q@OO

Triangulo Quadrado Pentagono Hexagono Heptégono Octégono
Equilatero Regular Regular Regular Regular
Fonte: DEaD | IFCE
]20 Para tridngulos, é suficiente exigirmos que os (trés) lados sejam congruentes,

ou que os (trés) angulos sejam congruentes, pois a congruéncia dos trés lados é
equivalente a congruéncia dos trés angulos internos.

Para poligonos de quatro ou mais lados devemos exigir a congruéncia de lados
e de angulos internos. Por exemplo, existem quadrilateros com os angulos internos
congruentes, mas que ndo tém os lados congruentes (um retangulo que ndo é
quadrado) e existem também quadrildteros que tém os quatro lados congruentes,
mas ndo tém os angulos internos congruentes (um losango que ndo é um quadrado).
Da mesma forma, podemos construir poligonos com cinco ou mais lados que tenham
todos os angulos congruentes, mas nao sejam regulares, ou que tenham todos os
lados congruentes, mas que ndao sejam regulares.

No Lema 5.1, vimos que a soma dos angulos internos de um poligono convexo é
igual a (n - 2) -180°. Isso foi feito, tragando-se diagonais a partir de um vértice fixado,
como na figura 97, onde um octégono € dividido em seis tridngulos.

Figura 97 - Um poligono convexo de oito lados dividido em seis triangulos

F
G

Fonte: DEaD | IFCE
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Em particular, se o poligono é regular, todos os n angulos internos tém a mesma
medida, logo, a medida do angulo interno de um poligono regular de n lados, que
representaremos por 6 , é igual a

(n—2)-180°

n

9:

n

Aseguir,realizaremosaconstru¢ao dealguns poligonosregulares e enunciaremos
um resultado geral que garante quando um poligono regular de n lados pode ser
construido usando-se apenas régua e compasso.

121

Fixados dois pontos O e A do plano, podemos obter outros pontos do plano
a partir desses dois, usando apenas régua e compasso. Os novos pontos sdao obtidos
como intersecbes de retas e circulos, tragados usando-se régua e compasso. De
maneira mais formal, temos:

Um ponto P que pode ser obtido a partir de dois pontos escolhidos
e fixados O e 4, usando apenas régua e compasso um niimero finito
de vezes, é chamado construtivel. Uma figura plana F é chamada
construtivel se cada ponto P de F for construtivel.

Por exemplo, a Proposicao 1 do Livro | dos Elementos, nos ensina como obter,
usando-se apenas o compasso, um terceiro ponto B que, juntamente com O e A4
sdo os trés vértices de um triangulo equildtero. Dessa forma, o triangulo equilatero é
construtivel (figura 98).

Figura 98 - Construgao do triangulo equildtero

Fonte: DEaD | IFCE
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A seguir, construiremos outros poligonos regulares. O primeiro sera o quadrado.

Construcao do quadrado: Para construirmos um quadrado, tomemos o segmento
OA determinado pelos pontos dados O e A4 (figura 99, (1)). Com régua e compasso é
possivel construir-se perpendiculares » e s a reta OA passando pelos pontos O e 4,
respectivamente (figura 99, (2)). Com o compasso centrado em O e abertura O4,
trace um arco de circulo que intersecte a reta » em C, e com o compasso centrado
em A, com abertura A0, trace um arco de circulo que intersecte a reta s no ponto

B (figura 99, (3))

Figura 99 - Construcao do quadrado

r S r S
N ¢ B
C B
0 4 0 4 9 a? A
(1) (2) (3) 4)

Fonte: DEaD | IFCE

O quadrilatero OABC (figura 99, (4)) é um quadrado. De fato, por construcdo,
OC||AB e OC=A4B, logo OABC é um paralelogramo pelo Teorema 5.2.
Novamente por constru¢cdo, OC = AB=0A4, e BC =0A, pois sdo lados opostos
de um paralelogramo (Teorema 5.1, (2)). Assim, OABC é um losango. Mais uma vez
por constru¢cdo, LCOA e LOAB sdo ambos angulos retos, e ZOCB=Z0AB e
ZABC = ZCOA, pois sdo angulos opostos de um paralelogramo (Teorema 5.1, (1)) .
Assim, OABC é também um retangulo, logo é um quadrado.

Como a constru¢ao do hexagono regular é bem mais simples que a do
pentagono regular, vamos construir o hexagono primeiro.

Construcdo do hexagono regular: Com o compasso centrado em O e abertura
OA, trace um circulo a (figura 100, (1)). Com o compasso centrado em A e abertura
OA, trace um arco de circulo que intersecta o circulo @ no ponto B (figura 100,
(2)). Com o compasso centrado em B e abertura OA4, trace um arco de circulo que
intersecta o circulo @ no ponto C (figura 100, (3)).
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Figura 100 - Construcao do hexagono regular

B c B
.A ‘A ‘A
Q) ) (3)

Fonte: DEaD | IFCE

Da mesma forma, trace arcos de circulo usando o compasso com abertura OA4,
centrado sucessivamente nos pontos C, D e E para obter os pontos D, E e F,
respectivamente (figura 100, (4)).

O poligono ABCDEF é um hexagono regular. De fato, por construgdo,
todos os lados desse hexagono sao congruentes, pois sao todos congruentes ao
raio do circulo a . Além disso, o hexagono ABCDEF pode ser decomposto em
seis triangulos equildteros: AOAB, AOBC, AOCD, AODE, AOEF e AOFA.
Dessa forma, cada angulo interno do hexagono é a soma de dois angulos internos de
triangulos equildteros. Logo, todos os angulos internos do hexagono sao congruentes,
pois cada um mede 120°. Portanto, o hexdagono ABCDEF é regular.

Das construgdes feitas até aqui, a mais elaborada € a do pentagono regular,
descrita a seguir.

Construcdo do pentagono regular: Trace o circulo & com o compasso centrado
em O e abertura OA4 (figura 101, (1)). Trace a reta perpendicular a OA4 passando pelo
ponto O eintersectando o circulo @ no ponto P (figura 101, (2)). Determine o ponto
médio M do segmento OP (figura 101, (3)). Com o compasso centrado em M e
abertura MA, trace um arco de circulo intersectando PO em N (figura101,(4)). Com
o compasso centrado em O e abertura ON, trace um arco de circulo intersectando
OA em Q (figura101,(5)). Com o compasso centrado em A e abertura OQ, trace um
circulo que corta @ nos pontos B e C (figura 101, (6)). O segmento BC é um dos
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lados do pentagono. Para determinar os outros lados do pentagono, trace arcos, todos
com abertura BC, centrados sucessivamente nos pontos C, D e E, para determinar
os pontos D, E e F (figura 101, (7)). O poligono BCDEF é um pentagono regular
(figura 101, (8)).

Figura 101 - Construcao do pentagono regular

]24 A 0914 C A

6)) 2 (3)

(6)

8

Fonte: DEaD | IFCE

Quando estudarmos semelhanca de triangulos, na Aula 7, provaremos que
BCDEF €, de fato, um pentagono regular. Mostraremos também na Aula 7 que a
razdo entre as medidas dos segmentos O4 e OQ ¢é
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00

conhecida como razdo durea ou ntimero de ouro.

de
com régua e compasso todos os

Acabamos construir
poligonos regulares de até seis lados.
O primeiro poligono regular que ndo
pode ser construido com régua e
compasso € o heptagono regular. Para
demonstrar esse fato, precisariamos
usar métodos algébricos que estao
fora dos objetivos deste curso. Em
vez disso, enunciaremos um resultado
geral,
matematico,

demonstrado pelo notavel
astrbnomo e fisico

alemao Johann Carl Friedrich Gauss
(1777-1855).

2

b

Johann
Friedrich

maj;
o S,
R .

C
arl o
(%)

Gauss

(1777-1855) foi um

dos mais notaveis
matematicos

de todos os tempos, tendo dado
contribui¢bes significativas para a
geometria, a teoria dos ndmeros, o
calculo numérico, a topografia e a
astronomia. Mais informagdes sobre
Gauss podem ser encontradas no link:
http://webeduc.mec.gov.
br/portaldoprofessor/
matematica/curiosidades/
curiosidadesmatematicas-html/
audio-gauss-br.html

Teorema 5.7 (Gauss, 1796) Um poligono regular de n lados
pode ser construido com régua e compasso se, e somente se,

_ Ak 2 P . . 2
n=2"p,---p,,onde k>0 é um nimero inteiro e cada p, é
um primo de Fermat, ou seja, um nidmero primo da forma

pl.=22i+1,com i20.

Um ndmero inteiro
p maiordoquel é
chamado primo, se
nao pode ser escrito
como produto de
numeros  inteiros
menores. Caso contrario, o nimero é
chamado composto.

A demonstracao desse
resultado apareceu pela primeira
livro GAUSS,
1966, publicado originalmente em
1801,

demonstragao

vez no espetacular

escrito em latim. Uma

deste resultado
pode ser encontrada também em

HARTSHORNE, 2000, p. 258.

Os numeros p,=3, p,=3,
p, =17, p, =257 e p, =65537 séo
todos primos. Em 1650, 0 matematico
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francés Pierre de Fermat (1601-1665) conjecturou que p, seria primo para qualquer
i > 0. Quase um século mais tarde, o matematico suico Leonhard Euler mostrou que
ps =641-6700417 é composto.

Em particular, com o resultado do Teorema 5.7, Gauss foi capaz de demonstrar
que o poligono regular de 17 lados pode ser construido com régua e compasso,
resolvendo, assim, um problema que os matematicos gregos ndo foram capazes de
solucionar, e que permaneceu sem solucdo por cerca de 2000 anos! Quando fez isso,
Gauss tinha apenas 19 anos.

- De acordo com o Teorema 5.7,
se um poligono regular de n lados
pode ser construido com régua e
compasso, entao o poligono regular de
2n lados também pode ser construido
com régua e compasso. Por exemplo,
os poligonos de 8,10 e 12 lados sdo
contrutiveis. Também o poligono de

Pierre de Fermat
era um matematico
amador. Sua
profissao era o
direito: ele era magistrado na cidade
francesa de Toulouse. Apesar disso,
foi pioneiro na Teoria dos Nimeros, na

Geometria Analitica e no Calculo. Além 15 lados € construtivel porque 3 e
disso, ele divertia-se, compondo belos 5 s@o primos de Fermat. Porém, os
poemas em grego e latim. poligonos regulares de 7, 11 e 13

lados ndo podem ser construidos
usando-se apenas régua e compasso.

Isso, de modo algum, significa que eles ndo possam ser construidos, mas, para fazé-lo,
é preciso valer-se de outros instrumentos ou métodos, além da régua e do compasso.

Concluimos aqui nosso tépico e nossa Aula 5. Nesta aula, estudamos os
poligonos. Vimos a definicdo de poligono como uma poligonal fechada, definimos
poligono convexo e obtivemos algumas propriedades gerais dos poligonos:
determinamos a soma dos angulos internos de um poligono qualquer de »n lados
e, no caso em que o poligono é regular, calculamos a medida do angulo interno.
No caso particular dos poligonos de quatro lados, os quadrildteros, estudamos os
paralelogramos, os trapézios, os losangos, os retangulos e os quadrados.

Os poligonos ditos regulares podem ou nao serem construidos usando-se
régua e compasso. Isso depende apenas do seu nimero de lados, como é explicado
no Teorema 5.7. Exibimos construcdes explicitas dos poligonos regulares de até seis
lados. No caso do pentdgono, ajustificativa para a validade da construcdo serd vista na
Aula 7, quando estudarmos semelhanga de triangulos.

Na aula seguinte, estudaremos a importante no¢ao de lugar geométrico
e veremos como é possivel usa-la para resolver problemas sobre construcdes
geométricas.
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1. Mostre que as diagonais de um poligono convexo estdao contidas no
interior do poligono.

2. Demonstre que um paralelogramo é um retangulo se, e somente se, suas
diagonais sdo congruentes.

3. Mostre que, em um triangulo ABC, os trés lados sdo congruentes se, e
somente se, os trés angulos internos sao congruentes.

4. Sejam A,B e C trés vértices consecutivos de um poligono convexo
(figura 102). Seja P um ponto no prolongamento do lado CB, tal que B
estd entre C e P, como na figura 102. O angulo ZPBA =6 é chamado
angulo externo do poligono no vértice B.

a. Mostre que a soma dos angulos externos de um poligono convexo é
igual a 360°, independentemente do nimero de lados desse poligono.

b. Calcule a medida de um angulo externo de poligono regular de n lados.

Figura 102 - Um angulo externo € de um poligono

P
B

C ] 0

®
%
s

Fonte: DEaD | IFCE
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Aula 6

Lugares geometricos planos

Caro(a) aluno(a),

Chegamos a nossa sexta aula, em que estudaremos a nogao de lugar geométrico
plano. Veremos a definicdo de lugar geométrico plano e daremos alguns exemplos
de aplicagbes desse conceito. Iremos também usar a nogao de lugar geométrico na
resolucao de problemas de constru¢ao com régua e compasso.

No segundo tdpico, estudaremos a nogao de reta tangente a um circulo e
também alguns angulos relacionados a um circulo. Estudaremos ainda a importante
nocao de arco capaz, que é outra ferramenta muito Util na resolucao de problemas de
construcao com régua e compasso.

Na Aula 5 vimos o que é o baricentro de um triangulo. Ao longo desta aula,
estudaremos os demais pontos notdveis do triangulo: o ortocentro, o circuncentro e
o incentro. Provaremos que esses pontos sao obtidos pela interseccao de segmentos
notdveis no triangulo: alturas, mediatrizes e bissetrizes internas, respectivamente.

Objetivos

= Compreender a nogao de lugar geométrico plano e seus exemplos basicos

= Aplicar a nogao de lugar geométrico na resolugao de problemas sobre
construcdes geométricas e na demonstragao de teoremas

* Estudar angulos em um circulo
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Topico 1

Lugares geometricos
planos basicos

OBJETIVOS

* Estudar a definicdo e exemplos bdsicos de lugar geométrico plano

= Resolver problemas de constru¢ao geométrica com régua e
compasso usando a noc¢do de lugar geométrico

Neste tdpico, vamos estudar a nogao de lugar geométrico plano. Um lugar
geométrico ndo é uma figura especifica, mas uma maneira de se olhar para uma figura,
como um conjunto de pontos do plano. Como veremos neste tépico, essa maneira de
ver as figuras planas nos traz vdrias vantagens.

Algumas figuras planas podem ser vistas como conjuntos de pontos do plano
que compartilham uma determinada propriedade. Essa propriedade determina se um
ponto qualquer do plano pertence ou ndo a figura. De maneira formal, temos que:

Um lugar geométrico plano £ é um conjunto formado
por todos os pontos do plano que satisfazem a uma
determinada propriedade.

Exibiremos agora alguns exemplos de lugares geométricos.
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Figura 103 - Circunferéncia (a esquerda) e circulo (a direita) de centro O e raio r

r
P
d(P0)=r
Fonte: DEaD | IFCE
e Lo 3
S A distancia entre dois pontos 4 e B do plano, denotada
o

por d(A4,B), é o comprimento do segmento AB, isto ¢,

d(4,B)=AB.

i

Exemplo1Seja O um ponto do plano e » umnumero real positivo. Uma circunferéncia
I' de centro O eraio r é o lugar geométrico formado por todos os pontos do plano
cuja distancia até O éigual ar, isto é,

= {PI d(P,0)= r} (figura 103, acima).

Um circulo ¥ de centro O e raio

W

r € o lugar geométrico formado por N3o confunda
todos os pontos do plano cuja distancia circunferéncia
até O é menor ou igual a r (figura 103, e circulo. A
a direita). Neste caso, dizemos que ¥ circunferéncia é
é o circulo associado a circunferéncia a curva formada
I', e que I é a circunferéncia associada pelos pontos que estdo a distancia r
ao circulo y, ou simplesmente, a do centro O. O circulo é a unido desta
circunferéncia do circulo y. curva com a regiao do plano delimitada
por essa curva.

'
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Neste texto, usaremos letras gregas maitisculas para denotar circunferéncias, e
letras gregas minusculas para denotar circulos.

Figura 104 — Uma corda AB e um diametro CD de um circulo ¥

B

Fonte: DEaD | IFCE

Seja ¥ um circulo de centro O e raio r. Dizemos que um ponto P ¢é interior
ao circulo 7, se a distancia de P ao centro O for menor do que o raio, isto é, se

d(P,O) <r.Dizemos que P é um ponto exterior ao circulo y, se a distancia de P

ao centro do circulo for maior do que o raio, ou seja, se d(P,O) >r. Os pontos da
circunferéncia ndo sdo interiores nem exteriores.

Se A e B sdo dois pontos distintos pertencentes a circunferéncia I' do circulo
y,0segmento AB é chamado de corda do circulo ¥ (veja a figura 104). Uma corda
CD que contém o centro O do circulo é chamada de diametro do circulo. Um
diametro qualquer do circulo y o divide em duas partes, cada uma delas é chamada

de semicirculo.

Exemplo 2 O lugar geométrico dos pontos equidistantes a dois pontos 4 e B dados
é a mediatriz do segmento AB (figura 105).
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Figura 105 — Mediatriz 7 do segmento AB

Fonte: DEaD | IFCE

Para mostrarmos que o lugar geométrico descrito no exemplo 2 € de fato a
mediatriz do segmento 4B, precisamos mostrar duas coisas:

1. Todo ponto do lugar geométrico
é também um ponto da
mediatriz.

2. Todo ponto da mediatriz é
também um ponto do lugar
geométrico.

Dessa forma, uma vez
verificadas as duas condicdes
acima, estard verificado que os

"

hy

Estamos estudando as
figuras planas como
conjuntos de pontos.
Dessa forma, como
sdo conjuntos, duas

ou

.\O‘\g a o

v

figuras 4 e B sdo iguais, se elas possuem
exatamente os mesmos elementos, ou seja,

seAcBeBcA.

dois conjuntos (a mediatriz e o lugar geométrico) coincidem, pois tém os mesmos

elementos.

Primeiramente, seja P um ponto pertencente ao lugar geométrico, isto &,
P ¢ equidistante aos pontos 4 e B. Considere M o ponto médio do segmento
AB (figura 105). Os triangulos AMP e BMP sdo congruentes pelo caso LLL, pois
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AM =MB, AP =BP eolado PM é comum. Assim, £ZPMA=/PMB e, como sdo
suplementares, ambos os angulos sdo retos. Dessa forma, o ponto P pertence areta
perpendicular ao segmento AB que passa pelo ponto médio de 4B, isto é, pertence
a mediatriz do segmento 4B .

Agora, vamos supor que P é um ponto pertencente a mediatriz do segmento
AB . Neste caso, temos AM =MB, ZAMP = ZBMP e PM comum aos tridangulos
AMP e BMP (figura 105). Logo, pelo caso LAL, AAMP = ABMP . Em particular,
P4 = PB e,assim,0ponto P pertence ao lugar geométrico dos pontos equidistantes
adeB.

Exemplo 3 O lugar geométrico dos pontos equidistantes a duas retas r e s,
concorrentes no ponto O, é a unido das bissetrizes dos angulos formados por essas
duas retas.

Figura 106 — As bissetrizes dos angulos determinados pelas retas 7 e §

Fonte: DEaD | IFCE

M,

Aprojecao ortogonal

Seja P (ou @) um ponto de um ponto P
equidistanteasretas r e s (figura106). sobre uma reta r é
Sejam P'e P" (respectivamente, Q' um ponto P'er,

[

e Q") as projecdes ortogonais de P tal que areta PP' ¢
erpendicular a 7. Dizemos que P'é o
(respectivamente J) sobre asretas r P i P . ) d
pé da perpendicular baixada de P a r

oA A '
e §. Os triangulos retangulos OPP (veja a figura 106).

e OPP" tém a mesma hipotenusa i
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OP e os catetos PP' e PP" sdo congruentes. Pelo Teorema de Pitdgoras, o cateto
remanescente de um dos triangulos também € congruente ao respectivo cateto do
outro triangulo. Pelo caso LLL de congruéncia, AOPP'=AOPP". Em particular,
ZP'OP=ZP"OP. Logo o ponto P pertence a bissetriz do angulo P'OP" (figura

106). No caso do ponto (0, também equidistante a r e s, ele pertence a bissetriz do
angulo Q'OQ" (figura 106).

Reciprocamente, se P (ou Q) pertence a uma das bissetrizes dos angulos
formados pelas retas 7 e s, temos: ZP'OP=/P"OP e ZOPP'=/0OPP", pois
sdo complementares de angulos congruentes. Como OP ¢é comum aos triangulos
OPP' e OPP", estes dois triangulos sdo congruentes, pelo caso ALA. Em particular,
PP'=PP" e o ponto P é equidistante as retas r e s. Analogamente, podemos

mostrar que o ponto (, pertencente a bissetriz do angulo Q'OQ", também é
equidistante asretas r e s..

Ja vimos na Aula 5, Teorema 5.4, que as medianas relativas aos trés lados de
um triangulo se intersectam em um Unico ponto, chamado baricentro do triangulo.
Veremos agora que as mediatrizes dos trés lados de um triangulo tém a mesma
propriedade.

As mediatrizes dos lados de um triangulo sdo chamadas de
mediatrizes do triangulo.

Dessa forma, todo triangulo tem trés mediatrizes. O préximo resultado
estabelece que essas trés mediatrizes tém um ponto em comum.

Teorema 6.1 As trés mediatrizes de um triangulo.se
intersectam em um mesmo ponto. Além disso, esse ponto é
equidistante dos trés vértices do triangulo.

Demonstracdo: Considere o triangulo ABC e seja O o ponto de encontro das
mediatrizes LO e MO doslados AB e BC do triangulo ABC (figura 107).
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Figura 107 — O triangulo ABC e suas mediatrizes

Fonte: DEaD | IFCE

Sendo um elemento da mediatriz LO, o ponto O é equidistante dos pontos 4
e B.Sendo um elemento da mediatriz MO, o ponto O é equidistante dos pontos B
e C.Assim, OA=0B e OB=0C,logo OA=0C eoponto O é equidistante de 4
e de C e, assim, pertence a mediatriz do lado AC . Portanto, a mediatriz do lado AC
também passa pelo ponto O.

Como OA=0B=0C, os trés vértices do tridangulo ABC equidistam do

ponto O, que é assim o centro da circunferéncia de raio O4 = OB = OC e que passa
pelos trés vértices do triangulo. B

O ponto O, intersecdo das trés mediatrizes de um triangulo ABC, é um dos
pontos notdveis do triangulo.

O ponto de encontro das trés mediatrizes de um triangulo é
chamado circuncentro. Ele é exatamente o centro da Unica
circunferéncia que passa pelos trés vértices do triangulo,
chamada circunferéncia circunscrita ao triangulo.

Podemos usar os lugares geométricos descritos nos exemplos acima para
resolver problemas envolvendo constru¢des geométricas com régua e compasso.

Exemplo 4 Construa uma circunferéncia passando por trés pontos nao colineares
dados.

Sejam A, B e C esses trés pontos. Como nao sdo colineares, eles sdo vértices
de uma triangulo ABC . Vamos considerar dois lados desse triangulo, digamos 4B e
BC (figura108).
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Figura 108 - Trés pontos ndo colineares A,B e C e os segmentos AB e BC

B
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Fonte: DEaD | IFCE

Sejam m e n as mediatrizes dos segmentos AB e BC, respectivamente e seja
O o ponto de intersecdo de m e n (figura 109).

Figura 109 — Alintersecdo O das mediatrizes dos segmentos AB e BC é o centro da

circunferéncia que passa por 4,8 e C

o
a

Fonte: DEaD | IFCE
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Pelo Teorema 6.1, O é o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo
ABC . Logo, centrando o compasso em O com abertura igual a um dos segmentos
OA = 0B = 0OC, podemos tracar uma circunferéncia que passa pelos trés pontos.

A seguir, vamos mostrar que as trés alturas de um triangulo, prolongadas se
necessdrio, também se intersectam em um Unico ponto.

Teorema 6.2 As retas suporte das trés alturas de um triangulo

ABC encontram-se em um ponto, chamado ortocentro do
triangulo.

137

Demonstracdo: Suponhamos, primeiro, que o triangulo ABC é retangulo, com
ZBAC reto (figura 110). Neste caso, os catetos AB e AC também s&o alturas e se
intersectam no vértice A, que também faz parte da altura AH relativa a hipotenusa.
Portanto, neste caso, as trés alturas se encontram no vértice 4.

Figura 110 — Em um triangulo retangulo, o ortocentro coincide com o vértice do angulo reto

A

B H C

Fonte: DEaD | IFCE

Suponhamos, agora, que o triangulo é acutangulo, isto &, os seus trés angulos
internos sao agudos.

Trace, pelo vértice A, uma reta r paralela ao lado BC; pelo vértice B, uma
reta s paralelaaolado AC; e pelo vértice C, umareta ¢ paralela ao lado 4B (figura
111). Essas trés retas intersectam-se duas a duas, formando um tridangulo DEF.
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Figura 111 — O ortocentro do triangulo ABC coincide com o circuncentro do triangulo DEF

‘\
S .
\ s
5 A E ’
L) "
R

Fonte: DEaD | IFCE

Por construcdo, os lados do triangulo ABC sdo bases médias do triangulo DEF,
logo ABCE e ABDC sao paralelogramos. Como os lados opostos de paralelogramos
sao congruentes, temos EC = AB =CD. Isso mostra que C é ponto médio do
segmento DE. Da mesma forma, podemos verificar que B é ponto médio de FD, e

que A é ponto médio de EF.

Dessa forma, as alturas AH, Ble CJ do triangulo ABC sdo também
mediatrizes doslados do triangulo DEF . Pelo Teorema 6.1, essas trés retas encontram-
se em um ponto O que é o ponto de interseccdo das trés alturas do triangulo ABC'.

O caso em que o triangulo é obtusangulo (ou seja, tem um angulo interno
obtuso) pode ser verificado da mesma maneira que o caso acima. ®

Concluimos aqui o primeiro tdpico desta aula. Tratamos aqui da nocao de
lugar geométrico. Vimos que algumas constru¢des importantes feitas em aulas
passadas, como a mediatriz de um segmento de reta e a bissetriz de um angulo, sao
lugares geométricos. Também vimos como aplicar a no¢ao de lugar geométrico para
estudarmos os pontos notdveis de um triangulo.
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Topico 2

Tangéncia e angulos no circulo

OBJETIVOS

= Estudar retas tangentes a circulos

= Estudar angulos relacionados a circulos

Vamos ao nosso segundo tdpico, em que estudaremos angulos associados a
um circulo: angulos inscritos e angulos centrais. Veremos que eles guardam rela¢des
estreitas entre sie com os arcos que eles determinam sobre a circunferéncia. Usaremos
os resultados sobre angulos inscritos para construirmos, com régua e compasso, retas
tangentes a circulos passando por pontos dados. Também apresentaremos a nogao
de arco capaz de um angulo sobre um segmento, e veremos algumas aplica¢bes desse
conceito.

Dizemos que uma circunferéncia I' e uma reta ¢ sdo tangentes, ou que ¢ é
tangentea I" se r e I' tém exatamente um ponto 7" em comum (figura 112).
Esse ponto comum 7 é chamado ponto de tangénciade ¢ e I'. Caso umareta
s e uma circunferéncia I' tenham dois pontos, 4 e B, em comum, areta s é
chamada secante a circunferéncia I" (figura 112).

Ny,

Também costumamos usar a

. Essa definicao
mesma nomenclatura para circulos,
e . de reta tangente
isto é, dizemos que areta ¢ é tangente | .
, é valida para
ao circulo ¥y no ponto T, se for . A
circunferéncias,

tangente a circunferéncia I" do circulo -
mas ndo para curvas

em geral. Uma definicdo geral de reta
tangente requer a nocao de limite e é
estudada no curso de Calculo.

s

¥ . Dizemos também que a reta s €
secante ao circulo ¥ se for secante a
circunferéncia I' do circulo y.

My
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Figura112 — Areta ¢ é tangente e areta § é secante a circunferéncia
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Fonte: DEaD | IFCE

A seguir, exibiremos um critério para decidirmos quando uma reta é tangente a

um circulo.
Teorema 6.3 Uma reta ¢ é tangente a um circulo a se, e
somente se, a distancia de ¢ ao centro O de a for igual ao
raio de « . Em particular, a reta tangente ao circulo a no
ponto T é perpendicular ao raio OT .

Demonstrac¢ao: Primeiro, suponhamos =

que areta ¢ é tangente ao circulo o A distancia d(O,t) ao*

no ponto 7. Seja T' o ponto sobre entre um ponto ()

areta ¢ tal que OT':d(O,t). Pela O e uma reta ¢ &

definicdo de distancia entre ponto e a menor distancia

reta, OT' Lt (OT' é perpendicular
a t). Assim, devemos mostrar que
T=T". a OT',onde OT' é o segmento dereta

que passa por O e é perpendiculara ¢.

entre um ponto P
de t e o ponto O. Essa distancia é igual

Suponhamos que T'=T.

My

Entdo O_T'=d(0,t)<m. Como T

pertence a circunferéncia do circulo o, OT =r € o raio do circulo (figura 113). Assim
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oT'<r implica que T"' é um ponto no interior do circulo. Com isso, a reta ¢ “entra”
no circulo, logo também deve sair do circulo (veja o exercicio 6) e, consequentemente,
deve intersectar a circunferéncia do circulo @ em dois pontos distintos: 7" e S (figura
113). Mas isso contradiz o fato de ¢ ser tangente a & . Logo devemos ter 7 =T", e

portanto d(O,t) =0T =r.

Figura113—-Se T’ # T entdo areta ¢ ndo é tangente ao circulo &

LS 141

Fonte: DEaD | IFCE

Reciprocamente, suponha que d (O,t) =r.SejaTl et talque OT =d (O,t). Para
qualquer ponto P €t, diferentede 7', temos OP>O0T =d (O, t) =r.Logo, todos os
pontos de t, exceto T, estdo a uma distancia maior do que r do centro O do circulo,
isto é, sao pontos exteriores ao circulo. Isso mostra que o Unico ponto em comum
entre o circulo v e areta ¢t é o ponto 7. Logo, a reta ¢ € tangente ao circulo & no
ponto 7. ®

A seguir, iremos estudar o ponto de interse¢do das bissetrizes internas de um
triangulo. Primeiramente, precisaremos da no¢ao de circulo inscrito em um triangulo.

Dizemos que um circulo & € inscrito em um triangulo ABC se os trés lados
deste triangulo forem tangentes a « (Figura 115).
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Em um triangulo
ABC as bissetrizes
dos angulos internos
sao chamadas
bissetrizes internas
do triangulo.

il

il

O teorema a seguir mostra que
em todo triangulo é possivel inscrever
um circulo. Para encontrarmos esse
circulo, precisamos determinar seu
centro e seu raio.

Teorema 6.4 As trés bissetrizes internas de um triangulo
intersectam-se em um ponto / chamado incentro do triangulo.
O incentro € o centro do circulo inscrito no triangulo.

Demonstracao: Pelo exemplo 3, um ponto pertencente a bissetriz » relativa ao angulo
ZCAB é equidistante aos lados C4 e AB do triangulo (figura 114, esquerda). Se
I é o ponto de intersecdo de » com a bissetriz s do angulo ZABC, entdo, por
pertencer a essa outra bissetriz, / é também equidistante aos lados 4B e BC, isto

é, d([,CA) =d(I,AB) e d(I,AB) =d(1,BC). Logo, d(I,CA) =d(1,BC) e,
novamente pelo exemplo 3, I pertence a bissetriz do angulo ZBCA4. Portanto, I éa
intersecdo das trés bissetrizes internas do triangulo ABC (figura 114, direita).

Figura 114 — O incentro de um triangulo € o ponto de intersec¢do de suas bissetrizes internas

C

Fonte: DEaD | IFCE

Para tracar o circulo inscrito ao triangulo, centre o compasso no incentro /
com aberturaiguala 7'/, onde ' é o pé da perpendicular baixada desde I até um
dos lados do triangulo, o lado AB , por exemplo (figura 115).
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Figura 115 — O circulo inscrito no triangulo ABC

C

III

IIII

A I B

Fonte: DEaD | IFCE

Trace um circulo de centro [ eraio /'/. Este circulo € inscrito no triangulo ABC.

Defato, oslados AB, BC e CA do triangulo sdo respectivamente perpendiculares aos
raios I'I, I"I e I"I (figura115). Logo, a distanciade / aoslados do triangulo ABC

éigual ao raio I'I=1"I=1"] do circulo. Pelo Teorema 6.3, os lados do triangulo sdo

tangentes ao circulo de centro / eraio /'/. B

Estudaremos a seguir os angulos centrais e inscritos em um circulo e as relagdes
entre esses objetos.

Seja O o centrode um circulo I', esejam A4 e B dois pontos sobre I (figura 116,
esquerda). O angulo @ = Z4OB, com vértice no centro do circulo, é chamado
angulo centralde I'.Se C,D e E sdo trés pontos sobre um circulo I', 0 angulo

a = ZCDE, que tem o vértice sobre o circulo, é chamado angulo inscrito em
I" (figura 116, direita).
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Figura 116 — Angulo central (esquerda) e angulo inscrito (direita) em um circulo
E
B A
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Fonte: DEaD | IFCE

Resumindo, um angulo é dito central se seu vértice é o centro do circulo e é
dito inscrito se seu vértice estd sobre o circulo.

O préximo passo € definir o que é um arco de circunferéncia.

Angulos centrais ou inscritos em um circulo dividem a circunferéncia desse circulo
em duas partes, chamadas arcos.Em geral, dois pontos sobre uma circunferéncia
dividem essa circunferéncia em duas partes, chamadas arcos de circunferéncia.

Por exemplo, na figura 116, a esquerda, os pontos 4 e B determinam dois arcos
do circulo I'. Ao longo de nossas aulas, sempre que for necessario denotar um arco de
circulo, usaremos a seguinte convencao:

Se X e Y sdo pontos sobre uma circunferéncia, o arco XY é aquele que liga o
ponto X ao ponto Y ao longo da circunferéncia no sentido anti-horario.

Assim, o arco menor na figura 116, a esquerda, é denotado por 4B, enquanto
0 arco maior é denotado por BA. A relagdo entre arcos de circunferéncia e angulos
centrais ou inscritos é dada abaixo.

O arco de circulo que estd contido em um angulo
0 é chamado arco determinado pelo angulo 6.

Assim, na figura 116, o angulo central € determina o arco 4B e o angulo inscrito
o determinao arco EC.
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O teorema a seguir estabelece a relacao entre angulos centrais e angulos
inscritos que determinam o mesmo arco em um circulo.

Teorema 6.5 Se um angulo central Z4OC e um angulo
inscrito ZABC determinam o mesmo arco em uma
circunferéncia I', entdo LAOC =2-ZABC (figura 117). Se
dois angulos inscritos determinam o mesmo arco em uma
circunferéncia I', entdo eles tém a mesma medida.

Demonstracdo: Ha trés casos a considerar, ilustrados na figura 117, (a), (b) e (c). No
primeiro caso (figura 117 (a)), o centro O do circulo estd no interior do angulo ZABC.
Seja OD o prolongamento do raio BO. Os triangulos 4BO e BCO sao isdsceles, pois
dois de seus lados sdo raios do circulo.O segmento BD divide o angulo inscrito ZABC

em dois angulos a e f, que sdo angulos internos dos triangulos isésceles BCO e
ABO, respectivamente. O mesmo segmento BD divide o angulo central
correspondente Z4AOC em dois angulos, ZAOD e ZCOD, que sao angulos
externos dos triangulos ABOe BCO, respectivamente. Pelo Teorema 4.14, cada

angulo externo é a soma dos angulos internos ndo adjacentes, ou seja, ZAOD =2 e

ZCOD =2a . Assim, ZAOC = LZAOD + ZCOD =2 +2a = 2(a+ﬁ) =2-ZABC.

Figura 117 — As trés possiveis posi¢Oes relativas de um angulo central
e de um angulo inscrito que determinam o mesmo arco

(a) (b) ()

Fonte: DEaD | IFCE

No segundo caso (figura 117, (b)), o centro O do circulo pertence aum dos lados
do angulo, olado AB , porexemplo. Neste caso, ZAOC é angulo externo do triangulo
isésceles OBC (OB =0OC séao raios). Logo, ZAOC = ZOBC+ £LOCB=0+6=26
e o resultado também vale neste caso.

Finalmente, no terceiro caso (figura 117, (c)), o centro O do circulo esta no
exterior do angulo ZABC . Considere o diametro BD . Pelos casos anteriores, temos
que ZDOC =2-2ZDBC e ZDOA=2-2ZDBA . Assim,
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ZAOC = £DOC - £DOA=2-ZDBC-2-£DBA=2-(£DBC - ZDBA)

=2-ZLABC

e isso mostra que o resultado vale também neste caso.

Figura 118 — Angulos inscritos que determinam o mesmo arco tém a mesma medida

Fonte: DEaD | IFCE

Para demonstrar a ultima afirmac¢do do enunciado, note que dois angulos
inscritos determinam o mesmo arco em um circulo, entdo eles correspondem a um
mesmo angulo central (figura 118), logo a medida de cada um € igual a metade da
medida deste angulo central. Isso mostra que ambos tém a mesma medida. ®

A seguir, iremos aplicar o Teorema 6.5 a constru¢do de retas tangentes a
circulos. Primeiramente, iremos obter uma condicdo necessdria e suficiente para que
um triangulo inscrito em um circulo seja retangulo.

Dizemos que um triangulo esta inscrito em um semicirculo se um de seus lados
€ um diametro do circulo.

Um caso particular importante do Teorema anterior ocorre quando o angulo
inscrito determina sobre o circulo um arco que corresponde a metade do circulo.

Corolario 6.1 Um triangulo pode ser inscrito em
um semicirculo se, e somente se, € retangulo.
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Demonstrac¢ao: Suponha que o triangulo ABC estd inscrito em um semicirculo, ou seja,
que um de seus lados, digamos BC, é um diametro desse circulo (figura 119). Entdo o

angulo inscrito ZBAC corresponde ao angulo central ZBOC, que mede 180°. Pelo

180°

Teorema 6.5, a medida do angulo inscrito ZBAC é =90°, ouseja, ZBAC éreto

e o triangulo ABC é retangulo.

Figura 119 = O angulo central mede 180, portanto o angulo inscrito

o

correspondente mede =90°
A
90°
0
B \_/ C
180°

Fonte: DEaD | IFCE

Reciprocamente, seja ABC um triangulo retangulo em A e seja I o circulo
que passa pelos vértices A4, B, C desse triangulo. Como ZBAC mede 90°, o angulo

central correspondente ZBOC mede 2-90° =180°. Isso significa que o centro O do
circulo pertence ao lado BC, isto é, BC é um didametro do circulo I' e ABC estd
inscrito em um semicirculo. g

O Corolario 6.1 é Gtil em algumas constru¢des geométricas, como no exemplo a
seguir.

Exemplo 5 Seja I' um circulo de centro O e seja Pum ponto exterior a I
(figura 120). Construa, com régua e compasso, as retas que passam por P e sdo
tangentesa I".
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Figura 120 - Um circulo I" de centro O e um ponto P exteriora I'
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Fonte: DEaD | IFCE

Para construir as retas que passam por P e sdo tangentes ao circulo I', siga os
passos abaixo:

1. Trace o segmento de reta PO (figura 121, (a)).
2. Determine o ponto médio do segmento PO (figura 121, (b)).

Figura 121 -0 ponto M é ponto médio do segmento PO

(a) (b)

,.UID

Fonte: DEaD | IFCE

3. Trace o circulo A de centro M eraio MO (figura 122, (a)).
4. Marque os pontos 4 e B onde o circulo A intersecta o circulo I . As retas
PA e PB sdo tangentes ao circulo I' (figura 122, (b)).
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Figura 122 - O circulo A intersecta o circulo I' nos pontos de tangéncia 4 e B
(a) (b)
A

Fonte: DEaD | IFCE

Vamos justificar porque a constru¢do acima funciona. Como PO é didametro de
A, os triangulos APO e BOP estdo inscritos em semicirculos, logo sdo retangulos,
pelo Corolario 6.1. Em particular, as retas P4 e PB sdo perpendiculares aos raios O4
e OB, respectivamente, logo, pelo Teorema 6.3, sdo tangentes ao circulo I".

A seguir, definiremos a importante nocao de arco capaz.

Sejam A4 e B dois pontos sobre um circulo I'. Todos os angulos ZAPB, com
P pertencente ao arco AB, tém a mesma medida (Teorema 6.3). Chamamos o
arco AB de arco capaz do dngulo @ sobre o segmento AB (figura 123).

Figura 123 — Arco capaz do angulo @ sobre o segmento AB

P

Fonte: DEaD | IFCE
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Para todo ponto P do arco capaz, o angulo ZAPB tem medida constante

igual a €. Se um ponto () pertence ao outro arco do circulo, B4, entdo

ZBQOA=180"—-ZAPB.

Pelo Coroldrio 6.1, 0 arco capaz de um angulo de 90" sobre o segmento 4B é o
semicirculo de diametro AB .

A seguir, vamos construir o arco capaz de um angulo 6 dado sobre um
segmento AB dado.

Exemplo 6 Dado um angulo @ e um segmento AB (figura 124, (a)), construa o arco
capaz de @ sobre AB.

A construcdo do arco capaz pode ser feita, seguindo-se os passos abaixo:

1. Construa a mediatriz m do segmento AB (figura 124, (b)).
2. Determine o ponto C tal que LABC =@ (figura 125, (a)).

Figura 124 — Um angulo € e um segmento AB , com a sua mediatriz m

(@) (b)

pd pd

Fonte: DEaD | IFCE

3. Construaareta ¢ passando por B e perpendiculara BC (figura 125 (b)).
4. Determine o ponto O de interseccdo entre m e t (figura 125, (b)).
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Figura 125 — Transporte do angulo @ para o ponto B e construcdo da perpendiculara BC

€)) (b)

yd i ’
B “m 4 B — @Sl

C t C |m

Fonte: DEaD | IFCE

5. Com o compasso centrado em O e abertura OA, trace o arco AB . Este é o
arco capaz de @ sobre AB (figura 126).

Figura 126 — O arco capaz de @ sobre AB

s

Fonte: DEaD | IFCE

Com a construcao do arco capaz, encerramos nosso topico e nossa aula 6.
Esperamos que vocé tenha gostado de trabalhar com os lugares geométricos e
compreendido a sua grande utilidade pararesolver problemas envolvendo construcoes
comrégua e compasso, e também tenha se divertido com os angulos centrais e inscritos
no circulo e a no¢ao de arco capaz.

Tenho certeza de que vocé também gostard muito da préxima aula, em que
estudaremos uma importantissima ferramenta: a semelhanca de triangulos.
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1. Mostre queasbissetrizes dosangulosformados porduasretas concorrentes
sdo retas perpendiculares entre si.

Figura 127 — Bissetrizes dos angulos formados por duas retas concorrentes

Fonte: DEaD | IFCE

2. Verifique o Teorema 6.2 parao casoemqueotriangulo ABC é obtusangulo.

7

3. A medida de um arco de circulo é a medida do angulo central que o

compreende. Seja @ = ZCPD um angulo cujo vértice P é exterior ao
CD- AB

circulo I (figura 126). Verifique que 8 = >

Figura 128 — O angulo € determina os arcos AB e CD sobre o circulo

P

Fonte: DEaD | IFCE
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. Justifique a seguinte afirmacdo, feita no texto: se 4 e B sdo pontos em

. Considere um segmento de reta 4B . Construa um tridangulo ABC que

. Na demonstracao do Teorema 6.3, usamos o fato, intuitivamente claro,

um circulo, P é um pontonoarco 4B e Q éum pontonoarco B4, entdo

ZAPB+ ZAQB =180".

tenhaumlado congruentea AB ,alturarelativaaolado 4B iguala metade
de AB etal que ZACB mega 60°.

que uma reta que “entra” em um circulo também deve “sair” desse circulo
e, consequentemente, de intersectar a circunferéncia desse circulo em
dois pontos. Demonstre esse fato. Sugestdo: considere um triangulo onde
o circulo esta inscrito e use o axioma de Pasch para esse triangulo.

Pratique
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Aula 7

Semelhanca de tridngulos:
conceitos e aplicacées

Caro(a) aluno(a),

A

Chegamos a nossa sétima aula, em que estudaremos um assunto muito
importante: semelhanga de triangulos. A semelhanca é uma ferramenta bastante
util para calcular distancias entre pontos inacessiveis ou o tamanho de objetos muito
grandes. Por exemplo, hd uma antiga histdria que conta como o pensador grego Tales
de Mileto calculou a altura da grande piramide de Quéops, no Egito, usando apenas
um bastdo e a luz do sol. O matemdtico e astrénomo grego Aristarco de Samos (310 -
230 a.C.) mostrou, usando semelhanga de triangulos, que o Sol estd mais distante da
Terra do que a Lua, e que o Sol é maior do que a Terra, o que o levou a considerar a
possibilidade de o nosso planeta, por ser menor do que o Sol, girar em torno deste,
sendo o primeiro astronomo a defender o sistema heliocéntrico.

A semelhanca de triangulos é a base do que hoje chamamos de trigonometria.
Nao desenvolveremos aqui as ideias desta parte da geometria, mas definiremos o que
€ 0 seno e o cosseno de um angulo agudo e calcularemos essas razdes trigonométricas
para alguns angulos notdveis. Também estabeleceremos a conexdao entre a
trigonometria e o Teorema de Ptolomeu, com o qual deduziremos a férmula para o
seno da soma de dois angulos.

Objetivos

= Estudar o Teorema de Tales, no caso comensurdvel e no caso incomensuravel
= Estudar a nocao de semelhanga entre triangulos e suas aplicacdes

* Calcular o seno e o cosseno de alguns angulos notdveis
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Topico 1

Semelhanca de tridngulos

OBJETIVOS

= Estudar o Teorema de Tales

= Reconhecer os vdérios casos de semelhanga de triangulos

Neste tdpico, vamos estudar certas relacbes entre medidas de segmentos.
Vamos iniciar relembrando o que sdao segmentos de reta comensurdveis, assunto que
estudamos no final da Aula 2. Faremos isso porque a demonstracao do Teorema 7.1
exige que lidemos com segmentos ndo necessariamente comensuraveis.

Dois segmentos de reta AB e UV sdo ditos comensuraveis, se existe um
segmento XY que, quando escolhido como unidade de medida, faz com que
AB e UV tenham medidas inteiras. Mais precisamente, é possivel colocar lado a
lado um nimero inteiro m de cépias de XY, obtendo-se AB, e um nimero inteiro
n de cépias de XY, obtendo-se UV (figura 12, Aula 2).

Neste caso, como j& verificamos na Aula 2, a razdo entre as medidas dos
segmentos AB e UV é um nimero racional:
m

AB
Uy n

Também na Aula 2, vimos que podem existir segmentos de reta ndo
comensurdveis, ou incomensurdveis, que sao aqueles que nao admitem medidas inteiras
para uma mesma unidade XY . Neste caso, a razdo entre suas medidas ndo é um
nudmero racional. Por exemplo, a diagonal de um quadrado e o seu lado sao segmentos

incomensuraveis (figura 13, Aula 2).
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Tales de Mileto (623-546 a.C.) foi um filésofo, matematico, o ‘
astrénomo grego. E considerado o primeiro filésofo ocidental @
e um dos sete sabios da Grécia Antiga. Segundo o historiador
grego Herddoto, Tales previu um eclipse em 585 a.C. Além do
teorema que leva seu nome, Tales também descobriu o caso ALA de congruéncia
e que os angulos da base de um triangulo isdsceles sdao iguais, resultados
que apareceriam mais tarde nos Elementos de Euclides. Hd uma histéria, nao
comprovada, de que Tales teria determinado a altura da grande piramide de

Quéops, no Egito, usando apenas uma estaca fincada no chao.
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A base do nosso estudo sobre semelhanca de triangulos é um importante
resultado, desenvolvido pelo pensador grego Tales de Mileto. Este resultado, que leva
o nome do famoso sabio, serd enunciado a seguir.

Teorema 7.1 (Teorema de Tales) Sejam 7, s e ¢ trés retas
paralelas, e sejam u e v duas transversais que determinam
sobre as retas 7, s e t os pontos 4,B,C e D,E,F,
respectivamente (figura 129). Entdo

i _DE
BC EF

Figura 129 — Trés retas paralelas 7, S e ¢, cortadas por duas transversais u e v

B E s
C F t
u 1%

Fonte: DEaD | IFCE
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A demonstracao do Teorema de Tales pode ser dividida em dois casos: 0 caso em
que os segmentos AB e BC sdo comensuraveis e 0 caso em que esses segmentos ndo
sdo comensuraveis.

Demonstra¢do do Teorema 7.1(caso em que os segmentos sdo comensuraveis): Vamos
supor, primeiro, que AB e BC sdo comensuraveis. Isso significa que

_m

n

oo
2l

onde m e nsdo nimeros inteiros positivos. Podemos, entdo, dividir 4B em m segmentos
e BC em n segmentos, todos congruentes a um segmento XY. Por cada um dos pontos

A,4,,...,4,.,, que realizam essa divisdo, tragamos retas paralelas a r, s e t. Essas

retas encontramaretavem pontos D,,D,,...,D, ., que dividem os segmentos DE e
EF, como na figura 130.

Figura 130 - Divisdo dos segmentos AB, BC, DE e EF em partes iguais
D

Fonte: DEaD | IFCE

Por cada um dos pontos D,,D,,...,D situados sobre a reta v,

S m+n?

tracemos retas paralelas a u. Essas retas determinam paralelogramos AA4 DD,

AA4,D,D,,...,A, AD, D

m+n"— m+n—1

(os dois primeiros desses paralelogramos estdo

tracejados na figura 130). Os triangulos DD,D,, D,D,D,,...,D,. D . D, _ sio

m+n—1

todos congruentes. Vamos demonstrar isso para os dois primeiros triangulos,
DD,D,e D,D,D,, que aparecem em destaque na figura 130, a direita. Notemos
que £D,DD, = /D,D,D,, pois esses angulos sio correspondentes, determinados

pelas retas paralelas DD e D,D, e pela transversal DD, . Essa mesma transversal
determinajuntamente comasretas paralelas DD, e D, D, osangulos correspondentes
/D,D,D = £D,D, D, . Assim, os &ngulos DD,D, e D,D,D, também s3o congruentes.
Como DD, = XY = D,D,, os triangulos DD, D, e D,D,D, s3o congruentes, pelo caso
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ALA de congruéncia de triangulos. De modo andlogo, podemos concluir que os demais
triangulos também sdo congruentes.

Portanto, os pontos D,,D,,...,D, ., dividem os segmentos DEe EFemmen

> = m+n?

segmentos congruentes a DD, respectivamente. Sendo assim, temos DE =m- DD,

e ﬁ=n-DD1 . Logo,
DE m

EF n

o |
Zls

Isso demonstra o resultado para o caso em que os segmentos AB e BC sado
comensuraveis.

o Ma/s Antes de demonstrar o teorema

'éo *  Eudoxo de Cnido para 0 caso em que 0s segmentos
“ foi um matemdtico, AB e BC sdo incomensuraveis,
astrénomo e filosofo vamos exibir o Principio de Eudoxo e

grego, que viveu explicar como funciona o Método da

de 408 a 355 a.C, Exaustdo, pois essa serd a ferramenta

tendo sido contemporaneo de Platdo e
Aristételes na academia de Atenas. Sua
teoria das propor¢des ocupa o livro V
dos Elementos de Euclides.

que usaremos na segunda parte da
demonstracao. O Principio de Eudoxo
afirma que existem numeros naturais

arbitrariamente grandes, ou seja

(Principio de Eudoxo) Para qualquer nimero real x, existe um ndimero natural
n,talque x<n.

Uma afirmagdo equivalente ao Principio de Eudoxo € a seguinte:

(Principio de Arquimedes) Dados dois nimeros reais positivos A e B, existe
um ndmero natural #n,talque n- 4> B.

O Principio de Eudoxo segue do Principio de Arquimedes, fazendo-se 4=1 e
B = x . Reciprocamente, supondo que vale o Principio de Eudoxo, vamos mostrar que
vale o Principio de Arquimedes. Como 4 e B sdo nimeros reais e positivos, Z éum
ndmero real positivo, logo, pelo Principio de Eudoxo, existe um ndmero natural 7, tal

que Z<n eissoimplicaque n- 4> B.
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Do principio de Eudoxo, segue o resultado abaixo:

Proposicao 7.1 (Densidade dos racionais nos reais)
Dados dois niimeros reais a <b, existe um ndmero
racional 7, talque a<r<b.

1 .
Demonstracdo: De fato, como a<b, a fragdo b € um numero real positivo.
—-a
Pelo Principio de Eudoxo, existe um numero natural m tal que <m,
1 o . 1
ou seja, —<b—a. Agora, usando o Principio de Arquimedes, com A4=—
m m

e B=a, vemos que existe um nimero natural n, tal que n-—>a, ou seja,
m

existe um ndmero racional — > a. Escolha o menor nimero natural n com essa
m

1 1 1
propriedade, ou seja, n-—>a, mas (n—l)-—Sa. Como —<b—a, temos que
m m
1 1
ﬂ:(n—l)-—+—£a+—<a+(b—a):b. Com isso, demonstramos que o
m m m m

ndmero racional » = — satisfaz a<r<b. R
m

7

Arquimedes de Siracusa, matemdtico, fisico, engenheiro,
astrénomo einventor grego, nasceuem287a.C. e é considerado
um dos grandes sabios da antiguidade. Ficou famoso por usar
suas engenhosas invencdes para deter o cerco romano a
Siracusa. Mas o general romano Marcelo acabou invadindo a
cidade, e Arquimedes foi morto por um soldado romano, em 212 a.C., aos 75 anos.
Para mais informacdes, veja https://www.youtube.com/watch?v=A1JIqwxxoGY.

(N

O resultado a seguir é a ferramenta que usaremos para lidar com o caso
incomensurdvel na demonstracdo do Teorema de Tales.

Lema 7.1 (Teorema da Comparacdo) Sejam x e y dois
ndmeros reais. Suponha que

(1) Todo niimero racional menor do que x também é menor
do que y.

(2) Todo nimero racional menor do que y também é menor
do que x.

Entdo x=y.
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Demonstracao do Lema: Mostraremos que ndo podemos ter x <y enem x> ). Se
x fosse menor do que y, pela densidade dos racionais nos reais, existiria um ndmero
racional 7, tal que x <r < y.Logo o nimero racional r seria menor do que y, mas
ndo seria menor do que x, entrando em contradi¢cdo com a hipdtese (2). Da mesma
forma, se y fosse menor do que x, a densidade dos racionais nos reais garantiria a
existéncia de um ndmero racional s, talque y <s < x,logo, s seriamenordo que x,

mas ndo seria menor do que y, entrando em contradicdo com a hipdtese (1). m

O Método da Exaustdo consiste em usar o Lema 7.1 para mostrar que duas
grandezas sao iguais. Faremos isso para demonstrar o Teorema de Tales no caso em
que os segmentos AB e BC sdo incomensuraveis.

Demonstracdao do Teorema 7.1 (caso em que os segmentos sdo incomensuraveis):

Suponhamos que AB e BC (figura 129) sejam segmentos de reta incomensuraveis,

AB m
—— ndo é um numero racional. Seja » =— um ndmero racional menor

ou seja, que —
BC n

AB
do que B=C Suponha que o segmento AB foidividido em m segmentos congruentes

a XY, de modo que AB=m-XY . Sobre o segmento BC, considere pontos

B,,B,,B,,...,B, sobre a reta u, tais que BB, =BB,=---=B, |B, =XY . Entdo
—  — AB _m-XY
BB, =k-XY e 22 AL M kazendo k= n, obtemos um ponto B, sobre a
BB, k-XY k
AB AB AB _ AB — =
reta u tal que =:ﬂ. Como ﬂ<—,temos que == <=, logo BB, > BC.
BB, n n BC BB, BC

n

Isso significaque B * C * B (figura 131).
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Figura 131 - Os segmentos BB, = BB, =---=B,_|B,,comoponto B, apés C

Fonte: DEaD | IFCE

Pelos pontos 4,,4,,...,4, ,, que dividem o segmento 4B em m segmentos

AA = AA,=---=A4, ,B=XY ,tracemos retas paralelas a r (figura 132). Essas retas
encontram areta v nos pontos D,,D,,...,D, ,.De acordo com o caso comensuravel

do Teorema de Tales, que ja demonstramos, esses pontos dividem o segmento DE

em m partes congruentes a DD, . Logo, DE =m-DD, .

Am—l

Figura 132 - Retas paralelas a 7 passando pelos pontos 4,,...,

determinam sobre areta v os pontos D,,...,D, |
u 1%
r A D
Al

Al D,
\

A3

m-1 D, .,
s B \\E

Fonte: DEaD | IFCE
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Pelos pontos B,,...,B, tracemosretas paralelasa s (ea f)que encontramareta

v nos pontos E|,...,E (figura133). Pelo caso comensuravel do Teorema de Tales, os
segmentos EE|,E\E,,...,E,_|E, sdotodos congruentesa DD,,logo EE =n-DD,.
Figura 133 — Retas paralelasa s passando pelos pontos B,,..., B, |

determinam sobre areta v os pontos £,..., E

n-1

s B_/ \E

Fonte: DEaD | IFCE

Como areta B E, é paralelaareta ¢, 0 ponto F deve estarentre £ e E , do
contrario, E

n

_, e E_ estariam em um mesmo semiplano, dos determinados pela reta

t e,como B, e E estdo em semiplanos opostos, isso obrigariaareta B £ aterum

ponto em comum com a reta ¢. Portanto, EF < EE, e, dali,

DE _DE _m-DD _m

EF EE, n-DD, n

m AB _ m DFE
Acabamos de mostrar que, se ¥ = — < ==, entdo r = — < —=.De modo totalmente
n BC n EF

DE
andlogo, podemos mostrar que todo ndmero racional menor do que —= também é
EF

AB AB DE )
——. Pelo Lema 7.1, temos —= = == como queriamos demonstrar. g

menor do que
BC BC EF

Como primeira aplicagao do Teorema de Tales, vamos explicar como é possivel
realizar, usando régua e compasso, a divisdo de um segmento dado em um nimero
finito qualquer de segmentos congruentes.

Problema 1 Usando régua e compasso, dividir um segmento dado em um
ndmero finito n de segmentos, todos congruentes.
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Solucdo: Seja AB um segmento de reta dado e n € N o niimero de partes em que
queremos dividir este segmento. Trace uma semirreta s por um dos extremos do
segmento, o ponto 4 digamos (figura 134, (a)). Usando o compasso, com abertura
arbitrdria e fixada, marque n pontos 4,,4,,...,4, sobre a semirreta s. Na figura 134,
(b), n=6.

Figura 134 — Trés etapas da solucdo do problema 1

B

£S5

(a)

Fonte: DEaD | IFCE

Considere a reta A4,B. Trace as retas que passam por 4,4,,...,4,, e séo
paralelasa A4, B. Essas retas intersectam o segmento 4B nos pontos B,,B,,...,B, ,,

n—

respectivamente (veja a figura 134 (c), onde n=6).

AB, BB, B,B, B B _
PeloTeoremadeTales, = = = ... ==—=—= .Como,porconstrucao,
AAI Al A2 A2 A3 An —1“"n
AA = AA, =A,A4,=---=A4,_A, ,temos que AB,=BB,=B,B,=---=B _|B, , ou
seja, os pontos B,,B,,...,B, dividem o segmento AB em n partes iguais. [ ]

A seguir, definiremos a nogao central desta aula, que € a de semelhanca de
triangulos.
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Dizemos que dois triangulos ABC e A'B'C' sdo semelhantes e escrevemos
AABC ~AA'B'C' se existe uma correspondéncia entre seus vértices
A A', B> B', C<>C' de modo que os angulos internos associados
por essa correspondéncia sdo congruentes, ou seja, LCAB=/ZC'A'B',
ZABC=ZA'B'C'e LBCA=ZB'C'A"' (figura 135).

Figura 135 - Os triangulos ABC e A'B'C"' s&o semelhantes
I

164

B C B’ c'

Fonte: DEaD | IFCE

Em tridngulos semelhantes, os lados opostos aos angulos congruentes sao
chamados lados correspondentes (ou homélogos). Assim, nos triangulos semelhantes
ABC e A'B'C', o lado AB ¢é correspondente ao lado A4'B', o lado AC ¢
correspondente ao lado A'C',eolado BC é correspondente aolado B'C".

O resultado a seguir estabelece uma relagdo métrica entre os lados
correspondentes de dois triangulos semelhantes.

Teorema 7.2 Se dois tridngulos ABC e A'B'C' sédo
semelhantes, entao

AB _ AC _ BC _k (7.1)

A'B' A'C'" B'C'
O ndmero k é chamado razdo de semelhan¢a entre os
triangulos ABC e A'B'C".

Demonstracdo: Se 4B = A'B', entdo os triangulos ABC e A'B'C' sdo congruentes
pelo caso ALA. Da congruéncia segue que AC=A'C' e BC=B'C' e, portanto,
vale (7.1) com k =1. Vamos supor que AB < A'B'. Precisamos demonstrar apenas
este caso, pois o outro caso, AB > A'B', é similar. Seja B" um ponto sobre o lado
A'B', tal que A'B"= AB (figura 136). Trace pelo ponto B" a reta paralelaa B'C,
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que encontra o lado 4'C' no ponto C". Os angulos ZA'B'C' e LA'B"C" sao
correspondentes, logo sao congruentes.

Figura 136 - Os triangulos ABC e A'B"C" sdo congruentes
AI

BII CII

B C B’ D o

Fonte: DEaD | IFCE

Pelo caso ALA, os triangulos ABC e A'B"C" sdo congruentes. Em particular,
A'C"=AC.

Asretas A'B' e A'C' sdo transversais as retas paralelas B'C' e B"C", logo

podemos aplicar o Teorema de Tales para concluirmos que

VBI! AI Cll

'

Invertendo as fra¢des na igualdade acima e somando 1 em ambos os membros,
obtemos

B"'B" C"C' B'B c'C' B'B'+A4'B" C"C'+4'C"
= = +1= +1= =

A!B" AlC" A!B" _AIC" AlB" AlC"

De onde concluimos que

AB _AC
IC”

A’B”

N

e,como AB=A'B" e AC=A'C", obtemos a igualdade

A5 _AC
AB AC
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Trace,peloponto C",umaretaparalelaaolado 4'B',edetermineoponto D em
que essa reta encontra o lado B'C' do triangulo A'B'C" (figura 136). O quadrildtero
B"B'DC" é um paralelogramo e B'D=B"C". Da congruéncia AABC=AA'B"C"
segue que B"C" = BC,logo B'D = BC . Podemos, ent&o, repetir o argumento acima,
usando o Teorema de Tales paraasretas C'A4' e C'B’, transversais as retas paralelas

A'B' e C"D, para concluirmos que

I

BC_AT

BC A4

a

Das igualdades (7.2) e (7.3) segue o resultado que queriamos demonstrar. m

Assim como a relacdao de congruéncia, a relagdo de semelhanca entre dois
triangulos pode ser deduzida a partir de informagdes sobre as relagdes entre lados ou
angulos desses dois triangulos. Por analogia com a rela¢do de congruéncia, temos os
casos de semelhanca de triangulos.

Caso Angulo - Angulo (AA): Se dois tridngulos tém ordenadamente dois angulos
congruentes, entao eles sao semelhantes.

Sejam dois triangulos ABC e A'B'C', com dois angulos correspondentes
congruentes, por exemplo, ZCAB=/ZC'4A'B' e ZABC=/4"'B'C"'. Como a soma
dos angulos internos de um triangulo mede 180°, se dois angulos de A4BC s&o
congruentes a dois angulos de A4'B'C', ent&o o terceiro angulo do triangulo 4BC
é congruente ao terceiro angulo de 4'B'C". Pela defini¢do, esses dois triangulos sdo
semelhantes.

A seguir, exibiremos um caso de congruéncia de triangulos vdlido apenas para
triangulos retangulos e, por isso, chamado de caso especial.

Figura 137 — Caso especial de congruéncia de triangulos

C '

o o
A B A’ B’

Fonte: DEaD | IFCE
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Caso especial de congruéncia de triangulos: Sejam ABC e A'B'C', dois
triangulos retangulos, com ZCAB e ZC'A'B' retos. Se BC=B'C' e
ZABC = ZA'B'C",entdo AABC =AA'B'C' (figura137).

De fato, neste caso os triangulos sdo semelhantes, pelo caso AA de semelhanca
de triangulos. Da semelhanga, temos que ZACB = ZA4'C'B'. Além disso, arazdo de
semelhanca é igual a 1, pois as hipotenusas coincidem. Dessa forma, do Teorema 7.2,
concluimos que AB=A'B' e AC=A4'C".Logo AABC=AA'B'C".

O préximo caso é a reciproca do Teorema 7.2.

Caso Lado - Lado - Lado (LLL): Se dois tridngulos tém os lados correspondentes
proporcionais, entdo eles sao semelhantes.

Figura 138 — O caso LLL de semelhanca de triangulos

C

CI

A’ B’
Fonte: DEaD | IFCE

Queremos mostrar que, se os lados dos triangulos ABC e A'B'C' satisfazem

AB AC BC

as igualdades = = =k , entdo AABC ~AA'B'C'. Para isso,
A'B' A'C' B'C'

consideremos um ponto D sobre o lado AB do triangulo ABC, escolhido de

modo que AB=k-AD (figura 138). Como, por hipdtese, AB = k-A'B', temos que
k-E:k-A'B',ouseja, AD=A'B".

Areta que passa por D, e é paralela ao lado BC do triangulo ABC, intersecta

o lado AC no ponto E. Pelo caso de semelhanca AA, temos A4ABC ~AADE .

AC AB
Pelo Teorema 7.2, — =—==k. Como estamos supondo que —— =k, temos:
AE AD A'C'

k-AE=AC=k-A'C' eisso implica que AE=A'C".
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Areta que passa por D, e é paralelaao lado AC, encontra o lado BC no ponto

F (figura 138). O quadrildtero CEDF ¢ um paralelogramo, de modo que DE = FC.

BC AB — — —

Como AADE ~AABC, temos —==——==k. Logo, BC=k-FC=k-DE.
. _F¥K 4

Novamente por hipétese, BC =k-B'C'.Assim, k- DE = BC =k -B'C" eissoimplica

que DE=B'C'.

Pelo caso LLL de congruéncia de triangulos, os triangulos 4'B'C' e ADE sdo
congruentes. Em particular, ZB'C'A'= Z/DEA= Z/BCA e ZC'A'B'= LZEAD = ZCAB.
Novamente, pelo caso AA de semelhancga de triangulos, os triangulos ABC e A'B'C'
sao semelhantes.

Com o Teorema 7.2 e o0 caso LLL de semelhanga de triangulos, estabelecemos
uma equivaléncia entre um fen6meno geométrico, a semelhanca de tridangulos, e um
aritmético, a proporcionalidade das medidas dos lados.

A razdo de semelhanca k #0 mede o tamanho relativo dos dois triangulos.
Se |k| <1, entdo E<W, AC< A'C' e B_C<B'—C', ou seja, o triangulo ABC
é menor que o triangulo 4'B'C'. Se |k| >1, o mesmo argumento mostra que o
triangulo ABC é maior que o triangulo 4'B'C". Se |k| =1, os lados correspondentes
tém as mesmas medidas, logo sdao congruentes e, pelo caso LLL de congruéncia, os

triangulos ABC e A'B'C' sdo congruentes.

Se arazdo de semelhanca for negativa (figura 139), entdo um dos tridngulos terd
orientagdo contraria a do outro triangulo. Isso significa que, se os vértices do triangulo
ABC forem percorridos no sentido anti-hordrio, entdo os vértices correspondentes
do triangulo A'B'C" serdo percorridos no sentido horario (veja a figura 139).

Figura 139 — Se a razdo de semelhanga entre dois triangulos
é negativa, eles tém orientacdes contrdrias

Fonte: DEaD | IFCE
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Caso Lado - Angulo - Lado (LAL) Se dois triangulos
tém dois lados correspondentes ordenadamente
proporcionais, e os angulos compreendidos entre
esses lados sdo congruentes, entdo os triangulos sao
semelhantes.

Considere dois triangulos ABC e A'B'C', com ZLCAB=/ZC'A'B' e
AC _ 4B
——=——=k. Queremos mostrar que AABC ~AA'B'C'. De fato, assim
A'C'" A'B'
como no caso LLL, podemos considerar um ponto D sobre o lado 4B, de modo
que AB=k-AD (vamos usar novamente a figura 138 como referéncia). A reta,
passando pelo ponto D e paralela ao lado BC, intersecta o lado AC no ponto

E (figura 139). Assim como fizemos no caso LLL, podemos usar o Teorema de

Tales para concluir que AC=k-AE. Por hipdtese, temos que AB=k-A'B' e

AC=k-A'C'. Assim, AD=A'B' e AE=A'C"'. Como AD=A'B', AE=A'C'
e LEAD=/ZCAB=/ZC"'A'B', os triangulos ADE e A'B'C' sdo congruentes.
Em particular, ZA'C'B'= ZAED = ZACB, essa Ultima congruéncia sendo vélida
porque os angulos sdo correspondentes. Portanto, pelo caso AA de semelhanca,

AABC ~A4A'B'C".

Com isso concluimos nosso primeiro tépico, em que apresentamos o Teorema
de Tales, sobre o qual se baseia a nocao de semelhanca de triangulos, e estudamos os
casos de semelhanca de triangulos: AA, LLL e LAL. Eles serao usados como ferramentas

para, no tépico a seguir, obtermos varios resultados métricos importantes.
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Topico 2

Aplicacées da semelhanca
de triangulos

OBJETIVOS

* Estudar relagdes métricas em triangulos e circulos, decorrentes da
no¢ao de semelhanca de triangulos

= Reconhecer as razfes trigonométricas seno e cosseno

Neste tdpico vamos estudar algumas aplicacbes relevantes da nocdo de
semelhanga de triangulos, como as rela¢6es métricas em triangulos e circulos. Em
particular, apresentaremos as demonstracbes dos Teoremas de Pitagoras e de
Ptolomeu. Também estudaremos as no¢des de seno e cosseno e algumas de suas
propriedades basicas, explicando como essas propriedades se relacionam com os
teoremas de Pitagoras e de Ptolomeu. Calcularemos o seno e o cosseno de angulos
notaveis: 30°,45°,60° e, usando o “triangulo dureo”, obteremos cos72°, o que
permite o cdlculo das razdes trigonométricas de toda uma nova familia de angulos:
18°,36°,54°,72°, etc.

O primeiro resultado que estudaremos é uma aplicacdo direta do Teorema
de Tales e é geralmente apresentado como um par de resultados independentes,
chamados Teorema da Bissetriz Interna e Teorema da Bissetriz Externa. Preferimos aqui
seguir a referéncia de Caminha, 2012, que apresenta os dois resultados em conjunto,
chamando-os simplesmente de Teorema da Bissetriz.

Lembremos que a bissetriz de um angulo interno de um triangulo é chamada
de bissetriz interna desse triangulo. A bissetriz de um angulo externo de um triangulo
é chamada bissetriz externa desse triangulo. Dessa forma, cada triangulo tem trés
bissetrizes internas e trés bissetrizes externas. Cada bissetriz interna de um triangulo
intersecta olado oposto, determinando segmentos sobre esselado. O Teorema 7.3 afirma
que esses segmentos sao proporcionais aos lados do triangulo adjacentes ao angulo ao
qual corresponde a bissetriz. Se a bissetriz externa também corta o lado oposto, entao
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ela determina, sobre o prolongamento deste lado, segmentos proporcionais aos lados
do triangulo adjacentes ao vértice de onde parte a bissetriz externa.

Teorema 7.3 (Teorema da Bissetriz) Em um triangulo ABC,
denotemos a=BC, b=AC e ¢=AB. Vamos supor que b#c.
Seja D o ponto deintersec¢do dolado BC com a bissetriz o angulo
interno ZBAC , eseja E o ponto deinterseccdao do prolongamento
dolado BC com a bissetriz do angulo externo no vértice 4 (figura

140). Usando a notac¢do EB = D, BD=me DC=n , temos:

m c p
—=—= 7.4
n b p+a ( )
Além disso,
ac ab ac ab
= = = ==——7Fr 7.5
" b+c’n b+c’ P |b—c’ e |b—c| ( )

Figura 140 — O teorema da bissetriz

o INA
0 Ta\¢
b
C
E p pi m D n C

Fonte: DEaD | IFCE

Demonstrac¢do: Trace pelo ponto B areta paralelaa AE, que intersecta o lado AC
no ponto H (figura141). Note que 8 = LZEAB = ZABH , pois sdo alternos internos, e
Z/AHB = ZFAE = @, pois sdo correspondentes. Logo, ZABH = ZAHB e o triangulo
AHB é isésceles, com AH=AB=c.
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P

c
Figura141—- ABH éisésceles. Pelo Teorema de Tales, — =

pta

172 E

Fonte: DEaD | IFCE

CA CE b a+p

Pelo Teorema de Tales, A_ =—,isto é, —= (essa é uma forma um
H

EB c p

pouco diferente do Teorema de Tales. Veja o exercicio 3).

b n
Figura 142 — Pelo Teorema de Tales, — = —
C m
Cc
A
b
B m D n C

Fonte: DEaD | IFCE

A figura 142 ilustra uma situa¢do analoga a anterior: pelo ponto B, trace areta
paralelaa AD, que intersecta o prolongamento do lado CA no ponto J . Os angulos
ZBJA e ZDAC sao correspondentes e os angulos ZJBA e ZBAD sao alternos
internos, logo, ZBJA=ZDAC = ZBAD = ZJBA. Isso mostra que o triangulo ABJ
é isdsceles, com AJ = AB =c. Do Teorema de Tales, segue entdo que é =T, Com

c m
isso, mostramos que sdo validas as igualdades em (7.4).
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As igualdades em (7.5) seguem de (7.4) e da igualdade m +n = a . Por exemplo,

n b n b . a m+n b+c
de (7.4), temos que —=—, logo —+1=—+1, ou seja, — = = , logo
m c m c m m c

, que é a primeira igualdade em (7.5). Deixaremos as outras igualdades de

ac

b+c
(7.5) como exercicio para vocé. m

m =

Vamos agora exibir nossa primeira demonstracao do Teorema de Pitdgoras. Na
aula 8, estudaremos outra demonstracao, a que Euclides exibe nos Elementos.

Teorema 7.4 (Pitagoras) Seja ABC um triangulo retangulo, com

ZBAC reto. Se a=R, b=AC e C=E,ent§o

a’=b+c
ou seja, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados

dos catetos.

Demonstracdo: Seja AD a altura relativa a hipotenusa BC do tridangulo ABC.
Denotemos, como na figura 143, AB=c, AC=b, BC=a, BD=n, CD=m e
AD=h.

Figura 143 — Um triangulo retangulo e a altura relativa a hipotenusa

A ¢ B

Fonte: DEaD | IFCE

A soma dos angulos internos em um triangulo € igual a dois angulos retos.
Como um dos angulos internos de ABC ¢é reto, a soma dos outros dois angulos
internos é igual a um angulo reto, ou seja, os angulos f=ZABC e y = ZACB s&o
complementares.
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Como AD é perpendicular a BC, ABD e ACD também sdo retangulos e
ambos tém dois angulos internos congruentes a angulos internos de ABC . Pelo caso
de semelhanca AA, os triangulos ABC, DBA e DAC sao semelhantes. Pelo Teorema

7.2, temos:
AABC ~ADBA=<="
a c
b m
ADAC ~A4BC = —=—
a b
]74 Das igualdades acima, segue que c*=an e b*>=am. Somando termo a termo,

2 2 2 ;
obtemos b +c¢” =am+an= a(m + n) =a-a=a ,como queriamos demonstrar. &

Das semelhancas ADBA ~ AABC e ADAC ~ AABC, podemos deduzir vérias
relagdes entre as medidas dos lados, da altura relativa a hipotenusa e dos segmentos
BD e CD, determinados pela altura sobre a hipotenusa. Essas relacbes sdo chamadas
relag6es métricas no tridngulo retangulo (veja o exercicio 5).

Na Aula 5 estudamos quadrilateros e, na Aula 6, vimos algumas propriedades
dos angulos inscritos em circulos. A seguir, usaremos a no¢ao de angulo inscrito em um
circulo para caracterizar os quadrildteros que podem ser inscritos em um circulo.

Dizemos que um quadrildtero ABCD esta inscrito
em um circulo I', se seus quatro vértices pertencem a
esse circulo. Também dizemos que os pontos 4,B8,C
e D sdo cociclicos.

Notemos que, embora por trés pontos nao colineares sempre passe um unico
circulo, quatro pontos ndo colineares podem ser ndao cociclicos, ou seja, nem todo
quadrilatero pode ser inscrito em um circulo.

Um quadrildtero ABCD que pode ser inscrito em um
circulo é chamado quadrilatero inscritivel (figura 144).
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Figura 144 — Em um quadrilatero inscritivel, angulos internos opostos
sdo suplementares: ¢+ y = f+ 0 =180’

Fonte: DEaD | IFCE

A seguir, obteremos um critério para que um quadrilatero seja inscritivel.

7

Proposicao 7.2 Um quadrildtero € inscritivel se, e
somente se, angulos opostos sdo suplementares, isto
é, suas medidas tém somas iguais a 180” (figura 144).

Demonstragdo: De fato, em um quadrildtero ABCD inscrito em um circulo I', angulos
opostos determinam arcos cuja soma é 360°. Como esses angulos sdo inscritos em T,
cada um deles mede metade do arco determinado sobre I'. Isso mostra que se um
quadrildtero é inscritivel, seus angulos opostos sao suplementares. A reciproca desta
afirmacdo é o exercicio 6. B

A importante propriedade dos quadrildteros inscritiveis que vamos estudar a
seguir foi obtida pelo matematico e astrénomo grego Cldudio Ptolomeu, sobre o qual
ja falamos na Aula 4.

Teorema 7.5 (Ptolomeu) Se um quadrildtero ABCD é inscritivel,
entdo a soma dos produtos dos seus lados opostos é igual ao
produto de suas diagonais (figura 145). Em simbolos:

AB-CD+BC-DA= AC-BD
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Figura 145 — Um quadrilatero inscrito em um circulo, e suas diagonais

D

Fonte: DEaD | IFCE

Demonstra¢do: Construa o angulo Z4DE , congruente ao angulo ZBDC (figura
146). Os angulos ZABD e ZACD s&o inscritos e determinam o mesmo arco, logo sdo
congruentes pelo Teorema 6.5. O mesmo ocorre para os angulos ZDAC e ZDBC.
Por construcdo, LADE = ZBDC, logo, os triangulos AED e BCD sao semelhantes
pelo caso AA. Também temos £ADB = ZADE + ZEDB = ZEDB + Z/BDC = ZEDC.
Assim, AABD ~ AECD também pelo caso AA de semelhanca de triangulos.

Figura146 = AABD ~ AECD e AAED ~ ABCD

Fonte: DEaD | IFCE

Das semelhancas AABD ~ AECD e AAED ~ ABCD , segue que

AB_BD _ DA_A4E
EC D ° BD CB
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Assim, AB-CD=EC-BD e DA-BC = AE - BD . Somando essas duas Ultimas
igualdades, termo a termo, obtemos
AB-CD+DA-BC =EC-BD+ AE-BD = (E_C+E)-E=E-E
que é a igualdade que queriamos demonstrar. ®

A seguir, definiremos duas razées de medidas em um triangulo retangulo,
que sdo chamadas de razdes trigonométricas (do grego trigonos ( zp1ywvog ) = trés
angulos = triangulo, métrica ( uerpiosis ) = medida).

Consideremos um angulo agudo a e um triangulo retangulo ABC que tem um
dos angulos internos congruentea & ( £BAC =a nafigura147). O cateto a, que
se opde ao angulo « , é chamado cateto opostoa « . O cateto b, que estd contido
em um dos lados do angulo o, é chamado cateto adjacente a ¢ . Chamamos a

. a a _ b
razdo — de seno de o e denotamos — =sen«a . Arazao — € chamada cosseno
c c c

b
de a e denotamos — = cosa . Assim,
c

a cateto oposto b cateto adjacente
seng=—=——"—"—— € COSo=—=——;
¢ hipotenusa c hipotenusa

Figura 147 — O seno e o cosseno do angulo @ dependem apenas do angulo

BI

Fonte: DEaD | IFCE
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A palavra “seno” é resultado de uma confusdo na traducao de
textos do drabe para o latim. As tabelas de cordas, produzidas
pelos matematicos indianos e usadas na astronomia, foram
escritas originalmente em sanscrito, traduzidas para o arabe e
do drabe para o latim. A palavra “corda’” escreve-se em drabe
como jaib. Essa palavra tem as mesmas consoantes de jiba, que significa cavidade ou
bolso. Como em drabe sé se escrevem as consoantes, o tradutor latino, conhecedor
do drabe, mas nao do sanscrito, traduziu jaib como jiba e escreveu sinus, que quer
dizer cavidade em latim.

i

Se A'B'C' é outro triangulo retangulo com um angulo interno congruente a «

, entdo, pelo caso especial de semelhanca, ou pelo caso AA, AABC ~AA4'B'C". Assim,
a b b o
pelo Teorema 7.2, —=— e —=— . Isso significa que o seno e o cosseno de um

c c c c
angulo a ndo dependem da escolha particular do triangulo retangulo ABC, mas apenas

do dngulo o .

Como consequéncia do Teorema de Pitagoras, obtemos a seguinte relagdo entre
0 seno e o cosseno de um mesmo angulo, chamada identidade fundamental:

sen‘a+cos’ a =1

. 2 2
Nessa igualdade, sen’c =(senar) e cos’ @ =(cosa) .

Se o angulo a se aproxima de 90°, entdo a medida a do cateto oposto se
aproxima da medida ¢ da hipotenusa, logo, o seno de & se aproxima de 1. Assim, é

naturaldefinirmos sen90° =1.Usandoaidentidadefundamental,obtemos cos90° = 0.

O resultado a seguir ¢ muito UGtil na resolu¢do de problemas envolvendo
triangulos.

Teorema 7.6 (Lei dos senos) Seja ABC um triangulo inscrito em um
circulo de raio r. Sejam a=BC, b=AC, c=AB, a=ZCAB,
p=ZABC e y = ZBCA . Entao

a b c
= = = 2r
sena senfl seny

Demonstracao: Consideremos o didametro CD do circulo circunscrito ao tridangulo
ABC (figura148). Os angulos ZCAB e ZADB sdo inscritos no circulo e determinam
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0 mesmo arco, logo sdo congruentes. Como CD ¢é diametro, o triangulo BCD é
=2r.

retangulo, logo sena = C=D =—,logo

2r seno

Fonte: DEaD | IFCE

A mesma constru¢do pode ser feita para os outros dois angulos internos f e y do

=2re
senf seny

triangulo ABC . Com isso, obtemos =2r eoresultado segue. g

Com a lei dos senos e o teorema de Ptolomeu, podemos obter uma férmula para
o seno da soma de dois angulos.

Proposicdo 7.3 Se &, 5,0 e & sdo angulos agudos, entdo

sen(a + B)-sen(B+0) =sendsenf +senbsencr

Em particular, se f+60=90°, entdo sen(a + ﬂ) =cosasenf +cos fsena .
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Figura 149 — Versao do teorema de Ptolomeu para senos

Fonte: DEaD | IFCE

Demonstracdo: Pela lei dos senos, aplicada no triangulo ABC, obtemos
AB =2rsend, BC =2rsena e AC = 2rsen(/5’+ 49). Aplicando a lei dos senos no
triangulo ABD, obtemos AD=2rsenf e BD= 2rsen(a+,8), e no triangulo
ACD, obtemos CD = 2rsenf3. Substituindo na identidade do Teorema de Ptolomeu
E-BD=E~@+E~E, temos

2rsen (a + ﬁ) -2rsen (,B + 9) = (2rsend).(2rsenf) + (2rsend). (2rsena)

Cancelando 47> em ambos os membros, obtemos

sen(a + B)-sen(B+6)=sendsenfS +senbsenar  (7.6)

e be,,
Escolhendo C, de modo a Dizemos que 0s ao
AC ser um didmetro, obtemos angulos f e 6 séo (O
B+60=90", logo, sen(f+6)=1. complementares,  se
Sendo B e 6 complementares, B+0=90". Neste
send = cos /3 e,sendo S +6 =90", caso, f e 6 sdo

angulos internos de um triangulo retangulo
e o cateto oposto a @ é adjacentea f. Por
isso, sené = cos [ .

o triangulo ABC é retangulo e
e 0 também sdo complementares,
donde segue que send =cosq.
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Portanto (76) se transforma em

sen (o + ) = cosasenf3 +cos fSsena

Com essa férmula, podemos descobrir o seno da soma de dois angulos, se
conhecermos os senos e cossenos desses angulos. [ |

Vamos agora calcular o seno e o cosseno de alguns angulos especiais, que
chamamos de angulos notaveis. A determinagdao dos senos e cossenos desses angulos
é facilitada pelas propriedades geométricas a eles relacionadas.

Figura 150 — Um quadrado e um triangulo equilatero

D C

450

45° 0
A B

Fonte: DEaD | IFCE

Seja ABCD um quadrado de lado ¢ (figura 150, esquerda). A diagonal AC

desse quadrado o divide em dois triangulos retangulos isésceles. No triangulo 4BC,

os angulos internos agudos medem 45° e, de acordo com a defini¢do de seno e de

cosseno, sen45’ = £ e cos45’ = j:B Pelo Teorema de Pitagoras,
AC =AB +BC =P+ 1> =20> = AC =2

Assim,sen45°:B—C: ‘ :L:—zecos45°:£: 4 :—2.
2 AC

AC W2 2 W2 2
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Em um triangulo isdsceles, dois dos lados tém a mesma medida. O
terceiro lado é chamado de base do triangulo. A altura, amediana
e a bissetriz do angulo oposto a essa base sdo congruentes. Em
particular, em um triangulo equildtero, sdo congruentes a altura,
a mediana e a bissetriz do angulo oposto a qualquer dos lados.

R

Consideremos, agora, o triangulo equildtero EFG delado ¢ (figura1so, direitaﬂ).

Aaltura GH , relativa ao lado EF', também é mediana relativa a esse lado e bissetriz
do angulo ZFGE . Assim, no triangulo FGH , os angulo internos agudos medem 30°

]82 e 60°. Usando o Teorema de Pitdgoras, podemos encontrar a medida da altura GH :
e[ s samor £ 30 gt
2 4 4 2

Assim, de acordo com a definicdo de seno e cosseno, obtemos:

n32 3
‘

sen30° = cos 60° :E/_Z = l , sen60° = cos30° =
/ 2 2

Além dos angulos 30°,45" e 60°, podemos calcular o seno e o cosseno de
outros angulos notdveis. Vamos calcular a seguir o seno e o cosseno dos angulos
18°,36° e 72°. Para isso, tomaremos como base o triangulo isésceles ABC, cujos
angulos internos medem 72° e 36° (figura 151). Vamos denotar as medidas dos lados
de ABC por a=CBeb=AC=BA.

Figura 151 — O triangulo “dureo”

18°
b
72°
ol
C C E a/2 B

Fonte: DEaD | IFCE
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Seja CD a bissetriz do angulo ZACB . O triangulo BDC tem os mesmos angulos
internos que ABC, logo esses dois triangulos sdao semelhantes. Além disso, o
triangulo ACD também ¢ isésceles, logo AD = DC = CB = a . Consequentemente,
BD=b-a.

Da semelhanca A4ABC ~ ACBD segue, pelo Teorema 7.2, que

a

; b—a

Logo, b* —ab—a’ = 0. Podemos dividir essa Ultima equacio por a’, obtendo

-

b
Fazendo ¢ = —, obtemos a equacao quadratica t* —t—1=0, que tem duas solugbes:

a
1-5 1+45
l=—— out=
2 2
. +5 . o ,
Das quais apenas — = > nos interessa, pois a outra raiz é negativa. Esse nimero,
a

1++/5

2\/— ~ 1,618, é chamado de niumero de ouro, ou razdo aurea.
’ ae be,,

A razao durea é uma das constantes mais importantes da o *,

Matemdtica, aparecendo em viarios fendmenos naturais, como o
no formato das conchas de certos artrépodes, na distribuicao

das sementes do girassol e nas propor¢des do corpo humano.

Tem sido bastante usada porarquitetos, engenheiros, escultores

e pintores, ao longo da histdria, para produzir trabalhos geometricamente
equilibrados e agraddveis ao olhar. Alguns entusiastas defendem a ideia de que
0 numero de ouro € uma quantificacdo da beleza. Para mais informagdes sobre
o numero de ouro, vocé pode consultar os links: http://www.uff.br/cdme/rza/rza-
html/rza-br.html e http://www.uel.br/cce/mat/geometrica/artigos/ST-15-TC.pdf

Aaltura AE ,relativa a base CB do triangulo isésceles ABC (figura 151), divide
esse triangulo em dois triangulos retangulos congruentes, ACE e ABE . Os angulos
internos agudos do triangulo AEB medem 18" e 72°. Logo,

al2_a 1 2 5-1

senl8 =cos72’ ' =——=—=—. —
b 2b 2 1445 4
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Usando a identidade fundamental sen’a +cos’a =1, podemos encontrar

cosl8 e sen72". Usando a férmula do seno da soma, podemos calcular
sen36” =sen(18° +18°) e, de posse do seno de 36°, podemos calcular cos36°. E
possivel, ainda, calcular sen54° = sen(36° +18°) e co0s54°. Vocé vai encontrar um
exercicio no final desta aula cujo objetivo é calcular esses senos e cossenos.

Vamos estudar mais uma aplicagdo importante da semelhanca de triangulos.

Lembremos que uma corda em um circulo é um segmento que une dois pontos desse
circulo. Se duas cordas 4B e CD de um mesmo circulo intersectam-se em um ponto

P, temos um resultado métrico notdvel, enunciado a seguir.

Teorema 7.7 (Teorema das cordas) Sejam AB e CD duas cordas
em um mesmo circulo (figura 152). Seja P o ponto de interseccdo

de AB e CD.Entdo AP-PB=DP-PC.

Demonstragdo: Por serem inscritos no mesmo circulo e determinarem o mesmo arco,
os angulos LCAB e ZCDB sao congruentes. O mesmo ocorre para os angulos

ZABD e ZACD (figura 152).

Figura 152 — Duas cordas que intersectam em um ponto
P e angulos inscritos congruentes a elas associados

B B

Fonte: DEaD | IFCE
Assim, pelo caso AA, os triangulos APC e DPB sao semelhantes. Do Teorema

7.2, segue que

e isso implica que AP-PB=DP-PC. ®
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No caso em que P é um ponto exterior ao circulo, temos um resultado andlogo

ao teorema anterior.

Teorema 7.8 Seja P um ponto exterior a um circulo. Considere duas
semirretas partindo de P que intersectam o circulo, uma delas nos
pontos 4 e B, e aoutra, nos pontos C e D, como na figura 153.
Entio PA-PB=PC-PD.

Figura 153 — O produto ﬁﬁ depende apenas do ponto P e do circulo

D

Fonte: DEaD | IFCE

Demonstra¢do: Consideremos as cordas AD e BC, como na figura 153. Os angulos
inscritos ZABC e ZADC determinam o mesmo arco, logo sdo congruentes. Como o
angulo com vértice em P é comum aos triangulos ADP e CBP, esses dois triangulos
sdo semelhantes, pelo caso AA. Pelo Teorema 7.2, temos:

PC PB — —

—— -2~ P4.-PB=PC-PD
PA PD

e isso é o que precisdvamos demonstrar. B

Quando uma das semirretas que partem de P é tangente ao circulo, o resultado
do Teorema 7.8 assume o seguinte formato:

Coroldrio 7.1. Com as mesmas hipdteses do Teorema 7.8 e supondo que uma das
semirretas é tangente ao circulo no ponto 7' (figura 154), temos:

PT" =PA-PB
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Figura154 — PT é tangente ao circulo

Fonte: DEaD | IFCE

Demonstragao: Para verificarmos essa igualdade, notemos que ABTP ~ ATAP , pelo
caso AA, pois os angulos ZABT e ZATP s&o inscritos e determinam o mesmo arco,

logo sdo congruentes, e o angulo com vértice em P é comum aos dois tridngulos.

Dessa semelhanca segue, pelo Teorema 7.2, que PB —ﬁ e isso implica que

_2 — —
PT =PA-PB. m
Os Teoremas 7.7 e 7.8 nos dizem que, se I'é um circulo de raio r, e P é um

ponto que ndo pertence ao circulo, entdo o produto PA-PB ,emque A,Bel" e A,B
e P sdo colineares, depende apenas de P ede I'. Defato, seja d a distancia entre o
ponto P e o centro O do circulo I'. Entdo

a-ﬁ:‘dz —rz‘

Vocé serd convidado a verificar essa igualdade no exercicio 10. O nimero real
‘dz —r*| é chamado poténcia do ponto P em relacdo ao circulo I'. Quando o ponto
P pertence ao circulo I', a distancia d de P ao centro O do circulo € igual ao raio
r do circulo, de modo que é natural definirmos a poténcia de um ponto P €I’ como

sendo igual a zero.

Encerramos aqui nossa sétima aula. Tratamos nesta aula da importantissima
ferramenta que é a semelhanca de triangulos. Espero que vocé tenha apreciado a
variedade de aplica¢bes geométricas que a semelhanca tem, que tenha aprendido a
importancia do Teorema de Tales, que é o fundamento sobre o qual se assenta toda
a teoria da semelhanca de triangulos, e também que vocé tenha percebido a forte
conexdo entre a no¢ao de semelhanca de triangulos e a trigonometria, que é o estudo
das razbes trigonométricas, das quais vimos apenas o seno e o cosseno. Vocé deve
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ter notado que o Teorema de Ptolomeu é um resultado chave para que se estabeleca
essa conexao, pois é ele que permite que calculemos os senos e cossenos de somas de
angulos. Os exercicios propostos ao final desta aula reforcardo alguns pontos do texto
e trardo algumas informagdes adicionais.

Na oitava e Ultima aula, estudaremos a noc¢ao de drea de figuras planas. Nés nos
encontraremos 4. Um abrago!
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i

10.

1.

Dizemos que um numero real é construtivel, se o ponto correspondente a
esse numero na reta real for construtivel, isto é, puder ser construido com
régua e compasso (Veja a Aula 5). Use o método do Problema 7.1 para mostrar
que todo ndmero racional é construtivel.

Explique porque ndo hd um caso de semelhanca de triangulos “Angulo - Lado
- Angulo”.

Na demonstracdo do Teorema 7.3, usou-se o Teorema de Tales de um modo
um pouco diferente do enunciado original (veja a figura 141). Some 1 aambos
CH CA CE
os membros da igualdade == = == para obteraigualdade —=—.
AH EB

Explique o porqué da hipdtese b # ¢ no Teorema 7.3.

. Verifique a validade das igualdades (7.5) no Teorema 7.3.

Mostre, usando semelhanca de triangulos, que valem as rela¢bes entre as
medidas no triangulo retangulo ABC da figura 143: h> =mn, cm=bh,
bn=ch,b*=am,c* =an e bc=ah.

Seja ABCD um quadrildtero como o da figura 144, tal que a +y =180".
a) Mostre que S+ =180".

b) Seja I' o circulo que passa pelos pontos 4, B e C. Mostre que o arco
CDA é o arco capaz do angulo ¢ sobre o segmento AC.

¢) Concluaque ABCD estdinscritoem I'.

Use o Teorema de Ptolomeu para dar outra demonstracao para o Teorema de
Pitadgoras. Sugestao: Como todo triangulo retangulo pode ser inscrito em um
semicirculo, todo retangulo é um inscritivel

Use o Teorema de Pitdgoras para demonstrar a relagao fundamental
sen‘a+cos’ a =1.

Usando a identidade fundamental e a férmula do seno da soma, determine,
a partir dos senos e cossenos dos angulos obtidos no texto: sen36°, sen54°,
cos36” e cos54°.

Mostre que a poténcia de um ponto P em relacdo a um circulo I' de raio

,onde d é a distancia do ponto P ao centro O de T.

r éigual a ‘dz —r
Sugestdo: Considere a semirreta que parte de P e passa pelo centro O do
circulo, intersectando I' nos pontos 4 e B. Calcule PA- PB.
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Aula 8

Area de figuras planas

Caro(a) aluno(a),

Chegamos a nossa oitava e Ultima aula, em que vamos estudar a nogdo de drea
de figuras planas. A nocao de area provavelmente ja Ihe é familiar, e vocé certamente
sabe calcular dreas de triangulos, retangulos, trapézios, e de outras figuras. Nesta aula,
vamos estudar a fundamentacdo da nocdo de drea. Baseados na definicdo de area,
vamos deduzir as férmulas familiares para o célculo de dreas, e vamos revelar outras
que talvez vocé ndo conhega, como a férmula de Heron que fornece a drea de um
triangulo em fungao de seus lados, ou a férmula de Brahmagupta, que generaliza a

férmula de Heron para quadrildteros inscritiveis.

Vamos também estudar o modo como Euclides trata a nocao de drea no Livro
| dos Elementos, que culmina com uma demonstra¢ao para o Teorema de Pitagoras
que usa a noc¢do de drea (Teorema 8.10).Também apresentaremos nesta aula uma
demonstracdo, usando o método da exaustdo, da validade da férmula para a drea de

um circulo.

Trataremos ainda do Problema da Quadratura. Mais precisamente, veremos que
é possivel construir, com régua e compasso, um quadrado cuja drea é igual a drea de
um poligono dado.

Objetivos

= Compreender as propriedades basicas da no¢ao de area

* (alcular a drea de algumas figuras planas elementares
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Topico 1

Nocao de area

OBJETIVOS

= Estudar a nogao de drea e suas propriedades basicas

= (alcular a drea de figuras geométricas basicas: quadrado,
retangulo, paralelogramo, triangulo, trapézio e losango

Assim como é possivel calcular o comprimento de um segmento de reta ou
certas curvas, como o circulo, também é possivel estabelecer uma medida para partes
do plano delimitadas por poligonos ou por curvas especificas.

Essa medida, chamada drea, é obtida comparando-se uma determinada figura
plana /' com uma figura padrdo, cuja drea é considerada unitdria por convencao.
Geralmente escolhemos o quadrado de lado 1 como sendo o padrdo de medida de
area no plano. Além disso, as areas de figuras congruentes devem ser iguais e, se uma
figura é decomposta em partes ndo sobrepostas, a drea dessa figura deve ser igual a
soma das dreas das partes constituintes.

Vamos formalizar as exigéncias do paragrafo anterior, fornecendo uma definicao

Uma figura plana F é dita limitada, se existe um numero real M >0, tal que a
distancia entre dois pontos quaisquer de F' ndo supera M, isto é, d(P,Q) <M,
para quaisquer P,Q € F. A cada figura plana F’ limitada, associamos um numero
real a(F) > 0, chamado area de F', que tem as seguintes propriedades:

(1) Uniformidade: se F, e F, sdo duas figuras congruentes, entdo a(E ) = a(F2 )
(2) Aditividade: se F=F U---UF, e a(E mFi)=0, para i# j, entdo
a(F)=a(F)+---+a(F,)

(3) Normalizac¢do: se Q é o quadrado de lado 1, entdo a(Q) =1.
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Wy,

de drea para figuras limitadas. o mois
B Um movimento 0{0 \
Algumas observacbes sobre L %3

- . o rigido no  plano
a definicdo acima: primeiramente, o .
. ; - euclidiano ¢ é uma
vamos assumir que existe uma fungdo _
e U funcao fie—>¢
drea, isto é, que a cada regido limitada S ) )
. . ; que preserva distancias, isto é, f
do plano é possivel efetivamente

. , . satisfaz ara uaisquer ntos
associar um numero real maior ou ’ P q q ponto

igual a zero. Vamos também assumir ABee, d(f(A)’f(B)) :d(A’B)'

que segmentos de reta tém area nula, Exemplos de movimentos rigidos sao as

ouseja, se AB é umsegmento dereta,

entdo a(AB) =0.

translagdes, as rotagdes em torno de um
ponto, as reflexdes relativas aumareta. E
possivel provar que qualquer movimento

Na propriedade (1), falamos rigido no plano pode ser obtido como
sobre figuras congruentes. Porém, composicdo de um nimero finito de
ao longo do texto, definimos apenas translagdes, rotagbes ou reflexdes.

Ty

0 que sdo triangulos congruentes.
Podemos entender intuitivamente a ideia de congruéncia entre figuras planas a partir
da ideia de sobreposicao: duas figuras sdo ditas congruentes, se uma pode ser movida
até que se sobreponha a outra ou, de modo equivalente, uma das figuras pode ser
obtida a partir da outra por um movimento rigido no plano. Por movimento rigido,
entendemos uma transla¢do, uma rota¢do, uma reflexao, ou combinacbes desses
movimentos.

Para poligonos, podemos fornecer uma definicao mais precisa de congruéncia:

Dois poligonos B, e P, sdo chamados congruentes se for possivel dividi-los em

triangulos congruentes, isto é,se =7, U---UT,

1n

e P,=T,,0---UT,,, onde

T, sdo triangulos, a(]j.j m];k)zo,se Jj#k,eT, =T, paratodo je{l,...,n}.

Da aditividade segue que, para duas figuras planas F, e F,,se F, c F,, entdo
a(F)<a(F,) (Veja o exercicio 1).
Referimo-nos a esse resultado como propriedade de comparacao.

O resultado a seguir, embora seja aparentemente simples, exige, para ser
demonstrado, que lidemos com o principio da exaustao, que ja estudamos na Aula7 e
aplicamos na demonstra¢do do Teorema de Tales.

Teorema 8.1 A drea de um quadrado de lado ¢ é igual a 0.
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Demonstracdo: Suponhamos primeiro que ¢ é um numero natural. Neste caso, o

quadrado de lado ¢ pode ser dividido em ¢* quadrados de lado 1 (figura 155). Pela
propriedade de normalizacdo da drea, cada quadrado de lado 1 tem drea igual a 1.
Como esses quadrados de lado 1 tém em comum no méaximo um lado, que tem area

igual a zero, pela aditividade, temos que a drea do quadrado de lado (natural) ¢ é />,

Figura 155 — A drea de um quadrado,cujo lado ¢
é um ndmero natural, é igual ao quadrado do lado

192

v

1

2
1

Fonte: DEaD | IFCE

Suponhamos agora que o lado do quadrado O, é comensuravel com a unidade.
Isso é equivalente a supor que o lado /do quadrado (O, é um nimero racional.

m - .
Escreva / =—, onde m e n sdo ndmeros naturais. O quadrado Q,, de lado 1, pode
n

1
ser decomposto em n* pequenos quadrados congruentes de lado —, logo todos com
n

a mesma drea (figura 156). Se O, é um desses quadrados, entdo, pela aditividade da

area, n’ 'a[Ql J =a(0Q,)=1, donde segue que a[Q1 ) :Lz.
n - n

n n
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Figura 156 — Divisdo do quadrado unitdrio em n’ quadrados de lado

m
— e do quadrado de lado — em m* quadrados de lado —
n n n

SIS

ST

Fonte: DEaD | IFCE

Podemos dividir o lado ¢ do quadrado O, em m partes iguais a —. Com isso o
n

quadrado Q, de lado /¢ fica dividido em m* pequenos quadrados, todos congruentes

1
ao quadrado Q,, cuja drea é a(QlJz—z (figura 156). Assim, novamente pela
- ~ ) n

n n

2
1
aditividade da drea, a(QZ) =m* -aLQ1 j =m? — = (ﬂ] =02,
= n n

Vamos, agora, supor que o lado ¢ do quadrado Q, é irracional. Usaremos o
Lema 7.1 (Teorema da Comparacdo) para demonstrar o resultado neste caso. Com a

notacdo do Lema 7.1, seja x = a(QZ) eseja y= 0.

Se s éumnumeroracional,talque 0 < s < x, entdo, peladensidade dos racionais

nos reais (veja a Aula 7), existe um ndimero racional r, tal que \/E <r <+/X, ou seja,

s <r? < x.Dadesigualdade r* < x, segue que a(Qr) =1’ < a(Q/Z ) Pela propriedade
de comparacdo da drea, isso significa que o quadrado Q. esta contido no quadrado
0, (figura1s7). Se r fosse maior ouigual a ¢, entdo o quadrado Q, construido sobre
r conteria o quadrado (J, construido sobre /. Mas ja vimos que ocorre justamente o

7. . 7 7 . . . . 2 2
contrdrio, isto é, Q. esta contido em Q,. Logo, r </, eissoimplicaque s <r” < /" = y.
Mostramos com isso que, dado um ndmero racional s < x, também ocorre s < y.
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Figura 157 — O quadrado Q. estd contido no quadrado Q,

z

QrC Qf

Fonte: DEaD | IFCE

Vamos, agora, mostrar que vale a reciproca, ou seja, que para todo nimero
racional s < y também vale s < x. Repetindo o raciocinio anterior, dado s racional tal

que s < y = /?, pela densidade dos racionais nos reais, existe 7 € Q tal que Js <r< /4, ou

seja, s <> < (*.Como r < ¢, 0 quadrado construido sobre 7 esta contido no quadrado

construido sobre ¢, logo s <7’ = a(Qr) < a(Qﬁ ) =X.

. 2
Com isso, o Lema 7.1 nos garante que a(Q[) =x=y=/(".1
O préximo passo é determinar a drea de um retangulo.

Teorema 8.2 Umretangulo ABCD com base a e altura b
tem dreaiguala ab.

Demonstra¢do: Sobre os lados do retangulo ABCD, construa quadrados como na
figura 158. O quadrado maior nessa figura temlado a +b e, pelo Teorema 8.1, sua érea

éiguala (a+ b)2 . Ele é formado por dois quadrados de lados a e b e dois retangulos,
um dos quais é o préprio retangulo ABCD e o outro é congruente a ABCD (Veja o
Exercicio 2).
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Figura 158 — Retangulo ABCD e quadrados associados
a b
D C

Fonte: DEaD | IFCE

Pela aditividade da drea, temos que a area do quadrado maior é a soma das dreas
dos dois quadrados menores e dos dois retangulos congruentes, isto &,

(a+b) =2-a(ABCD)+a* +b
Desenvolvendo o quadrado no primeiro membro da igualdade acima, obtemos:

a’+2ab+b’ =2-a(ABCD)+a’ +b’

E isso implica que a(ABCD) =ab , como queriamos demonstrar. B

Nosso roteiro, agora, volta a seguir os passos de Euclides e visa, primeiramente,
calcularadreade paralelogramos e triangulos. O objetivo principal de Euclides, na parte
final do Livro | dos Elementos, é obter uma demonstracdo do Teorema de Pitagoras.

Apartirda Proposicdo 35 do Livro |, Euclides considera umanocao de “igualdade”
diferente da congruéncia. A partir dessa proposi¢dao até o final do Livro I, Euclides
chama de “iguais” duas figuras que tém a mesma area.
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Teorema 8.3 (Elementos, Livro 1, Proposicao 35) Se dois
paralelogramos ABCD e ABEF tém a mesma base ABe
estdo entre duas retas paralelas, entdo eles tém a mesma drea.

Demonstracdo: Como ABCD é um paralelogramo, seus lados opostos sdo
congruentes, logo CD = AB. O mesmo ocorre no paralelogramo ABEF, onde EF = AB.
Por  transitividade, temos que CD=FEF (figura 159). Assim,
DF =DE+EF =DE+CD=CE.

Figura 159 — Dois paralelogramos ABCD e ABEF , com a mesma base 4B,

situados entre as mesmas retas paralelas 4B e FC

Fonte: DEaD | IFCE

Além disso, os angulos correspondentes ZAFD e ZBEC sdo congruentes,
assim como os angulos, também correspondentes, ZADF = ZBCE . Pelo caso ALA
de congruéncia, os triangulos ADF e BCE sdo congruentes, logo, pela propriedade
de uniformidade, tém a mesma area.

O triangulo EPD é comum aos dois triangulos ADF e BCE . Temos:
a(APEF)+ a(EPD) = a(ADF) = a(BCE) = a(BCDP)+ a(EPD)
e isso implica que
a(APEF )= a(BCDP)
Os quadrildteros APEF e BCDP aparecem pontilhados na figura 159.
Dessa forma, as dreas dos paralelogramos ABCD e ABEF sao iguais, pois
a(ABCD)=a(BCDP)+a(ABP)=a(APEF)+a(ABP)=a(ABEF)

Isso encerra a demonstrag¢dao. B
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Na proposicao seguinte, Euclides exibe um resultado um pouco mais geral.

Teorema 8.4 (Elementos, Livro I, Proposicdo 36) Se dois
paralelogramos ABCD e EFGH tém bases congruentes
AB = EF e estdo entre duas retas paralelas, entdo eles tém
a mesma drea.

Demonstracdo: Como ABCD é um paralelogramo, CD = AB. Por hipétese, AB = EF),
logo CD = EF e, como estes segmentos estdo em retas paralelas, o quadrilatero
CDEF é um paralelogramo (figura 160).

Figura 160 — Dois paralelogramos com bases congruentes, situados entre as mesmas paralelas

D C H G

A B E F
Fonte: DEaD | IFCE

Pelo Teorema 8.3, a(ABCD)=a(CDEF) e a(CDEF)=a(EFGH). Assim,
a(ABCD)=a(EFGH) .=

Como Coroldrio do Teorema 8.4, obtemos uma férmula para o calculo da area
de um paralelogramo. A altura de um paralelogramo é a distancia entre duas retas
paralelas que contém suas bases.

Corolario 8.1 A drea de um paralelogramo com

base a ealtura b éiguala a-b.

Demonstra¢ao: Notemos que, pelo Teorema 8.4, a drea de um paralelogramo € igual
a drea de um retangulo com mesma base e mesma altura. Basta, entao, aplicar o
Teorema 8.2. «

Em nenhuma passagem dos Elementos, Euclides escreve uma
férmula para a drea de uma figura plana. Isso porque Euclides ndo
tinha a Algebra a sua disposico. Esta sé seria criada mais de 1000
anos depois, na India e no Oriente Médio, e chegaria ao formato
que conhecemos hoje apenas em meados do século XVII.
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Nas cinco proposi¢oes seguintes dos Elementos, Euclides trata do problema de
determinar a drea de triangulos e da relagao entre triangulos e paralelogramos. Vamos
resumir as proposicoes 37 a 41 do Livro | dos Elementos no Teorema 8.5 a seguir.

Antes disso, precisamos interpretar a altura de um triangulo como a distancia
entre areta suporte de um de seus lados e a reta paralela que passa pelo vértice oposto
a esse lado.

Pelo vértice Cde um triangulo ABC, trace a reta paralela ao lado 4B. A

distancia entre essaretae areta AB, é igual a distancia d(C, AB) do ponto C areta
AB (figura 161). Essa distancia é exatamente a altura do triangulo ABC, relativa ao
lado AB . De modo similar, podemos caracterizar as alturas relativas aos outros dois
lados do triangulo 4BC como distancias entre retas paralelas.

Figura 161 — A altura de um triangulo como distancia entre duas retas paralelas

[ ]
Fonte: DEaD | IFCE

Teorema 8.5 (Elementos, Livro 1, Proposi¢coes 37 a 41)

Considere dois triangulos ABC e DEF

a) A drea de um triangulo é a metade da area de um
paralelogramo de mesma base e mesma altura.

b)Se AB=DE e d(C,AB)=d(F,DE), entdo
a(ABC)=a(DEF).
c)Se AB=DE e a(ABC)=a(DEF), entdo
d(C,AB)=d(F,DE).

Demonstrac¢do: Euclides demonstra esses fatos de modo puramente geométrico.
Podemos, entretanto, tirar proveito da notacdo algébrica para demonstrar esses fatos
de modo mais direto.
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Dado um triangulo ABC, seja H o ponto de intersecdo da reta r, paralela a
AB e passando por C, com a reta s, paralela a AC, passando por B (figura 162). O
quadrildtero ABHC é um paralelogramo e, pelo caso LLL, os triangulos ABC e BHC

sdo congruentes. Logo, a area do triangulo ABC é metade da area do paralelogramo
ABHC. Isso demonstra o item (a).

Figura 162 — Triangulos com a mesma drea

s
r C Hi G F

®
!

Fonte: DEaD | IFCE

Se G é o ponto construido da mesma forma que H, a partir do tridngulo DEF,

entdo DEFG é um paralelogramo cuja area é o dobro da area do triangulo DEF' . Pelo
1 1

Teoremas8.4, se AB = DE ,entdo a(ABC) = E-a(ABHC) = E-a(DEFG) =a(DEF)

e isso mostra o item (b).

De acordo com o Coroldrio 8.1, a drea do paralelogramo ABHC é igual a

a(ABHC) = AB-h . Assim, adreado triangulo ABC é dada por

a(ABC) - AB-d(C,AB)
DE-d(F,DE)
Da mesma forma, a(DEF)= 5 . Se, AB=DE ¢

AB-d(C,AB) DE-d(F,DE)

a(ABC):a(DEF), entdo 5 5

, 0 que implica que

d(C, AB) = d(F,DE) . Isso demonstra o item (). m

Como consequéncia do Teorema 8.5, obtemos uma férmula para a area do
triangulo.

Aula 8 | Topico 1




Seja ABC um triangulo, com a = BC,b=ACe c= AB. Sejam P, O e R os pés
das perpendiculares baixadas dos vértices C, 4 e B, respectivamente, aos lados

opostos (figura 163). Seja &, :@, hy, =BR e h, = CP as alturas relativas aos
lados BC, AC e AB, respectivamente. Entdo

):a-ha _b-h, c-h

a(ABC

2 2

Figura 163 — Um triangulo e suas alturas

200 ‘

Fonte: DEaD | IFCE

Além das dreas de quadrados, retangulos e paralelogramos, podemos calcular
as dreas de alguns outros quadrilateros especiais através de férmulas simples. Vamos
comecar, deduzindo uma férmula para o calculo da drea de um trapézio.

Figura 164 — Um trapézio ABCD com suas bases b, e b, e suaaltura h

D b, C

Fonte: DEaD | IFCE
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Se b, e b, sdo as bases menor e maior de um trapézio ABCD e h é sua altura
(figura 164), entdo a area do trapézio é dada por

a(ABCD) _(birb)h

Para justificar a férmula acima, vamos mostrar que a area do trapézio ABCD é
igual a drea do retangulo EFGH (figura 165). Esse retangulo é construido da seguinte
forma: Sejam M e N os pontos médios dos lados ndo paralelos do trapézio: AD e BC,
respectivamente. O segmento MN é a base média do trapézio, que definimos na Aula
5. Pelo Teorema 5.5, 0 comprimento da base média é a média aritmética das bases do

trapézio:
M_N _ bl + b2
2
Figura 165 - O trapézio ABCD e o retangulo EFGH
E D b,
ox
o
A, F

Fonte: DEaD | IFCE

Pelos pontos M e N, tracemos perpendiculares as bases do trapézio, que
intersectam as retas 4B e CD nos pontos F, G e H, E, respectivamente (figura
165). Deixaremos como exercicio ao leitor, verificar que AAFM =ADEM e
ABNG = ACNH (veja o exercicio 4). Sendo congruentes, esses tridangulos tém a

mesma area, ou seja, a(AFM) = a(DEM) e a(BNG) = a(CNH) .

Uma rdpida inspe¢do na figura 165 nos permite concluir que o retangulo EFGH
pode ser obtido a partir do trapézio ABCD, eliminando-se os triangulos AFM e BNG
e acrescentando-se os triangulos DEM e CNH. Essas substitui¢des de triangulos ndo
mudam a drea da figura, porque cada triangulo retirado é substituido por um triangulo
congruente.
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Assim, a drea do trapézio ABCD é igual a drea do retangulo EFGH e, como

b +b,

a base deste retangulo mede FG =MN = e a altura do retangulo mede A,

obtemos

a(ABCD)=a(EFGH ) :M

A drea de um losango também pode ser calculada através de uma expressao
relativamente simples. De fato,

202 Se d, e d, sdo as medidas das diagonais de um losango ABCD, entdo a area

desse losango é dada por

a(ABCD)= d,-d,

Vamos demonstrar a validade da férmula acima do seguinte modo: primeiro,
como todo losango é um paralelogramo (veja a Aula 5), o ponto O de intersecdo das

duas diagonais divide cada uma delas ao meio, isto €, BO = O_D e E = % (vejaa
figura 166). Também vimos na Aula 5, Teorema 5.6, que as diagonais de um losango sao
perpendiculares. Assim, os triangulos BOA, BOC, DOA e DOC s&o todos retangulos
e com catetos dois a dois congruentes. Pelo caso LAL de congruéncia de triangulos,
esses quatro triangulos sao congruentes.

Figura 166 — A diagonal de um losango o divide em quatro triangulos retangulos
congruentes, que podem ser reagrupados para formarem um retangulo

A E y F
- TR
. JENRVATERE §
B 5 D d B > D
\ A
C C E

Fonte: DEaD | IFCE
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Reposicionando os triangulos BOA e BOC como na figura 166, obtemos a partir

D
do losango ABCD o retangulo ACEF, cujos lados medem AC e CE =0OD =
Assim, a drea do losango ABCD é igual a area do retangulo ACEF;, ou seja,
a(ABCD)=a(ACEF)=AC-CE = C2 = d12d2
onde d, = AC e d,= BD s3o as medidas das diagonais do losango.
Com isso encerramos este primeiro tépico, em que abordamos a nocao de 203

area, fundamentamos essa no¢do e calculamos a drea de algumas figuras planas
elementares. No tdpico seguinte, obteremos outras férmulas para calcular a drea
de um triangulo, calcularemos a drea de um quadrildtero inscritivel de um circulo e
desenvolveremos alguns métodos para construir figuras equivalentes a uma figura
dada.
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Mais algumas formulas
para o calculo de areas
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* Obter férmulas para o cdlculo da drea de figuras planas mais gerais

= Construir figuras equivalentes a uma figura dada usando régua e
compasso

Este segundo tdpico é dedicado a dois temas. O primeiro é o cdlculo da area
de figuras planas, continuando a abordagem que iniciamos no primeiro tépico, mas
abordando figuras mais gerais. Comecaremos obtendo mais algumas importantes
férmulas para calcular a drea de um triangulo. Em particular, obteremos a férmula de
Heron, que permite calcular a drea de um triangulo em fun¢ao de seus lados. Depois
calcularemos a drea de quadrildteros inscritiveis usando o método desenvolvido pelo
matematico indiano Brahmagupta. Finalmente, calcularemos a area de poligonos
regulares e de circulos. O segundo tema € a constru¢dao, com régua e compasso, de
figuras que tém a mesma drea que uma figura dada.

O teorema a seguir fornece mais algumas férmulas para o cdlculo da drea de
um triangulo.

Teorema 86 Seja ABC um triangulo, com
a=BC, b=AC, c=AB, a=/CAB, B =/ABC,
y = ZBCA . Seja R o raio do circulo circunscrito ao triangulo
ABC. Entao

ab ac bc abc

a(ABC)zT-seny:T-senﬂ=7-sena T

Demonstracao: Pelo que estudamos na Aula 7, sabemos que o seno do angulo & pode

. h
ser calculado, no triangulo APC, como sena = FC ,logo h, =b-senc .
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Figura 167 — a(ABC) = c-h, :b—c-sena
2 2
C
b
h,
o
A m p n B

A
o
Y

Fonte: DEaD | IFCE

_ch

2
expressdo, obtemos: a(A4BC)= C'2hc _ c.bs;na

outras expressdes envolvendo angulos no enunciado.

Além disso, a(ABC) Substituindo o valor de A, nessa dltima

. De modo andlogo, obtemos as

Quanto a igualdade a(A4BC) =Z—ZZ, ela segue da Lei dos Senos (Teorema

7.6). De fato, por esse teorema,

a
=2R, logo sena = —. Substituindo o valor
sena 2R

do seno de & na expressao da drea do triangulo, obtemos:

c-bsena abc
a(A4BC)= =
4R
Isso encerra a demonstragdo. B p
O préximo resultado fornece A férmula de Heron
um modo de calcular a drea de um aparece  na - sua

principal obra sobre
geometria, chamada
Métrica. Heron de
Alexandria foi também um pioneiro na
mecanica, tendo construido a primeira
maquina a vapor. Para ver a mdaquina
de Heron em funcionamento, confira
o video https://www.youtube.com/
watch?v=ZDp_LjbE8Dc

triangulo conhecendo-se apenas as
medidas de seus lados. Ele foi obtido
pelo matematico Heron de Alexandria
(1od.C.- 70d.C.).
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Teorema 8.7 (Férmula de Heron) Se os lados de um triangulo

5 a+b+c | L
ABC s3oa,bec,ese s = T é o semiperimetro desse

triangulo, entao

a(ABC) = \/s(s—a)(s—b)(s—c)

Demonstracao: Por simplicidade, vamos escrever T = a(ABC). Pelo Teorema 8.6,

bc _ -
sabemos que T =—-sena, em que b, c e @ sdo como na figura 167. Dessa Ultima
2

igualdade, segue que sen’a = Da relacdo trigonométrica fundamental (veja a
2

2 2 .
aula 7) segue que cos” @ =1-sen"a = l_ﬁ’ ou seja,

2.2 °

4T

bZCZ (81)

cos’a=1-
Ainda tomando como base a figura 167, seja m = AP e seja n = PB. Temos que
c=m+n,istoé, n=c—m.Elevando ao quadrado, obtemos
n*=c*=2cm+m’ (8.2)

O Teorema de Pitdgoras, aplicado aos triangulos APC e BPC, fornece as

igualdades b* =m’ +h’ e a> =n’+h’. Eliminado h’ dessas igualdades, obtemos
b>*—m’ =a’ —n?, ou seja, a* =b° +n> —m’. Substituindo n> pela expressdo dada
em (8.2), obtemos

a’=b*+c*—2cm (8.3)

Observando o triangulo APC na figura 167, vemos que cosa = %, logo m=b-cosa.
Substituindo em (8.3) , obtemos a identidade

a’ =b*+c*—2bc-cosa (8.4)

Essa igualdade é chamada lei dos cossenos. Ela pode ser vista como uma
generalizacdo do Teorema de Pitagoras (veja o exercicio 3).
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Usando as identidades (8.1) e (8.4), obtemos a igualdade

AT? ) b*+c*-a’ ’
l-——=cos"a=| ———
bc 2bc

Desenvolvendo essa ultima igualdade, temos:

pe—ar? (P4 —a)
bc? B 4p*c?

que é equivalente a

1677 = 4b°c? —(b2 +c’ —az)z

Fatorando o lado direito dessa igualdade, obtemos

167> :(2bc+b2 +c? —az)(2bc—b2 —c +a2)

Podemos continuar a fatoracao:

1672 =((b+c)' ~a*)(@* =(b=c)’) = (b+c+a)(b+c-a)(a+b-c)(a=b+c) (85)

a+b+c
Lembrando que §=—" temos que a+b+c=2s,

2
b+c—a:2s—2a:2(s—a), a+b—c=2s—2c:2(s—c) e

a-b+c=2s-2b= 2(s —b) . Substituindo em (8.5) , obtemos, enfim, a identidade

procurada:

167* = 16S(s—a)(s—b)(s—c)
isto &,

Tz\/s(s—a)(s—b)(s—c)

Isso conclui a demonstra¢do. B

-0{9 . Brahmagupta (Em sanscrito: SREHIUd) foi um dos grandes
(2] matematicos da antiga india. Estudou no observatdrio de

Ujain, onde teve contato com os escritos cldssicos de Euclides,
Heron, Ptolomeu, Diofanto e Apol6nio, e também de seu
antecessor Aryabatha. Como era tradicdo na matematica
indiana, Brahmagupta escrevia seus tratados em forma de poemas em sanscrito.
E considerado o pai da aritmética, da algebra (kuttaka, em sanscrito) e da andlise

numérica. Foi pioneiro no uso do zero e dos nimeros negativos. No ano 628, ele

forneceu a primeira solugdo geral da equacao quadratica.

ot
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A férmula de Heron admite generalizacdo para quadrildteros inscritiveis. Essa
generalizagao foi obtida pelo matematico e astrénomo indiano Brahmagupta que viveu
de 598 a 668 d.C. Lembremos que um quadrildtero é dito inscritivel quando o circulo
determinado por trés de seus quatro vértices A4, B, C e D também passa pelo quarto
vértice.

Teorema 8.8 (Brahmagupta) Se o quadrildtero ABCD
é inscritivel, a,b,c,d sdo as medidas de seus lados, e

_a+b+c+d

g 2
208 a(ABCD)=\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d) (8.6)

é 0 seu semiperimetro, entao

Demonstra¢do: A diagonal BD divide o quadrildtero ABCD em dois triangulos,
ABD e BCD (figura 168). Assim,

a(ABCD)=a(ABD)+a(BCD)=~-BD-AM +—-BD-CN

N | =

1
2

Figura 168 — A drea do quadrilatero ABCD é a soma das areas dos triangulos ABD e BCD

Fonte: DEaD | IFCE
Denotando BD=u, AM =p e CN = q , podemos escrever

a(A4BCD) :%-(p +q)iiii )
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Usando o Teorema de Pitagoras nos triangulos ABM e AMD, obtemos d* = BM ™ + p*

2 T 2 .
ec =MD +p°.Assim,

d*~c*=BM ~MD" =(BM +MD)-(BM —MD) = BD-(BM - MD)
=u-(BM-MD) (838)
De modo andlogo, podemos obter, a partir de a’ = ﬁz + q2 eb’ = ﬁ2 + qz, que
b’ —a’ :u(ﬁ—ﬁ) (8.9)
De (8.8) e (8.9), segue que

(bz—a2)+(d2—cz):u-(W—m—ﬁ+m)

Agora, BN =BM + MN e MD = MN + ND (veja a figura 168). Assim,
—a*+b* = +d* =—2u-MN

ou seja,

- 2 32, 2 g2
N:a b*+c"—d (8.10)
2u

Figura 169 — Teorema de Pitdgoras em ACE': MN’ + (p + q)2 —aC’

Fonte: DEaD | IFCE
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Como AM e CN sao perpendiculares a BD, as retas suporte desses dois
segmentos sdo paralelas. Assim, areta que passa por 4 e é perpendiculara AM também
é perpendicular a CN e encontra o prolongamento de CN no ponto E, formando o
triangulo retangulo ACE (figura 169).

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo ACE da figura 169, obtemos:

Ez +E_C2 :R'z. Denotando AC =v e observando que AE = MN e EC=p+gq,
obtemos

MN +(p+q) =v*  (8.11)

Vamos denotar a area do quadrilatero ABCD por A:a(ABCD). Elevando
2
a expressao (8.7) ao quadrado, obtemos A’ :%~(p+q)2. Substituindo o valor

encontrado em (8.1 1) para (p + q)2 , obtemos

Substituindo o valor de MN encontrado em (8.10), obtemos

2 2 g2, 2 2\
A iy [E b red i(4u2v2 (@ 0 & dz)z)
4 2u 16

De acordo com o Teorema 7.5 (Teorema de Ptolomeu), uv = ac +bd . Assim,
1
A? :E-(4(ac+bd)2 —(a®=b*+¢? —dz)z) (8.12)

A expressdo (8.12) acima ja nos informa a area do quadrildtero ABCD em
funcdo exclusivamente de seus lados. No entanto, é possivel simplificar essa expressao

do seguinte modo:
Aﬁfﬂg%.(z(aﬁbd)—(a ~b +c —d ))-(2(ac+bd)+(a =b +c —d )

ﬁﬁi;ﬁj%~(b2+ ba’+d2—(a2— ac+cz))~(a2+ ac+cz—(b2— bd+d2))
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Fatorando essa ultima expressao, obtemos

1

A’ :E-((b+d)2—(a—c)z)-((a+c)2 —(b—d)z)
:%-(b+d+a—c)-(b+d—a+c)-(a+c+b—d)-(a+c—b+d)

=%'(25—2c)-(2s—2a)-(2s—2d)-(2s—2b)

:(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)

Isso fornece, enfim, a identidade de Brahmagupta. B

Uma observacao 4
complementar: se o quadrilatero A formula de Brahmagupta
QO ndo for necessariamente vale apenas para

quadrilateros  inscritiveis,
ou ciclicos, que s3o os
quadrilateros que podem
ser inscritos em um circulo. Para quadrilateros

inscritivel, ou seja, se for um

quadrilatero geral, com lados a,
b, ¢, d e diagonais u e v, hd uma
férmula, devida ao matematico

] . gerais, Ndo necessariamente inscritiveis, nao
estadunidense Julian Lowell

) é possivel determinar sua area apenas com as
Coolidge (1873-1954):

medidas de seus lados.

AN

a(Q):\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)—i-(ac+bd+uv)(ac+bd—uv)

Nao vamos demonstrar a validade dessaférmula aqui. Note que, se o quadrilatero
for inscritivel, entdo o Teorema de Ptolomeu (Teorema 7.5) garante que a area é dada
como no teorema de Brahmagupta. A expressao acima é também conhecida como

férmula de Bretschneider ou férmula de Strehlke.

Até aqui calculamos as dreas de figuras poligonais, triangulos e quadrildteros.
De um modo geral, ndo ha férmulas que permitam o cdlculo da drea de um poligono
qualquer de n lados. Um método que pode ser usado para o cdlculo da drea de uma
figura desse tipo envolve a divisdao do poligono em triangulos. No caso em que o
poligono é regular (veja a aula 5), é possivel dividi-lo em triangulos todos congruentes

entre si. Neste caso, podemos encontrar uma expressao geral para a drea.
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Teorema 8.9 Seja P, um poligono regular de 7 lados, inscrito
em um circulo de raio r. A drea desse poligono € dada por

a(a)=”'f".1/4r2—£i (8.13)

onde /¢, é amedida do lado do poligono regular P,.

ae be
S

< O apétema de um poligono regular é o segmento de reta que

liga o centro do circulo circunscrito nesse poligono ao ponto

médio de qualquer dos lados do poligono. Também chamamos
o comprimento desse segmento de apétema. Como o poligono
é regular, o apdtema nao vai depender do lado do poligono que escolhermos. Por
definicdo, o apdtema é a mediana relativa a base de um triangulo isdsceles cujos

lados iguais sdo raios do circulo circunscrito, o triangulo 04, 4, na figura 170. Como
esse triangulo € isésceles, 0 apétema coincide com a altura. Os apdtemas de alguns

. < < N3 s
poligonos regulares, em funcdo de seus lados sdo: a, = ——— (triangulo equilatero),
e 2

(hexagono regular).

a, =%‘ (quadrado), a, =

Demonstracdo:Opoligono P podeserdivididoemntrianguloscongruentes,todosdotipo
04, ,A,,emque Oéocentrodocirculocircunscritoaopoligonoe 4, _, e 4, sdovértices
consecutivos do poligono. Na figura 170, vemos uma parte do poligono P e alguns dos
triangulos congruentes nos quais o poligono estd dividido. Em destaque, podemos

ver o triangulo O4,4,.Como OA4, = OA4, =r, esse triangulo € isdsceles, logo a altura

relativa a base 4,4, é também mediana em relagdo a esse lado.

Geometria Plana e Construgdes Geométricas



Figura 170 — O poligono regular P, pode ser dividido em 7 tridngulos congruentes

~

42

Fonte: DEaD | IFCE

Aaltura a_ dotriangulo OA4 A4, é o apétema do poligono regular P . Pelo Teorema de
n n
2
o 2 [ L 2
Pitagoras, a, + > =r",logo
1
a, =5-,/4r2 -0
e a drea do triangulo 04,4, é

a(04,4,) = f";" :{T"~1/4r2 2

Dessa forma, como o poligono P, € a unido de n triangulos congruentes, todos com

areaigual a do triangulo 04,4, , temos:

Isso encerra a demonstracao. B

Vamos, agora, usar o Teorema 8.9 para obter uma expressao para a drea de
um circulo de raio r. Antes, uma breve explica¢do sobre a definicdao do nimero 7. Este
ndmero é definido como a razdo entre o perimetro de um circulo e o seu didmetro.
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Figura 171 = Dois circulos sdo sempre semelhantes

2r
pr_r__
2r 2R « IR .

Fonte: DEaD | IFCE

O fato basico que permite a definicdo do nimero 7 é que dois circulos sempre
sdo semelhantes diferindo apenas pelo seu tamanho. Isso significa que a razdo entre o
perimetro e o diametro de um circulo tem sempre o mesmo valor, nao dependendo do
tamanho do circulo. Essarazdo é justamente o que chamamos que 7 . Assim, o nimero
7 é uma expressao aritmética do fato (geométrico) de que dois circulos sempre sdo
semelhantes.

Pela definicdo do nimero 7, o perimetro P de um circulo, ou seja, o seu
comprimento, depende apenas de seu raio 7, sendo dado por

P=2rr

Suponhamos fixado um circulo de raio 7 e consideremos um poligono regular de
n lados, inscrito neste circulo. Quando o nimero de lados aumenta, o comprimento £,
de cada lado fica muito pequeno, de modo que podemos desprezar o Ei que aparece
sob a raiz quadrada na expressao (8.13) . Além disso, o produto n-¢, é o perimetro
do poligono P,, que se aproxima cada vez mais do perimetro do circulo de raio 7, ou

seja, quando 7 fica muito grande, o produto n- ¢, fica cada vez mais préximo de 27zr.

Dessa forma, quando n aumenta, a area a(Pn) do poligono P, dada pela
expressao (8.13) , se aproxima de

2rr

A =
4
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De um modo mais preciso, podemos dizer que, para qualquer numero real £ >0,
existe um ndmero natural 7 suficientemente grande, tal que o médulo da diferenca

entre z7° e adrea a(f;) do poligono € menor do que ¢, ou seja, a(Pn ) - 7rr2‘ <& .

Como a drea do poligono P, se aproxima da area do circulo quando 7 cresce,

n

podemos supor que a drea do circulo C,, deraio r, é dada por
a(C,)=xnr* (8.14)

Para verificar rigorosamente a validade da expressao (8.14), precisamos
aplicar o Método da Exaustdo, visto na aula 7 e que ja usamos no inicio desta aula para
determinar a drea de um quadrado que tem lado irracional.

N3do exibiremos o argumento completo aqui, mas daremos uma ideia de como o
Método da Exaustao funciona neste caso.

Para mostrarmos que vale a igualdade em (8.14), basta mostrarmos que ndo
podem ocorrer as desigualdades a(Cr)< nr’ e a(Cr) > 7rr? . Vamos mostrar que
nao ocorre a primeira desigualdade. Para isso, notemos que, para um ndmero natural

n qualquer, o poligono P de n lados estd sempre contido no circulo C,, logo

a(P)<a(C)(*). Se ocorresse a(C)<mr, teriamos g:wﬂ).

Por outro lado, existe um ntmero natural 7, tal que |a(P,)-zr’|<e.

Como, neste  caso, a(P)<a(C)<nr, podemos  escrever
™ —a(C)

nr’ —a(R,)<8= <rzr’ —a(Cr). Mas isso implica que a(Pn)>a(Cr)

para algum nimero natural n, o que contradiz a desigualdade (*). Portanto, ndo pode
. 2
ocorrer a desigualdade a(Cr) <zmr-.
A demonstracdao de que a desigualdade Cl(Cr)>7Z'I’2 também ndo pode
ocorrer € similar, mas envolve a construgao de poligonos regulares circunscritos ao

circulo, e ndo vamos fazé-la aqui (veja o exercicio 5). Eliminadas as possibilidades

a(Cr) <zr’e a(Cr) > 77’ , podemos concluir que a(Cr) =ar’.

Vamos agora tratar do problema conhecido como problema da quadratura.
Ele consiste no seguinte:
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Dada uma figura plana £, construir com régua e compasso
um quadrado que tenha dreaigual a drea de F.

Nos Elementos, Euclides chama figuras de mesma drea de iguais, cabendo ao
leitor deduzir pelo contexto o que isso significa. Em textos modernos, figuras de
mesma drea sao chamadas equivalentes:

A seguir, vamos resolver o problema da quadratura para poligonos (ndo
necessariamente convexos). Primeiramente, devemos resolver o problema para
triangulos.

Dizemos que duas figuras sdo equivalentes se possuirem a mesma drea.

Quadratura de triangulos: Seja 7'um triangulo de base a e altura, relativa a essa
base, igual a 4. Um quadrado Q que tenha a mesma area que T deve ter lado / tal
que ¢ :%. Pelo que estudamos na aula 5, para construirmos o quadrado basta
construirmos o seu lado. Assim, precisamos construir um segmento cujo comprimento

h
¢ seja a média geométrica de segmentos com comprimento a e 5

Considere os segmentos AB e BC tais que AB=a e BC zg . O segmento
AC é obtido justapondo-se os segmentos AB e BC. Seja M o ponto médio de AC
(figura 172). Trace um semicirculo de centro M e raio MA. Pelo ponto B, trace uma
perpendicular areta AC, que intersecta o semicirculo no ponto P. O segmento BP tem

h
como medida a média geométricadea e 5

Figura 172 — Construcao da média geométrica de dois segmentos

Fonte: DEaD | IFCE
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Este fato é consequéncia do exercicio 5 da aula 7 e do fato de AACP ser
retangulo em P, por estar inscrito em um semicirculo. Portanto, o quadrado de lado
BP tem a mesma area que o triangulo dado, isto é, é equivalente a esse triangulo.

Quadratura de quadrilateros: Considere um quadrilatero ABCD. Uma vez que
ja sabemos como construir um quadrado que tenha dreaigual a de um triangulo dado,
para resolver o problema da quadratura do quadrilatero ABCD, basta construir um
triangulo com mesma drea.

Figura 173 — O triangulo ABE tem a mesma &rea que o quadrildtero ABCD

Fonte: DEaD | IFCE

Para fazer essa constru¢do, observemos a figura 173. Pelo ponto D trace
a reta DE, paralela a diagonal AC, que intersecta o prolongamento do lado
BC no ponto E. Pelo Teorema 8.5, os triangulos ACD e ACE,
de mesma base e mesma altura, tém a mesma drea. Assim,
a(ABCD):a(ABC)+a(ACD)za(ABC)+a(ACE):a(ABE).Essaconstrugéo

também funciona para quadrildteros ndo convexos (veja o exercicio 7).

Quadratura de poligonos com n>5 lados: Vamos mostrar que, dado um
poligono P, de nlados, é possivel construir-se um poligono P,_, de n—1 lados coma
mesma drea, usando régua e compasso. Com isso podemos construir, em um ndmero
finito de passos, um triangulo com a mesma drea e, portanto, um quadrado com a

mesma area.
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Figura 174 — Construg¢ao de um poligono de mesma area
e um lado a menos que um poligono dado

.
\.
\
\,
\,
\,
\.
n- \,
\
\,
\,

Fonte: DEaD | IFCE

Sejam A

n—1°

A e 4
Considere a reta A, B, que passa pelo vértice 4 e é paralela a diagonal 4, |4, ,, e

,; trés vértices consecutivos do poligono P, (figura 174).

intersecta o prolongamento do lado 4,,,4,,, no ponto B, . Novamente pelo Teorema

n+l

8.5, os triangulos 4, A ., A, e A A . B, tém amesma drea. Assim, o poligono inicial

n+1“"n n+1"n

P, que tem vértices consecutivos ---4 _,A4 A A, A ., -+, temamesma drea que o
poligono P,_, que tem vértices consecutivos -+ A4, ,A, B, A, - e n—1 vértices, pois
os vértices A, e A,,, foram substituidos pelo vértice B, .Como o nimero de vértices de

um poligono coincide com o nimero de lados, o poligono P,_, tem n—1 lados.

§
i

Um ndmero real complexo é dito algébrico se for raiz de um
polindmio com coeficientes racionais. Por exemplo, os nimeros

\/E , @ =ﬂ, {/7 e i sao algébricos porque sao raizes dos
polindmios %2—2, x*—x-1, ¥’ =7 e x*+1 . Um nGmero
que ndo € algébrico é chamado de transcendente. Em 1882, 0 matematico alemao
Ferdinandvon Lindemann (1852-1939) demonstrouque onumero 7 étranscendente.
Em geral, demonstrar que um determinado nimero é transcendente é uma tarefa
bastante dificil.

vy

Geometria Plana e Construgdes Geométricas



Assim, o problema da quadratura pode ser resolvido para qualquer poligono.
Uma pergunta natural que surge é o problema da quadratura do circulo, isto é,
podemos construir com régua e compasso um quadrado equivalente a um circulo dado?
A resposta é ndao, mas esse é um resultado profundo da Matemadtica, que sé pode
ser demonstrado com recursos relativamente sofisticados de Algebra. Aqui, o papel
central é desempenhado pelo nimero 7, e o principal motivo para a impossibilidade

dessa construcdo é o fato de 7 ser um ndmero transcendente.

Vamos finalizar o nosso texto

“u,

voltando ao primeiro teorema que O Teorema de
Pitdgoras ja era
conhecido na China
hd cerca de 3000
anos. L4, esse
resultado era chamado de regra Gougu.

mencionamos, na Aula 1. Vocé lembra

dele? O Teorema de Pitdgoras, que

ja demonstramos na aula 7, usando

semelhan¢a de triangulos. Esse

teorema aparece nos Elementos como Na india, ele também est& presente nos
a proposicdo 47 do Livro I. Como Sulba Sutras (~ 300 a.C.), manuais antigos
Euclides sé desenvolveu a teoria da sobre rituais e construcao de altares.

N

semelhanca de triangulos no Livro
VI dos Elementos, certamente ele ndo usou semelhan¢a para demonstrar o famoso
resultado sobre triangulos retangulos. A seguir, exibiremos o argumento de Euclides

para demonstrar o Teorema de Pitagoras.

Teorema 8.10 (Elementos, Livro |, Proposicdo 47 - Teorema
de Pitagoras) O quadrado construido sobre a hipotenusa de
um triangulo retangulo é a soma dos quadrados construidos
sobre os catetos desse triangulo.

Demonstracdo (Euclides): Na figura 175, o tridngulo HCB tem a mesma base e a
mesma altura do quadrado ACHI, logo tem metade da sua area. Os triangulos HCB e
ACG sao congruentes, pelo caso LAL, pois HC = AC, CB=CG e LZHCB=ZACG .

O triangulo ACG e o retangulo COPG tém a mesma base e a mesma altura,
logo a drea do retangulo é o dobro da drea do triangulo. Assim,

a(ACHI)=2-a(HCB)=2-a(ACG)=a(COPG)
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Figura 175 — O quadrado ACHI é equivalente ao retangulo COPG

G G

220 A B A B

D E D E
G G
P
F F
H‘ c H, c
y &Y

! A B ! A B

D E D E

Fonte: DEaD | IFCE

De modo andlogo, na figura 176, o triangulo BCE tem a mesma base e a mesma
altura do quadrado ADEB, logo tem metade da sua area. Os tridangulos BCE e BFA
sdo congruentes, pelo caso LAL, pois BE = BA, BC=BF e LEBC = /ZABF .
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Figura 176 — O quadrado ADEB é equivalente ao retangulo BFPQ
G G

H C
! A
D
H, C
! A
D

Fonte: DEaD | IFCE
O triangulo BFA e o retangulo BFPQ tém a mesma base e a mesma altura, logo
a drea do retangulo € o dobro da drea do triangulo. Assim,
a(ADEB)=2-a(BCE)=2-a(BFA)=a(BFPQ)
Como a soma das dreas dos retangulos COPG e BFPQ é a drea do quadrado

CBFG, temos que a drea desse quadrado é igual a soma das dreas dos quadrados

construidos sobre os catetos. Isso encerra a demonstracao. m

OLivroldosElementosterminacomaProposicao 48, que éareciprocado Teorema
de Pitdgoras. Com as ferramentas que j& desenvolvemos, podemos demonstrar essa

reciproca com relativa facilidade (veja o exercicio 8).

E com a demonstracdo classica de Euclides para o Teorema de Pitagoras,
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encerramos nosso curso de Geometria Plana e Constru¢des Geométricas. Espero que
vocé tenha aproveitado bem este curso, tenha aprendido algumas coisas novas, tenha
se divertido e se deleitado com a beleza dos teoremas e de suas demonstrag¢des.

Tivemos a oportunidade, neste curso, de estudar um conhecimento milenar,
que acompanha o ser humano desde o inicio da civilizacdao e tem se desenvolvido ao
longo dos séculos. No decorrer de tanto tempo, o mundo mudou bastante: civilizagdes
desapareceram e outras surgiram, idiomas, lendas e mitos cairam no esquecimento,
enquanto outros emergiram. Mas os teoremas resistem, impdavidos e colossais. Mais
resistentes do que as grandes piramides e mais perenes do que o mar, estarao neste
mundo enquanto houver seres humanos capazes e dispostos a estuda-los, admira-
los e usd-los em seu proveito. A Matematica é um grande feito da humanidade e a
Geometria é uma espetacular prova de sua dignidade.

Muito obrigado a todos pela atengdo. Espero encontra-los em outros cursos.
Um grande abraco!
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Se duas figuras planas f| e F, sdo tais que F, C F,, entdo a(Fl) < a(FZ).
Demonstre esse fato usando, para isso, a igualdade entre conjuntos

F,=FU(F,\F)

Na demonstracdo do Teorema 8.2, afirmamos que os dois retangulos que
aparecem na figura 158 sdo congruentes. Usando a definicao de congruéncia
de poligonos estabelecida no texto, mostre que esses dois retangulos sdo de
fato congruentes. Sugestdo:Divida os dois retangulos em triangulos e mostre
que esses triangulos sdo congruentes.

. Verifique que a lei dos cossenos, obtida na demonstracao da férmula de

Heron, é uma generalizagdo do Teorema de Pitagoras. Paraisso, faga a =90’

na identidade (8.4). Lembre-se de que c0s90° =0.

. Mostre que, na figura 165, AAFM = ADEM e ABNG = ACNH .

Considere o circulo C, deraio r. Dizemos que um poligono regular de n lados

0, é circunscrito ao C se cada um dos lados de Q, é tangentea C..

L -
(@) Se L,éoladode O, mostre queaareade Q, éiguala a(Qn) = %

(b) Siga um raciocinio andlogo ao que fizemos para poligonos inscritos e

mostre que a drea do poligono O, se aproxima de 7r* quando 7 cresce.

(c) Use um raciocinio andlogo ao que fizemos no texto, para mostrar que a

desigualdade a(C,) > 7r* ndo pode ocorrer. Isso completa a demonstracao

de que a drea de um circulo de raio  é igual a 7zr”.

Uma coroa circular é uma regiao do plano delimitada por dois circulos
concéntricos.

(@) Se 0<r <R s&o os raios dos circulos que delimitam a coroa circular K,
mostre que a(K) = 7r(R2 —r ) .

(b) Fixe o raio externo R da coroa circular K e faga o raio interno r se

a(K)

R—r

aproximar de R. Encontre o significado da razdo quando 7 fica muito

proximo de R .

Pratique




7. Dadoum quadrildtero ndo convexo ABCD, construa um triangulo equivalente
a esse quadrildtero (veja a figura 177).

Figura 177 — Um quadrilatero ndo convexo ABCD e um triangulo equivalente ABE

224

Fonte: DEaD | IFCE

8. Use alei dos cossenos para demonstrar a reciproca do Teorema de Pitagoras:
Se o quadrado sobre o maior lado de um triangulo € igual a soma dos quadrados
sobre os dois outros lados, entdo esse tridngulo é retdngulo. Lembre-se de que

a lei dos cossenos nos diz que a® =b*> +c¢* —2bccosa, em que a, b e ¢ sdo
as medidas dos lados do triangulo e & € o angulo oposto ao lado a.
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