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APRESENTACAO

Os numeros reais surgiram na Grécia Antiga, em conexdao com o estudo de problemas
geomeétricos. Com o desenvolvimento da Geometria Analitica e do Célculo a partir do século
XVIl, 0os nUmeros reais passaram a ocupar uma posicao central na Matematica e em suas
aplicacdes. Do tratamento matematico dado a problemas classicos da Fisica, emergiram as
nocoes de funcao, continuidade, derivacao e integracao.

A partir do século XIX, houve uma crescente formalizacao destas nogdes, que passaram a
ser tratadas sob um novo padrdo de rigor. Os personagens centrais destas aulas serao os
numeros reais e as funcdes reais de uma variavel real que apresentam alguma regularidade,
seja do ponto de vista topoldgico (continuidade), seja do ponto de vista geométrico (suavidade,
ou seja, derivabilidade). Serao estudados também os teoremas centrais do Calculo, sob um
ponto de vista mais geral e mais profundo, dentro do espirito de crescente rigor que permeia
o desenvolvimento dos objetos matematicos.

Em nossa disciplina, estudaremos aspectos importantes da construcdo dos nimeros reais;
estudos sobre 0s conceitos de sequéncias e séries; limites, derivadas e integral de uma funcao.

Bons estudos!
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AULA Y s

Ola, aluno (a),

Iniciamos aqui 0 nosso curso introdutério de Andlise Real. Estudaremos, ao
longo do curso, certas fungdes que possuem dominio e contradominio formados
por nUmeros reais. Assim, € importante que tenhamos uma nocao precisa do
que é numero real e como estes numeros se organizam. Nesta primeira aula,
estabeleceremos a nocao de numero real. Veremos, no topico 1, que 0s numeros
racionais ndo sao suficientes para medirmos comprimentos de segmentos, o que
nos da uma motivagdo geométrica para a introducao dos ndmeros reais. No tépico
2, adotaremos um ponto de vista mais formal, definindo o conjunto dos nuimeros
reais através de suas propriedades basicas.

Objetivos

e Reconhecer a necessidade do estudo dos numeros reais
e |dentificar as propriedades que caracterizam o conjunto dos nimeros reais
e Perceber a conexao entre numeros reais e pontos em uma reta
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TGPICU 1 Os nUmeros irracionais

OBJETIVOS

. Identificar as questdes geométricas que motivaram o
estudo de numeros ndo racionais

*  Compreender os principios basicos da teoria de Eudoxo

sobre as proporgoes

s nimeros naturais — 1,2,3, ... — sdo suficientemente adequados
para contar objetos e para enumera-los. A geometria exige,
a priori, a introdugdo de numeros racionais, pois o processo
de medida se da por comparagao com uma unidade. Cerca de 500 anos antes de
Cristo, matematicos gregos perceberam que mesmo os nliimeros racionais nao eram
suficientes para realizar medigdes. Percebeu-se, entdo, a existéncia de magnitudes

incomensuraveis, interpretadas hoje como numeros irracionais.

1.1 A CRISE PITAGORICA

A descoberta, atribuida a Hipaso de Metaponto, um pitagérico que
viveuno séculoVa.C., de que existem segmentos de reta incomensurdveis
causou uma profunda crise intelectual e filosofica na escola pitagorica.
Para termos uma ideia da magnitude desta crise, basta lembrar que
os pitagdricos nao eram apenas um grupo pioneiro na Filosofia e na
Matematica, mas também adotavam certos principios matemdticos como
dogmas religiosos. Um desses principios era o de que quaisquer medidas

poderiam ser feitas usando-se apenas niimeros racionais, que podem ser

Hipaso de Metaponto
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obtidos a partir de uma unidade multiplicando-se e dividindo-se essa unidade em
partes iguais.

De um modo mais preciso, um segmento de reta @ pode ser medido usando-
se um outro segmento e como unidade de medida. Se e cabe um nuimero inteiro
n de vezes em a, isto é, se n copias do segmento de reta e, colocadas lado a lado,
cobrem perfeitamente o segmento a, dizemos que a tem medida n, ou que mede
n unidadesde e.

Dois segmentos a e b sdo ditos comensuraveis se existe um segmento
e que, quando tomado como unidade de medida, faga com que a e b tenham

medidas inteiras, isto ¢,

m

a=e+--+te,
b=e+4---+e,

n

onde m e n sdo inteiros positivos.

O segmento e ¢ chamado medida comum de a e b.

Uma maneira prdtica de encontrar a medida comum e de dois segmentos
comensuraveis dados a e bé dada na proposi¢do 3 do livro X dos Elementos de
Euclides. Trata-se, simplesmente, do algoritmo da divisdo. Descrevemos, abaixo, o
modo como Euclides exibe o algoritmo:

1. Se a e b sdao segmentos congruentes, nada ha a fazer. Suponhamos, pois,
que um dos segmentos é menor do que o outro, digamos a<b .

2. Retiremos de b o maior ntimero possivel n, de segmentos congruentes a
a, obtendo a,, tal que

b=na+ae0<g <a.

Se g, =0, entdo e=a e algoritmo termina.

3. Caso 0<g, <a, repitamos o procedimento anterior, para obtermos um
segmento a, tal que

a=na, +a,e0<a,<aq,.

Se a, =0, entdo e=aq,.

4. Repita os passos acima até que g, =0, para algum ;>1. Quando isso
ocorre, a medida comumde a e b é e=gq,_, .
A partir do algoritmo acima, podemos expressar a/b em fungiao da

sequéncia n,,...,n, :

i
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B a 1 1
bomata ny+— n,+ a ny + 1
G n +—= A 1
% ny+—
A combinagado de fragoes
1
[0;n,,1,,...,n,]= 1
n, + 1
n -+ 1
n171 + 7

é chamada fracdo continua.

Para os pitagoricos, o algoritmo descrito acima sempre terminava em um
numero finito de passos. Assim, dados dois segmentos de reta, existiria sempre uma
medida comum e todos os segmentos de reta seriam comensurdveis. Isto também
significa que, para os pitagéricos, uma fra¢ao continua sempre seria finita. Hipaso,
no entanto, conseguiu produzir uma fragdo continua infinita, gerada a partir de
dois segmentos de reta incomensuraveis.

A insignia da escola pitagérica era o

pentagrama , que ¢ a figura obtida tragando-se

:as diagonais de um pentégono regular.

VOCE SABIA?

A figura do pentagrama foi largamente difundida
entre astrologos e esotéricos e, até a idade

média, acreditava-se que ela retinha grande

poder mistico. De acordo com a lenda popular
alema, Fausto exorcizou Mefistéfeles usando um

pentagrama o

Figura 2 - Pentagrama
Dada a importancia do pentagrama para a escola pitagérica, supde-se que
Hipaso tenha descoberto a existéncia de segmentos incomensurdveis estudando

esta figura. Ndo ha, porém, documentagio que comprove isto. A seguir,

AULA1 TOPICO 1




mostraremos que o lado a e a diagonal d de um pentdgono regular sio segmentos

incomensurdveis. De fato, mostraremos que a razdo ¢ =—, conhecida como razao
a
aurea, ou numero de ouro, nio é um numero

"""""""""""""""""""""""""""""""""""" § \

racional.

VOCE SABIA?

‘\/
O Numero de Ouro ¢ um numero irracional
misterioso e enigmatico que nos surge numa

infinidade de elementos da natureza na forma de

uma razao, sendo considerado por muitos como
uma oferta de Deus ao mundo.
Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/

icm17/ouro.htm

D 'E I ———

Figura 3 - Pentdgono regular

Observando a Figura 3, vemos que a = AE e d=AD.O triangulo AEH ¢

isésceles, com a — AE=AH . Os triangulos DEH e ADE sao semelhantes, logo

AE
DH'

AD
DE

Como DH=AD— AH=AD— AE=d —a, a igualdade acima toma a forma

d__a
a d—a
Podemos, entdo, escrever
d a d 1 1 1 1
a d-—a d—a 14 1— a 1+ 1+
d a a a

a—d
Este procedimento pode ser repetido, o que equivale a considerar um
pentagrama menor semelhante ao original (veja a Figura 3). Mais ainda, este

procedimento pode ser repetido indefinidamente. Assim, obtemos:

d 1
gp:—:l—k—:[l;l,l,l,...]
a 1
I
1+...

12 ‘ Anélise Real




o que significa que o algoritmo de Euclides ndo termina em um numero finito de
etapas.

Baseado em fatos deste tipo, Hipaso concluiu que existem segmentos de
reta incomensuraveis, isto é, que ndo admitem uma medida comum. No exemplo

descrito acima, a diagonal d e olado a do pentdgono regular sdo incomensuraveis.

As fragoes
1 1 3 1 5 1 8
1,1+—=2,1+—=—,1+—1=—,1+—1=—
1 1+1 2 1+ 3 1+ . 5
1+1 1+
1+1
sdo aproximagdes de ¢ . Em geral, a sequéncia de fragdes continuas finitas do tipo
1
+ 1
1+71
14—
1+1
tem o seguinte aspecto:
35813 ?
1/21_1_7_7_1-”/ AR
235 8 F.,

onde F=1,F=1 e F _ =F +F,_, , para todo

i n>2. A sequéncia E,F,...,F,..., ¢ chamada
N—A :
SAIBA MAIS! : sequéncia de Fibonacci, em homenagem a

O matematico Leonardo Pisa, conhecido como e AR E LR R LR R REREERLE
pioneiro no seu estudo.
Fibonacci, propds, no século XIII, a sequéncia

Mais adiante, discutiremos 0
numérica abaixo: (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,

89, .) comportamento desta sequéncia quando 7

. : cresce. Veremos, em particular que
Fonte: http://www.infoescola.com/matematica/ ’ P 9

sequencia-de-fibonacci/ 1+ J5

2

1.2 A TEORIA DAS PROPORCOES DE EUDOXO

No livro X dos Elementos de Euclides, hd uma demonstracao de que a diagonal
e o lado de um quadrado s3ao segmentos incomensuraveis. A ideia, assim como no
caso do pentagrama de Hipaso, ¢ mostrar que o algoritmo usado para encontrar a
medida comum dos dois segmentos nado termina ap6s um numero finito de passos.

Se a ¢ a medida do lado de um quadrado e d ¢ a medida de sua diagonal, o

Teorema de Pitdgoras nos diz que a+a=d?, logo i: \/E . Assim, afirmar que
a

AULAT | TOPICO |



a diagonal e o lado de um quadrado sdo incomensuraveis ¢ equivalente a afirmar
que J2 éirracional.
Nio repetiremos aqui a demonstragao classica de Euclides. Em vez disso,
daremos uma demonstragdo geométrica, no espirito da Matemadtica grega.
Consideremos, por uma questao de simplicidade e porque nao ha perda de
generalidade, um quadrado de lado 1 e com diagonal d . Supor que 1 e d sdo
comensuraveis ¢ equivalente a supor que existe uma medida comum e tal que

. a S ..
d=ae e 1=be, ouseja, d = 3 com a e b inteiros positivos.

a/b

Figura 4 — Quadrados semelhantes
Vamos, pois, supor que a diagonal do quadrado de lado 1 é um ntmero
racional a /b . Podemos considerar um novo quadrado semelhante ao quadrado de
lado 1, de modo que a razdo de semelhanga seja b . Assim, o novo quadrado tem
lado b e diagonal a, como indicado na figura acima.
A seguir, indicaremos como construir um tridngulo CEF , com lados inteiros,

semelhante ao tridngulo ABC (veja a Figura 5).

D &
a—=b
E 2b —a

A b B

Figura 5 — Triangulos ABC e DEF com lados inteiros

Analise Real




Inicialmente, tracemos um arco de circunferéncia, com centro no ponto A
eraio AB=h. Seja E o ponto onde esse arco corta a diagonal AC do quadrado.
Temos: EC=AC—AE=a—b. Pelo ponto E, tracemos uma perpendicular a
diagonal AC, que corta o lado BC no ponto F. Como FE e FB sdo tangentes
a uma mesma circunferéncia, temos FE = FB . Por outro lado, o tridngulo CEF ¢é
retangulo e um de seus angulos internos mede 45° logo é um trianguloisodsceles, com
FE=EC=a—b. Assim, FB=FE=a—b e E:B_C—ﬁ:b—(a—b)ZZb—a-

Portanto, o tridngulo CEF ¢ semelhante ao tridngulo ABC e possui os lados
inteiros. Agora vamos ao passo crucial: podemos repetir este procedimento
para o triangulo CEF, de modo a obtermos um outro tridngulo ainda menor,
semelhante a CEF, e com os trés lados inteiros. Como este procedimento pode
ser repetido indefinidamente, podemos obter triangulos arbitrariamente pequenos
com lados inteiros. Em particular, existe um triangulo semelhante a ABC, com
lados inteiros e contido em um circulo de diametro 1. Isso é impossivel, pois os
lados do tridngulo, sendo inteiros, devem ser necessariamente maiores ou iguais
a 1, mas estando o tridngulo contido em um circulo de didmetro 1, pelo menos
um dos seus lados deve ser menor do que o didmetro, ou seja, menor do que 1.
Evidentemente, isto ¢ um absurdo, pois ndo existem numero inteiros positivos
menores do que 1. A contradigdo veio de supormos que a diagonal do quadrado de
lado 1 é um numero racional. Logo, JE nao pode ser racional.

Cerca de dois séculos depois da descoberta de Hipaso, outro sibio
grego, Eudoxo de Knidos (408 a.C. - 355 a.C.), elaborou a teoria geométrica das
proporgdes, ferramenta capaz de lidar com quantidades incomensuraveis. A seguir,
descreveremos brevemente as ideias centrais da teoria de Eudoxo e o modo como
podem ser encontradas no livro V dos Elementos de Euclides.

Para Eudoxo, magnitudes de um mesmo tipo podem ser somadas. Assim,
podemos somar os comprimentos de dois segmentos para obtermos o comprimento
de um terceiro segmento. Da mesma forma, a soma de dreas de figuras planas é igual
a 4rea de alguma figura plana. Eudoxo assume implicitamente que esta soma de
magnitudes ¢é associativa e comutativa. Magnitudes de um mesmo tipo podem ser
comparadas: dadas duas magnitudes @ e b de um mesmo tipo (dois comprimentos,
por exemplo), temos a<b, a=b ou b<a.O produto de uma magnitude por um
numero natural tem sentido: ng=g+---+a (7 vezes). Vale, ainda, a seguinte

propriedade fundamental, conhecida como:

AULA1 TOPICO 1




Principio de Arquimedes: dadas duas magnitudes a e b, existe n

natural tal que na>b

No tépico seguinte, veremos como estas ideias podem ser formalizadas.
Em linguagem moderna, podemos dizer que Eudoxo considerava o conjunto das
magnitudes como um corpo ordenado arquimediano.

O objeto central da teoria de Eudoxo sdo as razdes entre magnitudes de
um mesmo tipo, comensurdveis ou nao. Para permitir que razdes possam ser

comparadas, a seguinte defini¢ao é introduzida:

ma<nb < mA<nB,

SRS

¢ equivalente aima=nb < mAd=nB, (1)

SR

ma>nb < mA>nB

Na definigao (1) estd implicito o fato de que os racionais sao densos na reta
real. Demonstraremos este fato no Teorema 1 da pdgina 16, ainda nesta aula. Por
enquanto, é suficiente notarmos que a densidade de Q em R significa que, entre

dois ntimeros reais distintos, ha pelo menos um nimero racional.

Em particular, se 4 _. A, podemos supor que uma das fragdes é menor do
b B
. a A . . S .
que a outra, digamos £ <2 . Entdo, existe ", com m e n inteiros positivos
b B m

(lembremos que estamos lidando com magnitudes que sdo positivas) tal que

|

1
a n
b m

ol =T

Figura 6 — Entre a/b e A/B existe um nuimero racional n/m

. . . A . .
Sendo assim, £« implica que ma<nb e 2 <2 implica que nB<mA ,

m m B
o que contradiz uma das equivaléncias de (1). Reciprocamente, se valem as trés

A s s . : a A
equivaléncias de (1), entdo ndo pode existir um nimero racional entre = e ~= que,

b B
portanto, correspondem a um mesmo pontosobreareta, isto¢, sioiguais. Deummodo
. . , ~..a A 5 . .
mais preciso, o que Eudoxo afirma ¢ que duas razdes — e 2= sdo iguais se e somente
: . N S B n_A4
se, para quaisquer m,n inteiros positivos, — < — ¢ eqmvalente a —<—,
m m
E notdvel que esta seja exatamente a ideia sobre a qual R. Dedekind, no

século XIX (logo, mais de 2200 anos depois de Eudoxo!), se baseou para definir

nuimero real como um corte, ou segao.

16 ‘ Anélise Real




Concluimos aqui nosso primeiro topico, que tratou da origem histérica
do estudo dos numeros irracionais. A descoberta dos numeros irracionais,
compreendidos pelos antigos gregos como magnitudes incomensuraveis, trouxe a
tona a necessidade de se trabalhar com um conjunto de nimeros mais amplo do
que o conjunto dos racionais, mesmo para lidar com questdes simples de geometria
plana, como a semelhanga de triangulos. Este conjunto mais amplo passou, bem
mais tarde, a ser chamado de conjunto dos numeros reais, mas a determinagao
precisa do conjunto dos nuimeros reais so se deu no final do século XIX. Vale notar
ainda que, desde sua origem, os numeros irracionais estao associados a processos,
ou algoritmos, que nao cessam ap6s um numero finito de passos, ou seja, processos
de interagdo que continuam indefinidamente.

Assim, a descoberta dos numeros irracionais trouxe pela primeira vez a cena
matematica a presenca do infinito, tdo abominado pelos antigos gregos. Das varias
tentativas de se encontrar modos eficazes para lidar com estes processos infinitos,

nasceu e se desenvolveu o que chamamos hoje de Analise Matematica.
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5 Propriedades dos
T PI nUmeros reais

OBJETIVOS

. Reconhecer as propriedades que definem o conjunto dos
numeros reais

. Realizar intuitivamente a no¢ao de completude e perceber a

necessidade de se considerar esta nogio

o Tépico 1 desta aula, vimos que os niimeros racionais nao sao

suficientes para descrevermos todas as grandezas geométricas.

Assim, torna-se necessdrio o estudo de um conjunto numérico
mais amplo, mas que tenha ainda certas propriedades basicas.

Neste topico, colocaremos de modo preciso que propriedades sdo essenciais
para a defini¢do de ntimero real. De um modo geral, os reais devem possuir uma
estrutura algébrica (de corpo), uma estrutura combinatéria (de conjunto totalmente
ordenado) e uma estrutura topolégica (de conjunto completo), e estas trés estruturas
devem ser compativeis. Apresentaremos, entao, a estrutura algébrica e a estrutura
combinatoéria dos reais, e assim veremos que os reais formam um corpo ordenado
arquimediano. Na Aula 2, estudaremos os aspectos topoldgicos do conjunto dos

reais, isto ¢, sua completude.

2.1 0S NUMEROS REAIS FORMAM UM CORPO

Ao estudar geometria, vemos que dois segmentos AB e CD podem ser
somados e que o resultado desta soma é um novo segmento. Fazemos isso da
seguinte maneira: consideramos, na semirreta AB, o Unico ponto X tal que B
estd entre A e X e BX é congruente a CD . Chamamos o segmento AX de soma
dos segmentos AB e CD e denotamos AX=AB~+CD.

Nos quatro primeiros livros dos Elementos, Euclides nao faz mengao alguma

amedidas de segmentos. Ao contrdrio, ele desenvolve uma aritmética de segmentos
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nos moldes da defini¢do de soma, dada acima, obtendo assim uma teoria puramente
geométrica.

Entretanto, para lidar com a nog¢ao de semelhanca, Euclides precisou associar
a cada objeto geométrico uma magnitude, que nada mais é do que sua medida.
Assim, a magnitude ¢ um ntmero associado a um objeto geométrico.

A um segmento de reta podemos associar um nimero que representa seu
comprimento; a uma figura plana como um circulo ou um quadrado, podemos
associar um numero que representa sua drea; a um angulo associamos um numero
que representa sua medida (em graus ou em radianos); a uma figura no espago, como
um cubo ou uma piramide, associamos um numero que representa seu volume.
Uma vez que segmentos de reta podem ser somados, os nimeros que indicam suas
magnitudes devem admitir também uma operagao de soma. Além disso, a drea de
um retangulo é dada como o produto das medidas de dois de seus lados. Como a
area de um retangulo também é um nimero, precisamos definir sobre os numeros
que indicam magnitudes um produto.

Numeros racionais podem ser somados e multiplicados, mas, como jd
vimos no tépico anterior, os ntmeros racionais sido insuficientes para exprimir
todas as possiveis magnitudes. Dessa forma, as magnitudes devem ser elementos
de um conjunto R que contenha os racionais e seja munido de duas operagdes,
uma soma e um produto. Devemos, ainda, exigir que as operagdes definidas
sobre este conjunto numérico R tenham as mesmas propriedades das respectivas
operagdes no conjunto Q dos nimeros racionais, ou seja, devemos exigir que R
seja um corpo. J4 encontramos a nogio de corpo nos cursos de Algebra Linear e
de Estruturas Algébricas, mas vamos repetir a defini¢do de corpo aqui, por uma

questdao metodoldgica.

DEFINICAO DE CORPO

Um conjunto K, munido de duas

ATENCAD!

operagdes bindrias +:KXK— K, chamada

Revise o conteddo de corpo no material da soma, e -:KxK— K, chmada produto, é
disciplina Estruturas Algébricas denominado corpo, se sdo validas as seguintes
condigoes:
1. A soma € associativa: a-+(b+c)=(a+b)+c, para quaisquer
a,b,ceK.

AULA1 TOPICO 2




2. Existe um elemento neutro para a soma: existe e€K tal que
a+e=e+a=a, para todo a€K. E possivel demonstrar que este

elemento neutro ¢ tnico e o denotamos por 0.

3. Todo elemento de K possui inverso aditivo: dado a € K, existe b€ K
talque a+b=b+a=e.E possivel demonstrar que, para cada a €K,

este inverso aditivo é tnico e o denotamos por —a .

4. A soma ¢é comutativa: a +b=>b+a, para quaisquer a,b €K .
5. O produto ¢ associativo: a(bc)=(ab)c, para quaisquer g,b,c €K .
6. Existe um elemento neutro para o produto: existe ye€ K tal que

au=ua=a, para todo a€K. E possivel demonstrar que este

elemento neutro ¢ tinico e o denotamos por 1.

7. Todo elemento ndo-nulo possui inverso multiplicativo: dado a =0,
onde 0 €K ¢ a notagdo do elemento neutro estabelecida no item 2
acima; existe b€ K tal que ab=ba=1, onde 1€ K ¢ o elemento

neutro do produto, como no item 6 acima.
8. O produto ¢ comutativo: dados a,b€ K, ab=ba .

9. Soma e produto satisfazem a distributividade: dados a,b,c € K , temos

a(b+c)=ab+ac.

Podemos falar, entdo, no corpo dos numeros reais, que denotaremos
provisoriamente por R .Assim, por exemplo, a medida do segmento AC 1++2
na Figura 7, em que esta soma corresponde a soma do segmento AB, cuja medida
¢ 1, com o segmento BC, cuja medida é 2. Da mesma forma, o perimetro de um
triangulo retangulo isdsceles de cateto igual a 1 pode ser calculado operando-se

normalmente com as medidas dos catetos e da hipotenusa, que sdo ntimeros reais.

1 V2

A B C

Figura 7 - Segmento AC
O conjunto dos numeros que representam magnitudes de objetos geométricos

deve ser um corpo, como vimos acima, pois é conveniente que as propriedades
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operatdrias que valem para os racionais e, consequentemente, para os segmentos
cujas magnitudes sdo numeros racionais, sejam validas para todos os segmentos,

quer tenham magnitudes racionais ou nao.

2.2 0 CORPO R DOS REAIS E ORDENADO E ARQUIMEDIANO

Tao importante quanto somar ou multiplicar segmentos é comparar
segmentos, isto é, dizer, para dois segmentos dados, qual é o maior. Da mesma
forma, é essencial, em geometria, comparar angulos, dreas e volumes. Isto implica
automaticamente que o corpo R, com as propriedades acima, deve ainda ser
ordenado, o que significa que, além de possuir duas operagdes + e . que o fazem
ter estrutura de corpo, sobre R também é preciso definir uma maneira de comparar
seus elementos. Fazemos isso do seguinte modo:

Chamamos de relacdo de ordem < sobre R a uma relagdo que satisfaz,
necessariamente, as seguintes condigoes:

1. Reflexividade: dado a € R, a<a.

2. Antissimetria: se a,b € R sdo taisque a<b e b<a,entio a=b.

3. Transitividade: se a,b,c € R sdo taisque a<b e b<c,entdo a<c.

As relagdes acima podem ser interpretadas geometricamente, observando-
se a,b e ¢ como medidas de segmentos, por exemplo.Dadas duas magnitudes,
devemos sempre poder decidir qual é a maior, ou se as duas sdo iguais. Assim, a
relacio de ordem < sobre R deve ser total, isto ¢, deve satisfazer a condicio:

1. Ordem total: se a,bE R, entdo a<b ou b<a.

Finalmente, a relagdo de ordem deve ser compativel com as operagdes no
seguinte sentido:

1. Dados a,b,cER,se a<b, entdo .

2.Dados a,b€ER,se 0<a e 0<p, entdo .

Outro principio geométrico natural é o
Principio de Arquimedes, sobre o qual ja falamos
na pagina 12, quando da exposi¢do sobre a

ATENG[\U! 4 Teoria de Eudoxo sobre as proporgoes.

1. Principio de Arquimedes: dados

Usamos as notagdes usuais: a > b significa que

a,b€R, a>0, existe n natural tal que na>b.
b<a, a<b significa que a<b e a=b, o
Podemos pensar no Principio de
a>b significaque a>b ea=b. . ) ) o
Arquimedes do seguinte modo: seja b a distancia

do nosso planeta a estrela mais distante que se
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conhece e se€ja a o didmetro de um dtomo de hidrogénio. Evidentemente, p é muito
grande e a é muito pequeno, mas é possivel, pelo menos teoricamente, enfileirar
uma quantidade n de 4tomos de hidrogénio, mesmo que uma quantidade enorme,
de modo a obter uma distancia na maior do que b. Isto é uma propriedade que
se espera que nosso universo tenha, ou seja, espera-se que nao existam objetos
infinitamente distantes. O Principio de Arquimedes capta esta propriedade do
espago geométrico.

Um subconjunto X C R ¢ dito denso em R se, dados a,b€R, com a<b,
existe x€ X tal que a<x<b. Usando o Principio de Arquimedes, podemos

demonstrar que o conjunto Q dos ntimeros racionais é denso em R.

( Teorema 1: O conjunto Q dos racionais ¢ denso em R. )

Demonstracao: Sejam x,y€ER, com x<y. Como a:=y—x>0, pelo
Principio de Arquimedes, existe um numero natural n tal que na>1. Logo,

1
—<a=y—x. A ideia aqui é colocar, lado a lado, uma quantidade inteira de
n

segmentos de medida l , de modo que o segmento resultante tenha medida maior
n
do que x e menor do que y, como indicado na Figura 8:

Y

H m/n
Figura 8 — m cdpias justapostas de um segmento de medida 1/n

Novamente o Principio de Arquimedes nos garante que existe um numero

1 . ~ . , .
natural k tal que k-—> x . Como todo subconjunto nao-vazio de nimeros naturais
n

possui um menor elemento (Principio da Boa Ordem), existe um numero natural

1 1 m
m tal que x <m-— e (m—1)-—<x . Afirmamos que — < y . De fato, se ocorresse
n

m N 1 m-—1 1 . ) 1
y<—, entdo y——< Mas —<y—x implica que x—y<——. Logo
n n n n n
teriamos x = y+(x— y)< y 1 < 1 , contrariando a escolha de m . Isto posto,
n n

m .
vemos que x <—<y, 0 que mostra que Q é densoem R.m
n
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A relagdo de ordem em R nos permite definir a nogao de intervalo. De fato,
dados a,bE€ R, se a<b, chamamos de intervalos com extremo inferior em a e
extremo superior em b, os seguintes conjuntos:

(a,b)={xE€R|a<x<b},

[a,b]={x€R|a<x<b},

(a,b]={x € R|a<x <b},

[a,b)={x € R|a<x<b}.

Ha também notagdes especiais para os chamados intervalos infinitos:

(a,+00)={x € R|x>a},

(—00,b) = {x € R|x <b},

[a,+00)={xER|x>a},

(—o00,b]={x € R|x < b},

Também faz sentido falarmos em conjunto limitado: um subconjunto
X C R nao-vazio ¢ dito limitado se existe ME€R, M >0, tal que XC (—M, M),
ou seja, todo elemento x € X satisfaz —M <x <M .

A ordem total em R nos fornece, ainda, uma representacdo linear do corpo
dos numeros reais. Mais precisamente, dada uma reta r, podemos escolher um
ponto O €r e identifica-lo com o elemento neutro 0 de R . Este ponto é chamado
origem. Escolhemos um segundo ponto U, a direita de O, e associamos a este
ponto o numero 1. O segmento QU ¢é tomado, entdo, como unidade de medida e
tem, automaticamente, medida igual a 1.

Os outros numeros reais sdo identificados com pontos da reta da seguinte
maneira: dado a € R, a>0, escolhemos A €r tal que o segmento OA tenha medida
a e A esteja a direita de O. No caso em que a<0, o ponto A ¢ escolhido a

esquerda de O e o segmento OA tem medida iguala —a .
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Figura 9 — Correspondéncia entre o nimero a e o ponto A sobre a reta
Dado um numero inteiro positivo 7, ¢ tarefa facil encontrar o ponto da
reta que lhe é correspondente: basta posicionar n cépias de OU justapostas a

direita, de modo a obter um segmento ON que tem medida igual a soma 1+---+1

,

com n parcelas. Logo, o ponto N corresponde ao numero n. O numero —n ¢
representado de modo similar, tomando as cépias justapostas do segmento OU a
esquerda.

- , . m
Para obtermos a representagdo de um numero racional =, devemos,

n
primeiro, dividir o segmento OU em n partes iguais. Cada parte ¢ um segmento de

medida L . Escolhemos o tnico destes segmentos que contém o ponto O, digamos
n
OX . Ao tomarmos m copias justapostas de OX , obtemos um segmento OY que

tem medida igual a L 4o _|_l com m parcelas. Assim, a medida do segmento OY

n n
¢ — e o ponto Y corresponde, portanto, ao numero racional = .
n n
A observagido de Hipaso nos leva a conclusdo de que existem segmentos

de reta cuja medida é incomensuravel com OU . Mais especificamente, é possivel

encontrar um ponto P da reta que ndo corresponda a nimero racional algum.

B

O g P

Figura 10 — O ponto P corresponde ao niimero irracional \2

Observando a Figura 10, onde OUAB ¢é um quadrado construido sobre o
segmento OU, AP ¢é um arco do circulo centrado em O e de raio OA igual
a diagonal do quadrado. Como sabemos que a diagonal do quadrado e seu lado
sdo incomensuraveis e OP tem a mesma medida de OA, pois ambos sdo raios,
concluimos que o ponto P nao corresponde a numero racional algum.

Dessa forma, o corpo ordenado dos racionais nao é suficentemente grande

para descrever todos os pontos de uma reta. Em outras palavras, embora todo
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nuimero racional corresponda a um ponto sobre a reta, existe pelo menos um
ponto da reta que ndo corresponde a um nimero racional. Surge, entdo o seguinte
questionamento:

Existe um corpo ordenado cujos elementos estejam em correspondéncia
bijetiva com os pontos de uma reta?

Na préoxima aula, veremos como colocar de modo preciso a questdo
geométrica acima e definiremos o corpo ordenado R dos ntimeros reais como aquele
que satisfaz esta condigao, isto €, seus elementos correspondem bijetivamente aos
pontos de uma reta.

Concluimos aqui nossa primeira aula, que teve um cardter intuitivo e
geométrico. Exibimos aqui as origens geométricas que motivaram o estudo dos
numeros reais. O ponto principal é que os nlimeros racionais sao insuficientes para
o estudo da geometria, mesmo em seu viés mais elementar. Assim, é necessario
langar mao de um conjunto de numeros mais amplo, que deve ter as mesmas
propriedades operatérias de Q, ou seja, deve ser um corpo, que deve, assim como
Q, ser totalmente ordenado, e cuja ordem deve ser arquimediana. Além disso, o
corpo ordenado arquimediano de que precisamos, deve estar em correspondéncia

bijetiva com os pontos de uma reta. Esta ultima condigdo, que denominamos

completude, serd estudada na Aula 2.

ATIVIDADE DE APROFUNDAMENTO

1. Considere o plano cartesiano QxQ, ou seja, o conjunto de pontos do plano que tém coordenadas
racionais. Sejam O a origem (0,0) ¢ A o ponto de coordenadas (0,1) . Existe algum tridangulo equilatero
em QxQ, tendo OA como um dos lados? Por qué?

2. Seja ABC um triangulo isosceles retangulo em A e AD a altura relativa a hipotenusa, como mostrado
na figura abaixo.

Verifique que os tridngulos ABC e ABD sio semelhantes e que os segmentos AB e BD nao
incomensuraveis. Discuta como este exemplo justifica a necessidade de se assumir a existéncia de nimeros
nao racionais para se trabalhar com semelhanga de tridangulos.

3. Determine a expansao dos seguintes numeros racionais como fragdes continuas:
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@ L7
7

(b) 13
31

(22
34

158
(d =—
49
4. Demonstragao de Euclides da irracionalidade de \/E .

a

(a) Para obter uma contradigao, suponha que \/E seja racional, isto €, \/E = —. Verifique que ¢é possivel
supor que @ e b sejam primos entre si, isto é, 0 maximo divisor comumde a e b é 1.

. a . .. 2 2
(b) Mostre que a igualdade \/E = ; implica a” =2b".
(c) Mostre que a’=2b’ implica que a é par.
(d) Mostre que a@ par implica b par.
(¢) Conclua que o mdc de @ e b é maior ou iguala 2, o que é uma contradigdo (por qué?).
5. Considere o nimero \/5 . Podemos escrever

VZ=1442-1=14——=14—+ =4 L
1++2 2++2—1 L

1++2

(a) Verifique que o procedimento acima pode ser repetido indefinidamente e conclua que \/5 admite uma

representagdo como fragdo continua infinita [1;2,2,2...].
(b) Use o item (a) acima para mostrar que 2 ¢ irracional. (Sugestao: repita o argumento usado no texto
para demonstrar que a razao aurea ¢ irracional).

(c) Encontre a expansiao de \/g como fragdo continua infinita. (Sugestao: comece escrevendo

\E =2+ \/E — 2 erepita o procedimento usado para \/5 )-

Teorema de Tales.

Analise Real




O Teorema de Tales afirma que, se duas retas transversais cortam um feixe de retas paralelas, as magnitudes

dos segmentos delimitados pelas transversais sio proporcionais. Com a notagao da figura anterior, temos:
It

AB A'B

e A

BC BC

6. A proposta deste exercicio ¢ apresentar uma demonstragao do Teorema de Tales que englobe os casos em

que os segmentos sao incomensuraveis.

(@) Suponha, primeiramente, que AB e BC sido comensurdveis. Seja e a medida comum destes

dois segmentos, ou seja, AB=m-e € BC=n-e, onde m e n sao numeros naturais. Trace

I
m+n retas paralelas a AA", dividindo o segmento AC em m-+n segmentos congruentes
de medida €. Mostre que estas retas paralelas dividem o segmento A’B’ em m partes e o

! A . -
segmento B'C' em p partes, todas com medida e. Conclua que o teorema ¢ valido neste caso.

(b) Procure adaptar o argumento acima para o caso em que os segmentos AB e BC sdo incomensuraveis.

AULA1 TOPICO 2




28

AULA2 e

Na aula 1, fornecemos justificativas geométricas para a necessidade de se

considerar um conjunto numérico mais amplo do que o conjunto dos racionais.
Vimos ainda que este conjunto numérico mais amplo deve ser um corpo ordenado
arquimediano. Ha ainda, no entanto, uma questao importante por responder: que
propriedade adicional um tal corpo ordenado arquimediano deve ter para que haja
uma correspondéncia bijetiva entre seus elementos e os pontos de uma reta? Para
responder esta pergunta, precisamos de uma ferramenta que nos permita calcular
distancias entre os elementos de um corpo ordenado arquimediano.

No topico 1 desta aula, veremos que esta ferramenta € o valor absoluto. No
topico 2 desta aula, veremos que um corpo ordenado arquimediano tem seus
elementos correspondendo bijetivamente aos pontos de uma reta se, e somente
se, satisfaz a propriedade “dos intervalos encaixantes”. Finalmente, no tépico 3,
estabeleceremos a nogé&o de conjunto enumeravel e veremos que 0s reais formam
um conjunto nao-enumeravel.

Objetivos

e Utilizar anocao de valor absoluto como ferramenta para determinar distancias
sobre a reta

e Compreender os rudimentos da topologia na reta: abertos, fechados, pontos
de acumulacéo e fechos

e Assimilar a necessidade da introducao da nocdo de completude, para
garantir a correspondéncia bijetiva entre nUmeros reais e pontos sobre a reta
orientada

e Compreender a nogao de enumerabilidade e justificar a ndo-enumerabilidade
do conjunto dos numeros reais
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TOPICU -l Valor absoluto

OBJETIVOS

. Identificar a nogdo de valor absoluto e suas propriedades
mais relevantes

. Perceber a possibilidade de existirem varios valores abso-

lutos definidos em um corpo ordenado

. Desenvolver a nogao de espago métrico a partir da nogao

de valor absoluto sobre os reais

a aula 1, vimos que o conjunto dos numeros reais possui uma
estrutura algébrica (de corpo) e uma estrutura combinatéria
(de conjunto totalmente ordenado e arquimediano). O valor
absoluto de um numero ¢ a maneira pela qual se pode calcular distancias entre
nuimeros reais. Uma vez definido o valor absoluto sobre um corpo ordenado,
podemos introduzir uma estrutura adicional neste corpo: a de espago métrico.
Neste topico, estudaremos as principais propriedades do valor absoluto e algumas
das propriedades dos reais como espago métrico.
Consideremos um corpo ordenado arquimediano K, por exemplo, o corpo
Q dos numeros racionais. Usamos a notagio K para indicar o conjunto dos
elementos nao-negativos de K, ou seja,
K'={a€K|a>0}.
Dado um elemento a € K, um valor absoluto, ou médulo de a, ¢ uma funcgio
¢:K — K" que satisfaz as seguintes condigoes:
1. Dado a €K, ¢(a)=0 se, e somente se, a=0.
2. Dados a,b€ K, ¢(ab)=¢(a)p(d) .
3. ¢la+Db)<P(a)+P(b).

0 exemplo mais importante de valor absoluto ¢ dado pela fungio ¢: K — K*
dada por ¢(a)=|a
a se a>0

lal=

—a se a<0

, onde, para cada a€ K,
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Vamos verificar que, de fato, a fungao ¢(a)= |a| satisfaz as condigoes 1,2 e
3 acima e, portanto, ¢ um valor absoluto.

a[>0 paratodo a€K e |a|=0 implica a=0 ou —a=0,

Primeiramente,

isto é, |a|=0 implica a=0.
Para verificarmos a validade da condi¢do 2, consideremos a,b € K . Temos
alguns casos a considerar:

primeiro, se ¢>0 e b>0, temos |a|=a e |b|=b e ab>0, logo

lab|=ab=|a||b].

no caso em que a>0 e b<O0, temos |a|=a, |b|=—b e ab<0, logo
|ab|=—ab=a(—b)=|a| |b|. O caso em que a<0 e b >0 é similar.

no caso em que a<0 e b<0, temos |a|=—a, |b|=—b e ab>0, logo

|ab|=ab=(~a)(~b)=|a|[b].

Finalmente, para verificarmos a validade de 3, devemos também considerar
alguns casos:

primeiro, se ¢ >0 e b>0, entdo a+b>0 e |a+b|=a+b=|a|+|b].
Note que, neste caso, vale a igualdade.

Se ¢>0 e b<O0, entdo |a|=a e |b|=—b. Observe que, neste
caso, b<|b|. Podemos ter duas situagbes: a+b>0 ou a+b<0. Se
a+b>0, entio |a+b|=a+b<a+|b|<|la|+|b|. Se a+b<0, entio
la+b|=—(a+b)=—a—b<|a|—-b=|a|+|b|. O caso em que a<0 e b>0 ¢

similar.

Enfim, se a<0 e b<O0, temos |a|=—a, |b|=—b e a+b<0, logo
la+b|=—(a+b)=—a—b=|a|+|b|. Observe que, neste caso, também vale a
igualdade.

Vale ressaltar que outros valores absolutos podem ser definidos sobre corpos
ordenados arquimedianos. Podemos, por exemplo, definir sobre o corpo dos
numeros racionais um valor absoluto para cada nimero inteiro primo p, chamado
valor absoluto p-adico . De fato, fixado um inteiro primo p, seja r -4 um

b
namero racional, onde podemos supor que a fragao ¢ irredutivel, ou seja, a e b
sdo primos entre si. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, existe um tnico
namero inteiro 7 tal que r = p" 3 , com ¢ e d inteiros ndo divisiveis por p. A
fungdo ||,:Q—>Q", dada por |r |p: p ", satisfaz as condigdes 1,2 e 3 da definigdo
de valor absoluto. Dizemos que |r |p ¢ o valor absoluto p-adico de r. Este valor
absoluto tem papel central na resolugdo de equagdes diofantinas de grau 2, em

Teoria dos Numeros.
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SAIBA MAIS!
Acesse o site www.ime.usp.br/~niski/monitoria/
corpoarq.pdf e obtenha mais informagées sobre

as propriedades arquimedianas

VOCE SABIA?

Em 1897, o método de Weierstrass de
desenvolvimento de séries para fungdes
algébricas o conduziu a inven¢ao dos numeros
p-adic. Hensel estava interessado no primo exato
que divide o discriminante de um campo de
numero algébrico. Os niimeros p-adic podem ser
considerados como uma conclusio dos numeros
racionais, de um modo diferente da conclusio
habitual que conduz aos numeros reais.

Fonte: http://www.somatematica.com.br/

biograf/hensel.php

Convém ressaltar que nosso interesse ¢

o estudo do valor absoluto usual. Por isso, nao

‘teceremos mais comentarios sobre os valores
‘absolutos p-ddicos. O leitor interessado pode
‘encontrar mais informac¢des nos exercicios de

t aprofundamento.

Continuamos a denotar por K um corpo

(podemos  pensar

momentaneamente em K como sendo o corpo
dos numeros racionais). Se g,b€K, o que
significa o valor absoluto da diferenca |a—b|?
O exemplo a seguir é elucidativo nesse sentido.
Exemplo: Vamos resolver a equagao
|x—1|+|x—3|=2 emQ. A principio, por se
tratar de uma equagdo, pode parecer estranho
afirmar que o seu conjunto solugao € o intervalo
[1,3]={x€Q1<x<3}. De fato, se x€[1,3],
entio 1<x<3, logo x—1>0 e x—3<0.
Logo, |x—1|=x—1 e |x—3|=3—x, donde
|x—1|+|x—3|=x—14+3—x=2. Assim, todo
elemento do intervalo ¢ solugdo da equagdo.
Por outro lado, se x<1 ou x>3, é possivel
determinar, de modo analogo ao que fizemos
acima, que x nao pode ser solugdo da equagao

veja a questao 1 da tarefa).
Jaaq

Apresentaremos, agora, outra solugdo desse problema, que se baseia na

interpretagio geométrica da equagdo: |x—1]| e |x—3| podem ser vistos como

as distancias entre x e os elementos 1 e 3. Afirmar que |x—1|+|x—3|=2 ¢

equivalente a afirmar que o ponto x estd situado na reta de modo que sua distancia

ao ponto correspondente a 1, somada a sua distancia ao ponto correspondentea 3,

seja constante e igual a 2. Isso acontece exatamente para os numeros situados no

intervalo [1,3], que correspondem aos pontos racionais situados no segmento que

liga os pontos correspondentes a 1 e 3 (veja a Figura 1).
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1 x 3
Figura 1 - Numero real entre 1 ¢ 3
Dessa forma, o valor absoluto |a — b | mede

a distancia entre a e b. Se assumirmos que os

numeros reais estdo em correspondéncia com os

pontos de uma reta, o nimero |a—b| mede o = ATENGAD!

Nosso principal objetivo é obter um corpo

comprimento do segmento cujas extremidades

sdo os pontos da reta Correspondentes aaeb.
ordenado arquimediano contendo o corpo
Vamos denotar por R o corpo dos ntimeros
dos racionais, cujos elementos estejam em

reais. Dado um elemento a€R, existe um .
correspondéncia com os pontos de uma reta.

unico ponto da reta orientada que corresponde . ’ .
Este € exatamente o Corpo dos ntimeros reais. A

a a. Por ndo haver risco de confusdo, podemos : : .
partir deste ponto, assumiremos que existe um

denotar este ponto também por a. Seja 6>0 corpo ordenado arquimediano cujos pontos estao

um numero real positivo, o conjunto dos pontos em correspondéncia bijetiva com os pontos de
da reta que estdo a uma distancia menor do que uma reta. No Tépico 2, exibiremos uma condigao
0 do ponto a é representado pelo intervalo suficiente para que exista esta correspondéncia.

mostrado na Figura 2. S

a—0 a a+4d

Figura 2 - Intervalo aberto centrado em a

Podemos escrever o conjunto {x € R ‘ a—0<x<a+0} como um intervalo
aberto (a —6,a+ 5) , chamado intervalo aberto centrado em a. Outro modo de
descrever este intervalo é

(a—b,a+80)={xeR|x—a|<b}

ou seja, (a— 6,a+ 5) € o conjunto dos numeros reais que estdo a uma
distancia menor do que § do ndimero a.

O valor absoluto usual que definimos sobre o conjunto R dos nuimeros reais
nos permite calcular distancias entre os elementos de R . Mais precisamente, existe

uma fun¢io d:RxR — R, dada por d(x,y)=|x—y

, satisfazendo as seguintes
condigdes:

1. d(x, y) >0, para quaisquer x, y € R e d(x,y)=0 se, e somente se, x =y .
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2. d(x,y)=d(y,x), para quaisquer X,y € R,

3. d(x,y)<d(x,z)+d(z,y), para quisquer ¥, y,z€ R

Estas condigdes sdo consequéncias diretas das propriedades de valor absoluto
que vimos anteriormente (veja o exercicio de aprofundamento 3). A fungdo d,
definida acima, é chamada métrica, e o par (R,d) ¢ chamado espago métrico dos
numeros reais. Em um espago métrico, podemos definir as importantes nogdes de
conjunto aberto e de conjunto fechado.

Um subconjunto ACR ¢ chamado aberto se, paracada a € A, existe § >0
tal que (a—0,a+6)C A. Usando a nogdo de métrica dada acima, (a—0,a+0)C A
¢é equivalente a

d(x,a)<0=x€ A.

Em outras palavras, todo elemento de R que estd a uma distancia menor do
que 6 do ponto a € A, pertence necessariamente ao conjunto A .

Os conjuntos abertos de R satisfazem as seguintes condigdes:

1. Os subconjuntos & e R sao abertos.

2.Se A e B sdo abertos, entdo AN B ¢é aberto.

3.Se (4,),; ¢ uma familia de abertos, entdo a unido U,-e,Ai ¢ um aberto.

A verificagdo destes fatos é uma tarefa de rotina e nao serd essencial para os
objetivos deste curso. Assim, ndo a faremos aqui (veja o exercicio de aprofundamento
4).

Exemplos:
1. Todo intervalo aberto é um subconjunto aberto deR. De fato, se
I=(a,) é um intervalo aberto e a€(,3), entio a<a<pf.
Se 5:lmin{a—a,ﬁ—a}, entio a<a—0 e a+6<fB. Logo,

(@a—6,a+0)C1I, o que mostra que I é um conjunto aberto.

2. Os intervalos (—00,a) e (@, +00) sdo abertos. A verificagdo deste fato

¢ similar a do exemplo anterior.

3. O conjunto R —Z dos ntimeros reais nio inteiros é aberto em R. De
fato, R—Z:U (n,m+1) é um unido de intervalos abertos, logo,
neZ

pelo exemplo 1 e pela condigao (iii) acima, R —Z ¢ um aberto.

Um subconjunto F C R ¢ dito fechado se seu complementar R — F for um

conjunto aberto.
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Exemplos:
1. Todo intervalo fechado é um conjunto fechado em R . De fato, se
J=]a,b], entaio R —J =(—00,a)U(b,+00), que ¢ aberto, por ser um

unido de dois conjuntos abertos.

2. Todo conjunto finito de niimeros reais ¢ um conjunto fechadoem R . De
fato, se C={a,,a,,...,a, ,,a,}, entdo, supondo que g, <a, <---<a,_,
temos

R—~C=(~00,a)U(a,,a,)U(a,,a,)U---U(a,_,,a,)U(a,, o0)

¢ uma unido de intervalos abertos, logo ¢ um aberto.

3. O conjunto 7, dos numeros inteiros é fechado em R . De acordo com o

exemplo 3 acima, o complementar R —7Z ¢ aberto, logo, Z ¢é fechado.

Dado um conjunto X C R, um elemento @ € R, nio necessariamente um
elemento de X, é dito ponto de acumulagdo de X se, para cada 6 >0, existe
x€X, x=a,tal que |[x—a|<§ . Em outras palavras, se, para cada § >0,

(a—6,a+0)NX
contém algum ponto diferente de a. O conjunto dos pontos de acumulagio de
um conjunto X ¢é chamado conjunto derivado de X e denotado por X'. A
uniio de um conjunto X com o conjunto X' dos seus pontos de acumulagdo ¢
chamado fecho de X e é denotado por X, ou seja, X=XUX'. O resultado abaixo

caracteriza os conjuntos fechados.

Teorema 1 Um conjunto X C R ¢ fechado se, e somente se, X=X.

Demonstragdo: Uma vez que X=XUZX', aafirmagio X=X ¢ equivalente
aXx'CcXx.

Vamos supor, de inicio, que X é fechado. Logo R — X é aberto. Dado a € X',
para obtermos uma contradigio, vamos supor que a¢ X. Entio a€ R—X
e, como este conjunto ¢ aberto, existe §>0 tal que (a—d,a+6)CR—-X.
Por outro lado, como g€ X', temos que a é um ponto de acumulagio de X.
Logo, existe x, € XN(a—0b,a+0). Mas, como (a—é,a+86)CR—X, temos
x, EXN(R—-X)=g,0que ¢ um absurdo. A contradigao veio do fato de supormos
que existe a € X' tal que a ¢ X . Portanto X'CXeX=X.

Reciprocamente, suponhamos que X=X.Isso implica que X' C X. Assim,

dado a€R— X, seguramente temos a¢ X'. Portanto existe §>0 tal que
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(a—b,a+8)NX=0 e isso é equivalente a afirmar que (a— b,a+6)CR—-X.
Portanto R — X ¢é aberto e X é fechado. m

Com este resultado, encerramos o topico 1. Cabe observar que as nogdes de
conjunto aberto e de conjunto fechado estudadas acima fazem parte de uma teoria
mais geral, chamada topologia, que estuda os abertos e as fung¢des que, de certo
modo, preservam abertos, chamadas fung¢des continuas, que estudaremos em uma
aula posterior. O espago métrico dos numeros reais, ou, mais geometricamente,
a reta real, ¢ uma espécie de protétipo de espago onde se podem definir abertos
e fechados. Um ponto fundamental para estudarmos o conjunto dos reais como
espago métrico foi assumir a identificagao dos reais com os pontos de uma reta.
Esta identificacdo serd estabelecida de modo preciso no tépico 2 desta aula, que

iniciaremos a seguir.
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A Completude de um
T PI corpo K

OBJETIVOS

. Compreender a nogao de supremo e infimo de um conjunto
limitado e assimilar suas propriedades bésicas

*  Perceber que a completude de um corpo ordenado é
condigao suficiente para que os elementos de estejam em

correspondéncia bijetiva com os pontos de uma reta

este segundo topico, veremos uma condigdo suficiente para que

um corpoordenadoarquimediano K admitauma correspondéncia

¢:K —t bijetiva entre seus elementos e os pontos de uma reta
t. Esta condigdo, que chamamos completude, pode ser enunciada de diversas
maneiras, dentre as quais escolhemos, para o nosso texto, aquela que envolve a
nogao de supremo, que serd apresentada neste topico. O principal resultado deste
topico é o Teorema 3, que responde as perguntas levantadas na aula 1 e estabelece
a representagdo geométrica do corpo ordenado dos nimeros reais.

Continuamos assumindo que existe um corpo R ordenado e arquimediano,
cujos elementos estdo em correspondéncia bijetiva com os pontos de uma reta
orientada. Este corpo contém o corpo dos numeros racionais e, pelo Teorema 1
da Aula 1, Q ¢ denso em R. Isto significa que, para cada ntimero real a e cada
0 >0, existe um numero racional r tal que |a —r | <6, ou seja,

re(a—0o6,a+0)NQ

Dizemos que um subconjunto S CR ¢ limitado superiormente quando
existe MER tal que s<M, para todo s€S. Dizemos que S ¢ limitado
inferiormente se existe m € R tal que m <s, paratodo s €S . Os numeros M e

m sao chamados, respectivamente, cota superior e cota inferior de S .
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Exemplos:

1. O intervalo (0,1] é limitado superiormente e inferiormente. Os nimeros
0,—1,—2 sdo cotas inferiores de (0,1]. Os numeros 1,2,3 sdo cotas
superiores de (0,1].

2. O conjunto N dos numeros naturais nio admite cota superior, mas
qualquer nimero negativo ¢ cota inferior de N.

3. O conjunto Z dos inteiros ndo admite cota superior nem cota inferior.

4. Ointervalo (—00,0] ndo admite cota inferior, mas 1 ¢ uma cota superior
de (—o0,0].

5. O conjunto de numeros racionais S={reQ|r’<2} ¢ limitado

superiormente e 2 é uma cota superior de S .

Consideremos um conjunto S C R limitado superiormente. O supremo S
¢ a menor entre todas as cotas superiores de S. O supremo de S ¢é denotado por
supS.

Como ja foi observado no inicio deste tépico, o conjunto dos nimeros reais,
cuja existéncia esta sendo assumida a priori, tem em nossa discussdo um carater
geométrico, pelo menos provisoriamente. Mais precisamente, estamos assumindo
a existéncia do corpo ordenado arquimediano R cujos elementos estio em
correspondéncia com os pontos de uma reta. E natural, portanto, que interpretemos

a nogao de supremo geometricamente.

sup S

S
—' - & - - =

Figura 3 - Supremo do conjunto S

Na Figura 3, cada um dos pontos marcados a direita do conjunto S ¢é uma
cota superior de S . O supremo ¢ o ponto da reta assinalado por uma seta. Assim,
o supremo de S ¢ o ponto da reta mais a esquerda que ainda estd a direita de S .

Devemos observar que o supremo de um conjunto nao necessariamente coin-

cide com o maximo do conjunto. Por exemplo, o intervalo (0,1)={x € R ‘ O0<x<l}

, . . x+1
nao tem maximo, pois, dado x € R, 0<x<1, temos x <——<1. Por outro lado,
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sup(0,1)=1, pois 1 é cota superior de (0,1) e, dado >0, 1 —6 ndo pode ser cota
superior de (0,1), pois existe x € R tal que 1 — &< x<1. Dessa forma, nio existe
cota superior de (0,1) menor do que 1, sendo o ntimero 1, portanto, o supremo
de (0,1).

No caso em que S ¢ limitado inferiormente, o infimo de S ¢é a maior entre
as cotas inferirores de S . O infimo de S ¢ denotado por infS.

A mesma discussdo que fizemos acima sobre a diferenga entre supremo e
maximo vale para infimo e minimo. Convidamos o leitor a produzir um exemplo
de um conjunto que nao tenha minimo e tenha infimo (Veja a tarefa 2, desta aula).

De um modo mais geral, podemos repetir a discussao acima para caracterizar
o supremo de um conjunto limitado superiormente. Faremos isso no teorema a

seguir, as vezes chamado propriedade de aproximagao do supremo.

Teorema 2: Se S é um Conjunto de numeros reais limitado superiormente,
um ndimero real s é o supremo de S se, e somente se,
1. Paratodo x €S, ¥ <s, isto ¢, s é uma cota superior de S .

2. Para cada §>0, existe x€ S tal que s—6<x<s.

Demonstragao: Vamos, primeiro, supor que s ¢ supremo de S, ou seja, que
s ¢ a menor das cotas superiores de S . Sendo uma cota superior de S, o niimero
s satisfaz automaticamente a condigdo 1. Como S ¢ a menor entre todas as cotas
superiores de S, se >0, s—§ ndo pode ser uma cota superior de S, ou seja, no
pode ocorrer x <s—0, para todo x €S . Isso significa que existe ¥ €S tal que
s—6<x.Como s é cota superior de S, temos s—0<x <s e, portanto, vale a

condigao 2.

Figura 4 - Para cada § > (), existe x € S tal ques— § < x <sPara

Reciprocamente, seja s um numero real que satisfaz as condigdes 1 e 2. A
o~ . . . . . . /
condigdo 1 implica imediatamente que s é uma cota superior de S. Se s <s,

entio s'=s—§, com §=s—s'>0. A condigio 2 implica, entdo, que existe ¥ €S
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tal que s'=s—6<x. Logo, s’ nio pode ser cota superior de S . Mostramos assim
que s ¢ a menor cota superior de S, portanto s é o supremo de S .

Vamos observar com um pouco mais de atengdo o exemplo 5 dado acima. O
conjunto de ntiimeros racionais § = {r € Q|r* <2} ¢ limitado superiormente. Cabe
aqui a seguinte pergunta: S possui supremo? Em geral, o que garante que um
determinado conjunto possua supremo? Podemos argumentar geometricamente,
apelando para a identificagdo de R com a reta. Essa identificagdo nos permite
assegurar que existe um ponto correspondente a alguma cota superior de §,
digamos o ponto correspondente ao nimero 2, e que podemos “deslocar” este
ponto para a esquerda, mantendo-o sempre a direita de S até uma “posicdo limite”
(veja a Figura 5).

para a esquerda

S
T '. -
2

|

posi¢do limite

B

Figura 5 - Supremo como posigao limite de cotas superiores

Devemos, no entanto, admitir que o argumento acima, embora tenha um
forte apelo a intuigdo geométrica, carece de precisdo e rigor.

Voltando ao exemplo 5, vamos mostrar que o conjunto S nao possui supremo
em Q. Seja a=supS, temos trés possibilidades para a:

l.a’<2.

2.2<a.

3.a"=2.

Se ocorre (i), consideremos o seguinte niimero racional

4a
b= ~>0.
24+a

Podemos escrever
- 16a’ -
(2—a’) +8a’

e esta tltima desigualdade ¢ vélida, pois, caso contrério, b’>2 implicaria

164’

——————>2=16a" >2(2—a’)’ +16a’ =2(2—a’)’ <0
(2—a’) +8a

um absurdo, pois @’ <2 implica 2(2—a’)’>0. Como b’ <2 entio bES. Por

outro lado, de a* <2 temos
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2 2 2

) a , a N a , 1 .0 1
a <2<:>7<1(i)a —?<1¢)a <1+?(:>a <E(2+a )<E(2—|—2):2.

Segue dai que 1 < , logo 1< o que é equivalente a
2 2+a
4a
a< ~=D,
2+a
absurdo, pois €S e a é o supremo de S .
Por outro lado, se ocorre (ii) temos
24a> , 2+44d
2< <a = <a.
2a
Como a=supS, existe r €S tal que
2+a’
* <r<a
2a
consequentemente
2
2+4a’
+ <r’< 2,
2a

ja que r* <2. Por outro lado, temos

(2-a’))>0&(2—a’) +8a° >8a° &

@+a’)
&
4a
e chegamos novamente a uma contradigao.

Assim, a=supS satisfaz necessariamente
a condigdo (iii): a’ =2 e, como ja demonstramos
na aula 1, nenhum numero racional tem o
quadrado igual a 2. Concluimos que S nio
possui supremo em ().

Um corpo ordenado K ¢é dito completo se
satisfaz a seguinte condigao:

Todo subconjunto SCK  limitado
superiormente admite supremo em X .

A condi¢do acima é chamada condigdo
de completude. Vamos exigir que o conjunto
R dos numeros reais seja um corpo, ordenado,
arquimediano e que também seja completo.

Repetindo o que fizemos na Aula 1,

associamos os elementos de um corpo ordenado
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244’
>2& +
2a

(2—a’) +8a’

> >2&
4q

2

>2

ATENGAO!

mostra

O exemplo acima que  existem
subconjuntos de que nao admitem supremo em
Q. Esta condigao, que falha no caso dos racionais,
¢ precisamente aquela que deve ser satisfeita por
um corpo ordenado arquimediano para que seus
pontos estejam em correspondéncia bijetiva com
os pontos de uma reta. Demonstrar que de fato
existe esta bijecdo ¢ nosso objetivo no restante

deste topico.



arquimediano R, contendo (Q, aos pontos de uma reta ¢t da seguinte forma:
escolhemos dois pontos O e U de ¢ de modo que O esteja a esquerda de U .
Consideramos, entdo, uma fungdo ¢:R—¢, tal que ¢(0)=0 e ¢(1)=U.
Dado um numero natural 7, seja ¢(n)=U, , onde U, é o ponto obtido justapondo-
se 1 copias de OU a direita de O, de modo que OU, =0U +---4+0U (n vezes).
Além disso, ¢(l) =V, onde OV +---4+0V, =0U . Assim, todo ntimero racional
positivo m /n ’zem como imagem o ponto P tal que OP=0V, +---+0V, (m
vezes). Se r ¢é um numero racional
negativo, entao ?(r)=Q, onde Q estd a esquerda de O e os segmentos QO e OP
sdo congruentes, com P =@(—r).

Seja a € R é um numero (racional ou irracional). Consideremos o conjunto

de numeros racionais

E,={reQ|r<a}.
A condi¢do de completude para R
implica que supE, ¢ um elemento de R. V

amos verificar que supE, =a. De fato, dado

ATENG[\U' 4 r€E,, temos r<a, logo @ é um cota superior
Para que as nogdes de esquerda e direita fagam de E,. Dado 6>0, a densidade de Q em R
sentido, usamos aqui a nogdo de reta orientada. (Teorema 1 da Aula 1) implica que existe 7 €R
Assim, a reta possui uma orientagio que fica tal que a—6<r<a.Em particular, a—§ ndo ¢
estabelecida quando os os pontos e sdo escolhidos cota superior de E, . Pelo Teorema 2, a =supkE, .
e fixados. Podemos, entdo, definir (@)= A, onde A é um

e Ponto da reta ¢ tal que

1. Se re@Q, A estd a direita de (jﬁ(r) se, e somente se, ¥ €F, .
2. Se A’ esta a esquerda de A, entdo existe r € E, tal que ¢(r) é um

ponto entre A’ e A .

O préximo resultado mostra que a completude, como definida acima, garante

a bijetividade de ¢ .

Teorema 3 Seja R um corpo ordenado completo que contém o corpo
dos numeros racionais e seja t uma reta orientada, entendida aqui como
um conjunto de pontos, com dois pontos distinguidos O e U . A fungdo

@:R —t definida acima é uma bijegao.
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Demonstracdo: Vamos, primeiro, mostrar que ¢ estd bem definida, o que
significa que, para cada a € R, existe um tnico ponto A dareta ¢ tal que ¢(a) =A,
De fato, se a € R , a construgéo que fizemos acima garante que ¢(a) ¢ unico. Em
geral, se a ¢ um elemento de R, ndo necessariamente racional, suponhamos que
¢(a)=A e ¢(a)=B . Vamos mostrar que A= B. De fato, se A= B, entdo um dos
dois pontos esta a esquerda do outro. Para fixar ideias, podemos supor que B esta
a esquerda de A. Como ¢(a)=A, a condicdo (ii) e o fato de B estar a esquerda
de A implicam que existe 1, € E, tal que @(r,) estaentre B e A, em particular,
@(r,) esta a direita de B. Por outro lado, como ¢(a)= B, (i) implica que ¢(r) estd
a esquerda de B, para todo r € E, . Isto gera uma contradigdo, pois ¢(T) estaria ao
mesmo tempo a direita e a esquerda de B. A contradi¢do vem de supormos que A
e B sdo pontos distintos. Logo, A=B e ¢ esta bem definida.

Vamos, agora, mostrar que ¢ é injetiva. Para isso, tomemos a,b € R tais que
®(a)=¢(b)= A . Queremos mostrar que a=>b . Sejam

E,={reQ|r<a}eE, ={reQ|r<b}.

Se r€E,, entio ¢(r) é um ponto de ¢t que estd a esquerda de A =¢(a).
Como A também éiguala gb(b] , a condigdo (i) implica que r € E, . Assim, E, CE, .
De modo inteiramente andlogo, podemos concluir que E,CE,, logo E,=E, e,
consequentemente, a =supE, =supE, =b.

Finalmente, mostraremos que ¢ é sobrejetiva. Para isso, consideremos
um ponto A€t. Seja E, ={rcQ|¢(r)estd a esquerda de A}. Pela condigdo de
completude, a =supE, ¢ um elemento de R. Seja gzﬁ(a): A’ . Pela condigao (i),
¢(1”) ¢ um ponto situado a esquerda de A, para todo r € Q, r<a.Em particular,
¢(1”) estd a esquerda de A, para todo r € E,, pois a =supE, . Assim, o conjunto
dos pontos do tipo ¢(r), situados a esquerda de A, esta contido no conjunto dos
pontos do tipo ¢(r) situados a esquerda de A’ . Como consequéncia deste fato,
segue que A’ nio pode estar a esquerda de A, pois isso implicaria a existéncia
de um ponto do tipo ¢(r) entre A e A,ou seja, ¢(r) estaria a esquerda de A
e ndo estaria a esquerda de Ao que ¢é impossivel, pelo que vimos acima. Por
outro lado, se A estivesse a esquerda de A’ entio a condigdo (ii) implicaria a
existéncia de ¢(r) entre A e A, com r€ E, . Logo, ¢(1‘) estaria a direitade A, o
que implicaria r¢ E,. Mas r ¢ E, implica r >a=supE, e r €E, implica r<a.
Portanto @ <r <a ¢é absurdo!

Concluimos, entdo, que A’ nio pode estar a esquerda nem a direita de A,

ou seja, P(a)= A'=A eafuncio ¢ é sobrejetiva, como queriamos demonstrar. m
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Concluimos aqui o nosso segundo tépico desta aula. Vimos aqui a importante
nogao de completude, que diferencia o corpo ordenado dos reais do corpo ordenado
dos racionais. Vimos que a condigdo de completude é exatamente aquela que nos
permite identificar o conjunto dos niimeros reais com o conjunto dos pontos de
uma reta orientada.

Devido ao cardter introdutério destas

| aulas, ndo trataremos dois pontos importantes:
— a existéncia d denad let
‘a existéncia de um corpo ordenado completo e
SAIBA MAIS! :

‘a unicidade de um corpo ordenado completo.

Mais informagdes sobre as sequéncias de Cauchy : A questio da existéncia pode ser atacada

no site www.ime.usp.br/~tonelli/map0151/pool/ : . . , .

: construindo-se efetivamente os numeros reais
cauchy.pdf : . . N . :
a partir dos numeros racionais. Existem dois
Mais informagoes sobre os cortes de Dedekind, :
:modos classicos de se fazer esta construgio:
acesse o site www.dme.ufcg.edu.br/sites_ :

pessoais/professores/Marco/Dedekind. pdf

Dedekind. Nao entraremos em detalhes, e o

leitor interessado pode consultar um dos livros

citados nas referéncias. Quanto a unicidade, deve-se demonstrar que dois corpos
ordenados completos sdo essencialmente idénticos, diferindo apenas quanto a
natureza dos seus elementos. Para isso deve-se construir uma fungao bijetiva entre
os dois conjuntos que preserve suas estruturas, ou seja, preserve as operagdes de
soma e de produto e preserve a relagdo de ordem. Para uma construgao deste tipo,
remetemos o leitor interessado novamente a uma das referéncias bibliograficas.
No topico 3 a seguir, estudaremos o conjunto dos nliimeros reais quanto a sua
enumerabilidade. Veremos que esta ¢ outra diferenca marcante entre o conjunto

dos reais e o conjunto dos racionais.
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TOP|803 Enumerabilidade

OBJETIVOS

. Compreender a nogao de equivaléncia de conjuntos

. Saber justificar a enumerabilidade do conjunto dos
racionais e a ndo-enumerabilidade do conjunto dos

nuimeros reais

ados dois conjuntos finitos A e B, podemos decidir qual dos

dois tem mais elementos simplesmente contando o numero de

elementos de cada um. O matematico alemio, nascido na Russia,
Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) estendeu esta possibilidade
de comparagao a conjuntos infinitos. Mais precisamente, Cantor estabeleceu a
nogao de equivaléncia entre conjuntos (finitos ou infinitos), que exploraremos, de
maneira introdutoéria neste topico.

Nosso principal objetivo ¢é estabelecer que o conjunto dos numeros reais
ndo ¢ equivalente ao conjunto dos numeros racionais: o primeiro possui “mais
elementos” do que o segundo, em um sentido que tornaremos preciso ao longo do
topico.

Dois conjuntos A e B sdo ditos equivalentes, de mesma cardinalidade, ou
ainda equipotentes, se existe uma fungdo bijetiva f:A—B. A notagdo A~ B
indica que A ¢é equivalente a B. Notemos, primeiramente, que a equivaléncia
entre conjuntos, definida acima, tem as seguintes propriedades:

1. A relagdo ~ é reflexiva, isto ¢, A~ A, para todo conjunto A . De fato,

a funcao identidade 1d: A — A, dada por Id(a)=a, é uma funcdo

bijetiva, logo A~A,
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2. A relagdo ~ é simétrica, isto é, se A e B sdo conjuntos tais que A~ B,
entdo B:A. De fato, se A~ B, entdo existe uma fungio bijetiva
f:A— B. Sendo bijetiva, f admite uma inversa, fﬁ1 :B— A que
também é bijetiva, logo B~A.

3. A relagdo : é transitiva, isto é, se A,B e C sdo conjuntos tais que
A~B e B~C, entio A~C. De fato, A~B implica que existe
f+A— B bijetiva e B~C implica que existe g:B— C bijetiva. A
composta gof:A—C ¢ bijetiva, logo A~C.

Uma relagdo reflexiva, simétrica e transitiva, é chamada relagio de
equivaléncia. Assim, podemos dizer que a relagdo definida acima é uma relagao de
equivaléncia.

Como notagdo complementar, escrevemos A< B se existe uma funcao
injetiva f +A— B. Dizemos, neste caso, que a cardinalidade de A é menor do que
a de B. Escrevemos, ainda, A > B se existe uma fungdo sobrejetiva f:A— B.
Dizemos, neste caso, que a cardinalidade de A ¢é maior do que a de B.

Um conjunto A ¢ dito finito se existe um numero natural n e uma fun¢ao
bijetiva

f{l,...,n}— A.

O numero n é chamado cardinalidade, ou nutumero de elementos de A.
Usamos a seguinte notagao:

| A|=n= ntmero de elementos de A .

A seguir, faremos algumas observagdes para o caso em que os conjuntos A

e B sdo finitos.

Teorema 4: Sejam A e B conjuntos finitos.
A|=|B].
Al<B].

1. A~ B se, e somente se,

2. A< B se, e somente se,

3.A> B se, e somente se, | A>IB].

Demonstragdo: (1) A:B se, e somente se, existe uma fungao bijetiva
f:A— B.Como A ¢ finito, existe um nimero natural n e uma fungao bijetiva
g:{l,...,.n} — A. A funcao

fog:{l,...,.n}—B
sendo a composta de duas fungdes bijetiva também uma fungdo bijetiva. Logo

|Bl=n=|A].
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Reciprocamente, se |A|=|B|=n, entdo existem fungdes bijetivas
fi{l,...n}—A e g:{l,...,n}— B. Assim, a fungdo gof':A—B ¢ uma
bijecdo, o que mostra que A:B.

(2) Suponha, primeiro, que A < B. Neste caso, existe uma fungao injetiva
f:A— B. Supondo que |A|=m e |B|=n, existem bije¢des g:{1,....m}— A
e h:{l1,...,n} — B. Assim, a fun¢do composta p ofog:{l,...m}—{l,...,n} €
injetiva (pois é a composta de trés fungdes injetivas). Denotando F=h'ofog,
temos {F(1),...,F(m)} C{1,...,n}, e, como F ¢ injetiva, {F(1),...,F(m)} possui m
elementos. Concluimos dai que m <n.

Reciprocamente, se |A|=m<n=|B

, entdo existem  bije¢des
f:{l,...m}—A e g:{l,...,n}— B. Como m<n, existe uma funcdo injetiva
I:{l,...my—{l,...,n}, dada por I(k)=k, para 1<k<m. Assim, a fungdo
composta goIof ':A— B é injetiva (pois é composta de fungdes injetivas) e,
dai, A<B.

(3) O argumento ¢ similar ao usado no item (2). Veja a tarefa 4.

Passemos, agora, a considerar conjuntos infinitos. Um conjunto infinito A
¢ dito enumeravel é equivalente ao conjunto N={1,2,...,} dos ntimeros naturais,
isto é, se existe uma funcio bijetiva f:N— A. Um conjunto A ¢é chamado
contavel se for finito ou se for enumeravel.

O exemplo evidente de conjunto enumeravel é o préprio conjunto N dos
numeros naturais. Entretanto, é surpreendente que exista um conjunto infinito X
equivalente a um subconjunto préprio Y C X, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo: O conjunto 2N ={2,4,6,...} dos numeros naturais pares ¢ um
subconjunto de N equivalente a N. De fato, a fungiao f:N— 2N, dada por
f(n)=2n ¢ bijetiva, logo 2N:N.

Um fato ainda mais surpreendente é que os conjuntos N e Q sejam

equipotentes. Este é o resultado do Teorema a seguir.

Teorema 5: O conjunto QQ dos nimeros racionais ¢ enumeravel.

Demonstragio: Primeiramente, vamos mostrar que o conjunto Q" formado
pelos niimeros racionais positivos ¢ enumeravel. Lembremos que o conjunto Q"

. ~ . a . . .

é formado por fragdes do tipo £, com a e b ntimeros naturais. Podemos, ainda,
~ a .. , . . Lo P

supor que a fracdo = ¢ irredutivel, o que significa que o mdximo divisor comum

entre a e b éiguala 1, ouseja, a e b nio tém fatores comuns.
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Para cada n €N, seja A, o subconjunto de  dado por

A = {% €eQ” /%éirredutivelea +b=n+ 1}.

1 2 13
Por exemplo: A :{%}, AZZ{E,T}, A3:{;,T}. Observe que §¢A3

1

. -~ . , . . 123456

pois = ndo ¢ uma fragdo irredutivel. Mais dois exemplos: A, ={—,—,—,—,—,—}

2 654321

1357

A7_{7'5'3'1}'

Afirmamos que

Q" =aA,
neQ

e que esta unido ¢é disjunta. De fato, dado um ntumero racional positivo, podemos

escrevé-lo na forma irredutivel, digamos 2 . Entio ZEA ,onde n=a+b—1.
b n
Além disso, se izi, com EGA e iGA , entao a_c implica a=b e c=d,
m n b d

pois estas fragdes sdo irredutiveis. Assim, m=a-+b—1=n. Isso mostra que, se
m=n,entdao A NA =J.

Observemos, ainda, que A, ¢é finito para cada n€ N. Seja, agora,
f:N—>Un€QAn =Q", dada por: f(l):%EAl, f(Z):%EAZ, f(3):EeA2 e, em
geral, A, ={f(k), f(k+1),...,f(m)} ,onde k=|A |++|A, |+l em=k+]|A, ],
para cada n > 2. Como todos os elementos de cada A, sdo distintos e dois conjuntos
A e Aj, com i= j, sdo distintos, temos que a funcdo fé injetiva. Além disso,
como a unido dos conjuntos A , n>1 ¢ igual ao conjunto Q*, a fungio f ¢
sobrejetiva. Mostramos, assim, que a fungdo f: N — Q*, dada acima, ¢ bijetiva.
Logo Q ¢ enumeravel.

Seja, agora, (- o conjunto dos nimeros racionais negativos. A fungao
g:Q" - Q, dada por g(r)=—r, é uma bijecao, logo Q" e Q~ sdo equipotentes
e, portanto, (Q” também é enumerdvel.

O conjunto dos numeros racionais pode ser escrito como uma unido
Q=Q U{0}UQ".Como Q e Q' sio enumeraveis, podemos escrever

Q ={a,,a,,..1eQ" ={b,b,,...}.

Consideremos, entdo, a fun¢do F:N — (Q, dada por, F(1)=0 e, para cada
k>1, F(2k)=b, e F(2k+1)=a, . Esta fungdo ¢ bijetiva (veja a tarefa 5). Desta
forma, o conjunto Q dos ntimeros racionais é enumeravel. m

Um conjunto infinito A ¢ dito nado-enumerdvel, se nao existe uma bijecao

f:N— A. Nosso proximo passo ¢ demonstrar que o conjunto dos nimeros reais
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ndo é enumeravel. Primeiramente, mostraremos que o conjunto dos numeros reais

€ equipotente ao conjunto dos pontos do intervalo aberto (0,1).

2x—1
Lema: A fungdo f:(0,1)— R, dada por f(x) :% , € bijetiva.
x(1—x

Consequentemente, os conjuntos (0,1) e R sio equipotentes.

2x—1 x* +(x—1)°
Demonstragio: A derivada dafungio f(x)=——— ¢ f'(x)= —
x(1—x) x°(x—1)
Logo, f/(x) >0, para todo x €(0,1), o que mostra que a fungdo f(x) é monoétona
crescente, portanto injetiva, no intervalo (0,1).

Para demonstrar a sobrejetividade de f, basta notar que
2x—1

li xX)=lim ———=—00
xiroqff( ) o x(1—x)
e, por outro lado,
2x—1
lim f(¥) = lim ———=+00
P a1~ x(1—x)

Sendo assim, ha uma bijegao entre o intervalo (0,1) eareta R, o que mostra

que os conjuntos (0,1) e R sao equipotentes. m
Teorema 6: O conjunto R dos nimeros reais é nio-enumeravel.

Demonstragdo: Vamos demonstrar que o conjunto (0,1), formado pelos
nuimeros reais maiores do que zero e menores do que 1, é ndo-enumeravel. Isso
mostra que R ¢é nao-enumerdvel, pois R e (0,1) sao equipotentes.

Suponhamos, por absurdo, que (0,1) seja enumeravel, isto é, (0,1) = {x,,x,,...}.
Podemos escrever cada x; usando sua representagao decimal:

x;,=0,a,0a,,a,;...

onde g, €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} ¢ um algarismo ¢ podemos supor que esta
representagdo decimal ¢ infinita. Devemos observar que, caso um numero tenha
representagdo decimal finita, como 0,5, podemos escrever 0,5=0,499....

Se dois numeros x,,x, €(0,1) tém a mesma representagdo decimal infinita,
entdo x, =x,. De fato, se x, =0,a,,4,,... € x, =0,a,4a, ..., entdo
=3 ey =3

= 10/ = 10/

Se as representagdes decimais infinitas de x, e x, coincidem, entdo ay; =ay,

para todo j>1. Assim, concluimos que x, =, .
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Usaremos, agora, uma ideia de Cantor conhecida como método da diagonal.
Vamos construir um numero x € (0,1) que ndo pertence a lista x,,x,,,,.... Para tal,
consideremos x =0, o, ... onde o, = a,, ou seja, «; € um algarismo diferente
daquele que ocupa a casa decimal i do nimero x,. Mais especificamente, podemos
escolher a;, =1, se a,=1 e a,=2 se a;=1. Assim, construimos um nimero
x €(0,1) cuja representagao decimal infinita é diferente da representagao decimal
infinita de qualquer elemento da lista x,x,,.... Isso mostra que vale a inclusdo
{*,,x,,...} C(0,1) e que estes conjuntos ndo podem ser iguais, ou seja, (0,1) € nao-
enumeravel. m

Com este resultado encerramos o terceiro e tltimo tépico de nossa segunda
aula. Vimos que o conjunto dos niimeros racionais ¢ enumeravel e que o conjunto
dos numeros reais ¢ nao-enumeravel. Isto estabelece uma diferenca entre Q e R
como conjuntos. Este fato também esclarece um ponto importante: os numeros
irracionais, que historicamente surgiram como excegao, sdo, na realidade, maioria
entre os reais, no seguinte sentido: o conjunto R —Q, sendo o complementar
de um conjunto enumeravel em um conjunto nao-enumeravel, ¢ também nao-
enumeravel, caso contrario, se R—Q fosse enumeravel, entio R=QU(R —Q),
sendo a unido de dois conjuntos enumeraveis, seria também enumeravel, o que
ndo ocorre. Desta forma é possivel concluir que os conjuntos R e R—Q sdo

equipotentes, ou seja, ha tantos niimeros irracionais quanto nimeros reais.
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AUL A 3 géerciqeuséncias e

Ola, aluno (a),

Nesta aula, iniciaremos o estudo de funcdes de variaveis reais com imagem no
conjunto dos reais. De inicio, tomaremos como dominio o conjunto dos naturais,
embora, nesse caso, o dominio seja um conjunto simples e com menos elementos
que a imagem. No entanto, ja poderemos ver resultados bem interessantes
e exemplos de funcdes as quais vocé, aluno, teve oportunidade de estudar no
ensino médio.

As sequéncias e séries proporcionam grandes aplicagbes na Fisica e nas
engenharias, como, por exemplo, as séries de Fourier e de Bessel. No topico 1,
daremos alguns exemplos e definicoes; no tépico 2, veremos as propriedades
e teoremas sobre sequéncias; no topico 3, veremos as sequéncias com limites
infinitos e analisaremos alguns exemplos; no tépico 4, falaremos sobre séries e
abordaremos também os testes de convergéncias sobre séries e exemplos

Bons estudos!

Objetivos

e Definir sequéncias e séries numéricas

e |dentificar as propriedades das sequéncias e séries

e Reconhecer 0s principais teoremas sobre sequéncias e séries
e Estabelecer relacéo entre teoria e pratica
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TGPICU -l Definicio de sequéncia

OBJETIVOS

. Identificar a nogdo de valor absoluto e suas propriedades
mais relevantes

. Perceber a possibilidade de existirem varios valores abso-

lutos definidos em um corpo ordenado

. Desenvolver a nogao de espago métrico a partir da nogao

de valor absoluto sobre os reais

este topico, iniciaremos o estudo de sequéncia. Comegamos

definindo o conceito de sequéncia de ntimeros reais. Em seguida,

introduziremos as propriedades e os principais teoremas. Teremos
também a oportunidade de desenvolver algumas aplicagdes.

O estudo de sequéncias remonta desde o século V antes de Cristo, quando
Zenao de Elea (490 — 425 a. C.) propds quatro paradoxos que mostravam a
impossibilidade de se descrever por meio de niimeros o movimento continuo. Esses
quatro paradoxos sdo: a dicotomia, o de Aquiles e a Tartaruga, o do Flecha e o do
Estadio.

No problema de “Aquiles e a tartaruga”, Zendo indagava se seria
possivel Aquiles alcangar uma tartaruga, quando esta se deslocava.
Ele concluiu que a cada ponto que Aquiles chegasse ja nao alcancaria a
tartaruga porque ela teria se deslocado para outro ponto. Hoje sabemos que
esse problema resulta em uma sequéncia ou soma de termos infinitos. Nos

trabalhos de Arquimedes sobre o cdlculo de dreas sob as curvas quadraticas,

também surge a ideia de sequéncias. Com a descoberta do célculo feita por
Figura 1: Zendo de Elea  Newton e Liebniz, o estudo de sequéncias obteve um grande impulso no

seu desenvolvimento.
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Defini¢do 1: Uma sequéncia ¢ uma fun¢do com dominio no conjunto dos
numeros naturais e toma valores (ou imagem) no conjunto dos nimeros reais.

Assim, temos

x: N>R

n—x(n)=x,
Podemos ver uma sequéncia como uma lista de nimeros reais em uma
dada ordem:

X5 Xysees Xy senn

onde o termo X, é chamado de termo geral ou n-ésimo termo da sequéncia.

Daqui em diante usaremos a seguinte

notagdo para representar uma sequéncia [
_ , —
(X,)pen =(%,),5; € muitas  vezes  s6 SAIBA MAIS!

representaremos por (x,). O conjunto de seus

Obtenha mais informagdes sobre o fildsofo
termos sera representado por {x,} C R.

Zenao de Elea acessando o link http://www.

Vej 1 los d éncias:
€Jamos alguns exemplos de sequencias mundodosfilosofos.com.br/zenao.htm

Exemplo 1: (um exemplo tratado no
ensino médio) Uma PA é uma sequéncia em
que cada termo a partir do segundo ¢ obtido

adicionando uma constante ao termo anterior.

X, q=X,tr

" ATENGAD!

O aluno do ensino médio toma o primeiro contato

v é chamado de razdo da PA.

Uma PG ¢ uma sequéncia, em que cada
com um tipo bem especial de sequéncia quando
termoa partir do segundo é obtido multiplicando-
estuda PA e PG.

se uma constante g , isto €,

xn+1 = xn q

em que ¢ ¢é arazdo da PG.

1
Exemplo 2: x:N — R cujo termo geral ¢ dado por: x(n)=x, =—. O
n
111 1
conjunto de seus termos ¢ dado por: {I,E,g,z,. .es—,...; - B0 grafico do conjunto

dos seus pontos na imagem ¢é dado abaixo. Como vocé pode perceber na Figura 2,

esses pontos tendem para zero quando 7 cresce arbitrariamente.
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Figura 2: Grafico da fungao )C(l’l) =X, =—
n

Exemplo 3: x:N — Rdado por x =n, cujo conjunto dos termos €
{1,2,3,...,n,...} que é o conjunto dos naturais (na realidade vocé pode ver que
x, = 1d(n) = n é a funcio identidade). Ja neste caso os pontos tendem para pontos

arbitrariamente grandes.

20
1z *

1ls | #*

1z *

107 *

Figura 3: Grafico da fungao ‘xn =n

Nem toda sequéncia x:N — R pode ser apresentada como uma expressio
vista nos exemplos acima.

Exemplo 4: Para a sequéncia dos numeros que representa o 77, dado por
x,=3,x,=3,1,x, =3,14,x, =3,141,x, =3,1415,x, =3,14159..., ndo existe
férmula que possa representa-la.

Ha, todavia, expressdes diferentes que tendem para o mesmo ntmero real

COmMO VEremos a seguir.
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E lo 5: —(1+l)” —1+l+i+ +i
xemplo 5: x, = p ey, = TRETRATE

O principal fato a ser analisado sobre uma sequéncia ¢ verificar se ela tende
ou ndo para um numero real fixo. No primeiro caso, dizemos que a sequéncia é
convergente; no segundo, dizemos que é divergente. Podemos, entdo, enunciar a

seguinte definigao.

Definigdo 2: Dizemos que uma sequéncia X = (X, ), ., converge para um

numero real @, ou tem limite o numero real @, se dado & >0 pode-se en-

contrar 1, € N tal que para todo 7 > n, implica que | x,—a < & . Em termos
simbolicos tem-se

Ve>0,3n,eN:Vn>n,=|x, —ale

Denotaremos a defini¢do acima simbolicamente da seguinte forma:

lim _, x =aoux —>a

n—o0""n
Quando uma sequéncia nao for convergente, dizemos que ¢é divergente e

representamos por: lim,_,_x =o.

Vamos agora aplicar a defini¢do dada acima
para mostrar que a sequéncia do Exemplo 2

tende a zero, isto é, X, — 0. De fato, dado 0 >0

arbitrdrio, escolha n,eNtal que n,> 1/0 ATENG[\U'

(um tal n,pode ser escolhido de acordo com o
. ) N Podemos afirmar, com base na definicio dada
Principio de Arquimedes). Se 7 = 1, entao
1 1 anteriormente, que o numero real @ € R ¢ o
xn—0|:|xﬂ|:—§—<e o .
1, limite da sequéncia X = (xn )n21 se, somente se,
Um dos fatos que necessitamos mostrar ¢

para cada & > () o conjunto
xil(a—e,a—l—e):{neN:xn E(a—e,a—i—e)}

tem o complemento finito em N .

se uma sequéncia tem apenas um unico limite.
Esse resultado garante que, ndo importa de
que maneira tentemos calcular o limite de uma

|
sequéncia, ele sera sempre o mesmo.

Teorema 1: Se llm _ x =agelim__x =b, entio a=>b

n—w"'n n—0 " n

ja—b|
2

Demonstragao: Seja dado € = >0, entdo existe n, € N tal que para

todo 7, > nyimplica que . E para todo 7, > 1, também implica que |x, —b| <€ /2.
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Agora considere n =min{n,,n,}, entdo para todo n = n, implica que

la—bl=|a—x, +x, —b|<|r, —a|+ la—b|

xn—b|<e =

, o la—b]
o que da um absurdo, pois teriamos | a->b |< .

Dizemos que uma sequéncia (X, ), € injetiva se # # m implica que x, # X, ,
ou ainda que X, =X, = n=m . Neste caso, diremos que a sequéncia tem termos
dois a dois distintos. m

Definigdo 3: Diz-se que uma sequéncia (x,), ., €:
Limitada Superiormente quando existe um numero real b tal que
x,<b,VneN.
Limitada Inferiormente quando existe um numero real tal que a<x ,
VneN.
Limitada quando ¢ limitada superiormente e inferiormente, ou seja, quando
existem q,b € R tais que X, €[a,b]paratodo n € N. Observem que podemos

tomar |xn I<c,onde c= mdx{| a |,| b |}

Vejamos um exemplo de uma sequéncia limitada, mas que ndo é convergente.

Exemplo 6: Considere a sequéncia X, = (—1)"é 6bvio que |x, [<1¢ uma
sequéncia limitada, porém ndo é convergente. Suponha, por absurdo, que ela
converge, ou seja, X, —> a para um certo @ € R . Entdo, dado e =1/2>0, por
definicdo existe n, € N tal que se n > n,, portanto |xn — a| <€ =1/2. No entanto,
para cada , temos

(1)

E por outro lado, segue que

_ n n+l| __
@, =, = [ = (1| =2
e de (1) e (2) acima chegamos na contradi¢do 2 <1. Dessa forma, concluimos que a

|<

X, — X, x”—a|—|—|a—xn+l|<e +e=1

SPﬁ..f\..A:A 2w XA A Anrarrasacc ot

Defini¢do 4: Dada uma sequéncia (x,) ., uma subsequéncia da sequéncia
(x,),s € a restricdo da fungdo x: N — Ra um subconjunto infinito N cN

dos naturais, em que N = {n, <n, <---<mn, <---}edenotaremos por (xnk )ien -
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Dado a€R, temos que aé o limite de uma subsequéncia (x,,k )kGN
de (x,),» e, somente se, para todo € >0, o conjunto dos indices 7 tais que

x, €(a—€,a+¢€)é infinito. E podemos dar a definigao.

Definigdo 5: Dada uma sequéncia (xn )}1 chamamos de valor aderente da se-

=17

quéncia (x,),.,a0 numero real @ € R que ¢ o limite de uma subsequéncia

(xnk Jeen < (x,)

Conforme o exemplo anterior, uma sequéncia pode ser limitada e nao ser
convergente. Veremos, entretanto, que ha tipos de sequéncias cuja limitagao

garante que é convergente. Por enquanto, segue o seguinte teorema.

Teorema 2: Se |xn |<¢é uma sequéncia limitada e lim =0, entdo

n—)ooyn

lim, _xy, =0

Demonstragdo: Dado € >0 arbitrario, seja |xn |S Ce existe n, € N tal que

=0 . Entdo

€ T
y,| < — para todo n 2 n;, uma vez que o limite lim

[

n—)ooyn

&
|x,,yn |=|xn| |yn |£c.m<8

Ou seja, dado € >0, mostramos que existe 1, € N tal que para todo n = n,

implica |xn ¥,

<€ . Isso quer dizer que lim,_,_x ¥ =0 como queriamos provar. m

Teorema 3: Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragdo: Com efeito, dado € > 0 qualquer existe 1, € N tal que para

todo n 2 njimplica que |¥, — a| <e & x, € (a —€,a+¢€ ) . Isso nos diz que, a partir

do indice n, +1, a sequéncia é limitada inferiormente por a —e e superiormente

por a-+e€ . Entdo, tomando M:min{xl,xz,...,x,7 ,a—E€,a —I—e} e, segue que
0

M:max{xl,xz,...,xno,a—e,a—i—e} m<x, <M,Vnz=n, =
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Tﬁ PI cu 2 Operagdes com sequéncias

OBJETIVOS
*  Entender as operagdes com sequéncias
*  Compreender a defini¢do de subsequéncia

. Conhecer as propriedades de sequéncia

este topico, trataremos de algumas operagdes sobre as sequéncias,
defini¢des e a nogao fundamental de subsequéncias e de suas
propriedades.

Inicialmente, vejamos um teorema que estabelece as principais operagdes

sobre as sequéncias

Teorema 4: Sejam lim, _x =a e lim,_ y, =b sequéncias conver-

gentes, entao temos:

a) 1imn—>oo (xn + yn) = limn—moxn + limn—ﬂﬁy’l =a+t b
b) lim, , (x,—y,)=lm, , x —lim vy =a-b

¢ lim,, (x,y,)=(im, x).(lim, v )=ab

) X im x a )
d) lim, , (%)= 1”¢ =—, desde que lim, , y, =b#0
n 1mn—>ooyn
Demonstragao:

a) Dado € >0, existem n,,n, €N tais que:

Vn>n = |x, —a|<€z (i)

Vn >n, =>|yn —b|<% (ii)

Tomando n, = mdx{n,,n,} , entdo para todo n = nyimplica de (i) e (ii) que

|(x, + 3,)—(@a+b)|<|x, —a|+

€ €
—b|<—+—=c¢
I | 2 2
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E, desse modo, estamos de acordo com a definicdo que
lim _, (x,+y,)=a+b.

b) E analoga ao item a).

c) Por hipétese, temos que X, >acy — b e, portanto, Vv, |§ M ; entao

xn _aHyn +|a|

yn—b| 0o que resulta na

5,3, —ab| =|(x, —a)y, +a(y, —b) <
desigualdade

<M.

x, —a|+|al.

€ €
—b <M —+|a.—<
L YAl 20d
uma vez que podemos tomar |xn - a| < S | y,—b <——, pois as sequéncias
2.M 2.la

x, >aey,—>b.

d) Deixaremos como exercicio para o aluno.

Vamos definir algumas sequéncias que serao importantes no decorrer do

curso e nos possibilitardo ver outros resultados.

Definigdo 6:
VneN,

V eN, a sequéncia ¢é dita

Diz-se que uma sequéncia (x,),,, é crescente quando X, <X, ,,,

ou seja, X; <X, <Xy <---<x,<---.Se X, <X,,,

ndo-decrescente.

Uma sequéncia (X,) ., ¢ decrescente quando X, >x,.,,VneN, isto ¢,

X > X, >--Xx, >--. Agora, se X, >x

1> Vn e N, dizemos que a sequéncia

€ nao-crescente.

Caro aluno, denominaremos os casos i) e ii) definidos acima como sequéncias

monotonas. Assim, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 5: Toda sequéncia monétona limitada é convergente.

Demonstragdo: Sem perda de generalidade, podemos supor que (x, ), ., €

ndo-decrescente, ou seja, x, <x, ,,VneN.Seja ceR talque x, <c,VneN ¢

n+l2

limitada e tomemos g = Sup{xn ‘ne N} . Vamos mostrar que lim =q.De

n—)ooxn
fato, dado € >0, como a—e¢ <a, temos que a—¢ nao pode ser cota superior do
conjunto dos termos da sequéncia. Logo, existe ny € N tal que a—e <x, <a,
como X, = X, Ppara n2n, tem-se que a—e <x, <x,<a <a+e€,Yn>n,, ou

seja, lim, ,_x, =a.

n—o""n
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Exemplo 7: No exemplo 5, consideramos uma importante sequéncia

1 , . . . .
X, = (1+—)" que define o nimero irracional e base dos logaritmos naturais. A

primeira vez que se teve noticia do surgimento desse numero foi em um problema

de juros compostos continuos (séc. XVII). Assim, temos que

n—>0

e=lim (141"
n

Vamos mostrar que a sequéncia (X, ),,dada acima ¢ limitada e crescente e,

n=l1
portanto, pelo Teorema 5, é convergente. De acordo com férmula do binémio de

Newton, ;
() D B Gl Lt AR WY

1
x =(1+-)"= —=1+
= n) kZ:;k g k! n*

= 1 1 2 k-1
X, :1+;F(1—;j(1—;j(1—7j (2)

Se substituirmos n por n+1 na expressdo (2) acima, temos

n+l
1 _
NS Sy (R U Y |
k! n+1 n+1 n+l1

Se desprezarmos o ultimo termo na expressdo acima, estaremos somando

até o termo kK =n, como em (2). Observe que cada termo que aparece acima entre

parénteses é maior que os termos em (2), donde concluimos que X,,, > X, , ou seja,

n+l

a sequéncia é crescente. Para provarmos que ela ¢ limitada, basta observarmos que

cada paréntese que surge em (2) é menor do que 1, de maneira que, para n>1,

segue que
"1
xn<L:2+l+---+i<2+l+%+---+ 171<3
k! 2! n! 2 2 2"

Ora, sendo crescente e limitada, a sequéncia x, = (1+—)" tem limite pelo
Teorema 5 anterior.

O resultado que enunciamos a seguir ¢ bastante importante, mas nao sera
dada a demonstragao. Convidamos vocé, aluno, a vé-la nas referéncias que sdo

dadas.

Proposigao 1 (Bolzano - Weierstrass): Toda sequéncia limitada de niimeros

reais possui uma subsequéncia convergente.
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O aluno pode perceber que essa afirmagdo ¢ mais forte que a dada no
Teorema 5. Foi tentando prova-la que o matemadtico K. Weierstrass (1815 — 1897)

viu a necessidade de fundamentar o conceito de nimeros reais.

Defini¢do 7: Uma sequéncia (x,),5; ¢ chamada de sequéncia de Cauchy

quando, para todo € >0 dado, existir n, € Ntal que |xm —x,|<€ para

quaisquer que sejam m,n > H,.

Teorema 6 (Cauchy): Uma sequéncia (x,) ., € convergente se, € somente se,
¢ de Cauchy. Ou seja, uma sequéncia de Cauchy ¢ uma condigdo necessdria e

suficiente para ser convergente.

Demonstracao: Iremos fazer a

demonstragao do teorema de Cauchy. Provaremos

primeiramente que a condigdo é necessdria. Ou

= ATENGAO!

seja, se X, — a, entdo vale a definigdo 6. De

fato, dado € >0 existe n, e Ntal que m >n, Um corpo K (como exemplo R )¢ dito completo
e n>n, implica |xm — a| <e/2e |xn — a| <€ /2. quando toda sequéncia de Cauchy em K ¢
Dai e da desigualdade triangular, temos que convergente. O teorema acima é valido, pois os
|xm —x|= |(xm —a)+(a—x,)| <€ /2+€/2=¢ niimeros reais ¢ completo. Mas, veja que em (Q,

se tomarmos uma sequéncia de niimeros racionais

0 que prova que a sequéncia é de Cauchy.
convergindo para \/5 ¢ Q ecla sera de Cauchy,

Para provarmos que a condigdo ¢

. . - ois ndo ira convergir em uma vez que oS
suficiente, admitiremos a hipdtese de Cauchy p 8 Q. 9

o, racionais nao ¢ um conjunto completo.
€ provaremos que a sequéncia € convergente.

Queremos mostrar que X, — @ . Ora, uma vez

que a sequéncia ¢ de Cauchy, temos que a sequéncia ¢é limitada. De fato, tomando

m=n,+1, teremos que <e,logo x, ., —€ <x, <x,,, +€, donde se

xno +1 xn
conclui que a sequéncia é limitada. Entdo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass,

temos uma subsequéncia (xnk) que converge para um certo @ e, portanto,

X, — a‘ <€ /2 para n, > n,. Assim, usando este fato e a desigualdade triangular,

n,

obtemos que

%, = =[x, —x,) +(x, —a)<

+

X, =X, xﬂk—a‘<e/2+e/2:e

e isso mostra que a sequéncia é convergente. m
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Uma sequéncia (x,) de Cauchy pode ser apresentada numa maneira
equivalente a apresentada na defini¢do 6, anterior como: dado € >0, existe

n, € N tal que para todo peN,

n>n, =

X, —xn+p‘<e

Como sabemos do teorema anterior, as sequéncias de Cauchy sdo
convergentes. Esse tipo de sequéncia surgiu quando os matematicos no século XVIII
tentavam processos numéricos para resolver equagdes. Por exemplo, a equagao

x> —9x +2 =0 pode ser escrita na forma equivalente x = (x’ +2)/9 ou, ainda,

x= f(x), onde f(x)=

x +2
numérica infinita, tomando inicialmente um certo valor X, e em seguida tomar-se:

9
Xy = f(x),x5 = F (%)X, = f(x,),...

O que se quer provar € se a sequéncia é de Cauchy, pois nesse caso temos que

. Dessa forma, pode-se construir uma sequéncia

€ convergente para um certo X,, que € solu¢do da equagao dada. Vejamos a seguir

um exemplo de uma aplicagdo dessa ideia que sdo as aproximagdes sucessivas.

Exemplo 8 (Aproximagdes Sucessivas): Seja dado 0 < A <1e suponhamos

que a sequéncia (x, ), satisfaz a seguinte condigdo:

|xn+2 _xn+] |Sﬂ(|xn+l _xn |,vnEN

Entao,

x,.,—x, <A |x,~x |, paratodo neN.

n

Com efeito, para n=1, temos que a desigualdade ¢é vaélida como

A .. -1 ~
vocé pode ver trivialmente. E se |x,,+1—x,, |S A" |x2—x1 , entao

| X, —X |S A | X, —X, |S A" | X, — X | . Deste modo, para m, p € N arbitrarios,

n+l
Segue que
|_|_”._i_|x”-*-1 _xn |S (anrp—l +/1n+17—2 +...+in_])|x2 _xl |(1)

| xn+p _xn |£| xn+p _xn+p—l

M =A"" AP+ AP+ A+ D | x, - x, [(2)
_qp n—1
()= a4 | 4

ekl sl
limA"™!
lim2™

Assim, como X, — X, |=0, dado € >0, existe n,eN tal que

n—1

0< )\|x2—xl|<e para todo 1> n,. Logo

X,., %, <€ paratodo peN e

n>n,, ou seja, |x, —x,|<€ para quaisquer que sejam m,n > n,. B portanto, a

sequéncia (x, ), € de Cauchy e concluimos que € convergente.
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TGPIGU 3 Sequéncias com limites
INfINItOS

OBJETIVOS
. Reconhecer uma sequéncia com limite infinito
*  Calcular os limites infinitos de algumas sequéncias

*  Rever as propriedades de sequéncias com limites infinitos

este t(’)pico, trataremos de
sequéncias que nao sao

convergentes, mas tém certa

= ATENGAO!

Com limites infinitos para sequéncias, podemos

se ou mantém-se arbitrariamente grandes

positivamente.

. . , . obter coisas indeterminadas, como 00 —o0c0,
Como foi mencionado no tépico 1, nem

.. ) ou seja, se hmxn =400 e llmyn = —00, Nada
toda sequéncia (xn) ¢é convergente. Dessa forma, )
) . ) N podemos afirmar sobre llm(xn + yn) , pois pode
ha sequéncias que divergem e mantém certa
ser que a sequéncia (xn + yn) seja convergente,
regularidade, pois seus termos permanecem

ou tenda para 400, ou tenda —0, ou finalmente

arbitrariamente grandes positivamente ou ~ o
nao tenha limite algum.

arbitrariamente grandes negativamente.
Quando uma sequéncia de numeros reais A —=,
(x,) torna-se arbitrariamente grande positivamente ou tende para mais infinito, a
denotaremos por limxn =+00 . Assim, dado M > ( arbitrariamente grande, temos
um #, € N tal que 71> n, que implica x, > M . Ha apenas um numero finito de

termos (xn) tal que X, < M . Narealidade, 1, termos.

Exemplo 9: Como vimos no exemplo 3, a sequéncia x, =n (e observamos

o seu grafico) trivialmente tem lim =+00. E também a sequéncia x, =a"

n—)ooxn
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tende para o infinito quando @ >1. Como, de fato, seja a =1+r, com r >0, dado

M >0, pela desigualdade de Bernoulli, temos que q" =(14+r)" >1+nr>M .
M -1 ) M -1
. Assim, se tomarmos n, >
r r
queriamos, ou seja, a" >M . De acordo com o que vimos anteriormente, segue

Basta tomar n >

en> }’lo , teremos o que

que lima" =+o0.

Analogamente, pode-se enunciar que limx, =—o0. Se dado M >0
arbitrariamente grande existe n, € N tal que n>n, = x, <—M . Como vocé
pode perceber, limx, =—00 <> lim(—x, ) =+c0. Desse modo, mostraremos
somente o caso em que a sequéncia tende para o infinito positivamente; o outro
caso vocé poderad obter trivialmente dessa observagdo feita. Enfatizamos que os
simbolos +00e —00 nao sdo numeros reais. Vejamos algumas propriedades para a

operagdo com limites infinitos.

Teorema 7 (Operagdes com Limites Infinitos):

Se limx, =400 e (y,) ¢ limitada inferiormente, entdo lim(x, +y,)=+00;
Se limx, =+00 e existe h>0 tal que y >ppara todo neN, entio
limx,.y, =+o;

. .1
Seja x, >0VneN, entdo limx, =0 < lim— =+o;
x

n
Sejam (x,) e (y,) sequéncias de ntimeros positivos. Assim: (a) Se X, >c,

xn
Vi

. . X
No entanto, se | X, l< ¢ ¢ limitada e limy, =+, entao lim—+=0.
Yn

VneN com ¢>0 e limy, =0. Desse modo, temos que lim—* =+ ; (b).

Demonstracao: Mostraremos apenas o item (4) e deixaremos para vocé as
outras demonstragdes.

C
(4a) Seja dado M >0, existe ny € N tal que n>n, implica 0<y, < "

. X c 1
e, portanto, i > M Assim, segue que 1 >N, implica —2~ > = M , entao
o Yo o€ Y, M
Iim—2 =+400.m
Y

(4b) Existe ¢ >0 tal que |xn = X, <c, uma vez que X, >0 e ¢é limitada.
\ c
Dado 0>0 existe ny €N tal que n>n, implica que y >— uma vez que
0]
. , x, ¢
limy, =400 . Dessa maneira, para n>n,, temos que 0<—"*<——=0
X, y, clo

=0.
Y

e entao lim
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Exemplo 9: Se x, =n+a e y =-n, entio limx, =+ e limy, =—o0,
mas lim(x, +y )=a.

Exemplo 10: Se X, =vVn+1 ¢ v, =—n,entio limx, =+ ¢ limy, =—0

Porém,

lim(xn+yn):1im(\/n+1—\/;)zlim(\/n—kl—\/;).E\/VZIiig;zlim\/n+11+\/;:0

Exemplo 11: Sejam x, = n’e Y, =—n, entdo limx, =+o0e limy, =—o0;

no entanto lim(x, +y,) =lim(n* —n) =+, pois n* —n=n(n—1)>n, para

n>2 . Portanto, lim(x, +y, ) =—c0.

Exemplo 12: Consideremos as sequéncias X, =ne y, =(—-1)" —n, entdo é
6bvio que limx, =+00 e limy, =—00. Porém a sequéncia (x, +y,)=(-1)" nio
possui limite como provamos no exemplo 6.

. N . . . 0
Ha outras expressdes indeterminadas que podemos analisar, tais como —,

oo
quando limx, =400 e limy, = +00. Do mesmo modo, nada podemos afirmar sobre
X
n

o limite da sequéncia (=) . Para finalizar este topico, vejamos um exemplo que da

n
apenas uma ilustragdo desse resultado. Outros serdo tratados nos exercicios.

Exemplo 13: Sejam x, =n+1e y =n—1, entio limx, =limy, =400, mas
n+1 :hmn(1+l/n) :lim1+1/n 1
n—1 n(1-1/n) 1-1/n

lim(X2) = lim

n
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TOPICO 4 >=roere=

OBJETIVOS
. Entender as somas infinitas de termos
¢ Fazer operagdes com somas infinitas

. Analisar a convergéncia ou nao das séries numéricas

océ ja estd acostumado a fazer somas de dois termos X, +X,,

trés termos X, +Xx,+Xx,;€ até mesmo n termos como:

s, =X, +X,+--+Xx,. Assomas infinitas X, +Xx,+---+x, +---
sao um assunto com o qual vocé tomou contato apenas como um caso simples que
¢ o caso das somas de uma P.G. infinita. O nosso principal objetivo neste topico é
leva-lo a entender as somas infinitas de termos bem gerais.

No ensino médio, o aluno deparou com somas do tipo:
1+1/2+1/4+---+1/2" +--- e aprendeu como calcular a soma desses termos
infinitos. Aqui vamos iniciar um estudo mais completo sobre essas somas, que
chamamos de séries numéricas. Uma série numérica é uma soma infinita que
representamos por: .

DX, =X Xy X, e

n=1

onde os termos X, sdo numeros reais dados. E X, ¢ chamado de termo geral da série.
A partir da sequéncia (x,) de niimeros reais, podemos formar uma nova sequéncia
(s,), onde s, =X, +x,+---+x,. Chamamos os numeros S, de reduzidas da série
ou soma parocoial da série. Se a sequéncui)a (s,) tiver um limite lims =s, dizemos
que a série an é convergente e § = an =X, +x,++x,+---=lims_, s sera

n=l n=1 0

a soma da série. No caso do limite lims, nao existir, diz-se que a série Z)Cn é
n=l1

divergente. Vocé deve ficar atento, pois, as vezes, comegaremos a série pelo termo

X, em vez de X,, por uma questdo de conveniéncia.
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l_xn+1
Exemplo 14: Sabemos que 1+ x+ x> ++--+x" = ———

1—x
(Pode ser provado por indugdo!). Ora, temos que lim | X |”: 0 se |x |< 1, entio

, paratodo n€ N

segue que lims, =lim(1+x+x" ++x, ) =1+x+x" + -+ x" +--- =1—.
—X
Portanto, segue que a série anterior, que ¢ chamada de série geométrica, €

convergente.

Exemplo 15: Agora, daremos um exemplo de uma série que nado ¢
o0
. - 1 .

convergente. Considere a série Z:(—l)"+ =1-1+1-14---. Se considerarmos a
. n=1 , _ : ,

soma parcial §,, temos que essa soma € zero se N = par, ou seja, 5, =0 € ¢
igual a 1, quando n ={impar , isto é, s, ,, =1. Portanto, ela ¢ divergente, pois as
subsequéncias pares e impares da soma parcial convergem para valores distintos.

Uma sequéncia é convergente se toda subsequéncia converge para o mesmo valor.

0

Teorema 8: A série an converge se, somente se, dado & >0 existe n, (e)
n=l1 m

(que pode depender de &) tal que | in l<e para todos m2n>n,.

i=n

Demonstragdo: A prova desse fato decorre do teorema sobre sequéncia de
Cauchy e deixamos para vocé fazer essa demonstragdo. m
9]
Corolario 1: Se a série an é convergente, entdo limx, =0, ou seja, o
n=1
termo geral tende para zero.
Demonstragdo: Basta tomarmos m=n e n=n-1 no teorema anterior,

entdao como |S,, =S8, ‘=| X, |< & para todo n > n, o que decorre o corolario. m
0

Exemplo 16: Vamos mostrar que a série harmonica Z— ¢ divergente. De

o] 1 1 11 11 =1 1t
fato, seja Z_:_+_+...+_>_+...+_:_ e pelo teorema 8, tomando
i n n+l 2n  2n 2n 2

0 <1/2 vemos que a série ndo é convergente.

Vocé pode ver com esse exemplo que a reciproca do corolario 1 ndo ¢
verdadeira. Podemos ter uma série divergente com o termo geral indo para zero. E
mais, que ndo precisamos ver o que ocorre com todos os termos de uma série; basta
olharmos o que acontece com finitos termos da série. Porém, o exemplo a seguir
restabelece o coroldrio, mostrando que se o termo geral X, da série ndo tende para

zero, entdo a série diverge (temos aqui a contrapositiva).
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Exemplo 17: Sejaa série Z ,comootermo geral X, =—=—.—...—>1
~ pl nl 12 n

para todo n >1, segue do corolario 1 do teorema 8 que a série ¢ divergente.

Teorema 9 (Critério de Comparacgao): Sejam an e E V, séries de termos
nio negativos. Se existem k>0 e n, €N tais que x, <k.y, para todo
n>n,, entdo a convergéncia de E V,implica a convergéncia de an ea

divergéncia de an implica a divergéncia de E V, .

n n
Demonstragdo: Sejam as somas parciais S, =le. et = E V; tais que
i=1 j=1

s, < k,tn ,Vn e N . Se tivermos que limtn =t ,entao §, < k. écrescente e limitada
para todo ne N; logo, pelo teorema 5, é convergente. Por outro lado, se s, ¢é
divergente, portanto ¢ ilimitada e dai temos que 7, > S, /k é também ilimitada e

assim divergente. m

Exemplo 18: Vamos usar o teorema anterior para mostrar que a série

Z—r é divergente para r <1, pois como 1/n" >1/npara todo neN, entdo
n

1

1 o IR .
Z_>Z_. Como a série harmonica é divergente, segue que a série dada
n’ n
também diverge.

Teorema 10 (Séries Alternadas): Seja a série Z:(—l)”+1 X,, com os termos
nio-crescentes, ou seja, X, =X, 2X;>...2Xx,>... e limx, =0, a série

L
Z(—I)H X, ¢ convergente.

Demonstragao: Basta considerarmos as reduzidas de
, s +1

ordem par e impar da  série Z(—l)n X, =X =X, +X;—X, +....
Seja Sy = (=) + (x5 =x )+ (X, —X,,) é formada por
termos positivos e mnao-decrescentes. E a reduzida de ordem impar
Syna =X — (x2 - x3) - (x4 —xs) —.. ,(x2n — x2n+1) é ndo-crescente. Observemos
que Sy, 85,1 <8 e assim temos que possuem limites de acordo com o teorema
5. Entao, seja lll’nS2n =re lll’nS2n+1 =S, mas como hrnS2n+1 = hrnS2n +lln’DC2n+1 e

limenJr1 =(isso implica que 7 =S e, portanto, a série é convergente. m
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Teorema 11 (Teste da Razao ou Teste de D’ Alembert): Seja dada a série

n+1 _

Zx e suponhamos que lim | =r exista. Entdo: (a) a série é convergente

se 7 <1; (b) a série diverge se 7 $ 1; (c) e nada podemos afirmar se  =1.

n+l |_

X

n

|£k para n>n, onde r<k<l1. Dessa

Demonstracido: Vamos demonstrar que (a) sabemos que 11m|

xn+1

segue que existe 1, € N tal que |

desigualdade obtemos as seguintes desigualdades abaixo:

| x <k.|xn0|

ny+l1 |_

<k.|x

ny+2 |_ ny+1 |

| x

| x <k.|xn0+2|

ny+3 |—

k.lx

fazendo o produto dessas parcelas membro a membro, obtemos | x

| n+p |— n+p—1|

<k”|x, |

|¢ limitada superiormente pela

ny+p
e essa desigualdade mostra que a série Z | X, ip
série Z|x | k? :|x |ka que é convergente, pois )<k <1 e, portanto
no . no ’ ’ ’ ’
concluimos que a série é convergente. Os outros casos deixamos para vocé
verificar. m
Dizemos que uma série converge absolutamente, quando z | X, | ¢ uma
)
série convergente. E quando a série an ¢ convergente, mas Z|xn | nio é
n=1
convergente, diz-se que a série é condicionalmente convergente. Um exemplo de
série condicionalmente convergente, mas que ndo é absolutamente convergente,
¢ a série alternada dada no teorema 10. Vocé deve verificar que toda série

absolutamente convergente ¢ condicionalmente convergente.

Teorema 12 (Teste da raiz ou Teste de Cauchy): Seja a série zxn . Suponha
n=1

que o limite lim:’” X, | = 7 exista. Entio: (a) a série converge absolutamente se

r <1; (b) a série diverge se r > 1; (c) e nada se pode afirmar quando r = 1.

Demonstragao: (a) Basta tomar «”/l X, | <k eisso existe porque a sequéncia

converge, com ¥ < k <1. Disso segue que | X, <k para todo n 2 1, e, portanto,

a série ¢ limitada superiormente por uma série convergente Zk " . Entdo Z | X,
é convergente e, portanto, absolutamente convergente. Os outros casos deixamos

para voce verificar usando o teste de comparagao. m
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Esperamos que vocé tenha achado

interessantes os resultados de sequéncias e

séries que tratamos nesta aula. Recomendamos

SAIBA MAIS!

que procurem um livro de analise real para

Mais informagdes sobre sequéncias e séries acesse .
que possam se aprofundar mais no assunto e

os links

ver resultados que, por falta de espago neste
www.ime.uerj.br/~calculo/LivroV/series.pdf material, nio deram para ser tratados aqui. Na
www.ufjf.br/sandro_mazorche/files/2010/08/ proxima aula, veremos uma pouco de nogdes
Séries.pdf topoldgicas na reta real.
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AUI.A 4 r[:]; f;zsr;ﬁm'égicas

Ola, aluno(a),

Esta aula é uma preparacéo para a proxima aula, que tratara de limite de uma
funcao real. Embora o conceito de limite ja tenha sido estudado por vocé, aluno, na
disciplina de Célculo |, aqui vocé vera uma formulacao mais rigorosa e cuidadosa
de algumas questdes que nao tinham sido formuladas, tais como 0s conjuntos em
que podemos tomar limites. Sabemos que, quando tomamos limites, os pontos
tendem para certo ponto. E sempre possivel fazer isso, em qualquer conjunto?
Essas e outras sdo questdes importantes, sinalizadas em Calculo 1, serdo agora
vistas, pois naquela disciplina ndo tinhamos como aborda-las.

A partir desses questionamentos, estudaremos, no topico 1, a definicao de
conjunto aberto, interior de um conjunto, e ilustraremos com exemplos. No topico
2, veremos conjuntos fechados, pontos aderentes e pontos de acumulacao. Por
Ultimo, no tépico 3, definiremos os conjuntos compactos, que se traduzem em
propriedades importantes para as fungdes continuas neles definidas.

O carater desta aula é preparatério; nao se trata, portanto, de uma abordagem
completa e abrangente sobre a topologia da reta. No final desta aula, daremos
algumas referéncias para que vocé aprofunde seus conhecimentos.

Vamos 147!

Objetivos

e Compreender termos como conjuntos abertos, fechados, interior de um
conjunto

e Definir os principais conjuntos necessarios a nocao de limite

e Reconhecer esses conjuntos e saber usa-los
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TGPICU -l Conjuntos abertos e
fechados

OBJETIVOS
*  Compreender a defini¢do de conjunto aberto e fechado

. Entender os conceitos sobre subconjuntos da reta real

océ ja deve ter visto a nogdo de intervalo aberto e intervalo
fechado no ensino médio e até mesmo neste curso de Matematica
na disciplina “Matemdtica Bédsica I”. O principal objetivo deste
topico é ampliar e dar um tratamento mais rigoroso a essa nogao intuitiva de intervalo
aberto e consequentemente ampliar conceitos sobre conjuntos abertos para outros
subconjuntos da reta. Veremos também outras defini¢des de subconjuntos da reta
real, como interior, ponto aderente, ponto de acumulagao.
De inicio, relembramos a nogao de intervalo da reta, que denotaremos por:
(a,b)={x € R:a <x < b}Intervalo Aberto
[a,b]={x € R:a <x < b} Intervalo Fechado
[a,b)={x € R:a <x < b}Semiaberto a Direita
(a,b]={x € R:a < x <b}Semiaberto a Esquerda
Antes de partirmos para a defini¢do de conjunto aberto em R, vejamos a
nogao de interior de um conjunto X . Posteriormente estabeleceremos uma relagao
entre o interior de um conjunto Xe o fato de ele ser aberto. O primeiro intervalo
no ensino médio ¢ dito aberto, mas nao se prova esse resultado. Aqui nés faremos

a comprovagao.
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Definigdo 1: Consideremos X CRR e x € X . Dizemos que x ¢ um ponto
interior de X quando existe um intervalo (a,b) tal que x €(a,b)C X . Isto
significa que todos os pontos suficientemente proximos de x ainda pertencem
ao conjunto X . Com isso, podemos estabelecer que x € X é um ponto interior
de X se, somente se, existe € >0 tal que (x —€e,x+€)C X . Com efeito, basta
tomar € =min{x —a,b—x}>0 para x €(a,b) C X, entdo

a<x—e <x<x+e<b,ouseja, (x—€,x+€)C(ab)CX.

De agora em diante, representaremos o conjunto dos pontos ¥ € X CR, que
sdo interiores a X, por J(X)e o chamaremos de interior do conjunto X. E 6bvio
que I(X)C Xe, ainda, se X CY = I(X)C I(Y). Vejamos os exemplos de interiores

de subconjuntos da reta.

Exemplo 1: X=(a,b)ou X=]|a,b], ou X:(a,b], ou ainda X:[a,b).
Temos I(X)=(a,b) e supomos que XCR, para qualquer um dos casos dados
anteriormente. Vocé pode verificar isso facilmente imitando a demonstragio

apresentada no final da definigdo 1 anterior.

Exemplo 2: Se «x, €I(X), entdo existe

€ >0 tal que (x,—€,x,+€)C X e nesse caso

o conjunto X contém uma quantidade nio - ATENG[\[]!

Se a € I(X), dizemos que o conjunto X é uma

enumeravel de pontos e nesse conjunto X tem

que ter uma quantidade infinita de elementos
) ] vizinhanga do ponto a .
(ou pontos). Portanto, todo conjunto finito

X={x,x,,...,x,} tem J(X)=g . Dessa forma,

também temos que I(Q)= & , pois Q ¢ enumeravel e ndo pode conter um intervalo
s6 de racionais. Analogamente, segue que I(Z)=& . No entanto, mesmo que o
irracional R —Q ndo seja enumeravel, temos que I(R —Q)= &, pois, para todo,
teremos que o intervalo (@ —¢,a+¢)C(R—Q) contém (a—€,a+€)C(R-Q)

algum numero racional uma r € (& —€, +€) que o racional é denso nos reais.

Definigao 2: Diz-se que um conjunto A CR ¢ aberto, quando todos o seus
pontos sdo interiores. Em outras palavras, temos que, para todo x € A, existe

0>0 tal que (a—€,a+e)C A, ouainda, J(A)=A
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Eimportante que vocé, aluno, lembre que a nogio de limite de uma sequéncia
lim _ _x, =a pode ser reformulada usando a definicio de aberto. De fato, se
fizermos A= (a—¢€,a-+e€) para 0 >0 dado, entdo existe n, € N tal que, para todo
n>n,, implica que x, € A. Agora, vejamos alguns exemplos de conjuntos abertos

da reta real.

Exemplo 3: A reta real R ¢é obviamente um conjunto aberto, pois contém
todo intervalo (a,b). O conjunto vazio & também ¢é aberto, pois, para nao ser
aberto, teriamos que obter um ponto x em & que nao seja interior, isto é, para
todo 0>0, o intervalo (a—e€,a —}-e)gZ &, mas isso nao ¢ possivel, porque um tal
X nao existe em um Conjunto vazio. Ou seja, nao se pode mostrar que o conjunto
vazio ndo possui ponto que nao seja interior. Desse modo, sO podemos concluir que

o vazio é aberto.

Exemplo 4: Todo conjunto aberto ndo-vazio é ndo enumeravel. Portanto Q

e todos os subconjuntos finitos de R nio sio abertos.

Exemplo 5: Nenhum subconjunto do conjunto dos nimeros irracionais
R —@Q ¢ aberto, uma vez que todo intervalo aberto contém um ntmero racional,

pois Q é densoem R.

Teorema 1: A intersec¢do de um numero finito de conjuntos abertos ¢ um

conjunto aberto.

Demonstragdo: Sejam A, A,,...,A CR subconjuntos abertos. Considere
0 conjunto A=A MA,MNA() )4, € seja ¥xE€A um ponto qualquer, entdo
x € A, para todo i=1,2,...,n e assim temos que (x —¢,, x+¢€,)C A, Vi=12,..,n,
pois todos os A, sdo abertos. Tomando ¢&=min_{€} teremos que
(x—€,x+€)C(x—¢,x+€)CA, para todol<i<n e consequentemente segue

que (x —e,x+¢€)C A € consequentemente a conclusdo de que A ¢ aberto. m

Teorema 2: Seja (4, )., uma familia arbitraria de subconjuntos abertos em

R . Entdo a uniao arbitraria de abertos, A = A, é um aberto.
a€Ll

Demonstragao: Com efeito, seja x € A= | JA, qualquer, entao ¥ € A, para
a€L
algum «, € L. Ora, como A, ¢ aberto, segue que existe € >0 tal que ¢, portanto,

A (r—€,x+€)CA, CA ¢aberto, como queriamos provar. m
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Observagao 3: Um espago topolégico I' é uma colegio de subconjuntos
abertos da reta que satisfaz as seguintes condigdes:

e R sio abertos;
A intersecgdo de finitos abertos ¢ também um conjunto aberto;

A unido de uma familia arbitraria de abertos ¢ também um conjunto aberto.

Exemplo 6: Seja X={x,x,,...,x,} um conjunto finito de numeros

reais com x <x,<---<x,. Entdo, o complemento do conjunto X, que ¢

R — X = (—o0, %) J(x,, %)%, %) U(x,,+00) , € um conjunto aberto de

acordo com o teorema 2. Assim, o complemento de um conjunto finito de nimeros

reais é um conjunto aberto.
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TGPIBU 2 Conjuntos fechados

OBJETIVOS

*  Compreender a nogao de fechados na reta real

. Relacionar os conjuntos fechados com os conjuntos
abertos

. Perceber a diferenga entre conjuntos fechados e abertos

este topico, veremos que a definicdo de conjuntos fechados

¢ complementar a definicdo de conjuntos abertos. Mudando

um pouco a relagio de operagdes entre conjuntos (trocando

intersec¢do por unido), poderiamos definir um espago topolégico através dos

conjuntos fechados. Os resultados seguem bem parecidos aos dados anteriormente
em conjuntos abertos.

Comegaremos a caminhada definindo um ponto aderente a um subconjunto

XCR, que ¢ uma nogdo fundamental para expressarmos e provarmos as

propriedades relativas a conjuntos fechados.

Defini¢do 3: Dizemos que um ponto a ¢ aderente ao conjunto XCR,
quando limx, =a com os pontos da sequéncia (x,) todos pertencentes
x, € X,Vn ao conjunto X CR .E 6bvio que o ponto a € X que pertence a
um conjunto X é ponto aderente dele .Basta tomarmos a sequéncia constante

x,=a,VneN.

Outra defini¢do importante para caracterizar um conjunto fechado é o fecho

de um conjunto X, que definimos como:
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Defini¢do 4: Chamamos fecho de um conjunto X CR, que representamos
por X, ao conjunto formado por todos os pontos aderentes a XCR. E
evidente que, se XCY = XCY e XC )_(, dizemos que um conjunto X ¢
fechado quando X=X, isto ¢, ele contém todos os seus pontos aderentes (

XDX).

Fica claro, pela definicdo anterior, que, se X C R é fechado se, s se, para
toda sequéncia (x,) C X convergente, tem-se que limx, =a € X .

Outra maneira de caracterizar se um conjunto X é denso em um conjunto Y
é quando Y C X, ou seja, se, para todo a €Y, tivermos que limx, =a com x, € X
é um ponto aderente de X . Desse modo, concluimos que Q = R, pois todo ntimero

real é limite de uma sequéncia de niimeros racionais.

Teorema 3: Um ponto a é aderente ao conjunto X, se, somente se, para toda

vizinhanga V,(a)=(a —€,a+¢) do ponto a, houver algum ponto de X.

Demonstracdo: A afirmagdo ¢ suficiente, seja aum ponto aderente a X.
Entdo, limx, =a, com x, € X. Assim, pela definicido de convergéncia de uma
sequéncia, dado € >0, a vizinhanga x, €V (a)=(a—¢€,a+¢€) contém infinitos
pontos para todo n>n,, ou seja, temos que Vy(a) (X = <.

Agora a necessidade da afirmacdo: se toda vizinhanga V;(a)do ponto a

. - . 1 1
contiver ontos de X, escolhemos as vizinhangas do tipo x, € (a ——,a+—)com
n n

. 1 - 1. ,
x, € X e assim temos que |xn —a |< —,eentdo limx, =ae aéaderentea X.m
n

De outra maneira, o que o teorema anterior afirma ¢ que qualquer vizinhanga
de um ponto a € X deve ter intersec¢do com o fecho do conjunto. Ou, ainda,
a¢ X< a€Vy(a)X=0 . Agora podemos enunciar o principal teorema deste
tépico, que caracteriza um conjunto fechado como o complementar de um conjunto

aberto.

Teorema 4: Um conjunto F C R ¢é fechado se, e somente se, seu complemento

A=R—F ¢ aberto.

Demonstracao: Consideremos F fechadoe a € A um ponto qualquerem A .
Vamos mostrar que A é aberto. Com efeito, temos que a € F, entdo pelo Teorema 3
demonstrado anteriormente, verificamos que existe uma vizinhanga a € V;(a) que
nao contém pontos de F. Assim podemos concluir que a € V;(a) C A e, portanto,

A ¢ aberto.
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Reciprocamente, suponhamos que o conjunto A ¢ aberto e a é um ponto
aderente ao conjunto F=R — A, entdo, do Teorema 3, segue que toda vizinhanga
de a contém pontos de F, e assim a € Vy(a)Z A e a ndo é um ponto interior a A .
Ora, como A é aberto, temos que a € A e, consequentemente, a € F . E assim todo

ponto aderente a F pertence a F, entdo F ¢ fechado. m

Exemplo 7: Se X =(a,b), entdo X =[a,b]. De fato, basta tomar as sequéncias
em X, a-l-l e b—l e como a+l—>a e b—l—>b, logo [a,b]C@.
n n n n
Exemplo 8: De maneira mais geral, temos que, para um subconjunto,
XCR limitado e X= & . Entdo a=Inf(X) e b= Sup(X) sio pontos aderentes
a X.Uma vez que, podemos tomar a sequéncia x € X com a <x, <a+—, logo
limx, = a e desse modo segue que a € X . E de maneira andloga, tomamos ;ﬂ €Xx,

com limy, =b.

Usando a relagio de complementar de um conjunto, pode-se provar
facilmente que:

1. & e R sido fechados;

2. A unido finita de fechados é um conjunto fechado (nos abertos ¢é a

intersecgao);

3. A intersecgdo de uma familia de fechados ¢ um conjunto fechado.

Faremos a prova de 2 e deixamos para
vocé a justificativa dos outros casos. Com

efeito, sejam F,F F fechados de R.

17500 0

ATENCAO! Entdo, pelo Teorema 4, segue que os conjuntos
Vocé deve notar que, na justificativa da A =R—-F,A =R—-F,.,A =R—F sdo
afirmagdo 2 anterior, fizemos o uso da Lei de abertos. Entdo, conforme o Teorema 2, temos
Morgan, que afirma que (UXi)C :mX,C ou que AMNAN---MNA, =R—( U E) é aberto.

1<i<n

(NX,) =X N i f
i) = U ; INO €aso acima, usamos na rorma 1
Portanto segue novamente, pelo Teorema 4, que

ANAN-NA =[N R-E]" =R—(JE)

1<i<n =ien UE ¢ fechado como o complemento de um
Repetindo esses argumentos de maneira analoga, 1<i<n
aberto.

vocé vai obter as outras demonstragdes dos outros

. ~ Concluiremos este tépico com uma
casos. Poderiamos fazer a mesma observagio

sobre um espago topolégico I'com fechados em definicao de pontos de acumulagdo que tem

uma grande importancia na defini¢do de limites
vez de abertos.

de uma fun¢ido f com dominio nos reais. Na
|
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defini¢do do limite de fungdo real, faz-se uso explicito de pontos de acumulagao
como vocé podera ver na aula seguinte.
Agora podemos enunciar um teorema que elenca algumas equivaléncias

sobre a defini¢do de pontos acumulagao.

Teorema 5: Sejam XCR e x,€ R, entido as seguintes afirmagdes sao
equivalentes:

1. x, é um ponto de acumulagido de X;

2. x, ¢ o limite de uma sequéncia de pontos x, € X —{x,};

3. Todo intervalo aberto de centro em x,contém uma infinidade de pontos de

X.

Demonstracdo: Para provarmos que (i)=-(if) supondo que (i) ocorre,
tomamos os intervalos do tipo (x, ——,x,+—) com x, =x,e x, € X. Logo,
n

teremos que limx, = x,, o que prova (ii).

Por outro lado, se admitirmos (ii), devemos provar (iii). Mas isso é fato,
pois o conjunto {x,:n>n,} ¢ infinito , porque, do contrério, existiria um termo
x;,i > n que se repetiria infinitas vezes e isso acarretaria que a sequéncia (x,) seria
constante e convergente para x,, mas com x, = x, por hipotese. O que resultaria
um absurdo! Portanto, segue que (ii) = (iii). Por ultimo, a implicagao (iii)= (i) ¢
6bvia da defini¢ao de pontos de acumulagio. m

Exemplo 9: Se um subconjunto X CR ¢ finito, entdo X =&, o conjunto
dos pontos de acumulagio, é vazio. Mesmo o conjunto dos inteiros Z, que ¢
infinito, tem o conjunto dos pontos acumula¢do Z° =&, uma vez que todos os

seus pontos n € 7Z sdo isolados, pois basta tomar intervalos com comprimento

€ :§>O que teremos que (n—0,n+0) Y ={n} e Q" =R.
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TGPICU 3 Conjuntos compactos

OBJETIVOS

. Distinguir entre um conjunto fechado e um compacto

. Compreender a nogdo de compacto de um conjunto

. Saber relacionar a nogao de subconjuntos compactos com

suas aplicagoes

este ultimo topico desta aula, analisaremos os subconjuntos da
reta que tém grande importancia na andlise de convergéncia de
sequéncias, sejam numéricas, sejam de fun¢des que ndo serao
vistas neste curso. Além disso, os conjuntos compactos sdo importantes também
quando analisamos as fungdes continuas definidas sobre eles, pois isso nos garante
a existéncia de maximos e minimos para uma fungdo continua. E é 6bvio que saber
se uma fung¢do tem um maximo ou minimo é uma das questdes mais relevantes
tanto em estudos tedricos, quanto em estudos praticos. Na verdade, vocé pode
rever alguns dos interessantes resultados sobre essa questdao de maximos e minimos

de uma fungdo continua sobre um compacto no curso de calculo numérico.

Definig¢do 6: Um subconjunto X CR ¢ dito

compacto, quando ¢ limitado e fechadoem R.

' Exemplo 10: Todo  subconjunto

ATENGAO!

X={x,,x,,...,x,} CR finito é compacto, pois

Advertimos que essa defini¢ao 6 de um conjunto ,
¢ fechado, uma vez que seu complemento

R =X = (=00,x)Ux %) - (%1%, ) (%, +00)

¢ aberto e ¢ limitado (vocé deve justificar!) e,

compacto s6 ¢ valida em R. Se o subconjunto
estivesse em um espago de dimensao infinita, essa
definigao ndo seria verdadeira. Porém, em espago L
portanto, pela definicdo é compacto. Outro

de dimensao finita, ela é perfeitamente valida.
exemplo trivial é o intervalo [a,b], que é fechado
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e limitado na reta. Por outro lado, o intervalo (a,b) ¢ limitado, mas nao ¢é fechado
e, portanto, ndo é compacto. Os numeros inteiros 7, nio é conjunto compacto; é

fechado, mas nio ¢é limitado.

Teorema 6: Um conjunto XCR ¢é compacto, se somente se, toda sequéncia

de pontos em X possuir uma subsequéncia que converge para um ponto de X.

Demonstracdo: Se X é compacto, entao

~—

pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, temosé SAIBA MAIS!

toda sequéncia (x,)C X ¢ limitada, portanto,

que existe uma subsequéncia convergente

Para revisar o Teorema de Bolzano-Weierstrass,

x, — X, € X, cujo limite estd em X, pois X ¢
7

fechado.

acesse o site: wwmat.mat.fc.ul.pt/aninf/2003_2/

aninf2/notas/pcomp/Similares
Reciprocamente, se XCR ¢é um

subconjunto, toda sequéncia (x,)C X possui e

uma subsequéncia convergente para um ponto dele X, T € X . Entdo, afirmamos

que X ¢ limitado, pois, do contrario, teriamos para cada # um termo da sequéncia

(x,)C X com | X, |> n e desse modo a sequéncia obtida ndo possuiria subsequéncia

limitada e, portanto, nio seria convergente. Além disso, X ¢é fechado, porque, caso

contrério, existiria um ponto x, € X com limxn =x, com x, € X,Vn e dessa forma

a sequéncia (x,) nao teria subsequéncia nenhuma convergindo para um ponto de

X, uma vez que todas as subsequéncias teriam como limite o ponto x, o que nos

leva a uma contradigdo. Assim, X ¢é fechado e limitado, logo é compacto. m
Deste ponto, podemos enunciar um resultado que ja foi visto com intervalos

encaixados, e que agora podemos generalizar para conjuntos compactos. Assim, dada

uma sequéncia decrescente de conjuntos compactos X, D X, DX, D...D X, D...,

entao existe pelo menos um numero real que pertence a todos os Conjuntos

compactos X, . Parasua demonstragao, nos valemos do fato de eles serem compactos

e do teorema de Bolzano-Weierstrass.

Para finalizar esta aula, enunciamos, sem demonstra¢do, um resultado

bastante importante, que é o chamado Teorema de Borel-Lebesgue.

Teorema 7 (Borel-Lebesgue): Toda cobertura aberta de um conjunto com-

pacto possui uma subcobertura finita.
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A prova pode ser vista nos livros que

| colocamos nas referéncias.
—A
SAIBA MAIS! Entendemos uma cobertura de um
conjunto X como uma familia de abertos (4, ),.;

Para mais informacdes sobre topicos importantes ;
s P P tal que XC|JA,. Se o numero de aberto

de analise real, acesse o material elaborado pelo AL .
L={\,...,\,} ¢ finito, diz-se que a cobertura
Prof. Adriano Pedreira Cattai, disponivel no link

¢ finita.
cattai.mat.br/site/files/AnaliseReal/AnaliseReal

cattai_uneb.pdf
Exemplo 11: Os intervalos abertos
L

I,=(1/n2), n€N € uma cobertura de abertos
do conjunto X =(0,1], uma vez que X =(0,1]C [ JA, . Entretanto, vocé pode ver

neN
facilmente que o conjunto X = (0,1] nio admite uma subcobertura finita.
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AUI_A 5 Limites de fungoes

Ola, aluno(a),

Nesta aula, estudaremos a nogéo de limite, de que ja tratamos na aula 3, em um
contexto mais geral. Em vez de considerarmos somente sequéncias, que sao
funcdes s: N — R, cujo dominio é o conjunto dos nUmeros naturais, consideraremos
fungbes f:X—R, em que X € um subconjunto arbitrario deR. Devemos
observar que o conjunto X pode ser igual ao conjunto N dos numeros naturais, 0
que inclui as sequéncias como um caso particular das funcdes a serem estudadas
nesta aula. O outro caso relevante é aquele em que X é um intervalo, aberto ou
fechado, deR.

No primeiro tépico, veremos a definicdo, as propriedades basicas e alguns
exemplos de limites de funcdes. No topico 2, estudaremos a nocao de limite lateral
e obteremos um critério para a existéncia de limites de fun¢des. Apresentaremos,
também neste topico, os limites infinitos e os limites no infinito.

Bons estudos!

Objetivos

e Compreender a nogéo de limite de funcéao

e |dentificar a nocao de limite de sequéncias como caso particular da nogao
de limite de funcoes

e Saber aplicar as propriedades de limites

e Compreender as nogdes de limite lateral, limite infinito e limite no infinito
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y 4
Definicao, propriedades e
exemplos de limites de funcoes

OBJETIVOS
*  Compreender a defini¢do de limite

. Obter, a partir da definicao de limite, suas propriedades

este primeiro tépico, veremos a defini¢ao formal de limite de uma

fungao, que faz uso da ideia de valor absoluto de ntimeros reais

como maneira de medir distancias sobre a reta, ideia essa que
foi introduzida na aula 2. Mais precisamente, a nogdo de limite de uma fungdo
formaliza a seguinte ideia: se x se aproxima de um numero real a, entdo f(x) se
aproxima de algum nimero real L. Para que um numero real x pertencente ao
dominio X da fungdo f se aproxime do ntimero real a, é necessario que a seja
um ponto de acumulagdo de X, nogdo que foi apresentada na aula 2.

A partir da defini¢do de limite, obteremos as propriedades que nos permitem
operar com este conceito de modo mais eficaz, sem precisarmos recorrer sempre
a definicdo. Esta tarefa ¢ uma tanto quanto delicada, e, como vocé deve notar,
teremos aqui uma dose maior de formalismo, caracteristico da Anélise Matematica.

Seja X um subconjunto de R . Vimos, na aula 2, que um elemento a € R ¢
chamado ponto de acumulagio de X quando, dado § >0, existe x € X, x =a, tal
que |x—al|<$é. Isto significa dizer que existem elementos de X arbitrariamente
proximos de a. Assim como na aula 2, denotaremos o conjunto dos pontos de
acumulagio de X por X' .

Seja f:X—R e acX’, ou seja, a é um ponto de acumulagio de X.
Queremos estudar o comportamento de f(x) quando x é um elemento de X
proximo de a. A principio, estudaremos o caso em que f(x) ¢ estdvel quando ¥
esta proximo de a, ou seja, o caso em que f(x) se aproxima de um ntmero real,

quando x se aproxima de a.
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Um ntmero LER ¢ dito limite de f(x), quando x tende a a se, para
todo >0, existe §>0 tal que 0<|x—a|<6 implica |f(x)—L|<e. Usamos a
notagao
limf(x)=L

xX—a

para sintetizar as informagdes acima.

. As afirmacgdes |x—a | <y e |f(x)—L | <g sdo equivalentes,
respectivamente, a x€(a—0,a+06) e f(x)€(L—¢,L+¢€). Assim, a
definicdo de limite pode ser reescrita da seguinte forma: para cada
J=(L—¢,L+¢), existe I=(a—0,a+06)—{a} tal que f(I)CJ,em que
f(I) indica o conjunto formado pelas imagens dos elementos de I pela
fungdo f,isto é, f(I)={f(x)|x €I}.Em outras palavras, todo intervalo
aberto J centrado em L contém a imagem, por f, de um intervalo

aberto I centrado em a, excluido o ponto central a.

. Adesigualdade 0 <|x —a| éequivalentea x = a . Em termos de intervalos,
isto significa que podemos tomar o conjunto I=(a—0,a+6)—{a}, em
vez do intervalo (a—0,a+0). Isto se dd porque nido nos interessa o
comportamento da fung¢do f no ponto a, e sim o seu comportamento
numa vizinhanga I de a. Outro modo de interpretar esta informagao é
dizer que o limite lim._.f(¥) ndo nos da informagdo alguma sobre f(a),
que pode, inclusive, ndo existir. Veremos, mais adiante, que existem
fungdes f para as quais podemos inferir o valor f(a) a partir do limite
lim.—qf(x) . Tais fungdes sao chamadas continuas e serdo o objeto de

estudo da aula 6.

ExeEmPLOS:
1. Seja f:(0,1)= R, dada por f(x)=2x+1. O numero real 1 ¢ um

ponto de acumulagao de (0,1) . Assim, faz sentido calcularmos o limite

lim(2x +1) embora 1 nao seja um elemento de (0,1). Em geral, para

x—1

que o limite lim..f(*), com f:X— R, faca sentido é suficiente que
a seja um ponto de acumulagdo de X, mas a nao precisa ser um
elemento de X.

Para demonstrarmos que lim.—.(2x+1)=3, procedemos da seguinte

maneira: dado £ >0, existe §=">0 tal que
2

|x—1|<(5=>|x—1|<§:2|x—1|<€:|2x—2|<€:|2x+1—3|<€:|f(x)—3|<5.
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Assim, de acordo com a defini¢do de limite, f(x) tendea 3 quando ¥ tende

2. Além de ser uma condigao suficiente para que o limite lim..f(¥) faga
sentido, o fato de a ser um ponto de acumulagdo do dominio de fé
também uma condigdo necessdria, isto ¢, se a nao ¢ ponto de acumulagao
de f, o limite lim._.f(x) ndo pode ser definido. Para ilustrar este
fato, exibimos a seguir um exemplo: seja f:(0,1)u{2} — R, dada por

f(x)=x . A figura 2 é um esbogo do gréfico de f .

Figura 1 — Grafico da fungao f

Devemos notar que, se X = (0,1) U {2} , entao 2 ¢ b'd , ou seja, 2 nao é ponto
de acumulagdo de X. Isso se da porque, por exemplo, o intervalo (2—6,2+49),
com & :l , ¢ disjunto de X, isto é, (2—6,2+6)N X ={2}. Neste caso, dizemos
que 2 ¢ im ponto isolado de X.

Observemos que |x—2|<§ € equivalente a x €(2— 0,2+ 06). Além disso,
f(x) s estd definida para x€ X e, se I=(2—0,24+06)—{2}, entio INX=,
logo f(I)=%. Como o conjunto vazio estd contido em qualquer conjunto, para
qualquer ntmero real L e qualquer €>0, se J=(L—¢,L+¢), entdo f(I)CJ.
Isso mostra que qualquer nimero real pode ser considerado o limite de f(¥) quando
x tende a 2. E claro que este é um caso que devemos evitar, pois queremos que o
limite seja um nimero real bem definido. Por isso, vamos sempre considerar limites
de fung¢des quando a varidvel x tende a um elemento a que é ponto de acumulagao

do dominio da funcao.
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O resultado a seguir esclarece a questao da unicidade do limite de uma

funcao.

Teorema 1 (Unicidade do limite): Dados XCR, f:X—R e ac x', se
lim.—.f(¥)=L, e lim.—.f(¥)=L,, entdo L, =L,.

Demonstragdo: Dado €>0, existem § >0 e §,>0 tais que |x—a|<§,
implica | f(x)— L, |<e/2e|x—a| <6, implical| f(¥)—L,|<e/2.Se 6 =min{é,,6,},
entdo existe x € X talque |x—a|<§, pois a€ X' . Para x€ X talque |[x—al|<§,

temos |x —a|<§ e |x—a|<6,. Logo, | f(x)—L |<e/2 e|f(x)—L,|<e/2.

Assim,

€ €
L—L ’:‘Ll —f¥)+flx)—L, ‘S‘f(x)_Ll H"f(x)_l‘z ’<E+E:5'
onde a primeira desigualdade é a desigualdade triangular.
Mostramos, dessa maneira, que |L, — L, | <¢ paratodo € >0.Como L, —L,
¢ um numero real fixado, a unica possibilidade é que L —L, =0, logo L =L,,

como queriamos demonstrar. m

Teorema 2: Dados XCR, f:X—R eac X', se lim.—.f(¥) existe, entio f

¢ limitada em alguma vizinhanga de a.

Demonstracao: Por hipétese,
lim.—.f(x)=L, onde L ¢é um ndmero
real. Dado g=1, existe >0 tal que ~ ATEN Gﬁﬂ!
0<|x—al<é implica |f(x)—L|<1,

Uma fungao f : X — R é dita limitada em

isto ¢, se x€(a—6,a+06) e x=a, entio YCX, se existe MER, M>0, tal que

|f(x]|:|f(x]—L+L|§|f(x)—L|+|L|<l+|L| : |f(x)|§M para todo ¥ €Y. O resultado a
Fazendo M =1+|L|>0, obtemos [f(x)[<M, seguir mostra que, se uma fun¢do f tem limite
para todo x€I, onde I= (0_6/(1 +5)—{a} quando x tende a a, entdo f ¢ limitada em
¢ uma vizinhanca de a. Isso encerra a alguma vizinhanca de a.

demonstracao.

]
O resultado a seguir, conhecido como

Teorema do Confronto, ou Teorema do Sanduiche, garante que ¢é possivel calcular
o limite de uma fungao f que ¢ limitada superior e inferiormente por duas outras

fungdes, g e h, cujos comportamentos para x proximo a um ponto a sao controlados.
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Teorema 3 (Teorema do confronto): Dados X C R, figh:X— ReacXx’ ,

suponhamos que

8(x) = f(x) < h(x)

paratodo x € X, x = a. Se lim,..g(¥) =lim,i(x) =L, entdo lim,—.f(x)=1L.

Demonstracao: A figura abaixo d4 uma ideia do comportamento da fungao
f numa vizinhanga do ponto a. Note que o grafico de f é “sanduichado” pelos
graficos de g e de h. Como lim,—.g(x) = lim,-.i(x) =L, pela defini¢do de limite,
para cada €>0, existem 6§ >0 e 0, >0 tais que
|x—al|<é =|g(x)—L|<e,
|x—al|<é,=|h(x)—L|<e.
Assim, se §=min{6,,6,}, entdo |x—a|<d implica que |g(x)—L[<e e
|h(x)—L|<e.
Podemos reescrever as duas ultimas desigualdades como

L—e<g(x)<L+¢ L—e<g(x)<L+te.

Ly =hiz)

Figura 2 — Teorema do Confronto

Uma vez que, por hipotese, g(x)< f(x) < h(x), temos
L—e<gx)<f(x)<h(x)<L-+e.
f(x)—L|<e sempre que |x—a|<?.

Logo, L—e< f(x)<L+¢€, ou seja,

Isso mostra que lim._.f(¥) =L, como queriamos demonstrar. m

Devemos observar que ndo ¢é necessario que as desigualdades
8(x) < f(x) < h(x) valham para qualquer ponto x do dominio X. De fato, a mesma

demonstragdo dada acima continua valida se tivermos g(x) < f(x) < h(x) para todo
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x€1I,onde I C X éumintervalo daretatal que a € I. Como aplicagao do Teorema

do Confronto, vamos demonstrar um coroldrio muito util no calculo de limites.

Corolario 4: Sejam XCR, a€ X' e f,g:X— R fungdes, com f limitada e
lim.—.g(x)=0. Entdo
lim(f(x)- g(x)) =0
Demonstracao: Como f ¢ limitada, existe um ntmero real positivo M tal
que
0 f(x)[< M,
para todo x € X .
Por hipodtese, suponhamos que lim.—.g(x¥)=0, logo lim.—. |g(x)|=0 (veja
o exercicio 2a desta aula). Como | g(x) >0, podemos multiplicar as desigualdades
0<|f(x)|< M por | g(x)| para obtermos
0| g(x) [<] f(%)- g(x) [< M| g(x) |-
As fungdes G(x)=0 (identicamente nula) e H(x)=M-|g(x)| sdo tais que
lim,—..G(x) = 0 e lim,—.H(x) =0 . PeloTeorema do Confronto, lim.—. | f(x)- g(¥)[=0.

Portanto, lim._.(f(¥)- g(x))=0 (veja o exercicio 2b desta aula). m

O resultado a seguir mostra que, se o limite de uma fungao ¢ positivo, entdo

a funcdo ¢ positiva em algum intervalo suficientemente pequeno.

Teorema 5 (Conservagdo do sinal): Sejam XCR, a€X’ e f: X— R uma
fungao, tais que lim,—.f(x¥)=L, onde LER e L>0. Entdo existe 6 >0 tal
que f(x)>0, paratodo x€(a—0d,a+9)-

Demonstragdo: Seja € =L /2>0. Pela defini¢do de limite, existe 6 >0 tal
L 3L
que, se x €(a—0,a+0) entdo f(x)E(L—¢e,L+¢€)= (;,7) . Logo 0 <L f(x), 0
2
que implica que f(x)>0, para x €(a—06,a+0).

Observemos que, se lim.,—.f(x)=L e L<0, entdo vale um resultado
andlogo ao do Teorema 5. De fato, neste caso, existe §>0 tal que f(x)<O0 para
x€(a—06,a+06). A demonstragdo deste fato é inteiramente analoga a do Teorema

5 (veja o exercicio de aprofundamento 1). m
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A seguir, demonstraremos as propriedades operatdrias basicas dos limites.

Teorema 6: Sejam XCR, a€ X' e fg:X— R fungdes. Suponha que
lim,—f (¥) e lim.-.g(¥) existam. Entdo

lima—o(f (%) + (%)) = lims—af (%) + lim.—qg (%)

. lims—a(k- f(x)) = k- lim.—.f(x), onde kK € R é uma constante.

lima—a(f (%) 2(%)) = lima—af (%) - lims—ag(%) .
f() _ lim,of ()

8(x)  lim.—qg(¥)

w N =

4. limy—q , desde que lim,—..g(x)=0.

Demonstracao: Vamos fixar, ao longo da demonstragdo, a notagao
limof (¥*) =L, € lim..g(¥)=L,.

(1) Observemos que, dado €>0, existem § >0 e §,>0 tais que
x—al<6 2|fW-Ll<c/2 ¢ |x—al<8=|gw)—L|<c/2. Assim, se
0 =min{é,,6,}, entdo
¥ —a| <62 f(3)+ g0) ~ (L + L) | = F() =L+ 8() ~ L, S| f ()~ L |+ [ g(0) ~ Ly | <~ 4 =<
Isso mostra que, pela defini¢ao de limite, vale a identidade (1).

(2) Usaremos novamente a defini¢do de limite. Se a constante k for igual
a zero, entdo lim. (k- f(¥))=1im.-,0=0=0-L,, ou seja, a identidade (2) ¢
verdadeira neste caso. Podemos supor, entdo, que k=0. Dado £>0, existe 6 >0
tal que ¥ —a|<&={f(x)— L [<e/|k|. Assim,

|x—a|<§=k-f(x)—k-L | =|k|-| f(x) — L, | <| k| — =

=E&.
k|

Isso mostra que lim,—d(k- f(x)) = k- lim.—of (¥).

(3) Comecemos observando que
| (4)8(e) ~ LL, | = | f(x)g(x) ~ Lg¥) + L)~ LL, <] g() || f()— L, | +|L, || )~ L, | (1)

Primeiramente, se L =0 (ou L =0) entdo o resultado que queremos
demonstrar é consequéncia do Teorema 2 e do Coroldrio 4. Podemos supor,
entdio, que L =0 € L,=0. B possivel escolher 61 >0 de modo que
|x—a|<6 =|g(x)—L, |<L

2|L,|
Por outro lado, se |x—a|<51, entdo a desigualdade |g(x)—L2 |<

3
2|L, |
. 1
pode ser reescrita como

()<L, +——
T

L+— |}
2|1, |

L, —

—<
2|L,|

donde deduzimos que

|g(x)|<m:max{

L2

’

2,

AULAS | ToPico 1 | 89




90

Dessa forma, | g(*)|-|f(*)—L, |<m:|f(x)—L,|. Podemos, entdo, escolher

6,>0 tal que |x—al|<é, implica | f(x)—L, |<i. Juntando estas informagoes
2m
com as desigualdades de (1) vemos que, para todo x € R tal que |x —a | <&, onde
0 =min{6,,6,}, temos
|f(x)g(x)—L1L2 |§|g(x)||f(x)_[‘1 |+|L1 |'|g(x)_L2 |<m'|f(x)_L1 |+|L1 |'|g(x)_L2 |<
& & & &
<m-—+|L | ——==+—=c¢
2m 2lL| 2 2
o que demonstra a igualdade em (3).
(4) Para demonstrarmos o tltimo item, notemos, primeiramente, que, se

L=0, entao
_ [ 11 L - g(x)] 1
lim - —_— .
—alg(¥) L 8(x)L, 8(x)L,

Notemos que lim.—q(L, — g(%¥))=0, pois lim.-.g(x¥)=L,. Por outro lado,

= liml(Lz —8(x)-

X—a

como L, =0, o Teorema 5 e os comentdrios feitos logo ap6s a sua demonstragao
nos permitem concluir que |g(x)[>N>0, para x€(a—d,a+6), com 6>0

suficientemente pequeno. Logo,
|1 |S 1
|g()L,| " IN-L,|

o que significa que a fungio ¢ limitada. Pelo Corolario 4, temos

8(¥)L,
1 1 1
lim[ ——|=1lim|(L, — g(x))- =0
olglx) L) gL,
e, portanto, lim,..——= i ,se L, =0.
8x) L
Usando, agora, o item (3), obtemos:
1 1 1 L
tim 2 = i [f(x)-—] = Jimf (%) lim [— =L =
wma g(x)  wma 8(x)) e s—al g(x) L L

Com isso, concluimos a demonstracgao. m

Com este resultado, chegamos ao final do nosso primeiro topico desta aula 5.
Exibimos a defini¢do formal de limite e usamos esta defini¢ao para demonstrarmos
alguns teoremas fundamentais, como o Teorema do Confronto (Teorema 3) e o
Teorema da conservagao do sinal (5). Obtivemos também algumas propriedades

operatoérias do limite que serdo uteis mais adiante.
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T[’]PICU 2 Limites laterais

OBJETIVOS
. Assimilar a nogdo de limite lateral
. Usar a nocao de limite lateral como critério para a existéncia

de limite bilateral em um ponto

xistem exatamente duas maneiras de acessar um ponto ¢ da reta

real por caminhos contidos na reta. Podemos nos aproximar de a

vindo pela esquerda ou pela direita de a. A ideia de limite lateral
¢ observar o comportamento de uma func¢ao f(x) quando x tende a a mas estd
restrito a uma das semirretas determinadas por a sobre a reta real, isto é, forgamos
x a ser maior do que a ou a ser menor do que a. Veremos, neste topico, que os
limites laterais pela esquerda e pela direita coincidem se, e somente se, o limite
(bilateral, ou seja, no sentido usual definido no topico anterior) existe.

Seja XCR e X' o conjunto dos pontos de acumulagio de X . Em geral, X’
pode ser vazio, por exemplo, se X ¢ finito ou se X= Z, o conjunto dos niimero
inteiros. Para que faga sentido o cdlculo de limites, estamos supondo, ao longo
desta aula, que X' =@, o0u seja, os conjuntos de nimeros reais considerados nesta
aual tém pontos de acumulagdo. O caso mais importante é, sem duvida, aquele em
que X ¢é um intervalo.

Os conjuntos X' ={a€R|XN(a,a+6)=2,V5>0} e
x' = {acR|XN(a—0b,a)= D ¥ >0} sdo chamados, respectivamente, conjuntos
dos pontos de acumulagdo a direita e a esquerda. E claro que X' =X’ UX/, e esta
reunido nao precisa ser necessariamente disjunta.

Seja f: X — R e a€ X| . Um ntimero real L ¢ dito limite a direita de f(x),
denotado por lim,—.tf(x¥)=1L, quando x tende a a se, para todo >0, existe
6 >0 tal que

x€(a,a+0)=|f(x)—L|<e.
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A condicdo x € (a,a+6) é equivalentea 0<x—a<0.
Seja f:X— R e x€ Xi . Um ndmero real L ¢é dito limite a esquerda de
f(x), denotado por lim...~f(x)=L, quando x tende a a se, para todo €>0,
existe 6 >0 tal que
x€(a—0b,a)=|f(x)—L|<e.
A condigdo x €(a—6,a) é equivalentea 0<a—x<9.
O resultado a seguir caracteriza a existéncia do limite de uma fun¢do em um

ponto a € Xfr ﬂXi .

Teorema7:Sejam XCR, f: X — R e a€ X’ N X . Entdo o limite lim,—of (%)
existe se, e somente se, os limites laterais lim.—.tf (%) e lim.—.~f(x) existem e

sdo iguais. Se lim. . f(*)=lim.-.~f(¥) =L, entdo lim. ..f(x)=L.

Demonstragdo: Suponha que lim,—of(x)=L. Pela definicio de limite,
isto significa que, dado >0, existe §>0 tal que x€(a—0,a+9d) implica
|f(x)—L|<e. Em particular x€&(a—68,q) implica |f(¥)—L|<e, logo
lim, .. f(x)=L e x €(a,a+6) implica | f(x)—L|<e,logo lim,—+f(x)=L.

Reciprocamente, se lim,—.*f(¥)=lim... f(¥*)=L, entdo, dado €>0,
existem § >0 e 6, >0 tais que
a<x<a+6 =|f(x)—L|<e,
a—6,<x<a=|f(x)—L|<e.
Seja 6 =min{6,,0,}, entdo (a—0,a+06)C(a—¥6,,a+0,). A figura a seguir

ilustra o caso em que § =3, .

| | 1 |
a — 09 a— 01 a a+ 0y

Figura 3 — O caso em que 0 =min{0,,0,} =0,

Podemos  concluir que, se O<|x—a|<§, entio x=a e
xE(a—6,a+0)C(a—0b,,a+9), o que implica x € (a—0,,a)U(a,a+¢,). Logo,
| f(x) —L|<e.Isso mostra que lim..of (x)=L.m

Exemplo 1: Sejam I[,M,acR, com a=0. Consideremos a fungdo

f:R—{a}— R, dada por
flx)=

M-+ L —
RN V) Wi

!
2 |x—al|
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Se x<a, entdio x—a<0 e, consequentemente, | =—1. Logo, neste
x—a

caso,

fx)=3

1
Assim, 1imxﬂa—f(x]:E~(M+L—M—|—L): L.

_l[M—{—L
a

5=

~ —a
Analogamente, se x>a, entdo x—qg>0 ¢ | | =1. Logo, neste caso,
x—a

1

=5

2

M+L
a

*h (-1

Portanto, lim.-..*f(x)= L. (M+L+M—L)=M.

Mostramos, portanto, qie, dados L e M reais, é possivel produzir uma
fungdo que tenha limite lateral pela esquerda igual a L e limite lateral pela direita
igual a M, em um ponto a=0. Como consequéncia do Teorema 7, o limite
lim.—.f (%) existe se, e somente se, L=M .

Exemplo 2: A fungdo logaritmica L:(0,+00)— R, dada por L(x)=Inx,

tem como dominio o intervalo aberto I =(0,00). Logo, I’

_ I_ 4l _

=g el =1 =[0,+).
Portanto lim._oL(¥) ndo existe e s6 faz sentido considerarmos o limite lateral
lim.—otL(x) . No entanto, mesmo este limite ndo ¢ um numero real. De fato, se

lim,—otL(x)= p € R entdo, para € = % , existiria 6 >0 tal que

O<x<6=>§=p—€<L(x)<p+€.

Porém, £<L(x) implicaria 0<eée’? <x, onde e~~2,718 é o numero de
2

Euler. Mas isso contraria o fato de x poder ser qualquer elemento no intervalo
(0,0) . A contradigdo veio de supormos o limite finito, 0 que ndo ocorre. Trataremos
de limites deste tipo no préximo tépico.

O exemplo 2 acima exibe o caso em que o dominio de uma fungao nao possui
pontos de acumulagiao a esquerda e, portanto, o limite lateral a esquerda nao
existe. O resultado a seguir mostra que, se Xi =J eac€ Xi , entdo o limite lateral
lim.—. f(x) existe, para uma fungdo mondtona e limitada f definida em X, o
mesmo valendo para um ponto de acumulagao a direita.

Umafungdo f: X — R édita estritamente crescente se, dados x,x, € X, com
x, <x,,temos f(x)<f(x,). Se, para x,x, € X, com x, <x,, ocorre f(x)> f(x,),
dizemos que f € estritamente decrescente. Se, para x,,x, € X ocorre f(x,)< f(x,),
dizemos que f é crescente e se, para x,,x, € X ocorre f(x,)> f(x,), dizemos que
f ¢é decrescente. Se f ¢é de um dos tipos acima, dizemos que f é uma fungio

monotona.
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Teorema 8: Sejam X C R, fiX— R uma fun¢do monoétona limitada, a € Xfr

ebeX .0s seguintes limites laterais existem:

L= xlim f(x),

—>a+

M= lim (x)

x—a

Demonstragao: Vamos supor que a fungao

f ¢ crescente, sendo os demais casos andlogos. ——
Seja L=inf{f(x)|x € X,x>a}. Vamos mostrar SAIBA MAIS!

que L:hmx—>a+f (x) De fato, pela definicao Heinrich Eduard Heine, matematico alemao,

de infimo, dado £>0, existe b€ X, b>a tal nasceu em 1821 e faleceu em 1881. Em sua

que L< f(b)<L+e. Como f & crescente, se homenagem, a defini¢do de limite de uma fungao
a<x<b, entdo LS f(x)<f(b)<L+e. foi chamada definicio de Heine. Para mais
Tomando 0=b—a>0, vemos que, se informagdes, consulte a pagina http://www-
a<x<a-+6,entdio L—e<L< f(x)<L+¢€,0u history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Heine.
seja, | f(¥)— L| < e . De modo inteiramente anélo- html.

go, vemos que, se M =sup{f(x)|x€ X, x<b},

entdo lim,—yf(¥)=M . =m

Na aula 4, vimos que uma fungao

¥:N—R, cujo dominio é o conjunto

ATENGAD!

sequéncia de numeros reais. Para cada n€N, Na demonstragao do teorema 8, usamos, de modo

N={1,2,3,...} dos numeros naturais, é chamada

usamos a notagio x, em vez da notagio usual essencial, a propriedade de completude dos reais,
x(n) para o valor da fun¢do x em 7, e usamos a vista na aula 2.

notagéo (x,) paraindicarasequéncia x: N — R .

Dizemos que o limite de x, é igual a L se, para
cada €>0, existe N €N tal que
n>N=|x,—L|<e.
Usamos as notagdes lim, %, =L, ou lim¥, =L, ou limx, = L.
A seguir, obteremos uma caracterizacao de limite de uma funcdo, dada no

Teorema 9, chamada definigdo de limite segundo Heine.
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Teorema 9: Sejam X CR, f: X — R uma funcdo e a€ X" . Vale a seguinte
equivaléncia
limf(x) =L < limf(x,) = L

Para toda sequéncia (x,) tal que lim.¥, =a.

Demonstragdo: (=) Suponhamos que lim._.f(¥)=L. Seja (x,) uma
sequéncia que converge para a. Dado €>0, existe §>0 tal que |x—a|<¥é
implica | f(x)—L|<¢ e, paracada § >0, existe N natural tal que n> N implica
|x, —a|< 6 . Temos, entdo, as seguintes implicagdes:

n>N=|x, —a|<é=|f(x,)—L|<e.

Mostramos, assim, que, dado €>0, existe um ndmero natural N tal que
n>N implica | f(x,)—L|<e. Portanto lim f(x,)=L .

(<) Reciprocamente, vamos supor que lim.—.f(¥) = L e, a partir deste fato,
produziremos uma sequéncia (x,) que converge para a tal que limf(x,)=L.
De fato, para cada 5 >1 natural, consideremos x,6 =a —{—l . Dado 6>0,
existe (pela propriedade arquimediana dos reais) n>1 tal ?]ue 1 <6, logo
a—d<a<a+ ! <a+6. Isso mostrea que limx, =a. Por outro 111ado, como
lim,—.f(x) =L ,nexiste €>0 tal que, para todo 6>0, g—§f<x<a+§6 implica
f&)¢(L—eL+e), isto ¢ |f(x)—L|ze. Em particular, x, €(@a—0b,a+06),
para n natural suficientemente grande. Logo, f(x,)¢(L—¢,L+¢€), para n

suficientemente grande, o que nos leva a concluir que lim f(x,)= L. m

Encerramos aqui nosso segundo tépico, que tratou de limites laterais. Vimos
que ¢ possivel usar a ideia de limite lateral para testar se uma fungao possui limite
em um determinado ponto. Vimos, ainda, um resultado (Teorema 9), que nos

permite usar sequéncias para testar se um determinado limite existe ou nao.
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=S Limites no infinito e limites
T PI infinitos

OBJETIVOS
. Compreender as nogdes de limite no infinito e

de limite infinito
. Calcular limites no infinito de fungdes racio-

nais

té aqui vimos a nogdo de limite como uma ferramenta para

analisar o comportamento de uma fungdo na vizinhanga de um

ponto fixado sobre a reta real. Neste tépico, veremos que ¢
possivel adaptar a defini¢do de limite de modo a nos permitir a andlise do
comportamento de uma fun¢do quando o valor absoluto |x| da varidvel torna-se
“arbitrariamente grande”. Veremos ainda que existem fungdes que assumem
valores arbitrariamente grandes (em valor absoluto) quando a varidvel x se
aproxima de algum ponto a da reta real.

Vamos, agora, considerar limites quando a varidvel x torna-se muito grande
em valor absoluto. Estes limites sdo chamados limites no infinito. Suponhamos
que X CR nao seja limitado superiormente. Consideremos a fungao f: X —R.
Dado Le R, dizemos que f(x) tende a L quando x tende ao infinito positivo,
ou a “mais infinito”, quando

Dado >0, existe NER, N >0, tal que x>N:>|f(x)—L|<g.

Indicamos este limite por lim.— sof (%)=L .

De modo andlogo, se X ndo ¢ limitado inferiormente e f:X— R ¢é uma
fungdo, entdo o numero M ¢ dito limite de f(x) quando x tende ao infinito
negativo, ou a “menos infinito”, quando

Dado €>0, existe NER, N>0, tal que x<—N =] f(x)— M|<e.

Indicamos este limite por lim, oof (*)=M .

Exemplos:
1 1
1. Temos limy—i0o—=0 € limy—_so—=0. De fato, dado €>0, existe
X x

1 1

N:l>0 tal que x>N=— implica 0<f(x)=—<e, ou seja,
g 9 X

| f(x)—0|<e. O caso x — —00 é analogo.
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2. Se f(x):e", entio lim.——of(¥)=0. De fato, dado £>0, existe

€

N=—Ine tal que x<—N=Ine implica 0<e* <e"™ =¢, ou seja,
x<—N implica |[¢* —0|<e.
a
3. lim,—oo— =0, para todo n>1 natural e todo a € R constante. De
x

fato, as propriedades operatdrias de limite implicam que

x—+00 X x—+00o\ X x—+00 X

a 1) 1) .
lim —=a lim [—] Za[ lim —] =a-0"=0.

4. Se p(x) e g(x) sao fung¢des polinomiais, entdo
x
lim i ):0,
e g()

seograudo polindmio g(x) € maior doque o graudo polinémio p(x).De
fato,sejam p(x)=a, +a,x +---+a,x" esejaq(x)=b, +bx +---+b,x",

com m>n. Entao

aio_i_i_i_._i_ an
p(x) a, tax+---+ax’ T x"" 0
lim = lim m:b b b =—=0.
’H+°°q(x) xﬂ+°°bo+b1x+"'+bmx 73!+ m171_|_..._|_m7*1+bm bm
x x X

No limite acima, usamos diversas vezes o resultado exibido no exemplo

anterior.

5. Se p(x) e g(x) sdo fungdes polinomiais
onde p e g sdo polindmios de mesmo grau, com

coeficientes lideres a, e b,, respectivamente,

- entao
ATENGAO!
px) _a,
eqx) b,
3 ) p .X') x—+00 q -
As fungdes do tipo f(x)= %/ onde p(x) e Veja o exercicio de aprofundamento 2.

q(x) sdo polindmios e q(x) ndo é identicamente Dada uma fungio f:X—R, onde

/ .
nulo, sio chamadas fungdes racionais. XCR, edado a€ X', pode ocorrer a seguinte

situagao:

Dado N>0, existe §>0 tal que
|x—a|<6=f(x)>N . Neste caso, dizemos que

f(x) tende a “mais infinito” quando ¥ tende a

~ . a e escrevemos lim, . f(x)=~+00 -
ATENGAO! bim.af (2) =
Se, por outro lado, ocorre o seguinte:

Os simbolos —00 e +00 nao indicam numeros. Dado N>0, existe 6>0 tal que
Sdo simbolos que indicam o comportamento da |x—a|<bd= f(x)<—N, dizemos que f(x)
fungao quando x tendea a. tende a “menos infinito” quando x tendea a e

escrevemos lim_qf(¥)=—00 .
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Exemplos:
1. Se f:R—{0}— R ¢ dada por f(x) :LZ , entdo lim._.of (¥)=+00.
x
Observemos, primeiramente, que 0 nao pertence ao dominio de f,

mas 0 € ponto de acumulagdo do conjunto R —{0}. Dado N >0, seja

1 ~
§ = —— . Consequentemente, se |x — 0| <0, entdo

N

1 1 1
|x|<5:|x|<—$xz<—$f(x):—2>N.

\/ﬁ N X

Isso mostra que lim,—of () =+00, como queriamos.
2. lim. o:(In¥)=—00. De fato, dado N>0, seja d=e¢ "~ >0. Se
0<x<d=e ", entdo Ilnx<In(e¥)=—N, e isso mostra que

lim,—ot(Inx)=—00 .

Com estes exemplos, encerramos nosso terceiro tépico e nossa aula 5.
Discutimos a definigao e as propriedades do limite de fung¢des. Estudamos, também,
0s casos especiais em que o limite ¢ lateral, quando o limite ocorre com x tendendo

a +00 oua —o0 e ainda o caso em que o limite € infinito.

Q

ATIVIDADES DE APROFUDAMENTO

1. Sejam X CR, a€ X' e f: X — R uma fungdo, tais que lim, .,f(*)=L,onde LER e L<O0.
Mostre que existe § > 0 tal que f(x)<0, para todo x € (a — 0,a+ 0) . (Sugestio: proceda como

na demonstragao do Teorema 5).

2. Usando o mesmo raciocinio do exemplo 4, mostre que, se p(x) e g(x) sdo fungdes polinmiais onde

P e g sdo polindmios de mesmo grau, com coeficientes lideres a, e b, , respectivamente, entao
lim M = a—".

st g(x) b,

3. Dada uma fungdo polinomial p: R — R, p(x)=a,x" +---+ax+a,, com a, = 0, mostre que

a. Se a, >0 e n épar, entdo lim,— oP(x) =400 e lim,oop(x)=+00.

b. Se a, >0 e n éimpar, entio lim,—0oP(¥) =400 e lim, . op(x) = —00.

@ Se a, <0 e n épar, entio lim.—oP(x) = —00 e limy—_oop(x) =—00.

d. Se a, <0 e n éimpar, entio lim,—oP(%) =—00 e lim,—_oop(¥)=+00.
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AUI_A B Limites de fungoes

Ola, aluno (a),

Nesta aula, estudaremos as fun¢des continuas. Intuitivamente, podemos imaginar
uma funcéo continua em um ponto a de seu dominio como sendo uma funcao
que tenha comportamento estavel em uma vizinhanca de a. Mais precisamente,
uma funcéo € continua em a se pequenas variacdes de um nimero real x pProximo
ao ponto a causam pequenas variagdes de f(x) em torno de f(a). Para colocar
isso de um modo claro, devemos usar a nocao de limite, desenvolvida na aula
5. As fungbes continuas tém propriedades adequadas ao estudo de fendbmenos
fisicos. Estudaremos nesta aula a principal destas propriedades: o Teorema do
Valor Intermediéario.

Objetivos

e Compreender a definicao de funcao continua e interpretar geometricamente
esta definicéo

e |dentificar se uma dada funcao é ou nao € continua

e Enunciar, demonstrar e aplicar o Teorema do valor Intermediario
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A Definicao e exemplos de
T PI 1 fungOes continuas

OBJETIVOS
*  Identificar fung¢des continuas e fung¢des descontinuas
. Reconhecer e aplicar as propriedades das fungdes con-

tinuas

este primeiro topico, definiremos, de modo preciso, a nogao de

fungdo continua e veremos suas propriedades bésicas. As fungdes

continuas surgem naturalmente na descricio de fendmenos
naturais, como indica o seguintes exemplo.

Suponhamos que um pOIltO material esteja

S

consequéncia da segunda lei de Newton, esteg SAIBA MAIS!

sujeito a uma forga constante e nao-nula. Como:

ponto tem o seu movimento uniformemente Para revisar o contetido sobre a Lei de Newton,
acelerado, com aceleragdo a = 0. Sua velocidade acesse o site http://efisica.if.usp.br/mecanica/
¢ dada pela equagao v(t)=v, +at. Se o tempo basico/2a_lei_de_newton/seg_lei Newton/
¢ medido em segundos, ap6s a passagem de 1
segundo, a velocidade do ponto material ¢ de R ——=.
v(1)=v, +a . Dizemos que o ponto material sofreu uma aceleragao e sua velocidade
variou de v, a v, +a.Se a>0, entdo v, <y, +a.
E natural se pensar que o ponto material assumiu, no intervalo de tempo
entre 0 e 1, todas as possiveis velocidades entre v, e v, +a . Para exprimirmos este
fato, dizemos que a fungdo v(¢t)=v, +at, que fornece a velocidade a cada instante
de tempo entre 0 e 1, é uma fungao continua.
Exemplos deste tipo sdo abundantes na natureza: se uma pessoa nasce com

40cm e quando adulto tem 170cm , em algum momento da vida teve exatamente

100cm de altura. Se um recipiente, a principio vazio, ¢ cheio em uma hora, em
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algum instante dessa hora esteve exatamente com medade da capacidade ocupada.
Nestes dois casos, as fungdes que regem a variagdo da grandeza (altura da pessoa
ou volume ocupado no recipiente) sdo continuas.

Consideremos um subconjunto X CR e um ponto a € X que também seja
ponto de acumulagio X, isto ¢, a € X' . Dizemos que uma fungio f:X —R ¢
continua em a, se

1. o limite lim.—.f(x) existe e
2. vale a igualdade
limf () = f(a).
Uma fungdo f:X — R ¢ dita continua se ¢ continua em todo ponto a € X .
A continuidade é uma propriedade preservada pelas operagdes elementares,

como podemos ver no resultado a seguir.

Teorema 1: Sejam X C R,aeX e frg: X— R duas fung¢des continuas em
a . BEntdo
1. A fungio f+g:X—R, dada por (f+g)¥)=f(x)+g(x), ¢
continua em a.
2. Dada uma constante k€R, a fungio kf:X—R, dada por
(kf)(x)=k- f(x), é continua em a.
3. A fungdo fg:X— R, dada por (fg)(*x)=f(x)-g(x), é continua em
a.
4. Afungdo f /¢g: X — R, dadapor (f/g)(x):M
desde que g(a)=0. 8

, € continuaem a,

Demonstragdo: Todos os itens sdo consequéncias do Teorema 6, que vimos
na Aula 5, e da hipotese de f e ¢ serem continuas no ponto a. No ultimo item,
vale ressaltar que, pela continuidade lim.-.g(x)= g(a), logo supor que g(a)=0
equivale a supor que lim,—.g(x)=0.

Exibiremos, a seguir, alguns exemplos de fungdes continuas. De especial

importancia é o exemplo 4, que mostra que toda fung¢ao polinomial é continua. m

Exemplos:
1. A fungio constante f:R— R, f(x)=k, paratodo x € R, é continua.
De fato, se a € R, lim,_..f(¥) = lim.—.k =k = f(a).
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2. A fun¢io identidade f:R—R,
flx)=x, é continua.
De fato, dado acelR,

lim—of (%) = lim,—.x =a = f(a). \ 4

3. Dado um nimero inteiro n > 2, seja A primeira vista, pode parecer estranho que a
f:R—-R, dada por f(x)=x". fungdo f do exemplo 5 seja continua. Ocorre
Aplicando o item 3 do Teorema que o unico ponto a da reta real onde o limite

1, n—1 vezes, e o resultado do lim—of (¥) ndo existe ¢ o ponto a=0, que

. p ndo faz parte do dominio de f . Assim, ndo faz
exemplo anterior, concluimos que a

~ . , sentido perguntar se f ¢ ou ndo e continua em
funcdo f ¢ continua.

a =0, pois este ponto nao faz parte do dominio

4. Seja. p:R—R uma funcio da fungdo f . No exemplo 6, em que Q faz parte
polinomial, dada por do dominio, a fun¢ao em questdo nao ¢ continua
p)=ax" +a, 3"+ Fax+a, neste ponto.

Aplicando n vezes os itens 1 e 2 do
Teorema 1 e usando os resultados dos exemplos

acima, concluimos que a fungdo p ¢é continua.

1
5. A fungio f:R—{0}— R, dada por f(x)=— ¢é continua. De fato,
1
dado a€R—{0}, temos lim...f(¥)=lim.—.—=—=f(a). Logo, a
X a
fun¢ao f ¢ continua.
1
6. A fungdo f:R— R, dada por f(x)=—,se x=0 e f(0)=0 nao é
x
continua. De fato, 0 é um ponto do dominiode f e lim.—o*f(x)=+00

enquanto lim.—o—f(¥) = —00 . Como os limites laterais ndo coincidem,

o limite lim.—of(x) ndo existe. Portanto, f ndo é continua em 0.

Exemplos:

1. A fungio f(x)=senx ¢é continua. De fato, dado a€R,
sent— 4
x—a x+a 2
| senx — sena | =| 2sen cos =] || cos
2 2 X —da
2

Usando o limite trigonométrico fundamental, estudado no curso de Calculo
x—a

x+a

|'|x—al.

sen

x+a
1, obtemos limxﬂaﬁzl. Como a fung¢ao cos

2
tende a zero quando x tende a a, obtemos liqua|S€nx—Sena‘=0r ou seja,

é limitada e |x—a]

lim.—.(senx) = sena .
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2. A fungdo [E(x)=¢* ¢é continua. De fato, dado a€R,

x_a
le* —e* |=|S—5 | |x—al.

X a

¢é a derivada de e em

, e
Sabemos, do curso de Calculo I, que lim,—.,
x—a
x=a,istoé, éiguala e’. Assim,
e’ —e’ .
|-|x—al|=e"-0=0,
a

lim | e’ —e’ | = Iim[|
—a

x—a X

0 que mostra que e” é continua.

Dadas duas fungdes f: X —R e g:Y— R, tais que a imagem f(X) de
f esta contida em Yy, ou seja, f(X)CY, entio podemos considerar a fungao

composta go f: X —R

X

Figura 1: Gréfico da fungdo g O f X—R

A seguir, mostraremos que a composta de duas fung¢des continuas também

é continua.

Teorema 2: Dadas duas fungdes continuas f:X —R e g:Y— R, tais que

f(X)CY, afungdo composta go f: X — R é continua.

Demonstragio:  Queremos mostrar que, para todo a€X,
lim.-.g(f(x))= g(f(a)). Como g € continua, dado €>0, existe g’ >0 tal que, se
YEY e |y—f(a)|<e’, entdo | g(y)—g(f(a))|<e. Como f também é continua,

existe §>0 tal que, se |x —a|<§, entdo | f(x)— f(a)| <€’ . Consequentemente,

|x—al<é=]f(x)~ fla)| <e'=Ig(f(*) — g(f(a))| <&

Isso mostra que a fungdo g© f é continuaemtodo a€ X . m

Um ponto a € X onde uma fungdo f:X— R ndo é continua é chamado
ponto de descontinuidade de f . Uma fungido que apresenta pelo menos um ponto

de descontinuidade é chamada fung¢ido descontinua.
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Exemplos:

1. A fungio f:R — R, dada por

-1 se x<0
X)|=
J#) 1 se x>0
¢ descontinua em 0. De fato, lim,—.o~f(*)=—1=1=1lim..o*f(%), logo lim.—of(x)

nao existe e, portanto, f nao é continuaem 0.

Figura 2: Gréfico de fungio descontinua

2. Uma fung¢do com uma infinidade de descontinuidades. Dado um
numero real x, a notagao [xj , indica o maior nimero inteiro que nao
supera x, ou se€ja,
|¥|=max{neR|n<ux}.

Por exemplo, [x/EjZI, |7]=3, le|=2, E‘:Or 5]=5, [-21]=-3.

A fungdo f:R — R, dada por
f(x)=x =[x

¢ descontinua em 7, para todo n inteiro. De fato, se ne€Z, entdo

limenf(¥) =lim,—n (¥ — [xJ) = lim,_.(¥ —(n—1))=1. Isso ocorre porque, como

x<n

x—n e x<n, podemos supor que n—1<x<n,logo |x|=n—1.

Por outro lado, lim, ., f(¥)=lim... (x¥—[x))=lim,.,(x—n)=0. Isso

x>n

ocorre porque, como x —n e n<x, podemos supor que n<x<n-+1.
Como os limites laterais sdo diferentes, lim...f(¥) ndo existe, logo f ¢

descontinua em 7, para cada n inteiro.
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Figura 3: Grafico da fungao f(x) =X — [XJ

3. Uma fungao descontinua em todos os pontos da reta. Seja f: R — R,
dada por f(x)=0,se x¢Q e f(x)=1, se x €Q . Vamos mostrar que
a fungdo f ¢ descontinua em a, para todo numero real a. Uma vez
que o conjunto Q dos numeros racionais é denso em R, dados a € R
e §>0,existem r€Q e t ER—Q, taisque |[r—a|<§ e|t—a|<d.
Se lim.—of (%) existisse e fosse igual a L, entdo existiria § >0 tal que

1
|f(x)—L|<E para todo x €R tal que |x—a|<§. Em particular,
1 1
teriamos |f(r)—L|<E e |f(t)—L|<E. Mas, sendo r racional e ¢

irracional, temos f(r)=1 e f(t)=0, logo
1 1
1=[1=0|=| fr) = FOI] Fr) L |+ fO)— L] <5+ >=1,
o que é um absurdo. A contradigdo veio de supormos que o limite
lim.—of (%) existia. Logo este limite ndo existe, para qualquer a€R o

que mostra que f ndo pode ser continua em ponto algum da reta real.

Dada uma funcao f :X—R e YCR, usamos a seguinte notag¢do
4 _
flY)={xeX|f(x)€Y}.
Este conjunto é chamado imagem inversa ou pré-imagem de y. O
conjunto f’l(Y) pode ser, inclusive, o conjunto vazio, como mostra o primeiro

exemplo abaixo.

Exemplos:
Seja f:R— R, dada por f(x)=x eseja Y=(—1,0)={xeR|-1<x<0}.
Entio f~'(Y)=@ . De fato, se x€f'(Y), entdo f(x)€Y, ou seja, x° €(—1,0).
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Mas isso implicaria —1<x”* <0, o que é uma contradigio, pois x° >0, para todo
x€R . A contradigdo vem de supormos que existe algum elemento em f'(Y).
Portanto, este conjunto ¢é vazio.

Se f:R — R ¢afuncdo constante f(x)=1, entdo (1) =R.

Na aula 2, vimos a defini¢ao de conjunto aberto. Vamos usar esta defini¢ao

para caracterizar, no Teorema abaixo, as fung¢des continuas.

Teorema 3: Dado X CR, uma fungdo f:X — R ¢ continua se, e somente se,

fﬁl(A] ¢ um aberto, para todo aberto ACR.

Demonstragio: Inicialmente, suponhamos que f é continua. Isto significa
que, dado a€ X, lim._.f(x)=f(a). Seja ACR um aberto. Queremos mostrar
que f~'(A) é um aberto. Para tal, tomemos a € f '(A). Entdo, f(a)€ A. Como
A ¢é aberto, existe £€>0 tal que y€ A, sempre que | y— f(a)|<e. Uma vez que
lim. ..f(x) = f(a), existe 6 >0 tal que |x —a|< ¢ implica | f(x)— f(a)| <e . Logo,
|x—a|<§ implica f(x)€A, ou seja, x € f'(A). Dessa forma, mostramos que,
dado a€ f'(A), existe §>0 tal que (a—&,a+8)C f '(A). Isso mostra que
f7'(A) é um aberto.

Reciprocamente, suponhamos que f'(A) é aberto para todo aberto ACR.
Dado a€ X e £€>0, ointervalo I =(f(a)—¢, f(a)+¢€) ¢ um aberto de R . Assim,
por hipétese, f~'(I) é um aberto e a € f~'(I), o que significa que existe § >0 tal
que (@—8,a+8)C f'(I). Logo, dado £>0, existe §>0 tal que
|x—a|<é=>x€(a—b,a+06)C f'(I)= f(x)€I=(f(a)—¢ f(a)+e)=|f(x)— fla)|<e.

Portanto lim.—.f(x)=f(a). =

Com esta caracterizagdo, encerramos o primeiro topico da aula 6. Vimos aqui
a definigao e propriedades das fung¢des continuas. No proximo tépico, exibiremos

alguns teoremas importantes sobre fungdes continuas.
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T A PI 2 O teorema do valor
intermediario

OBJETIVOS
. Compreender o Teorema do Valor Intermedidrio
. Exibir exemplos para os quais o Teorema do Valor

Intermedidrio ndo é valido

. Aplicar o Teorema do valor Intermedidrio na localizacao de

raizes reais de polinémios

este toépico, estudamos o Teorema do valor intermedidrio

(Teorema 4) e algumas de suas consequéncias. O Teorema do

valor Intermedidrio é a propriedade fundamental das fungdes
continuas de uma varidvel real. Ele garante que as fungdes continuas se comportam
como se espera, ou seja, que descrevem de modo adequado certos fenomenos
naturais, como aqueles expostos na introdugdo do tépico anterior.

Costuma-se afirmar, nos cursos de Calculo, que o grafico de uma funcao
continua ndo apresenta saltos. Evidentemente, este ndo é um bom critério para
verificar se uma dada fungdo é ou ndo é continua. De fato, a fungdo tangente ,
embora continua, tem saltos em seu grafico. Isso cocorre porque seu dominio é
formado por varios intravalos disjuntos, e ndo por um intervalo s6. Assim, um

critério mais conveniente para verificarmos se

uma dada fungdo ¢ continua ¢, primeiramente,

—N olhd-la como uma transformagdo. Podemos
SAIBA MAIS! dizer, entdo, que uma fungao é continua se leva

Faga uma revisio sobre funcdo tangente intervalos da reta em intervalos da reta. Para

acessando o site http://ecalculo.if.usp.br/funcoes/ garantir que a imagem de um dado intervalo por

trigonometricas/ftangente/ftangente.htm uma func¢do continua ndo contenha "‘falhas”,

precisamos do seguinte resultado fundamental.
|
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Teorema 4 (Teorema do Valor Intermedidrio): Seja f:[a,b]— R uma fun-

¢do continua. Se f(a)<d < f(b) entdo existe talque f(c)=d

Demonstragao: Seja A ={x €[a,b]| f(x)<d}.Como, por hipétese, f(a)<d
, temos a€ A, logo A= @& . Tomemos € A. Uma vez que f(a)<d e d<f(b),
temos que a = b . Mais precisamente, o €[a,b] e = b implicam a<b.

A fungdo f é continua em «, logo, dado
e=d—f(a)>0, c€(a,b) existe §>0 tal que
[a,a46)Ca,b] e .

x€[a,a+68)= f(x) E[f(), f(a)+e). W ATENGAO!

Em  particular, fx)<fla)+e=d.

Obtenha mais informagdes sobre o Teorema do

Assim, se x €[a, o +0), entao flx)<d, o que Valor Médio assistindo ao video http://www.

significa que [a,ac+0)C A. Disso concluimos youtube.com/watch?v=Da84AXj2rvA

que o conjunto A nao possui elemento maximo.

Seja c=supA. Dado n>1, existe

1 .
x, €A tal que c——<x, <c. Logo, limx, =c
n

. Pelo Teorema de Heine (Teorema 9 da aula 7

. .\
5), c)=limf(x)<d. Se c)<d, entdo
c pertenceria ao conjunto A, logo teriamos
O Teorema 4 continua valido, com a mesma

c=maxA. Mas o conjunto A ndo possui

3 b)y<d<f(a
elemento maximo. Portanto, f(c)<d nao ocorre. dEmiE Y, my T eEs ) f(@).

Como f(c)<d, deve necessariamente 0cOrrer a | —
igualdade f(c)=d, como queriamos. m

Uma consequéncia importante do Teorema do Valor Intermedidrio ¢ o
resultado abaixo, devido ao matematico Bernard Placidus Johann Nepomuk

Bolzano (1781-1848).

Teorema 5 (Bolzano): Seja f :[a,b] — R uma funcdo continua. Se f(a) e f(b)

sdo numeros reais com sinais contrdrios, entio existe ¢ € [a,b] tal que f(c)=0.

Demonstragao: Para fixar ideias, suponhamos que f(a)<0 € f(b)>0.

Podemos usar o Teorema 4, com d =0, obtendo entdo c €(a,b) tal que f(c)=0.
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O Teorema 6 abaixo garante que uma fun¢do continua leva intervalos em

intervalos.

Teorema 6: Seja I um intervalo. Se f:I—R éuma func¢io continua, entio

f(I) é um intervalo.

Demonstracao: Primeiramente,

suponhamos que f ¢ limitada em I. Sejam

ATENGI\U! a=inf.f(x) e [B=supf(x). Temos
O Teorema 5 nos d4 um método para decidir se ha f(I)E(.p). Se d € um ntimero real tal que
alguma raiz de uma equagdo do tipo f(¥)=0, a<d<f3, entdo existe c €1 tal que f(c)=d.
com f continua, em um dado intervalo Isso mostra que (a,ﬁ) C f(I). Assim, pode
I=[a,b].Se f(@)=0,0u f(b)=0,entio ¢, ocorrer f(I)=(c, ), f(I)=[a,B), f(I)=(a, 5]
ou p, é uma raiz da equagao. Caso f(a) =0 e ou f([) = [a,ﬂ] .

f (b) = (0 tenham sinais contrarios, o Teorema de No caso em que f nao ¢ limitada, a inica

Bolzano afirma que ha pelo menos uma raiz de diferenga ¢ que f(I) pode ser um intervalo do

f( x) = 0 no interior do intervalo T .

tipo (a,+00) ou (—o0,[3).

Exemplos:
1. Considere a fun¢do polinomial P:R—R, dada por
P(x)=x"—2x—3x+1. Temos P(0)=1>0 e P(1)=-3<0.
Pelo Teorema 5, existe ¢, 0<c<1, tal que P(c)=0.
2. A fungido f:]0,1]— R, dada por
1 se x=0
flx)=yx se 0<x<l
—1 se x=1
é continua em (O,l) mas nao é continua em [0,1]. Note que o Teorema
do Valor Intermediario ndo é valido para esta fungao, pois ela nao ¢
continua em [0,1]. De fato, d =—1/2 satisfaz f(0)<d < f(1) e ndo
existe ¢ €]0,1] tal que f(c)=—1/2.
3. Se ICR é um intervalo e f:I—R ¢ uma fungdo continua cuja

imagem ¢ formada apenas por numeros inteiros, entdo f é constante.
De fato, pelo Teorema 6, f(I) deve ser um intervalo contido no
conjunto dos numeros inteiros, logo é degenerado, isto é, reduz-se a

um ponto. Portanto, a fungdo f ¢é constante.
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Outra aplicacdo interessante do Teorema 4 ¢ o resultado abaixo, conhecido

como Teorema do Ponto Fixo para intervalos.

Teorema 7: Seja f:[a,b]—[a,b] uma funcdo continua. Mostre que existe
c€|la,b] tal que f(c)=c.Um numero real c tal que f(c)=c é chamado ponto
fixo de f.

Demonstragdo: Se f(a)=a ou f(b)=0>,
nio hd nada a demonstrar, pois basta

escolhermos c=a ou c=b, respectivamente.

ATENGAD!

O Teorema 7 acima ¢ um caso particular do

Suponhamos, pois, que f(a)=a e f(b)=b.

Como o contradominio de f é o intervalo [a,b],
sabemos que f(a)>a e que f(b) <b.Como nio

) ) “Teorema do Ponto Fixo de Brouwer”, descoberto
podem ocorrer igualdades nestas desigualdades,

por Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881 - 1966),
temos f(a)>a e f(b)<b.

que garante a existéncia de um ponto fixo para
Consideremos, agora, a funcao

h:[a,b]— R, dada por h(x)=x— f(x).Como f

uma fungdo continua f:C — C, onde C é um
conjunto compacto e convexo. Este resultado

¢ continua, 2 também ¢é uma fungio continua. . D . -
mais geral tem aplicagdes a teoria das equagoes

Além disso, h(a)<0 € h(b)>0. Pelo Teorema 5, diferenciais ordindrias.

existe ¢ €(a,b) tal que h(c)=0, o que implica
f(c)=c, como queriamos demonstrar. m
Encerramos este topico com um importante teorema devido a Karl Theodor
Wilhelm Weierstrass (1815-1897). O Teorema de Weierstrass trata de fungdes
continuas cujos dominios sio compactos. Relembremos que um conjunto C,
contido na reta, ¢ chamado compacto se ¢ um conjunto fechado e limitado.
Isto significa que C contém todos os seus pontos de acumulagdo (pois é fechado)

e existe um numero real positivo M tal que |x|[< M , para todo x € C (pois C é

limitado). Podemos enunciar o teorema da seguinte maneira:

Teorema 8: Seja C CR um conjunto compacto e f:C— R uma fungio
continua. Entdo:

1. aimagem f(C) dafuncdo f ¢é um compacto.

2. existem ag,b € C tais que f(a)< f(x)< f(b), paratodo x€C
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Demonstracdo: (1) Seja (y,) uma sequéncia em f(C). Para cada n>1,
existe x, €C tal que f(x,)=y,. Como C ¢ compacto, a sequéncia (x,) ¢
limitada, logo admite uma subsequéncia convergente (xnk), digamos, X, X
Como C ¢é fechado, temos x€C. Sendo f uma fung¢do continua, obtemos
lim I, = limf(xnk)z f(x)=y€ f(C). Mostramos, assim, que toda sequéncia em
f(C) possui uma subsequéncia que converge para um ponto de f(C). Isso implica
de imediato que f(©) ¢ fechado, pois qualquer ponto de acumulagao L de f(©) é
limite se uma sequéncia de pontos em f(C). Esta sequéncia de pontos admite uma
subsequéncia que converge para um ponto de f(C), necessariamente igual a L.
Logo, todo ponto de acumulagdo L de f(C) é um elemento de f(C).

Por outro lado, se f(C) ndo fosse limitado, seria possivel produzir uma
sequénciadivergenteem f(C) sem pontosdeacumulagao, ou seja, sem subsequéncias
convergentes. Como isso ndo pode ocorrer, segue que f(C) ¢é limitado. Logo f(C)
¢ compacto, como queriamos demonstrar.

(2) Pelo item (1), f(C) é um compacto de R. Logo, A=inf f(C) existe,
pois f(C) ¢ limitado, e A € f(C), porque o infimo de um conjunto é um de seus
pontos de acumulagio e f(c) ¢ fechado. Analogamente, B =sup f(C) € f(C) . Como
A,B€ f(C),existem a,b € C taisque f(a)= A e f(b)= B .Portanto f(a)< y < f(b),

para todo y= f(x) € f(C). Isso encerra a demonstra¢ao do Teorema. m

Com este resultado, encerramos a aula 6, que tratou das fungdes continuas

e de suas propriedades, em especial do Teorema do Valor Intermediario e suas

consequéncias.

Q

ATIVIDADES DE APROFUDAMENTO

Fungdes continuas

(Elaborado pelo professor Angelo Papa Neto)

1.Seja ICR, f:I— R umafuncioe a €I tal que f ¢é descontinuaem a.

- O ponto a €1 ¢ chamado ponto de descontinuidade de primeira ordem se os limites laterais
L, =limswatf(¥) e L_lims..f(x) existem. Se L, =L_= f(a), dizemos que @ ¢é uma
descontinuidade removivel. Se L, = L_, dizemos que @ ¢ uma descontinuidade nao-removivel. Neste

caso, a diferenca L, — L_ ¢ chamada salto de descontinuidade de f em a.
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- O ponto a €I é chamado ponto de descontinuidade de segunda ordem se pelo menos um dos
limites laterais L, ou L_ nao existe ou ¢ infinito.

Para cada fungdo f:R — R abaixo, encontre (se existirem) os pontos de descontinuidade e verifique
se sdo de primeira ou de segunda ordem. No caso de existirem pontos de descontinuidade de primeira
ordem, determine se tais pontos sao descontinuidades removiveis e, se for caso, encontre o valor do salto

de descontinuidade:

1
—(2x*+3) se —oo<x<l
5

f(x)=9 6—5x se 1<x<3

x—3 se 3<x<o0

() —2x> se x<3
x) =

3x se 3<ux
_|2x—3]

2x—3

f#)

2. Afungio d: R — {0,1} , dada por

1 se x€Q

d(x):{o se x¢Q

¢ chamada funcao de Dirichlet, em homenagem a Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859).
Mostre que d é descontinua em cada x € R.
(Confira a biografia de Dirichlet, acessando o link

http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Dirichlet.html)

3.Seja a €R eseja f: R — R dadapor f(x)=(x— a)’(2d(x)—1) , onde d éa fungio de Dirichlet,
definida no problema anterior. Mostre que esta fungao ¢ continua em apenas um ponto e encontre esse

pOl’ltO.
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4. Considere a fungao f : R— {1} — R, dada por fx)= L Encontre os pontos de descontinuidade
1—x

da fungdo composta Y = SUF(f (%)) . Esses pontos sao descontinuidades removiveis?

5. Um monge tibetano deixa o monastério as 7 horas da manha e segue sua caminhada usual para o topo da

montanha, chegando 14 as 19h. No dia seguinte, ele acorda cedo e as 7h desce do topo do monte pelo mesmo

caminho que usou na ida, chegando ao monastério as 19h. Mostre que existe um ponto no caminho em que

0 monge passard exatamente na mesma hora do dia na ida e na volta.

6. Admitindo que a temperatura T de um ponto qualquer do equador da terra seja uma fungao continua,

demonstre que, em qualquer instante, existem pontos antipodas do Equador que estio a um mesma

temperatura. Sugestdo: Se P é um ponto sobre o equador, sua posicdo é determinada por sua longitude 6.

Pontos antipodas sao pontos diametralmente opostos. Logo se P e Q sao antipodas e 0 éa longitude de P,

entdo a longitude de Q ¢ § + 7.

7.Seja S' = {(x,y) € R? | X+ yz =1} ocirculoderaio 1 centradona origem. Se f : S' — R ¢continua,

mostre que existe (x, y) €S ' tal que f(x, )= f(—x—y). Sugestao: Mesma ideia do exercicio anterior.

8.Sejam A e B duas regides limitadas, com areas finitas, de um mesmo plano. Mostre que existe uma reta

¢ que divide A e B simultaneamente ao meio.
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AULAT  fnotea™

Ola, aluno(a),

Nessa aula apresentaremos as funcdes que possuem derivadas sobre subconjuntos
dos numeros reais. Veremos que essas fungdes possuem importantes propriedades
e aplicacdes. Estabeleceremos as propriedades e aplicagbes das funcdes
derivaveis em um intervalo da reta e poderemos observar que isso garante algumas
consequéncias e resultados em aplicacdes tanto na matematica quanto em areas
afins como a Fisica. Exemplos dessas aplicagdes sdo: determinar o maximo e
minimo de uma funcao real, estabelecer correlacado com a nogao de velocidade e
aceleracao da Fisica, fazer aproximacoes de funcdes por derivadas.

No mesmo espirito de aulas anteriores, ndo temos o objetivo de esgotar todo o
assunto, apresentaremos somente 0s principais resultados e deixaremos alguns
para o aluno fazer a pesquisa na literatura recomendada sobre o assunto para
maiores aprofundamentos.

Objetivos

e |dentificar as propriedades das funcdes derivaveis
e Entender as aplicacdes das funcoes derivaveis
e Relacionar as derivadas de uma funcao ao maximo e minimo de uma funcao
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A Conceitos de derivada
T PI 1 de fungao real

OBJETIVOS
Compreender a defini¢ao de derivada de uma funcao real

Saber reconhecer quais fung¢des tem derivada

ssim como no Calculo I, em que fazemos um grande apelo a

nogao geométrica na definicdo da derivada de uma funcao real

f:ICR— R, aqui também, a nogdo da derivada de uma
fungdo ganha uma grande importancia geométrica, que estabelecemos logo a seguir.
Dizemos que uma fungdo f ¢é derivavel em ponto x €Iex=x, +h€Il,ICR
aberto, se goza da seguinte condigdo:

f'(x ): hmf(x)_f(xo) :limf(xo +h)_f(xo)

X=X, X=X, h—0 h

se existe e ¢ finito o limite da razdo incremental dada acima. O quociente
q(x)= [f (x)— f(xo )] /(¥ —x,) ourazdo incremental para x = x, ¢ conhecido como
quociente de Newton. O mesmo ¢ uma fun¢do que determina o valor da secante
que passa pelos pontos (¥, ,f(xo )) e (x,f(x)) . Geometricamente, as retas secantes
passando pelos pontos A:(x,f(x)),Bz(xO,f(xO)) tendem para a tangente ao

grafico da fungdo f . Conforme representado na figura abaixo:
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Figura 1 — retas secantes que passam por A ¢ B

De forma andloga a derivada ordindria de
uma fungdo f, podemos definir as derivadas a

direita e a esquerda, respectivamente, por:
' T f(xo+h)_f(xo)
f (xo +) - hli%}_ h
! . f(x0+h)_f(xo)
f'(xo =)= lim h
no caso dos limites existirem e fazendo as

w ATENGAD!

A partir daqui, faremos o uso de varias notagoes

para representar a derivada de uma fungao, entre

dy
4y .
necessarias altera¢des na defini¢ao da derivada clas f ’dx'Dx"f ou x

ordindria, teremos a seguinte condigdo: A

derivada ordindria existira, se as derivadas dos

limites laterais existirem e forem iguais, ou seja,

o +h)— flx x, +h)— f(x,
f'(x0+)zlimf(o+) f( o)zfy(xo_):hmf(o—F) f(x,)

h—0+ h h—0— h

Exemplo 1: Seja a fungdo dada pela expressdo f(x)=|x|, a funcdo modular,

cujas derivadas laterais sdo representadas pelo gréfica abaixo:
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—f(0
O aluno pode verificar como exercicio que lim M: limmz —1
x—0— X X
x)— f(0 x o
e que lim M= lim u=1, portanto, as derivadas laterais existem, mas
x—0+ X x—0"

nao sdo iguais. Portanto, concluimos que a fun¢do dada acima nao é derivavel na

origem.

Observacdo 1: Uma condigdo necessdria e suficiente para que uma fungao

fiICR—=R, x,€lex=x,+hcl,ICR aberto, seja derivavel no ponto x,€ I

r(h)

é que f(xo +h) :f(xo) —i—f'(xo).h—i—r(h) , com }lingT: 0.
De fato, basta observar que r(:) e f<x° _H;l)_f(x‘)) —f'(x,), logo
limﬂ: 0< lim f (o +h) = flx) —f'(%,)]=0 e decorre da definicio da

h—0 h h—0 h

derivada de uma fungao.

Teorema 1: Se f ¢é derivavel no ponto x, € IC R, entdo f ¢ continuaem x,.

Demonstragdo: Sabemos que uma fungdo f € continua em x,€IC R,
se }ng(x):f(x‘))' entdo como f ¢é derivavel no ponto x,, temos

f(x) _f(xo)

X—Xy X — X

= f'(xo) . Dai segue que

f(x)_f<xo)

X —X

0

lim [f(x)—f(xo)] = lim

xX—Xg X=X,

f(x)—f(xo)l

(x—x,)=

0

—r = - .lim(x—xo):f'(xo).O:O

X=X

= lim

X=Xy

X=X,

Logo é continua em x, como gqueriamos provar. m
0

Exemplo 2: Seja a fungdo constante f(x)=c (constante) para todo x€ R.

Entido f'(x) =0. Com efeito, por definigao temos:

f (%)= (%) c—c

lim = lim =0
TR X — X, ¥ X — X,

Se f(x)=ax+b é uma funcio afim, tem-se que f'(x)=a. Por definicio,

segue que:
po L) f) | (ax+b)—(ax, +b) | alr—x)
¥R X — X ¥ X — X, = (X — X))
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em que na ultima igualdade fizemos o cancelamento do termo comum no
denominador e numerador.

Vejamos agora a derivada da fungdo quadratica f(x)=x", utilizando a

definigao.
Com efeito,
h)’ —«x° 242 P 2x+h).h
PO Gl ) B S O e e et SN e ) =lim(2x +h)=2x. E
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

em geral, podemos ver que, f(x)=x", f'(x)=n.x"" o que o aluno pode verificar
. s A n (7 n—kyk
facilmente, utilizando o bindmio de Newton, (x+ h)" = Z el h".
k=1

Exemplo 3: (A Regra de L'Hopital) Muitas vezes nos deparamos com o
céalculo de limites indeterminados como: limMz M com f(a) = g(a) =0, se
e gx)  gla)

as funcoes f e g sdo derivaveis em a . Podemos obter uma aplicagdo interessante

da derivada. De fato, sabemos que f'(a)=lim J ()~ f(@) =1lim J(x) e da mesma

a x—a ¥—a x —q
forma g'(a) = lim g(x) —8a) = lim 8(*) , pois temos que f(a) = g(a) =0 . Entdo
x—a x—q r—ay—q
segue que
10 S

lim %) — lim&* =4 —_ix—a _ f'(a)
M) TR ge) 80 gl

X—a rmax—a

desde que, g'(a)=0. Podemos exemplificar essa regra, através da seguinte

questao, que vocé teve a oportunidade de ver no Célculo I, que ¢ calcular o limite de
. senx (sen x)'LZO cos0

lim = =

¥=0 (%)' 1

uso da derivada da fungdo (senx)'=cosx . Essa derivada pode ser provada usando

=1. Vocé deve observar que nesse exemplo fizemos

x=0

a defini¢cdo de derivada da fung¢do seno na origem e a identidade trigonométrica

sen(x -+ h) = senx.cosh + senh.cosx .
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5 Propriedades operatorias
das derivadas

OBJETIVOS
Analisar as propriedades operatérias da derivada

Estudar as propriedades operatorias através de exemplos

Fazer aplicagdes utilizando essas operagdes

esse toépico abordaremos as propriedades operatérias das
derivadas de uma fungao real. Além disso, analisaremos a
derivada de uma composta e de uma inversa de uma fungao real.

E por fim, daremos exemplos que ilustraram a teoria tratada nesse topico.

Teorema 2: Sejam as fungdes f:ICR—R e g:TCR— R diferen-

cidveis no ponto x,. I . Entao temos as seguintes propriedades:
L. (fj:gy(xo):f'(xo):l:g'(xo);

2. (f : g)’(xo):f'(xo)‘g(xo)+f(xo)'g'(xo);
3. [i]'(x()): f'(xo).g(xo)—f(xo)-g'(xo] , desde que g(x,)=0.

2

8 8(*o)
Demonstracao:
1. A prova de (1) ¢é imediato se observarmos que
(f +g>(x) - f +g)(x0) _ f(x)_f(xo) + g(x)_g(xo) , aphcando fo)

X=X, X — X, X — X,
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limite em ambos os membros dessa identidade, obtemos o resultado

para a derivada da soma. E de maneira analoga, o aluno pode ver que

a derivada da diferenca ¢é facilmente obtida.

2. Para provarmos a derivada do produto, observemos a seguinte
identidade
(f-8) ()~ (f-9)x) _ f(x)g(x) = f () (%) + f (%) g (%) — £ (%) 8x0) _
_ f(’:i:i(xo)g(x)_l_f(xo)g(’;):f(xo)

entdo aplicando o limite no primeiro e terceiro membro da identidade

anterior. Ou seja,

i SR =) W= f o)

X=X X —X, X=X X — X, X=X

8(%) — g(x)
X —X,
teremos o resultado que queriamos.

E finalmente, para a prova de (3), devemos primeiramente notar que a
1 1

seguinte identidade ¢ valida: f(x) f(x()) - _f(x)—f(xo) 1 para
X=X, X=X f(x)f(xo)
todo x€1 em que f(x) = 0. Entdo, aplicando o limite a essa identidade, temos
1 1

[;'zlim—f(x)_f(xo):lim— .
f(x,) x— X, oo x—xy f(x)f(x)  f(x)

no caso geral do quociente basta observarmos que M:f(x)_i, assim
8(%) 8(%)
aplicando a férmula ja provada em (2) para a derivada de um produto. Segue que,
flo_ el _f 8
8 8 8 8 8

a formula da derivada do quociente. Agora, para os casos em que f(xo):O e

f(x>_f(xo) 1 __f'(xo) e

A\l
, basta fazer as operagdes que obtemos

g(x,)=0, tomamos sequéncias tendendo para x, —x,, mas que f(x,)=0 e
g(x,)= 0 e oresultado segue naturalmente. m

Exemplo 4: Ja vimos no exemplo (2) anteriormente, que a derivada da
fungio f(x)=x",Yn€N ¢é dada por f'(x)=nx"". Vamos aplicar a regra 3 da

n

derivada de um quociente para calcularmos a derivada da fungio f(x)=x"

, ora temos que f(x)=x" :xi” , aplicando a derivada do quociente obtemos
v nyt -1 el
f'(x)=(1> L) ™ m™  n Mesmoquando, f (x)= ",
(xn)Z xZn xn_lxn+l x"+1
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m n N .
com r=—. De fato, basta ver que, x" :(x'"/") , entdo derivando em ambos os
n

m n—1

membros da igualdade temos que (x'")':mx'"’l =, (xz)' e dai extraindo a

'
m

raiz e dividindo por n obtemos que |x" :ﬁ(x" ) » € entdo vale para todo
racional r. E podemos estender este resultddo para os nimeros reais a€ R, pois
sabemos que existe uma sequéncia de racionais r, —«a como a afirmagdo é valida
para (x")'=r x""" aplicando o limite resulta na afirmagio para (x“)'zoz.xo‘*1
para todo a€ R.

Agora faremos uma importante propriedade que ¢é a derivada da inversa de
uma fung¢ao. Temos que toda funcdo f : I — R continua e injetiva sobre sua imagem
J = f(I) (poderiamos considerar, ao invés da injetividade, que f fosse monétona

. ’ —1 i , . ’
em J)tem uma inversa continua f :J — I, admitiremos que f ¢é derivavel em

. . ~ . —1 .
I e analisaremos a derivada da fungdo inversa (f')'. Portanto, podemos enunciar.

Teorema 3: Seja f : I — R uma fungido monétona em um intervalo aberto
I. Supondo que f seja derivavel em I e f'(x)=0,Vx€ . Entdo a fungdo
inversa f':J=f(I)— R é também derivavel no intervalo (aberto) J . E te-

mos a féormula seguinte: (f_l ) (y) = ;,Vye J

F'U ()

Antes de demonstrarmos o teorema acima apresentaremos a regra da cadeia

que nos auxiliard na demonstragao do teorema 3 acima.

Teorema 4 (Regra da Cadeia): Consideremos as fun¢des f :1— R
e g:J— R, com f(I)CJ e f(x,)=y,. Se f ¢é derivavel em x, e g ¢
derivavel no ponto y,, entdo a composta ( gof ) :I — R é derivavel no ponto

%y, com (gof)'(x,) = g'(f(x)).f (%)

Demonstracdo: Como g ¢ derivavel no ponto Y,, podemos, de acordo com

a observagdo 1 dessa aula, colocar na forma:

0+k - 0
g(y k) g(y):g'(yo)—i_rz(k)

onde r,(k)— 0, quando k— 0. Pondo r,(0)=0 podemos escrever essa equagio
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na forma: g(yo —|—k) - g(yo) = k[g'(yo) +1,(k)], que continua vélida mesmo que
k=0. Considere, k= f(x, +h)— f(x,). Entdo,

8(f(x +h)=8(f (%) gl +k)—gr) [8'(3)+nk)]k

h h h

[ o)+ 1 a0 LTI

Em que o aluno deve lembrar que, como
f é derivavel no ponto x,, entdo f ¢ continua

no mesmo. Desse modo, temos que k—0,

quando 7 — 0. Assim se tomarmos & tendendo

ATENCAO!

resultado que querfamos. m A condicio para que a derivada (

f'(x) =0,Vxe I'), seja nao nula, é essencial

para zero na expressdo anterior, obteremos o

~ 3
Agora podemos proceder a demonstragao 1o teorema 3. Uma vez que a fungdo f (¥) =

¢ crescente e derivavel para todo x€& R e
do teorema 3.

v = 2 = x=0. M b fi a
Com efeito, temos f (x) = e as, 4 tungdo

(f_lof)(x):x i;virzi f_l(y)=%/; niao ¢é derivavel em

Derivando a expressdo acima e usando a

regra da cadeia, obtemos

(£70f) (x)=1
que resulta (pela regra da cadeia) em (f_l)‘ (y).f'(x)zl que ¢é o resultado que
queriamos provar.

Temos que uma fungdo f :7— R tem um maximo local no ponto x,€I
se existe §>0 tal que para todo ¥€I, com x€(x, —6,x, —l—5)ﬂ[ implica
que f(*)<f(x,). E um ponto x, €I é um minimo local se existe § >0 tal que
para todo x€ (x, —8,x, —1—5)01 implica que f(x)> f(%,). Os pontos maximo
e minimo locais sdo ditos estritos, quando ocorrem as desigualdades estritas,
f(x)<f(%,) e f(x)> f(x,), respectivamente. Agora, quando uma fungo tem um
méaximo ou minimo em todo o seu dominio, dizemos que a fun¢ao tem um mdaximo
ou minimo absoluto. Como vimos na definicao de derivada de uma fungéo ¢ local,
e uma maneira de determinarmos se um ponto ¢ o maximo ou minimo local de uma

fungdo derivavel é respondida pelo seguinte teorema.
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Teorema 5: Se uma fungdo f ¢ derivavel em um ponto x,, onde ela assume

valor méximo ou minimo, entdo f'(x,)=0.

Demonstragio: Considere x, um ponto de méximo, entio para |A|
arbitrariamente pequeno, temos que f (x, + k) — f(x,) <0 implica que o quociente
de newton:

f (% +h) = f(%)
h

<0,parah>0

o Ll +Hh) = f)
h

>0,parah<0

=0, onde concluimos

E como consequéncia, o limite }11113 f(xo + };z) G
que f '(xo) =0. E de maneira completamente analoga provamos quando x, ¢ um
ponto de minimo.

A reciproca desse teorema ndo é vdlida, pois podemos ter f'(xo) =0 sem que
o0 ponto x, seja um maximo ou um minimo. Conforme vimos, a fungdo f(x)=x’

tem derivada nula em x, =0, mas esse ponto ndo ¢ maximo, nem minimo, como

vocé pode ver no grafico abaixo:

Exemplo 5: Seja a fungdo f : — R com f(x)=xcosx, podemos ter

™
0,—
4

que a derivada ndo é necessariamente nula em todos os pontos de maximo ou de

AULA7 | ToPico2 | 128




minimo, se estes sdo os extremos do intervalo. Pois, a fungdo f(x)=xcosx tem
um minimo em x =0 (veja o grafico a seguir) e um maximo em x =7 /4, porém a

sua derivada ndo se anula nesses pontos. Uma vez que f'(x)=cos(x)— xsen(x) €
) N2 72
"0)=1>0¢ f'|—|=————>0.
£'(0) I Y it
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~ O teorema do valor
TOPI medio

OBJETIVOS

. Compreender o teorema do valor médio

. Fazer aplicagdes desse teorema

. Estudar alguns exemplos que ilustrem o teorema

esse topico, trataremos de um dos tdpicos centrais sobre a
derivada de uma fungao real, que é o Teorema do Valor Médio.
Esse sera obtido como uma consequéncia do Teorema de Rolle. E
em paralelo obteremos aplica¢des sobre o Teorema do Valor Médio.
O teorema que tratamos a seguir é uma consequéncia do teorema 5 do topico

anterior.

Teorema 6 (de Rolle): Seja f :[a,b] — R uma fungdo continua e derivével

em (a,b), com f(a)= f(b). Entdo, existe pelo menos um c€ (a,b) tal que

file)=0

Demonstragio: Se a fungio é constante, segue imediatamente que f'(x) =0
paratodo x€[a,b].Seafungdo f nio é constante, por ser continua em um intervalo
compacto, terd de assumir um valor médximo e um minimo. Entdo, se f assumir
valores maiores do que f(a), ela atingird um maximo num ponto interno c. E se
assumir valores menores do que f(a), essa fun¢do assumira seu minimo num ponto

interno ¢ em (a,b). E em qualquer caso, f'(c)=0, de acordo com o teorema 5. m
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Teorema 7 (do Valor Médio ou de Lagrange): Seja uma funcio
f :[a,b] = R continua em [a,b] e derivavel no aberto (a,b). Entdo existe um

ponto c€(a,b) tal que

f(b)=fla)=f(e)b—a)

Demonstracdo: Basta aplicar o teorema de Rolle a funcdo
()~ f(a)
)= () a) - H2 =1
existe c€(a,b) tal que q'(c)=0, e isso significa que temos:
b)—f(a ,
—a

que ¢é equivalente a féormula que queriamos. m

(x—a). E claro que g(a)=q(b)=0. Entao,

Em termos geométricos, o Teorema do Valor Médio significa que existe um
numero c€(a,b) tal que a reta tangente a curva y= f(x) no ponto (c,f(c)) é
paralela a reta secante que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). O teorema do
valor médio tem uma importante aplicagao. Com ele é possivel determinar se uma
fungdo f ¢é crescente ou decrescente. Conforme a sua derivada seja positiva ou
negativa, respectivamente.

Assim, se f'(c)>0 para todo c€(a,b), entdo se x <x, implica que
fx,)—f(x)=f"(c)(x, —x,)>0,logo f(x,)<f(x,).Eanalogamente, se f'(c) <0
paratodo c€(a,b), entdo segue que se x, <x, = f(xz) —f(xl) :f'(c)(x2 —xl) <0,
logo f(x,)>f(x,).

Vocé deve notar que o conhecimento do sinal da derivada em um tnico
ponto nao permite concluir que a fungao é crescente ou decrescente em todo o seu

dominio. Apenas podemos concluir em uma vizinhanga desse ponto.

O Teorema do Valor Médio tem uma generalizagdo que estabelecemos a

seguir.

Teorema 8 (do Valor Médio Generalizado ou de Cauchy): Sejam f e g
fungdes continuas no intervalo [a,b] e derivaveis no intervalo aberto (a,b) e
além disso, suponha que g'(x)=0 e g(b)—g(a)=0. Entdo existe c€(a,b)
tal que
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Demonstragdo: Basta considerar a fungao

o e f(a) L)1)
F() = () (@)~ LB

F(a)=F(b)=0 e aplicar o teorema de Rolle. m

(g(x)—g(a)), entdo podemos observar que

3.1 DERIVADA DE 2 ORDEM

A derivada de segunda ordem ¢ dada por f”(xo) =(f")'(x,) como a derivada
da derivada de uma fungao. Se procedermos indutivamente dessa maneira obtemos
an-ésima derivada de uma fungéo f, como sendo f”(x,)=(f""(x,))", desde que
a derivada (n-1)-ésima exista. Um resultado bem conhecido sobre as derivadas
superiores de uma funcdo real é a conhecida férmula de Taylor infinitesimal,
que diz que se uma fungdo f :I— R ¢é n-vezes derivavel em um ponto x,€1,
podemos aproximar uma fungao pelo “polinémio” de Taylor que ¢ dado por:

f (oo +h)=f(x)+ ' (x)-h+ f"(x,)  2.0° +---+%.h" +r(h)
r(h) '

onde limh—nz 0. Chamamos de polindémio, pois podemos expressar uma fungao
h—0

J mno ponto x, por:

p<h):i:f E‘TO).hi

que aproxima essa funcao até a ordem n.
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AULA 8 integral de Riemann

Ola, aluno(a),

Estamos chegando ao final de nossa disciplina. Nesta aula, estudaremos alguns
aspectos que envolvem o estudo da integral de Riemann. Dentro de uma cronologia
histdrica, a ideia da integral € um conceito mais antigo que o de derivada. Enquanto
0 conceito de derivada € do século XVII, o conceito de integral teve um razoavel
desenvolvimento com o calculo de éreas de figuras planas, ou volume de sdlidos
através de um método conhecido como método da exaustdo, que teve em
Arquimedes um dos seus principais divulgadores.

Nesse periodo, a Matematica era muito geométrica € nao havia simbologia
que possibilitasse um maior desenvolvimento do célculo integral. Ainda nesta
aula, trataremos dos seguintes conceitos: no tépico 1, veremos a definicao da
integral de Riemann e o critério para uma funcao real ser integravel; no tépico
2, apresentaremos as propriedades da integral; no topico 3, teremos o principal
resultado desta aula, que é o teorema fundamental do calculo, e também faremos
algumas aplicacoes.

Bons estudos!

Objetivos

e Estudar os conceitos sobre a Integral de Riemann
e Compreender e aplicar as definicoes da integral de Riemann
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TGPICU -l A integral de Riemann

OBJETIVOS

. Definir a integral como soma de retangulos sob o grafico
da funcgao

. Analisar quando uma fungao real é integravel

*  Dar alguns exemplos de fung¢des integraveis

este topico, comegamos a definir o conceito da integral de
Riemann e os aspectos que determinam quando uma fungdo real
¢ integravel. Veremos que o problema original se inverteu. No
inicio, o cdlculo de areas utilizava diretamente a integral, hoje definimos primeiro a
integral em termos numéricos, para depois definirmos a drea em termos da integral.
Consideraremos que as fungdes tratadas a seguir sao sempre definidas e
limitadas num intervalo I =[a,b], a menos que seja estabelecido ao contrario. Uma
particdo P desse intervalo ¢ um conjunto finito de pontos dados por:
P= {xo,xl,...,x”}, com a=x, <x, <...<x, = b e denotaremos por
Ax; =x, —x,_, o comprimento do i-ésimo subintervalo [xi_l, xi] da particao P.
Diz-se que uma parti¢ao P' ¢ um refinamento de uma partigao P se tivermos
que PCP', ou seja, todos os pontosde P estdoem P'.Comoafungio f : [a,b] — R¢
limitada, consideremos m, =inf {f (%) ix,, < xSxi} eM, = sup{f (%) v, < xSxi} .

Define-se a soma inferior da fun¢do f com relagdo a partigao P e que denotamos por

s(f,P) como sendo S(f,P) = zi:mi(xi —x,_,).
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De maneira andloga, temos a soma superior de f, com relagio a mesma
n
particao P dada por S(f,P) = ZMi (%, —x,_,) . Em termos geométricos, podemos

representar essas ideias conforme figuras le 2, respectivamente.

Figura 1: Partigdes retangulares Figura 2: Parti¢des retangulares menores

Supondo que a fungio f:[a,b]—= R ¢

continua no intervalo [a,b], entdo sabemos, pelo I

teorema de Weierstrass, que a fungdo assume um SAIBA MAIS!

minimo e um maximo nointervalo compacto [a,b] .
i ) Faca uma revisio do teorema de Weierstrass
Sejam m =min f(x) e M =max f(x) em [a,b],
acessando o site  http://ecalculo.if.usp.br/
assim temos que m<m, <M, <M e ¢ claro
derivadas/estudo_var_fun/teorema_vm/

que decorre dessa desigualdade a seguinte )
teoremas/teo_weierstrass.htm

desigualdade:
m(b—a)<s(f,P)<S(f,P)<M(b—a)

Na Figura 1, cada soma inferior é um valor aproximado por falta do que

devemos entender por 4rea da figura geométrica limitada pelo grafico de f, pelo
eixo dos x e pelas retas x=a e x =b. Analogamente, cada soma superior é um
valor aproximado por excesso da mesma drea.

Agora, mostraremos um resultado que diz que o supremo do conjunto das
somas inferiores é igual ao infimo do conjunto das somas superiores, e esse valor
comum ¢ usado para definir a integral de uma fungao no intervalo I =[aq,b] e tal
que f seja continua nesse intervalo. Na verdade, esse resultado se estende para
um conjunto mais amplo do que o das fungdes continuas, como, por exemplo, o

conjunto das fungdes integraveis.
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Teorema 1: Seja Pz{xo,xl,...,xn} uma particio qualquer do inter-
valo I=[a,b] e P' um refinamento de P . Entio, S(f,P)SS(f,P') e
S(frP'> §5<f,P), ou seja, ao se refinar uma parti¢do, a soma inferior s6

pode crescer e a soma superior s6 pode decrescer.

Prova: Seja um refinamento da particdo P, dada por P'=P| J{x'}, isto
¢, P' ¢é formada por mais um ponto. Suponha que x'€J[x, ,,,] da particio P.
Consideremos M; = sup{f(x) TXE XX ]} eainda sejam M, e M, os supremos de
f mos subintervalos [x, ,,*'] e [x',%,], respectivamente. E evidente que, M, < M,
e também que M, < M, . Vemos ainda que x, —x,_, = (x, —x")+(x'—x,_,), entao

S(f,P)—S(f,P'):Mi (xi —xi_l)—M; (x,. —xv)—M; (x —xi_1>,

que resulta em:

S(f.P)=s(f.P')=(M,—M,)(x,—x")+(M,— M )(x'—x_)>0, o que
prova a segunda desigualdade da soma superior dada no teorema 1. Deixamos para

vocé, aluno, fazer a prova da desigualdade da soma inferior que ¢ feita de forma

andloga. m

Teorema 2: Toda soma inferior é menor ou igual a toda soma superior,

isto ¢, sejam P e Q partigdes quaisquer do intervalo [a,D], entdo

s(f.P)<S(£,Q).

Prova: Com efeito, consideremos a particio P JQDP e P JRDOQ
que refina as particgobes P e Q. Desse modo, temos pelo teorema 1, que
s(f,P) Ss(f,PUQ) < S(f,PUQ) < S(f,Q), que ¢ o que queriamos demonstrar.

Como m(b—a)Ss(f,P)SS(f,P)SM(b—a), temos que o conjunto das
somas inferiores ¢ limitado superiormente por M(b—a), de maneira que o seu

supremo ¢ finito. Este supremo é chamado a integral inferior da fungao S, ou seja,

[£(x)dx = sups(f, P)

E analogamente, o conjunto das somas superiores ¢ limitado inferiormente
por m(b—a), logo tem um infimo finito, chamado a integral superior de f', que é
dada por:

b

[f(x)dx=ints(s,P)

a
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De acordo com o teorema 2 dado anteriormente, segue que:
b b
Jrsls
a a
Dizemos que uma fungio f:[a, b|— R ¢ integravel quando essas duas

integrais dadas acima sdo iguais. E nesse caso, o valor comum da integral inferior e

superior é chamado a integral da fun¢do f e que denotaremos por:

[r(x)as

Exemplo 1: Seja a fungao f:[a,b]— R definida por:

3 0, sexeQ
f(x) _{1, sexe(R-0)

Seja uma partigdo P arbitraria do intervalo [a,b], como cada intervalo
[%._, %] da parti¢do contém numeros racionais e irracionais, logo m,=0¢€ M, =1.

Portanto, S(f,P) =0e S(f,P) =b—a. Desse modo, f ndo é integravel, uma vez
quejf dx = Oejf dx b-a.

Vejamos um exemplo de uma fungao integravel, a fungao constante.
Exemplo 2: Seja a fungio constante f(x)= c (constante) para todo x€[a,b].
Entdo para toda particdo P temos que m, = M, =c em todos os intervalos, logo

s(f,P) = S(f,P) =c¢(b—a) . Desse modo, decorre que

if(x)dxzif(x)dx:if(x)dx:c(b_a)

a
Uma pergunta imediata que nos vem é: que condi¢des uma fungdo deve

satisfazer para ser integravel? Baseados nisso, enunciaremos o teorema 3.

Teorema 3: Seja f :[a ,b]—> R uma fun¢io limitada. As afirmagdes se-

guintes sdo equivalentes:

f ¢éintegravel;

Paratodo € > 0, existem particdes BQde [a, b] taisque S (f, Q) —s (f, P) <e.
Para todo €>0, existe uma parti¢io P :{xo, xl,...,xﬂ} de [a,b] tal que

(fP —s fP Zw x, —X, 1 <g,onde w, =M, —m, e ¢ chamada de

oscilagao de f.
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Prova: Sejam L Z{S (f,P) : Péuma parti¢dode [a,b]} 0  conjunto
das somas inferiores e U:{S(f,P):Péumapartigdode [a,b]} 0 conjunto
das somas superiores. Sabemos que s<S§ para toda particio de P de [a,b].
Entdo se i) é valida, temos que supL =infU, portanto podemos concluir que
existe 0>0 tal que S(f,Q)—S(f,P)<€ e assim temos que i)=ii). Agora,
provaremos que ii)=-iii), basta observar que se S(f,P')—s(f,P')<€, entao
tomando P'=P| JQ que ¢ um refinamento das duas partigdes e segue do
teorema 1 que s(f,P)SS(f,P')SS(f,P')SS(f,Q), donde concluimos que
S(f,P')—s(f,P')<€. E por fim, a implicagdo iii)= i) segue naturalmente da
defini¢ao da soma superior e inferior.

Com esse resultado fechamos este tépico sobre definicao de fung¢des integraveis

e passaremos agora as propriedades da integral no tépico seguinte.
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TGPICU 2 Propriedades da integral

OBJETIVOS
. Compreender as propriedades da integral

*  Aplicar tais propriedades em alguns exemplos

partir daqui veremos as propriedades da integral e aplicaremos
essas propriedades em alguns exemplos. Poderemos perceber
que as propriedades da integral facilita-nos a vida ao fazermos o

calculo de algumas integrais.
A primeira propriedade da integral de que tratamos é a que expressa o
fato de que a integral pode ser calculada sobre subintervalos que compdem um
intervalo maior. E importante no caso em que uma fungo nio é continua em um

ponto interno de um intervalo.

Teorema 4: Seja a <c < b . A fungio f: [a,b] — R limitada é integravel, se so-

mente se, as restrigoes f |[a,c] e f |[C' » S30 integraveis . Portanto, temos

c c b b
Prova: Sejam g =J.f, A :If, b :Jf e B :If . Entdo, decorre da definicao

da integral de Riemann, e tomando uma parti¢do que refina a particio dada, que:

b b
A+B ZJ.f ea+b =J.f . Para isso basta tomar uma parti¢do que contém o ponto

a a

c e seja um refinamento das anteriores. Muito bem, sabemos que a<A e b<B,
sendo assim temos que a+b=A+B<a=Aeb=B, ou seja, f ¢ integravel se,

somente se, f|,. € fl., sdo integraveis.
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Teorema 5: Sejam f, g :[a,b] — R fungdes integréveis Entao:
b

ftg elntegravelevale f[f :I:g ]dx ff dx:l:fg )dx ;

Se ce R, temos que fcf( dx—cff dx,
Se f(x)< g(x) para todo x€la,b], entio (x)d Sf )dx;

f a

Se |f(x)| ¢ integravel, entdo temos

Prova: Nos nos preocuparemos em fazer as demonstragdes dos itens a) e d) ;

os itens b) e c) deixaremos para vocé, aluno, como exercicio.
. s e s . ' X
a) Sejauma P parti¢ao arbitraria dointervalo [a,b], se denotarmos por m ', , 7,

e m, osinfimosde f,gef & g, respectivamente, noi-ésimointervalo [x, ,,,] . Efacil
verque m',+m, <m,,assimtemos que S(f,P)is(g,P) < s(f—i_—g,P) < j)‘(fig)
para toda particdo P. Se tomarmos duas partigées obteremos aim'

(f P)+S(g Q < s(f PUQ)-I—S(g,PLJQ) < I(f+g) Entdo tomando o
supremo sobre todas as parti¢des P do intervalo, Mque If +'[g<jf+g

a a a

€ 0 mesmo se pode concluir para a integral da soma superior € consequentemente:

}fijgﬁjfigﬁifigﬁif iig

e quando as fungdes feg sdo integraveis as trés desigualdades se reduzem a uma

igualdade e dai segue o resultado. m
d) Basta observarmos que: —|f (x)|§ f(x) §|f(x)| e, como por hipétese

¢ integravel, segue que se usarmos duas vezes o item c) teremos que
il 2 gue q ) q

b b b
—f|f(x)|dx§ff(x)dx§f|f(x)|dx, e pela definigio do modulo teremos o

resultado.

Teorema 6: Toda fungdo f :[a,b]— R continua é integravel.

Prova: Como uma fungdo continua em um intervalo compacto ¢

uniformemente continua, dado 0 > 0 arbitrario, existe 6 >0 tal que
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x, y€la,b],

x—y|<6:|f(x)—f(y)|<8
Seja P uma parti¢do do intervalo [d,0] cujos subintervalos da partigdo
tém comprimentos Aix=|xi —xi_1| <0 e nesse subintervalo a fungdo um valor
méximo e um valor minimo que sdo respectivamente M, em, e dal segue que
w, =M, —m, <¢ e desse modo obteremos que
S(f.P)—s(f.P) :Zwi (%, —x_,) <02(xi —x,_,)=¢(b—a)
i=1 i=1

e conforme o teorema 3 segue o que queriamos demonstrar. m

Exemplo 3: Considere a fungdo f: [-1,1]— R, definida por f(x)= Seni
se x=0 e f(0)=0. Temos que a fun¢do é limitada e descontinua apenas em
x=0, logo f éintegravel.

Vocé pode verificar facilmente que, se a fungdo ¢ monétona no intervalo
[a,b], entdo de maneira andloga pode-se mostrar que a fungdo é também integravel.
Deixamos para voce a verificagao desse resultado. E com isso finalizamos este tépico
2 e partimos para o topico 3 para demonstrarmos o teorema mais importante dessa

aula: o Teorema Fundamental do Calculo.
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TOPICO3 Sl

OBJETIVOS

. Realizar o calculo explicito da integral de uma fungao

. Compreender a integral como o valor da primitiva de uma
fungiao

. Entender algumas aplicag¢des sobre o cdlculo de integrais

qui apresentamos o principal resultado desta aula: Oo Teorema
Fundamental do Cdlculo, que expressa a maneira como se deve
fazer para calcular uma integral de uma funcdo. Nos topicos
anteriores, vimos quais fungdes sao integraveis, mas nao sabemos como fazer para
obter a integral de uma fun¢do. A partir deste tépico, nds saberemos como fazer

para calcular a integral de uma funcao.

Teorema 7 (Fundamental do Calculo): Seja f :[a,b] =R uma
fungio continua, entio:

A fungdo G(x) :ff(t)dt é derivavel para a <x <b com G'(x)= f(x)
e é continua em [a,b] e G(a)=0.

Para qualquer fungdo F continua sobre o intervalo [a,b] e que diferen-

cidvel em (a,b) com F'(x)= f(x) e em que ff(x)dx =F(b)—F(a)

Prova: a) Como f:[a,b]—> R ¢é continua, segue que f ¢

integravel. Para j>0 suficientemente pequeno, tome x-+h<b. Entdo

) e x+h()d_ "()d x+h x+h
w_m):f“ = th L t—f<x)=%ff<t>df—f(x>=f[f@—f(”)]dt

x
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x+h

1
< [ 170 feofde - se dado

x

G(x+h)—G(x)
()
€>0, escolhemos 6 >0 para a fungio f continua tal que |f (%) —f(t)| <€ com

G(x-l—h)—G(x) ot
10

e portanto temos que

x+h

1
g;jx\|f(t)—f(x)|dt<€,

0<h<§, assim obtemos que

como queriarnos provar. m

As fungoes F e G sdo duas fungdes continuas sobre [a,b] com derivadas

iguais em (g,b). Isso significa que G(x)=F(x)+c, para algum c. Entdo
& (a,0) g q p g

[ =6(6)-0=6(b)~G(a) = F(b) +c— F(a) — c = F(b) ~ F(a)..

Corolario 1(Integracdo por Partes): Sejam f e ¢ fungdes

reais definidas e tendo derivadas continuas sobre [a,b]. Entdo

[rx)g'()dx = (x).g)] - ['(x) glx)ex

Prova: Sabemos que, da regra da derivada do produto, temos que
d
d—[f (x).g (x)] = f'(x).g(%)+ f(x).g'(*) aplicando a integral e usando o teorema
x

fundamental do calculo

j;—x[f (x).g (x)]dx = jf'(x).g(x)dx+]f(x).g'(x)dx,

que dé o resultado. m

Exemplo 4: Seja a fungao f: [0,2] — R definida por:
0, 0<x1
f(x):{l, 1<x<2
tomando F:[0,2] — R dada por F(x):ff(t)dt onde F(x)=0 se 0<x<I e
, 0
F(x)=x—1se 1<x<2.Ef4cil ver que F é continua no intervalo [0,2], enquanto

afungdo f ndo é continuaem x=1.

Teorema 8 (Mudanga de Variavel): Sejam f :[a,b] — R continua e

g :[c,d]— R derivavel, com g' integrdvel g([c.,d])C[a,b] . Entio

8(d) d
[r@ax=[f(g(e)g'(0)t
8(¢) ¢
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Prova: Como f é uma fungio continua, temos que f possui uma primitiva

F: [a,b] — R . Pelo Teorema Fundamental do Calculo podemos observar que:

8(d)
[ 1(x)ax=F(g(@)=F(ge) (1)
(¢)
Mas, por f)utro lado, a regra da cadeia da

(Fog)'(t)=F'(g(1))-'(t)=f(g(t))-8'(t) e vemos que a fungdo (Fog) ¢ uma
primitiva da fungao integravel f(g(t)) .8'(¢) . Entao, integrando e usando o teorema

fundamental do célculo, chegamos ao resultado desejado:
d

[£(8(0).g'(0)de = [ (Fog)(e)de = F(g(a))— F(g(c)) 2)

c

Basta igualar a igualdades (1) e (2) e teremos o resultado, veja abaixo.

5(d) ; |
fg(c) Jlx)dx = fc f(g(2)-g'(¢)dt m

Com esse resultado, chegamos ao fim de mais uma disciplina. Espero que
vocé tenha apreciado a consisténcia e a produtividade dos argumentos que
apresentamos para caracterizar o conceito de uma fungao real, limites, derivadas e
integrais. Esses conceitos mudaram a visdo e a forma de encarar os problemas em
Matemadtica. A Matematica deixa de tratar de objetos estaticos e passa a abordar
objetos em movimento. Por isso, com essa ferramenta matematica, o homem tem

conseguido feitos inimagindveis.
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