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Apresentacao

O Matem(@tica na Pr@tica é um Curso de Especializacdo para Professores do Ensino
Médio de Matematica na modalidade de Educacdo a Distancia, que esta inserido no Plano
de Acdes Articuladas do Ministério da Educagao. Esse plano tem como um dos objetivos
promover uma importante atividade de formagdo continuada dirigida a vocé, professor
do ensino basico, incentivando a renovagao da sua pratica pedagdgica e propondo cami-
nhos para que vocé possa criar, organizar e compartilhar novos conhecimentos com seus
estudantes e colegas de trabalho.

O primeiro médulo de nosso curso consiste em trés atividades praticas sobre temas
que trazem importantes significados para a Matematica do ensino basico. Em seguida, vocé
terd a oportunidade de refletir sobre essas atividades para, depois, dedicar-se a aplicacao
de uma delas em sua sala de aula.

Neste fasciculo, apresentamos a atividade pratica denominada “desafio geométrico”,
que constitui uma oportunidade para o estudante refletir sobre conceitos da Geometria
Plana. Inclui investigacao envolvendo padroes geométricos, poligonos regulares, angulos,
construcdes geométricas, ladrilhamentos do plano e classificacdo de ladrilhados por po-
ligonos regulares. As atividades sao atraentes para os estudantes, pois estdo inseridas em

@ contextos familiares a eles.
Seja bem-vindo ao desafio geométrico!

Equipe do Matem(@tica na Pr@tica
Marco, 2013
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CicLol
DESAFIO GEOMETRICO

> De que maneiras podemos ladrilhar um plano, usando
ladrilhos na forma de poligonos requlares de um tnico
tipo?

> E se os ladrilhos forem poligonos requlares de mais de um
tipo, de que maneiras poderemos ladrilhar esse mesmo
plano?

> Como podemos classificar um plano ladrilhado?

Svilen Milev / SXC
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Thea Nielsen — Guel Meri — Tom Albrighton / SXC

Richard McMillan / SXC

1. Se essa rua fosse minha...

O autor da cantiga popular que da nome a secdo de abertura de nosso terceiro desafio
seria capaz de ladrilhar uma rua inteira com pedrinhas de brilhantes, sé para ver o seu

Enquanto o termo
ladrilhamento signi-
fica “pavimento ou
chao ladrilhado” na
maioria dos dicio-
narios, na literatura
matematica tem um
emprego um pouco
diferente: “cobrir
um plano com fi-
guras geométricas,
seguindo um de-
terminado conjunto
de regras”. Vocé vai
conhecer essas re-
gras em breve.

amor passar. Muito dedicado o rapaz, realmente foi uma ideia e tanto...
Mas ja pensou se esse amor nao fosse uma pessoa muito ligada em joias
e se encantasse mais com arte? Nosso amigo romantico ia ter de quebrar
a cabeca para conquistar a eleita!

Se essa historia se passasse ha 4.000 anos, o problema estava resolvi-
do. Era sé pedir uma consultoria aos egipcios que, desde essa época, ja
eram experts em usar geometria nas mais variadas situacoes. Egipcios,
arabes e outras civilizagdes mandaram ladrilhar — apesar de nao ter sido
com pedrinhas - seus templos e castelos, que se tornaram obras de arte
“brilhantes”, admiradas pela humanidade até hoje.

Os antigos egipcios, por exemplo, desde 4.000 a.C usavam ladrilhos
decorativos na construgdo de templos e nas grandes piramides. Mais
recentemente, os arabes criaram belissimos ladrilhamentos como os
encontrados em Alhambra, um conjunto de palacios da Espanha, cons-
truido por mouros e cristaos nos séculos XllI, XIV e XV. Tipos diferentes
de ladrilhamentos foram criados e recriados por diversas civilizagoes, e

eventualmente introduzidos nas Américas pelos préprios espanhdis.

Vocé consegue imaginar como, no século Xlll, os drabes ja eram capazes de construir

estes padroes impressionantes, que se estendem por amplas paredes, sem qualquer sobre-

posicdo ou lacunas entre ladrilhos, sem erros visiveis em sua estrutura e em grande escala?

Livro_Desafio_Geometrico.indb 11

Matthew Bowden - Lisa Nouwen - Kia Abell / SXC

Figura 1: Alhambra é a marca

da presenca arabe na historia
espanhola. Localizado em Granada,
na parte sul do pas, retne a
arquitetura islamica do século XIV
e a arquitetura crista do século XVI

1. Se essa rua fosse minha... 11

15/08/13 15:52



Essa questdo intriga pesquisadores até os dias de hoje. O que se sabe é que, naquela
época, os arabes ja possuiam conhecimento em processos geométricos de simetria, os
quais s6 foram formalizados em meados do século XIX. Peter Lu, um investigador da
Universidade de Harvard, acredita que os artesdaos arabes usavam pequenos mosaicos,
formados por poligonos, e suas variadas composicoes deram origem a Alhambra: uma das
mais complexas, simétricas e extensas obras de arte ja construidas em pleno século XIlII.
Alhambra foi declarado patriménio da humanidade pela UNESCO.

Neste desafio, vamos seguir os passos dos mestres de Alhambra e mergulhar em uma
interessante investigacao interdisciplinar, relacionando arte e geometria: qual o segredo
da arte de ladrilhar?

s /,,,,,;\\\,\&y\\so,
S X 2208,
] %
o.

S oL
L

Zsuzsanna Kilian — Vangelis Thomaidis — Baris Gencler / SXC

2. Antes de ladrilhar... os ladrilhos!

“as habilidades de visualizacao, desenho, argumentagao logica e de aplicacdo na bus-
ca de solugdes para problemas podem ser desenvolvidas com um trabalho adequado de

Geometria, para que o aluno possa usar as formas e propriedades geométricas na repre-
sentacao e visualizacao de partes do mundo que o cerca.”

“O estudo da Geometria deve possibilitar aos alunos o desenvolvimento da capacidade
de resolver problemas praticos do quotidiano, como, por exemplo, orientar-se no espaco,
ler mapas, estimar e comparar distancias percorridas, reconhecer propriedades de formas
geométricas basicas, saber usar diferentes unidades de medida. Também é um estudo em
que os alunos podem ter uma oportunidade especial, com certeza ndo a Unica, de apreciar
a faceta da Matematica que trata de teoremas e argumentagoes dedutivas.”

12 Mddulo | — Desafio geométrico >  Ciclo|
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Os dois trechos que vocé acabou de ler foram retirados, respectivamente, dos Parame-

tros Curriculares Nacionais do Ensino Médio e das Orientagdes Curriculares para o Ensino

Médio.

A importancia da Geometria dentro da Matematica para representar o mundo que nos

cerca é reconhecida e inquestionavel. No entanto, é comum ouvirmos relatos, quer seja de

professores, quer seja de alunos, acerca de uma formacao deficiente nessa area.

ag
Re

Veja a sequir o relato de um professor acerca das dificuldades encontradas

0 ensino de geometria

no ensino da Geometria.

“Uma parte da dificuldade em trabalhar contetdos de Geometria em sala de
aula esta relacionada com a falta de material e de pré-requisitos. Meus
alunos ndo sabiam sequer a diferenca entre centimetro e milimetro. Levanto
também a questao do tempo gasto para certas demonstragoes, as quais
acabam consumindo toda a aula. Por causa de todas estas dificuldades,
confesso que tenho trabalhado apenas as questdes mais superficiais da
Geometria, “as coisas mais faceis de ensinar e de aprender”, que demandam
menos tempo para serem desenvolvidas.

Poucas vezes dedico-me a preparacao de uma demonstracdo geométrica
mais complexa (pelas razoes ja apontadas), e admito, também, que algumas

demonstracoes até mesmo eu tenho encontrado dificuldades para compre-
ender e ensinar. Destaco que na minha graduacdo de Matematica estudei
Geometria, mas aprendi muito pouco. Foi quase que apenas o necessario
para passar. E o que tenho aprendido de [a para cd, resulta de esforco
pessoal. Tenho estudado mais Geometria depois que terminei a graduacao
do que durante ela, e muito mais no meu dia a dia de professor, para ensinar
aos meus alunos, do que em qualquer outra situacdo. A minha dificuldade é
mais ou menos nessa linha.”

|zaias Resplandes — Professor de Mate-
matica da Escola Estadual Padre César
Albisetti e Escola Prof2. Juracy Macedo,
Poxoréu/MT.

Assim, esse desafio foi proposto para ajudar vocé a reciclar seu conhecimento na area

da Geometria e repensar maneiras de abordar junto a seus alunos os conceitos tao essen-

Ciais para o ensino e aprendizagem da Matematica, e para que eles possam visualizar e

compreender melhor o mundo que os cerca.

Para simplificar as coisas, nas atividades propostas iremos explorar ladrilhamentos que

utilizam apenas poligonos regulares. Sendo assim, é fundamental conhecermos nossos

ladrilhos! Antes de seguirmos adiante, dé uma olhada no boxe a seguir, que sugere uma

boa maneira de vocé desenvolver com seus alunos o conceito de poligono.

2. Antes de ladrilhar... os ladrilhos! 13
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Janela Pedagogicalli 1\ c 1)

Para falar sobre ladrilhamento para seus alunos, é necessario natural-
mente que eles conhegam o conceito de poligonos. Em sua sala de

aula, vocé ja experimentou ensinar este tema usando um Tangram?

0 Tangram é um jogo chinés, composto por 7 pecas (5 triangulos, 1 quadra-
do e 1 paralelogramo) que, juntas, formam um quadrado. Acredita-se que
este jogo foi inventado por um homem chamado Tan, quando quebrou em
7 pedacos uma telha quadrada e, ao tentar arruma-la, formou com eles uma
série de outras figuras.

O primeiro objetivo desse jogo é montar o quadrado. A partir daf, os alunos
podem ser conduzidos por inimeros caminhos, pois a associacdo das figuras
geométricas permite a formagdo de mais de 1.000 imagens.

Um poligono é uma figura geométrica plana, limitada por uma linha poli-

gonal fechada. Assim, em um simples jogo de Tangram, vocé pode explorar
muitos elementos dos poligonos, tais como:
® Seus lados (ou arestas), que sao segmentos de retas, tém dois vértices
como extremidades;
® (ada vértice é o ponto de encontro de dois lados que sdo, entao,
chamados lados consecutivos;
® Angulos internos sdo formados entre lados consecutivos;
® As diagonais do poligono, que ndo fazem parte da configuracdo
do poligono, sao segmentos de reta que unem dois vértices nao
consecutivos;
® 0O conceito de poligono regular baseia-se em uma figura cujos lados
e angulos internos sdo todos congruentes entre si, ou seja, possuem
0 mesmo comprimento e medida, respectivamente, como por exem-
plo o pentdgono regular, que possui 5 lados, 5 vértices, 5 dngulos

internos e 10 diagonais.

Janela Pedagogic
Veja a sequir o relato de uma professora contando suas experiéncias em
sala de aula com o uso do Tangram:
“Quando trabalhei com Tangram, e deu certo, comecei fazendo a construcao
do material em cartolina. Depois exploramos as formas (poligonos), as rela-
¢Oes entre elas, e fizemos montagem de figuras, usando todas as pecas do
Tangram. Também da para utilizar a relacdo entre as pecas para introduzir as
ideias iniciais sobre niimeros racionais. Mas é um trabalho arduo. Dependen-

do do perfil da turma (52 série), levo o quadrado maior pronto e peco para

> Ciclol

fazerem as divises, ou trabalho com dobraduras para formar as pecas.”

(Clarice Barreto, Prof2 de Matemética da Rede Escola Estadual, Salvador-BA)

Nevit Dilmen / SXC

JuliaR / SXC

14 Mddulo | — Desafio geométrico
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Atividade I8 Todos os nomes

Faga uma pesquisa na Internet sobre as denominagoes
dos diversos poligonos regulares. Um enedgono regular
é um poligono regular de 9 lados. Vocé sabe o que é um
tridecagono? E um icosagono? E um quilégono? E um goo-
gdlgono? Em seguida, liste os nomes curiosos de poligonos
regulares.

Utilize o espaco abaixo para registrar as informacdes que

encontrou.

Resposta comentada

Como vocé deve ter percebido em sua pesquisa, 0 nome
de um poligono esta associado a quantidade de lados que
o constitui. Por exemplo, o tridecagono e o heptacontakai-
digono possuem 13 e 72 lados, respectivamente. Conseguiu
ver o que essas terminologias tém em comum?

Observe com atencdo e veja que a terminacdo é sempre
gono (vem do grego e significa angulos), enquanto que o
inicio depende do numero de lados do poligono. Interes-
sante, nao?

Adam Ciesielski /| SXC

3. Vocé sabe o que significa
um ladrilhamento “bem-comportado”?

Na vida cotidiana, os ladrilhamentos por ladrilhos quadrados sao habitualmente cons-
truidos encaixando-se uma quantidade finita de ladrilhos, um a um, como ilustramos na
figura a seguir. Cada lado é compartilhado por dois ladrilhos vizinhos, e os ladrilhos podem
preencher uma regiao retangular, como, por exemplo, uma parede.

Figura 2: Devido as suas dimensoes,
é usual um plano retangular ser
preenchido por ladrilhos quadrados.

J

3. Vocé sabe o que significa um ladrilhamento “bem-comportado”? 15
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Ja um ladrilhamento feito por hexagonos, como o da figura a seguir que nao preenche
uma regiao retangular, e deixa sempre folgas nas beiradas, que normalmente sdo preen-
chidas por pedacos de ladrilhos.

o i
o
i
e e

IR
= e e

David ritter / SXC

\

v

Figura 3: Ladrilhamento com hexagonos regulares.

> Por isto, de forma ideal, nossos ladrilhamentos s3o sempre imaginados de forma
a preencher todo um plano, ilimitado em todas as dire¢oes, e diremos assim que
é possivel ladrilhar o plano com hexagonos regulares. Os ladrilhos terdao sempre
lados de mesma medida, independentemente do nimero de lados que formam
cada poligono.

Além disso, os ladrilhamentos do plano que estaremos explorando sao os ladrilha-
mentos que chamamos de bem-comportados. Isto significa que devem obedecer a trés
condicOes ou as regras de bom comportamento.

1. Os ladrilhos devem ser poligonos regulares, de um ou varios tipos.

2. Aintersegao de dois ladrilhos, se existir, € sempre um lado ou um vértice.

Antes de passarmos a terceira regra de bom comportamento, vamos ver se vocé pegou
0 espirito da coisa? Ja conseguiu visualizar em sua mente ladrilhamentos com mais de um
tipo de poligono? Entao, tente fazer a atividade a sequir.

15/08/13 15:52



Atividade ¥ Bem ou mal-comportados? Resposta comentada

Qual dos ladrilhamentos, nas duas figuras, atende as O ladrilhamento da figura Bl atende ao padrao de la-
duas primeiras regras expostas anteriormente para um ladri- drilhamento que estaremos admitindo em nosso estudo. O
lhamento bem-comportado? ladrilhamento é formado por quadrados e hexdgonos que

possuem lados de mesma medida, e a intersecdo entre dois
ladrilhos é sempre um lado inteiro. Ja no ladrilhamento ilus-

trado na figura 4, sdo utilizados quadrados de lados diferen-
tes, além de ladrilhos vizinhos ndo compartilharem um lado

inteiro; portanto, o ladrilhamento Bl é bem-comportado,

Fotos: Autor desconhecido

mas o ladrilhamento @, nao.

Agora que ja entendemos as duas primeiras regras de bom comportamento, vamos
passar a terceira e Ultima condicdo necessaria a nossos ladrilhamentos:

3. A distribuicdo de ladrilhos ao redor de cada um dos vértices do ladrilhamento é

sempre a mesma.

Explicando melhor esta terceira regra: se dermos uma volta, no sentido horario ou
anti-hordrio, em torno de qualquer vértice, encontraremos sempre os mesmos tipos de
poligonos regulares, e a sequéncia ciclica em que esses poligonos aparecem sera sempre
a mesma. Por exemplo, no ladrilhamento, mostrado na figura a sequir, ao redor de cada
vértice sempre estdo dispostos dois octégonos e um quadrado.

3. Vocé sabe o que significa um ladrilhamento “bem-comportado”? 17
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Y-Yi17 [ l'[Z8 Rock ao redor do vértice
a

Agora que vocé ja conhece as trés condigcdes para um

Fotos: Autor desconhecido

ladrilhamento ser considerado bem-comportado, associe as

figuras a seguir com a numeragdo apropriada, justificando
sua resposta.

(1) atende a uma condicao;

(2) atende a duas das condicoes;

(3) atende as trés condicoes.

Resposta comentada

Apenas as figuras El, Bl e B atendem as trés condicdes
de bom comportamento, pois, nestes casos, todos os poligo-

nos sdo regulares, aintersecdo de dois ladrilhos é sempre um

lado ou um vértice e a distribuicdo dos ladrilhos ao redor de
cada vértice é sempre a mesma. A figura B atende a primeira
e a terceira condi¢des, pois os tridngulos sdo equilateros e,
ao redor de cada vértice, temos sempre 4 tridngulos, porém

a segunda condicdo nao é contemplada. Na figura M, a

() () segunda e a terceira condicdes sdo atendidas, porém como

0s octégonos nao possuem todos os seus lados iguais, a pri-

meira condi¢do é quebrada. Por fim, a figura Hl, apesar de ser

um ladrilhamento constituido de poligonos regulares e de

atender a segunda condicdo, possui distribuicoes diferentes

de poligonos ao redor dos seus vértices.

18 Modulo | - Desafio geométrico > Ciclo|l
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4. Passo a passo, ladrilho a ladrilho

Em nosso desafio, estudaremos dois tipos de ladrilhamentos bem- comportados do
plano. Os ladrilhamentos regulares, em que todos os ladrilhos sao congruentes, ou seja,
de um Unico tipo, e os ladrilhamentos quase regulares ou semirregulares, que podem

conter 2 ou mais tipos de ladrilhos.

Agora que sabemos os tipos de ladrilhamento que vamos adotar, convido vocé a

retomar as questoes que vimos no inicio de nossa conversa:

De quais maneiras podemos ladrilhar um plano, usando apenas poligonos regu-
lares? E se os ladrilhos forem poligonos regulares de mais de um tipo, de quais

maneiras poderemos ladrilhar esse mesmo plano?

Como podemos classificar um plano ladrilhado?

Partindo desses questionamentos, vamos percorrer uma sequéncia de etapas que vai
nos orientar para o desenvolvimento de todas as atividades experimentais que serao

propostas daqui para adiante. Veja o fluxograma a seguir:

Vocé perceberd que as duas primeiras etapas sao instrumentacdes para a realizacdo

Construgao dos
moldes

Manufatura dos
ladrilhos

Atividades
experimentais com
ladrilhamentos

regulares

Atividades

experimentais
com ladrilhamentos
semirregulares

Figura 4: Representacao grafica de todas as etapas de nosso desafio.

das atividades experimentais. Vamos a primeira etapa:

Livro_Desafio_Geometrico.indb 19

Autor desconhecido

4. Passo a passo, ladrilho a ladrilho 19
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Molde significa um
poligono reqular,
recortado de uma
folha de material
duro. O molde é
usado como padrao
para a construcdo de
ladrithos.

EV.A. é uma abre-
viagdo de etileno- ¢
-vinil-acetato, um
material sintético,
macio e de aparén-
cia emborrachada,
vendido em lojas de
materiais plasticos e
papelarias.

20 Mddulo | - Desafio geométrico > Ciclo|
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12 etapa: construcao dos moldes

Para realizar as atividades experimentais, primeiro precisamos construir poligonos
regulares que serao os “ladrilhos” de nossos ladrilhamentos. Propomos que os poligonos
sejam construidos em papel cartdo ou em materiais similares, de cores variadas, a partir
de moldes.

Uma vez feitos os moldes, varias pecas com o formato do poligono regular podem
ser riscadas e em seguida recortadas. Diversos materiais sdo bastante funcionais, como:

> folhas de papel cartao;

> papel color-set de boa gramatura (grossura);

> folhas de EV.A.

Poligonos regulares de mesmo nimero de lados devem ser feitos da
mesma cor. Como teremos mais de um tipo de poligono, usaremos
diversas cores.

Vamos construir um molde com a forma de cada um dos seguintes poligonos regulares:

> triangulo equilatero;

> quadrado;

» pentagono regular;

> hexagono reqgular;

» octdgono regular;

» dodecagono regular (poligono regular de 12 lados).

Para as experiéncias de ladrilhamentos no plano, os ladrilhos a serem construidos
deverao ter lados com um mesmo comprimento.

Vocé deve estar se perguntando: como vou fazer os moldes? E simples.

A seguir, sdo exibidas figuras que orientardo a constru¢ao de moldes dos poligonos

regulares listados. Repare que os poligonos regulares presentes nas figuras tém lados de
mesmo comprimento.

Adam Ciesielski / SXC
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Figura 5: Padrdes para a feitura
dos moldes que permitirdo a
construcao de ladrithos nos

formatos do tridngulo equilatero,
do quadrado, do pentagono
regular, do hexagono regular e do
octégono regular.
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Figura 6: Padrdo para a feitura dos moldes que permitirdo
a construcao de ladrilhos no formato do dodecagono regular.
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As figuras 5 e 6 deverdo ser fotocopiadas sem reducdo e coladas sobre o material que
vocé estiver usando para fazer o molde.
Os poligonos deverao entdo ser recortados ao longo de seus contornos.

Feitos os moldes, podemos partir para a sequnda etapa de nosso desafio: confeccio-
nar varios ladrilhos, para comecarmos nossos ladrilhamentos.

22 etapa: Manufatura dos ladrilhos

Usando os moldes recortados, os poligonos regulares deverao ser tracados em papel
cartdo, cartolina, color-set ou similares. Para recortar os triangulos, vocé podera primei-
ro desenhar a lapis uma malha de triangulos equilateros, todos com as dimensdes do
triangulo do molde, sobre uma folha de papel cartao, ou cartolina, ou ainda color-set.
Depois disto, os varios triangulos serdo recortados.

Livro_Desafio_Geometrico.indb 23 @
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De modo analogo, em outras folhas de papel, de cores diferentes, deverdo ser recor-
tados quadrados e hexagonos regulares com lados iguais aos dos tridngulos equilateros.
Veja a sequéncia de fotos abaixo:
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Utilize os moldes para confeccionar ladrilhos de diferentes tipos em
cores variadas. Recorte o maior nimero possivel de ladrilhos de cada tipo,
de cada folha de papel cartao ou cartolina utilizada.

Agora vocé ja tem em maos todo material necessario para as experién-
cias com ladrilhamentos regulares e semirregulares.

A partir dos variados tipos de ladrilhos e das associagoes feitas com eles,
podemos afirmar que é possivel ladrilhar um plano atendendo as trés regras
de bom comportamento?

Responder a esta questao é justamente o desafio que vocé vai enfrentar
na terceira etapa do processo.

32 etapa: Construcao de ladrilhamentos
requlares e semirregulares

A partir desta etapa, vamos comecar a realizar as atividades experimentais propria-
mente ditas. Propomos uma série de acdes que vao ajudar vocé a desvendar o mistério
da arte de ladrilhar e a explorar a Geometria de uma maneira ludica.

Vamos comecar com uma atividade de construgao de ladrilhamentos regulares. Pode-
mos, por exemplo, ladrilhar o plano usando apenas pentagonos regulares?

Livro_Desafio_Geometrico.indb 25 @
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ﬁ V.U [ I:[-¥' B Ladrilhos pentagonais

Quando vocé estava riscando os ladrilhos quadrados,
triangulares e hexagonais, deu-se conta de que estava
fazendo um ladrilhamento? Experimente, agora, construir
ladrilhamentos, que atendam as trés regras de bom compor-
tamento, usando apenas pentagonos regulares.

A construcdo é possivel? Ela atende as trés condicdes de

bom comportamento? Justifique sua resposta.
Resposta comentada

Ladrilhar, usando apenas um tipo de poligono, nem sem-

pentadgonos é um exemplo claro desta afirmacdo, uma vez
que duas condicdes de bom comportamento sao violadas.

Utilizando os ladrilhos pentagonais, confeccionados nas
etapas anteriores, ja podemos concluir que a primeira con-
dicdo é atendida, pois o molde usado na construcdo deste
poligono possui lados e angulos iguais.

No entanto, ndo é possivel acomodar ladrilhos penta-
gonais ao redor de cada vértice, de modo a preencher o
plano, sem que haja superposicdo de ladrilhos e, em conse-
quéncia disto, a segunda condi¢cao nao é atendida. Quando
a segunda regra ndo é atendida, a terceira também nao é,
dado que a distribuicdo de ladrilhos em torno dos vértices

é impossivel.

pre é uma tarefa possivel. O caso do ladrilhamento feito com

Experimentamos construir um ladrilhamento do plano, usando apenas um tipo de
poligono regular que, neste caso, foi o pentagono. Vimos que isto é impossivel. Vamos
agora mergulhar nos ladrilhamentos semirregulares e utilizar os variados poligonos que
construimos.

Para comecar as préximas atividades, tenha em maos todos os seus ladrilhos e comece
a pensar quais seriam as associagdes possiveis de serem feitas com eles, ou seja, quais
poligonos podem ser combinados de modo a formar um ladrilhamento semirregular. No
caso do dodecagono, por exemplo, com que poligono podemos combina-lo para que seja
possivel ladrilhar um plano?

N

V.01 I:[- X O sonho de Dona Neide Dona Neide quer revestir as paredes de sua cozinha com
um ladrilhamento especial. Para isto, mandou fazer, sob me-
dida, os tao sonhados ladrilhos na forma de dodecagonos
regulares (poligonos de 12 lados), para fazer o revestimento.
O problema é que trés pedreiros ja se recusaram a fazer este
servico, alegando que ndo daria para revestir toda a parede,
pois sobrariam espacos entre os ladrilhos. Porém, o ultimo
pedreiro contratado deu algumas opg¢des para preencher os
espacos vazios com um dos poligonos seguintes:

> Ciclol
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Se vocé fosse a Dona Neide e tivesse de conferir qual das
opgoes preencheria corretamente os vazios deixados, qual
seria? Utilize os ladrilhos que vocé confeccionou e justifique

sua resposta.

Resposta comentada

Construindo o ladrilhamento, vocé provavelmente per-
cebeu que, utilizando somente poligonos dodecagonais,
é impossivel o revestimento, uma vez que, por causa dos
espacos formados entre os dodecdgonos, faz-se necessaria
a combinacao deles com outro tipo de poligono. Assim, a
opcdo (A) é a Unica quepreenche esses espacos e atende as
trés condicbes de bom comportamento, tornando possivel

esse ladrilhamento semirregular.

Vamos agora fazer experimentos, a partir de uma malha de triangulos equilateros, de

modo a descobrir alguns ladrilhamentos semirregulares que fazem uso de hexagonos.

@ V.0 %0 X W Ladrilhando com o pincel

Observe o ladrilhamento regular da figura a seguir.
Identifique grupos de ladrilhos triangulares que formam um
hexdgono regular e pinte-os, com lapis de cor, de tal manei-
ra que os hexagonos coloridos deixem espacos vazios no
ladrilhamento. Pinte estes espacos de forma que o resultado
final seja um ladrilhamento semirregular.Depois construa
este ladrilhamento, a partir de ladrilhos de cartoes, isto &,

manufaturados.

Resposta comentada

Ha varias maneiras de colorir a malha de modo a formar
ladrilhos no formato de hexdgonos regulares. Uma dessas ma-
neiras dard origem a um ladrilhamento semirregular, o qual
apresenta, em torno de cada vértice, a seguinte sequéncia
ciclica de ladrilhos: hexdgono-triangulo-hexagono-triangulo.

Outros ladrilhamentos surgirdo, porém eles ndo se clas-
sificam como regulares ou semirregulares, pois ndo mantém
a mesma sequéncia ciclica de ladrilhos em torno de cada um
de seus vértices, o que quebra a terceira condicdo de bom

comportamento.

4.Passo a passo, ladrilho a ladrilho 27

15/08/13 15:53




Ja parou para pensar como seria a sua aula, se vocé
aplicasse um pouco do que vimos até aqui? O que vocé
acha de dividir suas ideias com professores do Brasil
inteiro? No portal do professor, vocé pode encontrar
inimeras propostas de aulas e ainda pode contribuir

com todo seu conhecimento e criatividade.
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Assim como fez a professora Aline Aradjo de Souza Pereira, da Universidade de
Brasilia, quando escreveu: Mosaicos — Recobrindo o plano com o uso de poligonos.
“S6 para vocé ter uma ideia, essa aula ja teve mais de 300 acessos”. Ficou curioso?

Entdo ndo perca tempo e acesse o link da aula:

<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/showLesson.action?lessonld=270>.
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5. Fazendo um catalogo de ladrilhamentos
bem-comportados

Podemos fazer um catalogo dos ladrilhamentos regulares e semirregulares seguindo
uma forma especial de classificacao.

Para catalogar ou classificar um tipo de vértice de um ladrilhamento, damos uma volta
completa em torno deste vértice, no sentido anti-horario ou horario. Anotamos sequen-
cialmente o nimero de lados dos poligonos regulares que se agrupam em torno do vértice.
Por exemplo, um vértice (4,8,8) é um vértice que tem em torno de si, um quadrado, um
octégono e um outro octdbgono, nesta ordem, quando é feito em torno deste vértice um
percurso tanto no sentido horario como no anti-horario.

Figura 7: Classificacdo do vértice (4,8,8), percorrendo o sentido anti-horario.

Esse vértice também pode ser classificado como tipo (8,8,4), ou tipo (8,4,8), depen-
dendo de qual ladrilho anotamos primeiro ou ainda do sentido de percurso em torno do
vértice, se horario ou anti-horario. Veja a figura a seguir:

5. Fazendo um catdlogo de ladrithamentosbem-comportados 29
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Figura 8: O vértice destacado em azul é do tipo (8,8, 4), pois ao realizarmos um percurso circular em torno
dele, no sentido anti-hordrio como indicado, encontramos a sequéncia de poligonos em torno dele: octégono,
octdgono e quadrado. Ja o vértice em vermelho, que também é do tipo (8,8,4), pode ainda ser classificado
como (8, 4,8) se fizermos um percurso circular em torno dele no sentido horario, tal como indicado na figura.

Quando todos os vértices de um ladrilhamento sao de um mesmo tipo, temos um

ladrilhamento regular. Neste caso, diremos que o padrdo do ladrilhamento é o tipo de
cada um de seus vértices.

O tipo do vértice é considerado sempre o mesmo, independentemente

do sentido de percurso que fazemos em torno dele, ou ainda de qual

Adam Ciesielski / SXC

poligono em torno dele iniciamos o percurso. Por exemplo, vértices dos
tipos (4,8,4), (8,8,4) e (4,8,8) sdo considerados como sendo do mesmo
tipo.

Desta forma, por exemplo, os ladrilhamentos a seguir podem ser assim catalogados:

30 Modulo | — Desafio geométrico > Ciclo |
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do, quadrado, quadrado e quadrado.

» Ladrilhamento de padrao (3,3,3,3,3,3), ou seja, em torno de cada vértice temos 6

tridangulos equilateros.

> Ladrilhamento de padrao (6,6,6), ou seja, em torno de cada vértice temos 3 hexa-

gonos regulares.

» Ladrilhamento de padrao (4,4,4,4), ou seja, em torno de cada vértice temos quadra- H.:

VAVAVAVAVA
AVAVAVAVAN
VAVAVAVAV
NAAAA

» Ladrilhamento de padrao (4,8,8), ou (8,8,4), ou ainda (8,4,8), ou seja, em torno de

cada vértice encontramos um quadrado e 2 octégonos regulares. Este € um ladri-

lhamento de um mural chinés.

V-V [l 8 Experiéncia das Arabias

Esta é uma tarefa que vai levar tempo e fazer vocé se
sentir um ladrilheiro de Alhambra! Nao deixe de fazé-la, pois
é fundamental para vocé concluir todas as etapas de trabalho
propostas neste desafio e para vivenciar uma experiéncia rica
que pode ser facilmente reproduzida em sala de aula com
seus alunos. Entdo vamos L3, por partes.

ar Faca um catdlogo de todos os ladrilhamentos re-

gulares e semirregulares que puder encontrar, ma-

Livro_Desafio_Geometrico.indb 31 @

b

nuseando ladrilhos. Este experimento pode durar
algumas horas.

Verifique experimentalmente que é possivel a cons-
trucao de um ladrilhamento (3,6,3,6), mas que é
impossivel construir um ladrilhamento de padrao
(3,3,6,6). Uma dica para realizar essa tarefa é uti-
lizar o ladrilhamento de tridngulos equildteros da
atividade 6.

Verifique experimentalmente que é possivel a cons-

trucdo de um vértice do tipo (3,3,4,12), mas que é

5. Fazendo um catélogo de ladrilhamentosbem-comportados 31
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(3,3,4,12).

Resposta comentada

impossivel construir um ladrilhamento de padrao Apesar de ser possivel construir um vértice do tipo

(3,3,6,6), é impossivel manter em um ladrilhamento todos
0s vértices com este mesmo tipo. Sendo assim, para este tipo
de vértice, a terceira condicdo de bom comportamento nao

¢ atendida. E possivel construir um ladrilhamento usando

Em um ladrilhamento que atenda as trés condicdes de triangulos equildteros, quadrados e dodecagonos regulares,
bom comportamento, a sequéncia dos poligonos ao redor mas a distribuicdo de ladrilhos ao redor de cada vértice ndo
de cada vértice é sempre a mesma, em ambos os sentidos, e sera sempre a mesma.

é 0 que acontece com o exemplo (3,6,3,6).

32 Modulo | - Desafio geométrico
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Conclusao

A busca para desenvolver praticas pedagodgicas mais eficientes no ensino da Matema-
tica configura-se um dos maiores desafios enfrentados por educadores, nos dias atuais.

Na maioria das vezes, o livro didatico é o recurso quase exclusivamente adotado em
sala de aula.

Na intencao de enfrentar essa realidade, muitos educadores buscam aprofundar seus
conhecimentos com o objetivo de utilizar novas abordagens em sua pratica docente.
Porém, inovar nao é uma tarefa facil, e conteddos matematicos ndo podem ser tratados
como algo definitivo e estatico.

Nesse contexto, o estudo da Geometria é determinante para a aprendizagem da
Matematica, pois propicia a compreensao e a representacdo, de forma organizada, do
mundo em que vivemos.

A confeccdo de um material de apoio para o uso da andlise geométrica contribui
para a construgdo de um conhecimento pleno, uma vez que a experimentagao proposta
estimula a investigacdo, exploracao e interpretacdo de procedimentos e conceitos ma-
tematicos.

A confeccao dos ladrilhos a partir dos moldes, bem como a construcao dos variados
ladrilhamentos, levam-nos a questionar nossas proprias convicgdes e a transformar um
problema em uma oportunidade de repensar o conhecimento.

A atividade experimental, como vimos, nos permite o desenvolvimento da capacida-
de de observacdo de diversas formas de raciocinio, além da argumentacao e validacdo
de condigoes definidas. Essas praticas levam ao exercicio da analise e da reflexao de
uma forma geral.
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Resumo

>

Vimos, neste desafio, que podemos construir trés padroes de ladrilhamento, forma-
dos com poligonos regulares de um unico tipo;

Estes sdo os ladrilhamentos: por tridngulos equilateros, por quadrados e por hexa-
gonos regulares;

Constatamos ainda que é impossivel ladrilhar um plano usando apenas pentagonos
regulares, pois este ladrilhamento ndo atende as trés regras de comportamento;
Os ladrilhamentos semirregulares, em numero de oito, podem ser descobertos ex-
perimentalmente;

Os regulares sao os de padroes (3,3,3,3,3,3); (4,4,4,4); (6,6,6);

Além disto, construimos e analisamos, segundo as condi¢oes de bom comportamen-
to, os ladrilhamentos semirregulares com os seguintes padroes: (8,8,4), (12,12,3) e
(3,6,3,6);

Existem ainda outros cinco padroes de ladrilhamentos semirregulares que podem
ser descobertos experimentalmente.
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CicLo 1l
DO DESAFIO GEOMETRICO

> Existe relacao entre um ladrilhamento bem-comportado e
os angulos internos de um poligono regular?

> Sera que podemos encontrar um limite maximo e minimo
de poligonos regulares ao redor de cada vértice de um
ladrilhamento?

> Como ter a certeza de que um ladrilhamento pode se
expandir no plano?

Svilen Milev / SXC
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1. Musica para musicos? Nao...

Ah, o0 jazz... O som das cordas, das teclas do piano suavemente marteladas, das gargan-
tas e vozes afinadas, dos didlogos entre saxofones e trompetes... E dificil ficarmos alheios a
emocao e vitalidade presentes na obra de grandes génios como Charlie Parker (1920-1955)
e Ray Charles (1930-2004), merecidamente imortalizados por Hollywood nos 6timos filmes
“Bird” (1988, Clint Eastwood) e “Ray” (2004, Taylor Hackford). Quando a musica nos toca,
quando os musicos fazem sua mensagem e emogao chegarem até nds e nossa realidade,
saltando por sobre as distancias do tempo e da lingua, estamos diante da mais pura ma-
gia, ndo é verdade? Pois esse mesmo jazz, género musical surgido nos Estados Unidos no
comeco do século XX, gerou varias vertentes ao longo de sua histéria, algumas delas tao
herméticas e pouco preocupadas com seu proprio publico ouvinte, que suas composicoes
eram comumente descritas como “musica para musicos”.

Muitos matematicos enfatizam, ao longo de suas carreiras, a importancia de se provar
teoremas, de se perseguir demonstracoes que desafiam o homem ha séculos ou de se
desenvolver teorias tdo complexas que parecem enredo de filme de ficcdo cientifica. Essa
énfase nao deixa de soar como outra espécie de “musica para musicos”, que ressalta a
“ciéncia pela ciéncia” ou a “arte pela arte”, em que a Matematica pode parecer distancia-
da de nossa realidade mais cotidiana, de aplicacdes mais concretas, mais “pé-no-chao”,
parecendo servir tdo somente a si mesma.

No entanto, assim como o jazz nao precisa ser um estilo impenetravel, capaz de ser
apreciado sé por musicos, a Matematica nao é circunscrita a meios académicos especifi-
cos, descolada do cidaddao comum, do mundo comum, do dia a dia, enfim, que permeia
a nossa sala de aula. Cabe a nds, portanto, ressaltar a importancia de contextualizarmos
o ensino da Matematica, ou seja, de associa-lo, sempre que possivel, ao uso de situagoes
e objetos familiares aos alunos.

Vocé ja se deu conta de que a geometria estd sempre
presente em nosso dia a dia, mesmo quando nao lidamos
diretamente com a Matematica?

Quando fazemos algo simples como observar as formas
dos objetos, com suas regularidades ou irregularidades,
estamos entrando sem perceber
no mundo da geometria, e é ai
que vemos como, de fato, ela

estd por toda parte. Um conhe-
cimento basico de geometria
serve para nos orientar, estimar
distancias, fazer medidas, relacionando as ideias geométricas
com nUmeros e proporgoes.
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Cabe a nés, professores, analisar os objetos que fazem parte de nosso cotidiano,
particularmente o de nossos alunos, para ensinar, com instrumentos tao simples e
corriqueiros quanto possivel, as diversas possibilidades de aplicagdo desta area da
matematica, como fizemos com os ladrilhos que construimos no Ciclo 1. Uma das
principais metas desse desafio é dar exemplos a vocé, professor, de maneiras como
a matematica pode ser util para compreender, explicar, descrever e predizer aspec-
tos do mundo real. Entdo, estamos de acordo que a linguagem matematica pode
e deve ser aplicada nos diversos problemas que enfrentamos em nosso cotidiano?

Certo, certo, mestre... Sabemos que ndao é uma tarefa facil estimular nossos alunos a
enfrentar desafios matematicos. No entanto, pode ser muito prazeroso caminhar com eles
de forma criativa, relacionando observa¢des do mundo real com conceitos que desenvol-
vemos em cada aula. O Ciclo 1 ajudou-nos a articular todas essas questoes. Entre penta-
gonos, triangulos, dodecdgonos etc., descobrimos diferentes combinagdes que podem
ser feitas com os poligonos para a constru¢do dos ladrilhamentos, e, assim, comecamos
a desvendar o segredo dos ladrilheiros de Alhambra. Viu como conseguimos adicionar
uma dimensao magica ao nosso objeto de estudo, impedindo-o de se tornar enfadonho
ou abstrato demais?

Figura 1: Arte e Geometria...
Serd possivel reunir essas areas
e ainda aprender Matematica
de maneira magica?

Mas nao paramos por ai... Mergulhamos nesse universo alhambrés, associando a arte
a geometria, ao fazermos uso do que chamamos de “regras de bom comportamento”. E
mais: definimos diferentes padrdes de ladrilhamento! No entanto, para completarmos
a construcao desse conhecimento, devemos avancar no desenvolvimento da linguagem
matematica, em todas as suas implicagoes.

Para comecarmos uma nova etapa de nosso estudo, e irmos ainda mais fundo na
geometria que ha por tras da beleza de Alhambra, é preciso que vocé nao tenha duvidas
quanto aos padroes de ladrilhamento que estudamos no Ciclo 1. Vocé ainda se lembra do
que sao ladrilhamentos bem-comportados, regulares e semirregulares?

Calma... A préxima atividade vai lhe ajudar a relembrar!
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Se julgar necessario, volte a secdo “Vocé sabe o que

significa um ladrilhamento bem-comportado?”, do Ciclo 1, e

Benjamin Earwicker —
Adam Ciesielski / SXC

refresque sua memaria sobre os padrées de ladrilhamento

regular e semirregular que construimos.

t]P

~N
V-V [:[:[:[# 8 De olho no vértice Resposta comentada
Observe os ladrilhamentos “bem-comportados” a seguir O ladrilhamento da figura A é de padrao (4,4,4,4), ja
e classifique-os quanto aos seus padrdes de construcdo, que dando uma volta completa em torno de cada vértice,
justificando sua resposta. tanto no sentido anti-horario como no horario, identificamos

uma sequéncia de quatro quadrados. Usando esse mesmo
raciocinio, podemos classificar o ladrilhamento da figura
B como sendo de padrdo (4,6,12). Esse mesmo ladrilha-
mento ainda pode ser classificado como (6,12,4), (12,4,6),
(12,6,4), (6,4,12) ou (4,12,6), dependendo do sentido de
percurso em torno de cada um de seus vértices e do primeiro
poligono a ser considerado em cada um desses percursos.
Tudo entendido? Entdo, podemos dar prosseguimento aos
nossos estudos.

R

2. Angulos, dobraduras e dedugdes...

Como sabemos, a geometria é um campo fértil para o desenvolvimento de nossa capa-
cidade de generalizar, reconhecer padroes e abstrair, e esse é um dos principais objetivos

Miguel Ugalde / SXC

associados ao estudo da matematica.

Neste segundo Ciclo de nosso desafio, vocé sera estimulado a pensar geometricamente
enquanto elabora e valida procedimentos, demonstra formulacdes, compara resultados e
formula hipdteses a partir de comparagdes com os resultados obtidos por meio das ativi-

dades propostas no Ciclo 1.

Vamos entender, por meio de ferramentas matematicas, por que somente algumas
combinagdes de poligonos atendem as regras de bom comportamento estabelecidas para
a criacdo de nossos ladrilhamentos. Vamos utilizar essas ferramentas de forma a atingir
niveis cada vez mais complexos de construgdes geométricas.

Mas vamos dar um passo de cada vez, comegando por retomar alguns pontos basicos
do saber geométrico para que possamos avancar para niveis mais complexos.

A primeira investigacdo que propomos a vocé é a seguinte: como fazemos para deter-
minar a soma dos angulos internos de um poligono convexo de 7 lados?

2. Angulos, dobraduras e deducdes... 39
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Quando definimos que |
dois ou mais angulos
s3o congruentes, esta-
mos dizendo que eles
na verdade tém a mes-
ma medida.
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Poligono convexo

[3>|

Vocé se lembra do que caracteriza um poligono convexo?

Nao? Entao vamos refrescar a memoria:

Afigura A representa um poligono convexo porque, em seu interior, estdo contidas
todas as suas diagonais.

Ja na figura B, notamos que duas das diagonais do poligono ndo estao totalmente
contidas em seu interior, ou seja, na drea delimitada por seus lados. Nesse caso,
tal poligono é chamado de nao-convexo.

Para que um poligono seja considerado ndo-convexo, basta que apenas uma de
suas diagonais “pule a cerca”, ou seja, ndo esteja completamente confinada ao
interior do poligono.

Além disso, vale lembrar da seguinte regra importante: todo e qualquer poligono,

cujos angulos internos sejam menores que 1802, sera um poligono convexo.

Verificar que a soma dos angulos internos de um triangulo qualquer é igual a 180° é
um assunto que merece uma recapitulacdo com alunos de todos os niveis, pois decorre
de dois fatos importantes dentro do estudo da geometria:

1. Dado um ponto P, n3o contido em uma reta r, teremos sempre uma Unica reta

paralela a 7 (uma reta s) passando pelo ponto P.

Figura 2: Areta s € a Unica reta, paralela a reta 7, que passa
pelo ponto P. Asretas 1 e v sao transversais as retas 7 e s.

2. Dadas duas retas paralelas e uma reta transversal a ambas, teremos o que chamamos
de angulos alternos internos, neste caso, congruentes.
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Figura 3: Os dngulos alternos internos o, e B sdo geometricamente iguais.

Agora, observe a figura do tridngulo 4BC, de angulos internos a, p e y. Sendo s a
reta prolongamento da base 4B, pelo vértice C passa uma Unica reta r paralela a reta s.
Os outros dois lados (4C e BC) do triangulo encontram-se contidos nas duas retas u e v,
transversais as retas paralelas » e s.

As retas u e v, ao encontrarem as retas paralelas r e s, definem os pares de angulos
alternos internos o (a esquerda) e B (a direita). Observando os trés angulos que apare-
cem no topo, em torno do vértice C, podemos ver que o+ +v=180° e entdo é simples
deduzir que a soma dos angulos internos do tridangulo ABC é 180°.

2. Angulos, dobraduras e deducdes... 41
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Uma das primeiras pessoas a deduzir que a soma dos angulos internos de
um triangulo é 1802 foi Euclides de Alexandria, um dos maiores matematicos
gregos da Antiguidade. Suas afirmacdes sobre as propriedades dos objetos
geométricos, apesar de ndo possuirem prova, sao consideradas autoevidentes.

Os cinco pressupostos de Euclides sao os seguintes:

1= Por dois pontos distintos dados, podemos tracar um Unico segmento
de reta;

2 » Qualquer segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente
em ambos os sentidos;

3+ Dados dois pontos distintos, podemos construir uma circunferéncia

que passe por um desses pontos e
que tenha o outro ponto como centro;
Todos os angulos retos sdo congruen-
tes entre si;

Se uma reta transversal a duas outras
retas cria anqulos interiores, de um

mesmo lado, com soma menor do

que dois angulos retos, as duas retas,
se prolongadas indefinidamente,
cruzam-se naquele lado no qual a soma dos angulos é menor do

que dois angulos retos.

Livro_Desafio_Geometrico.indb 42

r e S secruzam

< 180°
soma < 180 deste lado

Esse ltimo pressuposto é mais dificil de ser Chamamos este tipo de geometria plana, que usamos mais comumente em

entendido. A sua versao mais moderna diz nossa vida didria, de geometria euclidiana.

que por um ponto fora de uma reta passa Se vocé quiser aprofundar seus conhecimentos de historia da Geometria, leia o

uma unica reta paralela a reta dada. artigo do Observatorio Nacional disponivel no site

Pagina de um manuscrito grego do século X, “Elementos”,
um conjunto de livros desenvolvido por Euclides e considerado
um dos mais importantes da historia da Matematica.

Com frequéncia, nossos alunos apresentam resisténcia a demonstracdes de natureza
puramente matematica. Embora, muitas vezes, seja fundamental o dominio desse tipo de
conteudo, quase sempre podemos fazer uso de meios divertidos e bastante eficazes para
chegarmos a algumas conclusdes matematicas. Quer ver?

A dedugao da soma dos angulos internos de um triangulo qualquer pode ser explora-
da, por exemplo, por meio de um exercicio simples de dobradura de papel. Veja o boxe
“Aprendendo com dobraduras” e crie uma maneira nova de desenvolver esse tema com
seus alunos.

42 Modulo | - Desafio Geométrico > Ciclo I

<http-_upload.wikimedia.org_wikipedia_commons_g_ge_Euklid> <http://www.on.br/site_edu_dist_2006/pdf/modulo3/a_geometria_euclidiana.pdf>
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Aprendendo com dobraduras

ad
og Janela Pedagogi

Normalmente, em nossas salas de aula, as atividades sdo utilizadas apenas
como forma de verificagdo do conhecimento adquirido. Para mudar e expandir
essa realidade, vocé pode utilizar meios simples que levem seus alunos a
entender, construir e estabelecer as conexdes desejadas.

Seguindo as instrucdes a sequir, vocé verd que a deducdo da soma dos angulos
internos de um triangulo pode se transformar em um momento prazeroso de
aprendizagem. Entdo, maos a obra!

Recorte um triangulo qualquer de papel e trabalhe com seus alunos a

sequéncia de dobraduras indicada nas ilustragdes abaixo:

ANy

A

'r *
AN /10N
SN |

/ AN / ~

g - -

/ ~

/ Ny w\— =

Como eles poderdo ver, ao final da sequéncia de dobraduras, os angulos
internos do tridngulo se aglomeram em torno de um ponto H, formando

um angulo raso, ou seja, de 180° (ﬁ =180°), conforme a figura abaixo.

H

\Vamos agora entender, de uma maneira matematica, como isso acontece?

Inicialmente, desenhe em um papel um tridngulo escaleno (que possui trés
lados diferentes) e recorte-o. Posicione o papel de modo que a base do
triangulo seja o seu maior lado, como indicado na figura. Vamos identificar

os vértices do triangulo por 4, B e C, sendo 4B a sua base.

C

Ao dobrarmos o papel através de C, de tal forma a levar o vértice A4 sobre o
segmento AB, e desdobrarmos o papel em seguida, determinamos a altura
CH do triangulo ABC.

Em sequida, por uma segunda dobra, levamos o vértice C sobre o ponto H .
Os pontos M e N, indicados na figura a sequir, sao os pontos médios de AC

e BC, respectivamente. Vamos entender por qué?

C
A B

H

C

N

M/ AP >N
'y
A I B

Chamemos de M, N e P os pontos que essa dobra determina sobre os lados
AC, BC e sobre a altura CH, respectivamente. Desse modo, temos que
CP = PH,CN = NH, o que nos mostra que o tridangulo CNH é isdsceles
de base CH e que o segmento NP é mediana e, portanto, altura também.
Continuando com nossa dedugdo geométrica, vemos que MN é paralelo a
AB. Ora, como P é ponto médio de CH, ao fazermos uso do Teorema de
Tales, concluimos que M é ponto médio de AC e que N é ponto médio
de BC. Dessa argumentagao decorre que os triangulos BNH e AMH sao
isdsceles de bases BH e AH, respectivamente.

Sejam M1 e NJ alturas dos trianqulos AMH e BNH, respectivamente. O
triangulo AMT €, portanto, congruente ao triangulo HMI, do mesmo modo

que o triangulo HNJ é congruente ao triangulo BNJ.

C
AN
/1 AN
SN
iy -—
A B
I H J

Logo, dobrando-se os triangulos AMH e BNH ao longo de suas alturas,
obtemos que A= AHM e B=BHN. Como C = MHN, segue-se que
A+ B+C=180°.

Os trés angulos internos do tridngulo ABC agora se posicionam em torno
do ponto H, e visualmente podemos notar que a soma deles é de fato 180°.
Perceba que, com esta atividade, vocé pode trabalhar varios pontos
importantes da geometria euclidiana plana com seus alunos. Por exemplo,
congruéncia de tridngulos ou, quem sabe, o teorema fundamental das

proporgoes (também chamado Teorema de Tales).

2. Angulos, dobraduras e deducdes... 43
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Partindo do principio de que a soma dos angulos internos de um triangulo ja é conhe-
cida, e que ela é igual a 180°, podemos deduzir uma expressdo que nos fornega a soma
dos angulos internos dos demais poligonos convexos.

Para isso, basta encontrarmos triangulos dentro de cada poligono.

Quer ver como?

Em um poligono de quatro lados, tragamos uma diagonal, a partir de um vértice
qualquer, e formamos dois triangulos. A soma dos angulos internos de cada tridangulo é
igual a 180°, e a soma dos angulos internos do quadrilatero sera igual a soma dos angulos
internos dos dois triangulos, ou seja, 180°+180° = 360°.

Em um pentagono, por exemplo, podemos tracar duas diagonais, que formarao trés
tridangulos, cuja soma dos angulos internos correspondera a 180°+180°+180° =540°, ou
seja, 0 mesmo que a soma dos angulos internos de um pentagono.

Para descobrir a soma dos angulos internos de um poligono de 9 lados, tracamos, a
partir de qualquer vértice, 6 diagonais que dividirdo esse mesmo poligono em 7 triangu-
los. Desse modo, a soma dos angulos internos do eneagono sera igual a 7x180°=1.260°.

Com isso, estabelece-se uma relagdo entre a soma dos angulos internos dos triangulos,
a soma dos angulos internos dos poligonos, e o nimero de lados dos poligonos. Isso é
possivel, pois a diferenca entre o nimero de triangulos formados e o nimero de lados dos
poligonos é sempre 2. Entao, considerando-se um poligono convexo de n lados, a soma
de todos os angulos internos dos n—2 triangulos assim definidos coincidird com a soma
dos angulos internos do poligono, sendo, portanto, igual a

(n—2)-180°
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Agora que ja deduzimos a expressao da soma dos angulos internos de um poligono

convexo, que tal fazermos a atividade a sequir?

V.U L[ 2B Soma dos dngulos internos

em xeque.

Agora que vocé ja entendeu como se determina a soma
dos angulos internos de um poligono convexo qualquer,

complete a tabela a sequir:

Soma dos angulos internos

7 (nimero de lados do

poligono) S, =(n-2)-180°
3 S, =180°
4 S, =360°
5 S, =540°
6
7
8
9 S, =1260°
10
11
12
15
20

Resposta comentada

Para determinar a soma dos angulos internos de um po-
ligono convexo, temos primeiro que tragcar n—3 diagonais,
partindo de um vértice qualquer do poligono. As n—3 dia-
gonais tracadas subdividem o poligono em n—2 triangulos,
cuja soma dos angulos internos é igual a (n—2)-180°, isto é,
a soma dos angulos internos do poligono.

Em um poligono de 7 lados, por exemplo, podemos
tragar 4 diagonais e formar 5 triangulos. Como vimos
anteriormente, a soma dos angulos internos desse po-
ligono correspondera a soma dos angulos internos desses
5 triangulos. Assim, temos S, =(7-2)-180°; e portanto
S, =5-180°=900° .

Para preencher toda a tabela, é s6 seguir o mesmo ra-
ciocinio. Facil, ndo?

Vocé notou que um dos objetivos desta atividade é
estimular vocé na elaboracdo de um procedimento facil e
articulado para demonstrar a formulacdo apresentada?

Que tal mostrar para seus alunos que a soma dos angulos
internos de um quadrado é, na verdade, igual a soma dos
angulos internos de dois tridangulos? Seria interessante, nao
acha? E bem simples, e, se quiser, vocé ainda tem & sua dis-
posicdao o material do Ciclo 1. Entdo, ladrilhos triangulares
na mesa e uma tabela no quadro negro... Use e abuse de sua

criatividade e didatica!l

—

Na Atividade 2, vocé pdode verificar que, a partir de um vértice qualquer de um po-

ligono convexo de n lados, com n >4, tragamos n—3 diagonais que subdividiram a regido

poligonal em n -2 tridngulos.

Se um poligono convexo com »n lados for regular, entdo ele terd n angulos internos

congruentes entre si, cuja soma sera igual a (n—2)-180°. Assim sendo, cada angulo interno

o, de um poligono regular de n lados sera dado pela igualdade:

o _(n1=2):180

n

n

2. Angulos, dobraduras e deducdes... 45
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Quando todos os lados de um poligono sdo iguais e
também sdo iguais os seus angulos internos, dizemos

que ele é um poligono regular.

Por exemplo, cada angulo interno de um pentagono regular mede

(5-2)-180°
(XS: 5 =

180°

3 =3-36°=108°

Com base nessa expressao, faremos aqui uma pequena tabela de poligonos regulares
e seus angulos internos.

Tabela 1: Alguns poligonos regulares e seus angulos internos

medida do angulo interno

poligono regular n (numero de lados) o = (n1=2):180°
n
triangulo 3 60°
quadrado 4 90°
pentagono 5 108°
hexagono 6 120°
heptagono 7 ~128,57°
octégono 8 135°
eneagono 9 140°
decagono 10 144°
undecagono 11 ~147,27°
dodecagono 12 150°
pentadecagono 15 156°
icosagono 20 162°

Podemos agora descobrir a medida dos angulos internos de qualquer poligono regular
desenvolvendo a préxima atividade.

Adam Ciesielski / SXC
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ﬂ Y.V, [.I:[-X B Poligonos regulares e seus dngulos internos

segundos (1° =60’ = 60 minutos, 1'=60" = 60 segundos).

Complete a tabela a seguir com os dados faltantes. Calcule os valores aproximados desses angulos em graus, minutos e

medida do angulo interno
0 = (n—2)-180°

n

1440

n

~147,27° =147°16"12"

~152,3°=152°18

poligono regular ';gng'::sr;’
decagono 10
undecagono 11
tridecagono 13
tetradecdgono 14
hexadecagono 16
heptadecdgono 17
octodecdgono 18
eneadecdgono 19
pentacosagono 25
triacontagono 30
tetracontagono 40
pentacontdgono 50

Resposta comentada
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14

gulo em graus, minutos e segundos é dado por 154,28°=154°16'48".

O calculo dos demais angulos da tabela é realizado do mesmo modo.

do angulo interno do tetradecagono, por exemplo, calculamos o, =M

O angulo interno o, de um poligono regular de » lados € dado por: a, =m

n

80°

—

~154,28°. O valor aproximado desse an-

; logo, para determinar a medida

2. Angulos, dobraduras e deducdes... 47
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3. Ladrilhamentos sob novos angulos

A arte de desenhar pavimentacoes e padroes é claramente muito antiga e bem desen-
volvida. Em contraste, a ciéncia das pavimentacoes e padroes, o que para nos significa
o estudo das suas propriedades matematicas, é comparativamente recente e muitas
partes deste tema permanecem ainda por explorar.

Shepard e Grunbaum em Tilings and Patterns (New York, 1987)

No Ciclo 1, vimos no exemplo de Alhambra que os ladrilhamentos islamicos s3o bastan-
te conhecidos por causa de sua beleza e criatividade artistica. No entanto, para descobrir
a matematica que esta por tras dessa arte ainda temos que trilhar uma parte do caminho.
Nesse sentido, Shepard e Grunbaum acertaram em cheio, ndo acha? No Ciclo que iniciamos
agora analisaremos tudo que ainda nos resta explorar! Quer saber como?

Bem, comegcamos essa nova aventura apaixonante quando estudamos e catalogamos
os padrodes de ladrilhamento regular e semirregular, segundo as condicoes de bom com-
portamento. Logo em seguida, e ja nesse Ciclo, vimos a relagao dos angulos internos dos
poligonos regulares e sua soma. Agora, cabe a ndés pensar na seguinte questao:

Qual é a relagdo das condi¢des de bom comportamento com os dngulos ?
internos estudados até agora?

A partir desse momento daremos um passo importante no nosso desafio, pois veremos
quais sao os pressupostos matematicos que estao por tras dos ladrilhamentos possiveis,
ou seja, daqueles que atendem as “regras de bom comportamento”. Essa sera a chave para
estudarmos e, posteriormente, ensinarmos geometria através da construcao dos ladrilha-
mentos. Entao, fique atento!

Em um ladrilhamento regular ou semirregular, a soma dos varios angulos que se posi-
cionam em torno de cada vértice é o angulo de uma volta completa, ou seja, 360°.

90°
135°

135¢

Adam Ciesielski / SXC
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Por exemplo, no ladrilhamento (8,8, 4), exemplificado na figura acima, temos dois oc-
togonos regulares e um quadrado em torno de cada vértice. De acordo com a tabela 1, a
soma dos angulos internos desses poligonos é precisamente 360°:

135°+135°+90° =360°

Como sabemos, em um ladrilhamento considerado “bem-comportado”, os poligonos
que o constituem precisam ser regulares, ou seja, é necessario que cada um deles possua
todos os lados e angulos internos também iguais. Além disso, a intersecao entre dois
poligonos, quando houver, deve ser sempre um lado ou um vértice, para que nao exista
sobreposicao nem espacgos vazios entre eles. Garantidas essas condigoes, a soma dos an-
gulos internos adjacentes a cada vértice serd sempre igual a 360°.

Retomando alguns ladrilhamentos que vimos no Ciclo 1, podemos agora observar:

> Um ladrilhamento onde usamos apenas quadrados o
(4,4,4,4) atende as condi¢des de bom comportamento,
pois a soma dos angulos internos adjacentes a cada
vértice é igual a 4x90° =360°.
> Um ladrilhamento com hexagonos regulares é do tipo
(6,6,6), € a soma dos angulos internos adjacentes a cada 120° / oo

vértice é 3x120° = 360°; portanto, é um outro exemplo de 1207

ladrilhamento “bem-comportado”.

Até agora, ficou clara a relagao das condi¢oes de bom comportamento com os angulos
internos? Verifique, fazendo a Atividade 4.
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G V.U ¥ B Volta completa

Utilize a tabela a seguir para resolver as questdes propostas:

Explique, considerando os angulos internos dos poligonos, por que os ladrilhamentos regulares (6,6,6) ) (4,4,4,4) e

(3,3,3,3,3,3) sdo classificados como ladrilhamentos “bem-comportado s”.

medida do angulo interno

medida do angulo interno

poligono regular ’ainlg';::)o o = (n=2)-180°
triangulo 3 60°
quadrado 4 90°
pentagono 5 108°
hexagono 6 120°
heptagono 7 ~128,57°
octégono 8 135°

poligono regular ’ainlg';::)o o, = (n —2’)1' 180°
eneagono 9 140°
decagono 10 144°
undecdgono 11 ~147,27°
dodecagono 12 150°
pentadecagono 15 156°
icosagono 20 162°

B Em um ladrilhamento regular, é impossivel haver apenas pentdgonos regulares em torno de um vértice. Por qué?

Resposta comentada

90°.90°
90° 90°

(i)

120°
120°@
120°

De acordo com o que vimos anteriormente, para demons-
trar que os ladrilhamentos regulares (3,3,3,3,3,3), (4,4,4,4)
e (6,6,6) sao bem-comportados temos que verificar, em cada
um deles, que a soma dos angulos adjacentes a qualquer
vértice é sempre 360°. Consultando a tabela, observamos
que a soma dos angulos internos adjacentes a cada vértice,
no ladrilhamento (3,3,3,3,3,3), é igual a 6x60°, como esta

reproduzido na figura (i). J4 no ladrilhamento (4, 4, 4, 4), figu-

50 Mddulo | — Desafio Geométrico > Ciclo Il
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ra (i), a mesma soma é de 4x90°. Por fim, no ladrilhamento
(6,6,6), ilustrado por nossa terceira figura, a soma é dada
por 3x120°. Em todos os casos, o resultado da adicao dos

angulos internos, em torno de cada vértice, é 360°.

[3 Utilizando apenas pentadgonos regulares, a construcao de
um ladrilhamento regular é impossivel, pois, ao dispormos
trés pentadgonos regulares em torno de um vértice, percebe-
remos que a soma dos angulos internos adjacentes ao vértice
éiguala 108°+108°+108° = 324°, deixando um espaco vazio
equivalente a um angulo de 36° para completar as condigdes
de um ladrilhamento regular. Nesse caso, ainda, se tentasse-
mos colocar mais de trés poligonos ao redor do vértice, iria

ocorrer sobreposicdo entre eles.

@
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4. Na pista do ladrilhamento

Até esse momento, vocé foi incentivado a elaborar procedimentos, demonstrar formu-
lacGes e a verificar se os resultados atingidos estao de acordo com os conceitos apresenta-

Hvaldeza's | SXC

dos no Ciclo 1. Vamos continuar a trilhar nosso caminho, trazendo para vocé uma questao
importante no estudo dos ladrilhamentos. Para isso, pense um pouco na atividade que
acabamos de realizar. Vocé percebeu que, em um ladrilhamento regular ou semirregular,
a soma dos angulos internos adjacentes a cada vértice deve ser de 360° para garantir a

segunda condicdo de bom comportamento, certo? Agora, reflita:

Adam Ciesielski /| SXC

Sera que em um ladrilhamento bem-comportado ha um nimero maximo ?
e minimo de poligonos regulares ao redor de cada vértice?

Para respondermos a essa questdo, vamos comecar pensando em qual seria o nimero
maximo. Para colocar uma grande quantidade de poligonos regulares em torno de um
vértice, € melhor que os angulos internos desses poligonos ndao tenham medidas muito
grandes, caso contrario, a soma desses angulos rapidamente passara de 360°.

De acordo com a tabela 1, sabemos que o poligono regular de menores angulos inter-
nos é o triangulo equilatero, com trés angulos de 60°.

Note que 6x60° =360°. Assim, podemos ter, no maximo, seis angulos de 60° adjacentes
a um vértice, ou seja, seis triangulos equilateros.

Para pensarmos acerca do niumero minimo de poligonos regulares ao redor de cada
vértice, o raciocinio é parecido com o que acabamos de estudar. E facil deduzir que ndo
podemos ter apenas dois poligonos ao redor de um vértice. Isso porque, por maior que
seja 0 numero de lados de um poligono regular, por ser convexo, a medida de cada um
de seus angulos internos nunca chegara a 180°, certo? Assim, nao é possivel, em um la-
drilhamento, a existéncia de apenas dois poligonos regulares adjacentes a um vértice, e,
portanto devemos ter, pelo menos, trés poligonos em torno de cada vértice.

A partir dessas consideracoes, podemos estabelecer uma importante regra que cha-
maremos de regra delimitadora.

Regra delimitadora: Em torno de cada vértice de um ladrilhamento bem-

comportado teremos sempre, no minimo, trés poligonos e, no maximo,

Adam Ciesielski / SXC

seis.

Diferentemente do caso do nimero maximo de poligonos, o caso do nimero minimo
nao define um Unico ladrilhamento bem-comportado, ja que varias combinagdes de trés
poligonos regulares em torno de um vértice sao possiveis. Por exemplo, podemos ter trés
hexagonos regulares em torno de cada vértice ou ainda dois octdgonos e um quadrado,
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conforme vimos experimentalmente no Ciclo 1. Em todos os casos, a soma dos angulos
internos adjacentes ao vértice, serad igual a 360°.

Agora fica facil percebermos que ladrilhamentos bem-comportados tém sempre um
dos seguintes padrdes, no que se refere aos tipos de seus vértices: (k,/,m), (k,({,m,n),
(k,0,m,n, p), (k,l,m,n, p,q), com um minimo de trés e um maximo de seis poligonos ao
redor de cada vértice. Mas, quais sao esses poligonos? Isso é o que veremos na proxima
secao.

5. Quem é quem, no reino da Poligolandia?

Vocé ja sabe que os vértices de um ladrilhamento bem-comportado, isto é, de um la-
drilhamento regular ou semirregular, tém todos eles um dos quatro tipos listados: (k, 7, m),
(k,¢,m,n), (k,l,m,n, p), (k,{,m,n, p,q). Agora vamos descobrir quais sao os poligonos que
compoem esses ladrilhamentos. Vamos comecar com uma combinacao bem facil: o ladri-
lhamento que tem todos os vértices do tipo (k,/,m,n, p,q), ou seja, o ladrilhamento com
seis poligonos ao redor de cada vértice.

Partindo do principio de que o Unico ladrilhamento que comporta seis poligonos re-
gulares em torno de cada vértice é o ladrilhamento de padrao (3,3,3,3,3,3), descobrimos
que o Unico ladrilhamento de padrao (k,¢,m,n, p,q) é aquele que tem seis tridangulos equi-
lateros ao redor de cada vértice. Na verdade, esse é um tipo de ladrilhamento regular, pois
todos os poligonos adjacentes a cada vértice sao idénticos.

Agora nos resta descobrir quais sdao os ladrilhamentos que tém vértices
de um dos tipos (k,(,m), (k,l,m,n), (k,{,m,n, p). Quais sdo regulares?
Quais sdao semirregulares? Esse segredo ndés vamos comegar a desvendar
na préxima segao.

Maarten Uilenbroek / SXC
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Para descobrir os possiveis padrdes de ladrilhamento semirregular existentes, dentre
os ladrilhamentos de padroes (k, ¢, m), (k,¢,m,n) e (k,(,m,n, p), adotaremos estratégias que
dependerao, em cada caso, do numero de poligonos regulares (ladrilhos) em torno de cada
vértice. As estratégias foram escolhidas com base na experiéncia dos autores, por serem
as que mais eficazmente d3o conta da descoberta dos padroes existentes.

No caso de ladrilhamentos de padrao (%, ¢, m), dividiremos nosso estudo em dois casos:
(a) ladrilhamentos em que ao menos um dos valores k, £ ou m é impar; (b) ladrilhamentos
em que os valores k, £ e m sdo todos pares.

> No caso de ladrilhamentos de padrao (k, ¢, m,n), o estudo também sera dividido em
dois casos: (a) ladrilhamentos que fazem uso de triangulos; (b) ladrilhamentos que
nao fazem uso de triangulos.

> J& com ladrilhamentos de padrao (k,/,m,n, p), nossa investigacao comecard pela
possibilidade (ou impossibilidade) de eles existirem sem nenhum tridangulo sequer.

Mas ndo vamos colocar a carroga (ou os triangulos!) na frente dos bois, certo? Ao final
de toda nossa investigacao faremos diagramas que reunirdo, passo a passo, as estratégias
usadas nela.

5.1Trés por vez...

Vamos dar o pontapé inaugural de nossa pesquisa analisando ladrilhamentos bem-
-comportados de padrdes (k, ¢, m), isto é, com trés poligonos regulares em torno de cada
vértice.

Uma boa maneira de fazer isso é considerar os diferentes poligonos que poderiam
compor esse ladrilhamento. O poligono de menor nimero de lados é o triangulo, certo?
Imagine um ladrilhamento de padrao (k, ¢, m) que faca uso de ladrilhos triangulares. Entao,
um dos valores k, ¢ ou m sera igual a 3. Como vértices de tipos (3,a,b), (a,3,b), e (a,b,3)
sdo todos equivalentes, vamos considerar o padrao (k,/,m), onde k =3.

Lembre-se de que quando falamos em tipo de vértice estamos nos
referindo a distribuicdo dos poligonos ao redor de um vértice. No

Adam Ciesielski / SXC

entanto, quando essa distribuicdo é a mesma em torno de todos os
vértices de um ladrilhamento, o tipo de cada vértice define o padrao do
ladrilhamento.
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5.1.1Triangulo entre os poligonos

Um ladrilhamento do tipo (3, ¢,m) tem, pelo menos, um triangulo ao redor de cada um
de seus vértices, conforme ilustrado a sequir.

Figura 4: Na figura acima, os vértices 4, B e C tém, pelo menos, um tridngulo ao redor de cada vértice.
Mas, que tipos podem ter os outros dois ladrilhos adjacentes a cada vértice?

Agora observe a préxima figura e faga conosco algumas ponderagdes:

Figura 5: Estamos estudando um ladrilhamento do tipo (3, ¢, ). Sequindo a orientacdo dada pelas setas, e
comparando (a) e (b), observamos que os tipos dos vértices 4 e B sao equivalentes.

Chamemos de 4, B e C os trés vértices dos triangulos, representados na Figura 5 em
(a) e em (b). Ao redor do vértice 4, temos um triangulo, um ¢-agono (poligono de lados)
regular e um m-agono (poligono de m lados) regular. Suponhamos que o /-agono esteja
colado ao lado AC (Figura 5 (a)). Para caracterizarmos os vértices como sendo do tipo
(3,¢,m), necessariamente devemos ter um m-agono colado ao lado 4B.
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Isto faz com que o vértice 4 seja do tipo (3,/,m) e o vértice B seja do tipo (3,m, /), ini-
ciando tal classificagdo pelo tridngulo e realizando um percurso no sentido anti-horario.
Ora, esses dois vértices sao equivalentes, do mesmo tipo, mas qual deve ser o tipo do
vértice C para que o ladrilhamento atenda a terceira condicao de bom comportamento,
que diz que todos os vértices devem ser de um mesmo tipo? Na Figura 5 (a), o vértice C
é do tipo (3,7,7). Isto significa que a Unica situagdo em que os trés vértices sdo equivalen-
tes, em um ladrilhamento do tipo (3,7,m), é aquela na qual os trés poligonos sao iguais
e, portanto, / =m.

Analogamente, chegaremos a mesma conclusdo se levarmos em conta que temos um
m-agono colado ao lado 4AC, conforme ilustra a Figura 5 (b). Nesse caso, o vértice C é do
tipo (3, m, m).

Assim, acabamos de estabelecer a seguinte condicao de existéncia:

Se um ladrilhamento tem um padrao (3,/,m), entdo / =m, ou seja, tem um padrdo da
forma (3,7, m); logo, nao existe nenhum ladrilhamento de padrao (3, , m) quando /¢ = m.

Adam Ciesielski / SXC

Ao realizarmos um percurso circular em torno do vértice 4, no sentido
anti-horario, identificamos esse vértice como sendo do tipo (3, /,m). Se o
percurso circular for feito no sentido horario, entdao vemos que o mesmo
vértice tem o tipo (3,m,(). Por este motivo, em um contexto geral,
consideramos como equivalentes vértices dos tipos (3,7,m) e (3,m, ().

Tudo bem até aqui, mas... qual é o poligono regular de m lados (ou / lados) que compoe
o ladrilhamento de padrao (3,¢,m)?

A resposta para essa pergunta é facil.

Tal como estivemos fazendo desde o principio, vamos sempre indicar por a,, a medida
de cada dngulo interno de um poligono regular de m lados (chamado de m-agono regular).
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Figura 6: Ladrilhamento
semirreqular.
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Em torno de cada vértice do ladrilhamento deveremos ter um triangulo equilatero e
dois m-agonos regulares. Assim, os trés angulos adjacentes ao vértice tém medidas o, a

m

e o, e devem ter soma igual a 360°. Logo,

o, +o,+o, =360°
ou seja,
60°+2-a, =360°
e, portanto,

o, =150°

De acordo com a tabela 1, m=12, pois o dodecagono possui angulo interno igual a
150°. Assim, concluimos que se um ladrilhamento bem-comportado tem o padrao (3,¢,m),
entdao ¢ =m=12. Logo, esse ladrilhamento tera o padrao (3,12,12) e sera composto por um
tridangulo e dois dodecdgonos ao redor de cada vértice, o que faz com que seja classificado
como semirregular.

5.1.2 Pentagono entre os poligonos

Vocé se deu conta de que a razdo pela qual m = ¢ no ladrilhamento (3, /¢, m) é o fato de
que o triangulo é um poligono de um numero impar de lados? Para facilitar nosso estudo,
vamos continuar pensando sob essa mesma légica e agora, em vez do triangulo, vamos
considerar um novo poligono regular com nimero impar de lados: o pentagono.

Nesse caso, um dos valores k, ¢ ou m sera igual a 5. Podemos supor k=5 tendo em
vista que os vértices de tipos (5,a,b), (a,5,b), € (a,b,5) sao todos equivalentes.

Vamos, entdo, descobrir qual ladrilhamento bem-comportado tem trés poligonos ao
redor de cada vértice, sendo um deles um pentdgono regular.

Figura 7: Na figura acima, os vértices
A, B, C, D e E tém, pelo menos, um
pentdgono ao seu redor.
Mas quais sao os outros dois ladrilhos
ao redor de cada vértice?
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Chamemos de 4, B, C, D e E os cinco vértices do pentadgono regular. Ao redor dos vér-
tices A 4, B, C e D devemos ter um pentagono, um ¢-agono (poligono de ¢ lados) regular
e um m-agono (poligono de m lados) regular.

Figura 8: Sequindo a orientacao dada pelas setas, os vértices 4, B, C, e D

tanto no item B como no &, possuem tipos equivalentes.

Fazendo um pequeno percurso circular em torno dos quatro primeiros vértices, no
sentido anti-horario, os identificamos como tendo os tipos (5,¢,m), (5,m,¢), (5,¢,m) e no-
vamente (5,m, (). Dessa forma, o vértice E devera ter o tipo (5,¢,¢), como mostra a figura
8 (a), ou o tipo (5,m, m), conforme a figura 8 (b). Para atender a terceira condicao de bom
comportamento, o vértice E precisa ter o mesmo tipo dos demais vértices. Entao, s6 po-
demos concluir que, necessariamente, ¢ =m. Isso porque, também como o triangulo, o
numero de lados de um pentagono é impar.

Assim, acabamos de estabelecer o seguinte:

Se um ladrilhamento tem o padrao (5,¢,m), entdao ¢ =m, ou seja, o ladrilhamento tem
um padrao da forma (5,m,m). Equivalentemente, ndo pode haver nenhum ladrilhamento
de padrao (5,¢,m) quando ¢ # m.

E mais uma vez perguntamos... se ¢ = m, quais sao os poligonos regulares :;
de m (ou ¢) lados que comp6em o ladrilhamento de padrao (5, (¢, m)?

Livro_Desafio_Geometrico.indb 57 @
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Da mesma forma que foi calculado para ladrilhamentos contendo tridangulos, em torno
de cada vértice do ladrilhamento deveremos ter um pentagono e dois m-agonos regulares.
Veja a equagao:

os+a, +o, =360°
ou seja,
108°+2-a, =360°
e, portanto,
2-a,, =360°-108°=252°
0 que nos leva a
a, =126°

Examinando a tabela 1, notamos que ndo existe nenhum poligono regular cuja medi-
da dos angulos internos seja igual a 126°. O hexagono tem angulos inferiores a 126°, e o
heptagono tem angulos superiores a esse valor. Em nenhum dos dois casos seria possivel
construir um ladrilhamento bem-comportado.

Figura 9: Os angulos internos de um hexagono medem 120°. Se um vértice é rodeado por um pentagono e

dois hexagonos, teremos lacunas entre os poligonos, como vemos na figura 9 E. Por outro lado, os angulos

internos de um heptagono medem, aproximadamente, 128,57°. Na figura 9 Il vemos que, se um vértice é
rodeado por um pentagono e dois heptagonos, ha sobreposicoes entre poligonos.

Como nos dois casos anteriores as “regras de bom comportamento” ndo sdo atendidas,
podemos concluir que...

Nao ha nenhum ladrilhamento bem-comportado com padrao da forma (5, ¢, m), ou seja,
ndo ha nenhum ladrilhamento bem-comportado, com trés poligonos em torno de cada
vértice, que faga uso de algum pentagono regular.

Agora vamos deixar para vocé, professor, a tarefa de verificar se é possivel ou nio a
existéncia de ladrilhamentos de padroes (7,¢,m) e (9,¢,m), usando argumentos analogos
aos apresentados. Quando estiver pronto, vamos a atividade 5?
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‘ Padrdo (k,/,m) em analise
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Analise as informacoes H, B e B e verifique se existe um padrdo de ladrilhamento das formas (7, ¢,m) e (9, (¢, m).

medida do angulo interno

; 7 (numero ~7).180°
poligono regular de lados) o _(n 2)-180

Resposta comentada

Analisando a configuragdo de ladrilhos ao redor do (7,¢,m) quando ¢ # m. Isso ocorre porque, assim como no
heptadgono, sabemos que, se um ladrilhamento tem um pentadgono, o nimero de lados de um heptadgono é impar.
padrao (7,¢,m), necessariamente ¢ =m, ou seja, o ladrilha- Logo, para definir (caso existam) quais sdo os poligonos
mento deverd ter um padrao (7,m,m) ou (7,¢,£). Em outras ~ que vao compor o vértice desse ladrilhamento, teremos

palavras, ndo pode haver nenhum ladrilhamento de padrao
o, +ao, +o, =360°
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Analisando a configuracdo de ladrilhos ao redor do
Como a, =7—;2o180°=%180°z128,57°, teremos enedgono, e usando argumentos semelhantes, podemos
também concluir que, se um ladrilhamento tem o padrao
2ea ~360°-128,57° ~ 231,43° (9,1,m), ¢ serd igual a m (¢ =m), ou seja, o ladrilhamento
tem um padrao da forma (9,m,m) ou (9,/,(). Equivalente-
e, entdo, mente, ndo existe nenhum ladrilhamento de padréao (9, ¢, m)

o, ~115,7° quando ¢ # m.
Ademais, para existir um padrdo de ladrilhamento
(9,m, m), deveremos ter o, =110°. Como nao existe nenhum
Examinando a tabela (informacao K1), notamos que um poligono regular com angulos internos com essa medida,
tal m-agono regular ndo existe. Concluimos entao que nado concluimos finalmente que ndao ha nenhum ladrilhamento
ha nenhum ladrilhamento bem-comportado com padrao bem-comportado com padrao da forma (9,¢,m), ou seja,
da forma (7,¢,m), ou seja, nao ha nenhum ladrilhamento nao ha nenhum ladrilhamento bem-comportado, com trés
semirregular, com trés poligonos em torno de cada vértice, poligonos em torno de cada vértice, que faca uso de pelo

que faca uso de pelo menos um heptdgono regular. menos um heptagono regular.

5.1.3 Generalizando...

Estudamos detalhadamente o ladrilhamento de padrao (k,/,m), onde k &€ um nume-
ro impar. Até a Atividade 5, que acabamos de fazer, nos limitamos aos padroes (3,7, m),
(5,0,m), (7,0,m) e (9,¢,m). Sera que podemos chegar a uma conclusao a respeito de todos
os ladrilhamentos bem-comportados de padrao (k,/,m), quando k é um numero impar?

Vale lembrar que os vértices de tipos (&, ¢, m), (m,k, /) e ({,m, k) sao todos equivalentes.
Assim, para estudarmos padroes de ladrilhamento (&, /,m) nos quais um dos trés valores
é impar, é suficiente estudar o caso onde k é um numero inteiro impar.

De maneira geral, usando um raciocinio geométrico, igual aos usados anteriormente,
podemos deduzir que:

Se um ladrilhamento tem um padrdo (k, ¢,m) e k € um nimero impar, k >3, entao / =m,
ou seja, o ladrilhamento tem um padrao da forma (k,m,m) ou (k,/,¢). Equivalentemente,
se k é impar, e k >3, ndo existe nenhum ladrilhamento de padrao (k,/,m) quando ¢ = m.

Art Ram /SXC

Tudo certo, até aqui? Entdo, vamos dar mais uns passos, de forma a sistematizar um
pouco o conhecimento que construimos até agora.

Consideremos um k-agono regular, em um ladrilhamento de padrao (k,/,m), sendo
k um numero impar e k >3. Enumeremos os k vértices consecutivos do k-agono regular
como sendo 4, 4,,..., 4,.

Vamos agora supor que temos um /-agono colado ao lado 4 4,. Teremos, entdo, um
m-agono colado ao lado 4, 4,, um ¢-agono colado ao lado 4,4,, e assim por diante.
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Figura 10: Representacao de um ladrithamento de padrao (k, £, m), onde k representa
todos os poligonos formados por um ndimero impar de lados.

Em outras palavras, sendo o valor de k impar, teremos a seguinte tabela de lados con-
secutivos do k-agono e correspondentes tipos de ladrilhos colados a esses i lados:

44, 4,4 4,4, . A Ay A4,

(-agono m-agono (-agono m-agono (-agono

Assim sendo, o vértice 4, devera ser do tipo (k, ¢, (), conforme mostra a figura 8. Como
o ladrilhamento é de padrao (%, ¢,m), entdo, lembrando de nossa terceira condicao de bom
comportamento, concluimos que, necessariamente, /= m.

Para definir os poligonos que vao compor os vértices de um ladrilhamento de padrao
(k,m,m), quando k é um numero impar e k >3, teremos que partir do principio de que a
soma de seus angulos internos deve ser igual a 360°. Logo, temos:

o, +o, +a, =360°
ou seja,

2-a, =360°-a,

Lembrando que cada angulo interno o, de um poligono regular de » lados é dado
pela expressao:

o _(n1=2):180

n

n

Assim, para poligonos de k e m lados, temos:

o, :U‘;D.lsm:(l—ij-lsoo e a, =(m_2)~18()°=(1—2j-180°

m m
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Substituindo esses valores na equacao anterior, obtemos

(1_%).180%2-(1—3)1800=360°

m

Logo,

(13 )2 1-2)-3%
k m) 180°

que nos conduz a

(l—zj+(2—ij:2 , OU ainda, Ezl_i:m__“
k m k m

o que finalmente nos da

~ . .. .. - ~_ 2m ,
Como k e m sao numeros inteiros pOSItWOS, entao a fragao 2 também deve ser um
m—

inteiro positivo. Portanto, podemos concluir que m—4 >0, logo, m > 4, ou seja, m > 5.

2(m—4
Agora temos k = 2m = (m )+8 =2+ 8
m—4 m—4 m—4

Sendo m—4>1, temos <8,eentao k=2+ <2+8=10
m—4 m—
Logo,
k=-2"_<1o
m—4

2m ~ = 2 4
Como k= 2 e k>3, entdo k=3 ou 5 ou 7 ou 9. Isolando m na expressao ;:1——,

m— m

2k . . . .
ficaremos com m =m. Esta féormula permite montar a seguinte tabela, e explicar, ma-

tematicamente, o que vocé ja havia concluido por experimentacdo:

Padrao de ladrilhamento

(k,m,m)
3 12 (3,12,12)
5 20/3 N&o é possivel
7 28/5 N&o é possivel
9 36/7 N3o é possivel
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Nesta secdo, vimos que o método algébrico utilizado
para analisar os ladrilhamentos de padrao (k,/,m) é
indispensavel, pois s6 perceberiamosisso geometricamente
se tentassemos infinitamente todas as combinacodes

[\}

possiveis de poligonos. :’% 5" , \%

Nl (?I’ )

3 § &
Esse método nos permite verificar, de maneira rapida,
todas as possibilidades dos ladrilhamentos desse padrao,
considerando que pelo menos um dos poligonos possui

um numero impar de lados.

Podemos, entdo, enunciar:
1. Se um ladrilhamento tem um padrao (k, ¢, m), e um dos valores k, ¢ ou m é impar, os
outros dois valores sao iguais. Podemos nesse caso supor que k é um inteiro impar

e concluiremos que ¢ =m.
2. Existe um unico ladrilhamento, de padrao (%, /¢, m), quando k =3, que é o ladrilha-

mento de padrao (3,12,12).
3. Quando k£ é um numero impar e k>5, ndo existe nenhum ladrilhamento bem-

-comportado do plano de padrao (k,/,m).

Vocé sabia que Kepler foi o primeiro a estudar ladrilhamentos do plano utilizando
poligonos regulares?

0O astrénomo Joannes Kepler (1580-1630) publicou, em 1619, uma obra chamada
Harmonices Mundi (Harmonia do Mundo), onde enunciou a terceira lei do movimento

planetario. Nela, explorou trés aspectos: geometria, musica e astronomia.

Kepler

Nesse escrito, Kepler apresentou uma classificacao de diferentes ladrilhamentos,

http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Johannes_Kepler_1610.jpg

obtidos a partir dos trabalhos de Arquimedes e de Platdo sobre poliedros. Logo, os primeiros ladrilhamentos

regulares e semirregulares surgem por analogia com os poliedros de Platao e Arquimedes.

5.1.4 E se sd tivermos poligonos com nimeros pares de lados?

Ainda nos resta pesquisar ladrilhamentos de padrao (k,/,m) que ndo facam uso de
poligonos regulares com nimero impar de lados, ou seja, cujos niumeros de lados sejam
todos numeros pares. Que tal comegarmos por ladrilhamentos com a presenca do poligo-
no regular que possui o menor nimero par de lados? Estamos falando do quadrado, claro.
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Vamos comecar a pesquisa por meio de uma abordagem geométrica, porém um pou-
co diferente daquela que fizemos com os ladrilhamentos que admitem poligonos com
numero impar de lados.

Considere, entao, que um dos valores k, ¢ ou m é igual a 4. Os vértices de tipos (4, /,m),
(¢,4,m) e (¢,m,4) sdao todos equivalentes. Assim, podemos supor que, se o ladrilhamento
com padrao (&, ¢,m) admite um quadrado, entao k =4.

Diferentemente do que ocorreu no estudo dos ladrilhamentos de padrao (&, ¢, m), quan-
do k é um numero impar, notamos que quando & é um numero par podemos ter ¢ = m.

Para o caso em que k =4, observe a figura 11, que mostra os quatro vértices, 4, B, C e
D, de um quadrado que integra um ladrilhamento de padrao (4,¢,m). Assim, ao redor dos
vértices 4, B, e C podemos ter um quadrado, um (-agono (poligono de ¢ lados) regular e
um m-agono (poligono de m lados) regular, com ¢ = m.

Figura 11: Sequindo a orientacao dada pelas setas, os vértices 4, B, C e D, tanto no item El como no &,
sao de tipos equivalentes. Fazendo um pequeno percurso circular em torno desses vértices, no sentido
anti-hordrio, podemos identifica-los como tendo, respectivamente, os tipos (4, £, m), (4,m, (), (4,(,m)
e novamente (4,m, ().

E mais uma vez perguntamos... quais sao os possiveis valores de ¢/ e m em um ladrilha-
mento de padrao (4,/,m), sendo ¢ e m pares?

Para respondermos a essa pergunta, novamente partiremos do principio de que a soma
dos angulos internos dos poligonos adjacentes a cada vértice é igual a 360°. Logo, havendo
um ladrilhamento de padrao (4, /,m) deveremos ter

o, +a,+a, =360°

Como a, =90°, ficamos com a equacdo

o, +a, =270°
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Para descobrirmos quem é o /-agono e o m-agono envolvidos em nosso problema,
é importante que nos lembremos das equagdes que definem as medidas dos angulos
internos desses poligonos:

ocf:M~180°=(1—2)-180°
o ‘

m

=m_2-180°=(1—2j-180°

m m

Ora, se a soma dos angulos internos do /-agono e do m-agono concorrentes em um

(1—2)180°+(1—2J~180°:270°
Y4 m

Desenvolvendo a equagao acima, temos a segunda sequéncia de expressoes:

()2

vértice deve ser 270°, entdo

Isso nos diz que

Como ¢ e m sdo inteiros pares, ambos sdao multiplos de 2. Assim, teremos ¢ =2r e
m=2s , para certos inteiros positivos 7 e s. Para facilitar nosso desenvolvimento algébrico,
vamos introduzir as duas novas variaveis, r e s, na Ultima equacao obtida acima, saem de

“«

cena “/” e “m”, e entram “2/” e “2s”.

Nossa ultima equagdo envolvendo ¢ e m transforma-se entdo na equagao l+£ _1

2 25 2

, . R =1 1 1

que é equivalente a equacdo —+—=—
r s

Isolando a variavel r, comecamos fazendo

11 1 _s-2
r 2 s 2s
e chegaremos a
2s
V=
s—2
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E necessario ressaltar que, para que o denominador permaneca sempre positivo, de-
vemos ter s > 3.
Observamos ainda que,

_ 4
izw, ouseja, r=2+——
s—2 s=2 s=2

Como r é um numero inteiro, entdo s —2 devera ser um divisor de 4, logo, s atinge
seu valor maximo quando s —2 =4, ou seja, quando s = 6. Assim, concluimos que 3 < s <6.

Pronto! Agora ficou facil definir os possiveis valores de ¢ e m. Usando a igualdade

= 2s podemos construir a seguinte tabela:

s—2

Padrao de ladrilhamento: (4, ¢, m)

3 6 12 6 (4,12,6)
4 4 8 8 (4,8,8)
5 10/3 20/3 10 N3o é possivel
6 3 6 12 (4,6,12)

Ladrilhamento de padrao Ladrilhamento de padrao
(4,6,12) (4,8,8)

Existem dois padroes de ladrilhamento bem-comportado, com trés poligonos em torno
de cada vértice, que fazem uso de quadrados. Sao os ladrilhamentos de padrdes (4,6,12)
e (4,8,8), pois o padrdo (4,12,6), também encontrado, é equivalente ao padrao (4,6,12).

Acabamos de estudar os ladrilhamentos com trés poligonos adjacentes a cada vértice,
nos quais todos os poligonos tém numero par de lados, e pelo menos um dos poligonos
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€ um quadrado, certo? E se nenhum desses poligonos for um quadrado, vocé saberia fazer
um desenvolvimento matematico analogo a esse que acabamos de desenvolver? Que tal
tentar na proxima atividade? Vamos 4, professor... E de poligono em poligono que desa-
taremos o né desse pingo d’agua geométrico.

YY1 .l:\[X W Os restaurantes do Sr. Carlos

O Sr. Carlos é dono de uma rede de restaurantes que sdo construir um ladrilhamento semirregular. Nao havendo a

Pipp — Adam Ciesielski / SXC

conhecidos, dentre outros aspectos, por causa do uso de comercializagdo de ladrilhos triangulares em sua regidao, Sr.
uma decoracdo arrojada. Na reforma de um deles, o Sr. Carlos Carlos resolveu usar apenas ladrilhos que tenham numero
decidiu surpreender seus clientes ladrilhando as paredes dos par de lados. Se fosse vocé, como faria esse planejamento e
banheiros de uma forma especial. quais os tipos de poligono que encomendaria?

Em seu planejamento, considere o padrao de ladrilha-
mento (6, ¢,m). Utilize a tabela a seguir no desenvolvimento
de sua resposta.

Padrao de ladrilhamento: (6, 7, m)

Para isso, planeja encomendar trés tipos de ladrilho,

sendo um deles um hexagono regular, com o objetivo de
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Resposta comentada

Para comecarmos a planejar essa encomenda, basta
estudarmos quais ladrilhamentos do plano tém um padrao
(6,¢,m). Nao esqueca que os padrdes de ladrilhamento
(6,¢,m), (£,6,m) e ({,m,6) sao equivalentes entre si.

Havendo um ladrilhamento de padrao (6, ¢, m), e conside-
rando as condi¢des de bom comportamento, sabemos que a
soma dos angulos internos dos poligonos ao redor de cada

vértice deve ser igual a 360°. Logo, temos:
o, +o, +o, =360°
Como a,, =120°, ficamos com a equacao

a,+o, =240°

Para descobrir os valores de @, e o, basta usarmos a
formula da medida dos angulos internos de um poligono

regular.

a, =%.1800=(1-%}180°

o =m—_2-180°=(1—3j~1so°

m
m m

Substituindo esses valores de @, e a,, na equagao anterior

e expressando ¢ em funcao de m, obtemos

~ | =
3
W | =

Como / e m sao inteiros pares, ambos sao multiplos de
2. Assim / =2r e m=2s, para certos inteiros positivos r e s.

Nossa ultima equacdo envolvendo ¢ e m transforma-se entao

na equacao L+L:l .
2r 2s 3
Isolando a varidvel r, chegaremos a r = 5 35 3
S—

E necessario ressaltar que, para que o denominador
permaneca sempre positivo devemos ter s>2. Notemos
também que r>2, ja que com r =1 terfamos /=2, ou seja,

um poligono de dois lados, o que ndo existe.
3s

s—3

Da desigualdade 5 >2, obtemos s <6.
Para definir possiveis valores de ¢ e m, basta usar a igual-

dade r= 3
25—

e assim construir a seguinte tabela:

Padrao de ladrilhamento:

(CRAD)
2 6 12 4 (6,12,4)
3 6 6 (6,6,6)

Nao é possivel

Nao é possivel
(6,4,12)

15/7 | 30/7 10

3
4 | 12/5 | 245 8
5
6

Assim, existem apenas dois padroes de ladrilhamento
bem-comportado, com trés poligonos em torno de cada
vértice, que fazem uso de hexagonos. Sdo os ladrilhamentos
de padrdes (6,4,12) e (6,6,6). No entanto, s6 poderiamos
encomendar o ladrilhamento de padrao (6,4,12), pois ele é
0 Unico com trés tipos diferentes de poligonos regulares em
torno de cada vértice que faz uso de hexagonos e que possui
todos os poligonos com numero par de lados.

Sua resposta acaba aqui. Repare, porém, que esses pa-
drdes de ladrilhamento ja foram descobertos anteriormente:
o padrdo (6,4,12) é equivalente ao padrdo (4,6,12) (que faz
uso de quadrados), e o padrao (6,6,6) é o de um ladrilha-

mento regular.

—
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Para encerrar nossa pesquisa acerca de ladrilhamentos de padroes da forma (&, ¢, m),
vamos agora a nossa Ultima questao.

Pensemos um pouco. Imagine um ladrilhamento padrado (%, ?,m) em que todos os po-
ligonos tém um numero par de lados. Se esse ladrilhamento nao fizer uso de pelo menos
um quadrado — padrao (4, ¢,m) — ou de pelo menos um hexagono regular, como o exemplo
que acabamos de estudar na Atividade 6, seus ladrilhos (poligonos regulares) terdo no
minimo 8 lados, ndo é verdade?

Logo, cada um desses ladrilhos terd angulos internos, no minimo, iguais a 135°, que

Kristian Stokholm / SXC

é a medida do angulo interno do octégono regular. Assim sendo, a soma dos angulos
adjacentes a cada vértice do ladrilhamento devera ser, no minimo, 135°+135°+135° =405°,
considerando que esse ladrilhamento é formado apenas com octégonos regulares. Nesse
caso, a soma dos angulos adjacentes ao vértice é maior que 360°, o que nao atende as
regras de bom comportamento. Visto isso, a nossa conclusao é que:

Nao existe nenhum ladrilhamento com padrdo da forma (k,/,m), com k, ¢ , e m todos
pares, que nao faca uso de quadrados e nem de hexagonos regulares.

Com essa ultima conclusdo, chegamos ao final do estudo do padrao (%, ¢, m), descobrin-
do que os Unicos ladrilhamentos bem-comportados, com trés poligonos em torno de cada
vértice, sao o ladrilhamento regular (6,6,6) os ladrilhamentos semirregulares de padrdes
(3,12,12), (4,8,8) € (4,6,12).

Agora que vocé ja fez uso da maior parte das ferramentas matematicas necessarias

Richard Dudley / SXC

para o estudo dos ladrilhamentos, acreditamos que, daqui por diante, vocé se sentird mais
seguro para fazer as generalizagdes geométricas necessarias no decorrer deste Ciclo e,
posteriormente, em sua sala de aula. Parabéns por ter chegado até aqui. Vamos em frente!

5.2 Quarteto Poli... fantastico

Conforme estabelecemos desde o Ciclo 1, fazer um ladrilhamento consiste em preen-
cher uma superficie plana com figuras geométricas (ladrilhos), de modo a nao existirem
espacos nem sobreposicoes entre elas. Sabemos que o que diferencia dois ladrilhamentos
semirregulares sdo os poligonos regulares que configuram sua formacgdo e a disposicao
que tomam os diferentes poligonos em torno dos vértices.

A partir de agora, pesquisaremos ladrilhamentos bem-comportados de padroes
(k,0,m,n), isto é, com quatro poligonos regulares em torno de cada vértice. Mas, antes
de continuarmos nosso estudo, convidamos vocé a ler o boxe a sequir, para que vocé
conheca um artista renomado que desenvolveu, dentre outras representacoes, iniUmeras
associagoes de poligonos no plano.
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Q!: Im Jeito “Escher” de ladrilhar quatro andares com todas as obras importantes do artista nascido em 1898

com os meus colegas artistas.”

pelos drabes, por imagens concretas.
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Escher. Em suas viagens pelo mundo, descobriu a arte arabe de ladrilhar,
especialmente quando conheceu os azulejos de Alhambra. Escher se
apaixonou pelas figuras geométricas que se repetiam e se refletiam, e
comegou a ladrilhar superficies, substituindo as figuras geométricas, usadas

Seu caso de amor com o infindavel encontrou um lar definitivo. O antigo
palacio da rainha holandesa Emma, um charmoso casardo no centro de Haia,

foi transformado no Escher in Het Paleis, ou, se preferir, Museu Escher. Sao

e falecido em 1972.

“Apesar de ndo possuir qualquer conhecimento ou treino nas ciéncias exatas, Ao final do passeio, o visitante ainda tem a disposicao um playcenter

sinto muitas vezes que tenho mais em comum com os mateméticos do que  escheriano, com jogos que ajudam a entender as ilusdes que ele criou.

Nao deixe de aproveitar esse tour pela vida e obra desse memoravel artista.

M. C. Escher Faca uma visita virtual ao site do Museu Escher:

: :

Nenhum artista mergulhou tao fundo no infinito quanto Mauritius Cornelius Escher Yeide T ———

;ANLEEIE *‘* Home NLUK Contact Colofon

» Escher in Het Paleis
» M.C. Escher

» News

» Palace

» Children

5.2.1 Reco-reco, chocalho e... triangulos outra vez!

Para investigar os ladrilhamentos bem-comportados de padrao (&, ¢, m,n), vamos dividir
0 nosso estudo em dois casos:

1. ladrilhamentos de padrao (k,¢,m,n) que possuem triangulos equilateros.

2. ladrilhamentos de padrao (k, ¢, m,n) que ndo fazem uso de tridngulos equilateros.

Como os casos 1 e 2 sdo excludentes entre si e, juntos, abarcam todo o universo do
nosso tema atual, teremos apenas esses dois casos para estudar. A divisao do nosso estudo
nesses dois casos nos permitira tirar conclusdes de maneira rapida e produtiva.

Comegaremos nossa analise com ladrilhamentos que fazem uso de triangulos equi-
lateros. Como feito anteriormente, vamos assumir & =3, lembrando novamente que um
padrao de ladrilhamento (3, ¢,m,n) é equivalente aos ladrilhamentos de padroes (n,3,/,m),
(m,n,3,0) e (¢,m,n,3).

Repetindo um procedimento geométrico ja utilizado anteriormente, examinemos en-
tdo um ladrilho triangular, em um ladrilhamento de padrao (3,7, m,n), e a disposicao ciclica
de outros ladrilhos (poligonos) que compartilham de seus vértices.
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Figura 12: Vemos que os tipos dos vértices 4 e B sao equivalentes, se compararmos
a figura do item Bl com a do item I, sequindo a orientacao das setas.

Chamemos de 4, B e C os trés vértices do triangulo. Ao redor dos vértices 4 e B devere-
mos ter o tridangulo, um f-4gono, um m-dgono e um n-agono. Fazendo pequenos percursos
circulares em tornos dos vértices 4 e B, identificamos ambos os vértices como tendo o
tipo (3,¢,m,n). Observando a figura 12, vemos que o vértice C pode ser do tipo (3,/,m, /),
como mostra a figura 12 (a), ou do tipo (3,n,m,n), conforme figura 12 (b). Como o vértice
C precisa ser do mesmo tipo dos vértices 4 e B para atender a terceira condicao de bom
comportamento, entdao s6 podemos concluir que necessariamente / =n.

Assim, acabamos de estabelecer a seguinte condi¢dao de existéncia:

Se um ladrilhamento tem um padrao (3,/,m,n), entdao ¢ =pn, ou seja, o

ladrilhamento tem um padrao da forma (3,n,m,n). Assim, ndo existe

Adam Ciesielski / SXC

nenhum ladrilhamento de padrao (3,/,m,n) quando /¢ # n.

Estabelecida a condigao de existéncia desse padrao de ladrilhamento, ainda precisamos
pensar em um ponto importante... Quais sao os poligonos regulares, de n e m lados, que
fazem parte do ladrilhamento de padrao (3, n,m,n)?

Sabemos que, para atender as condicdes de bom comportamento, a soma dos angulos
que compartilham cada vértice devera satisfazer a equagao

o, +2-a,+a, =360°
ou seja,

60" +2-0, +at,, =360°
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Sendo assim, temos
2-a,+o, =300°

Poderiamos usar o mesmo raciocinio empregado nas se¢des anteriores. Mas vamos
tentar uma abordagem diferente, professor? Desta vez, vamos atribuir valores para 7 e,
usando a expressao acima, vamos encontrar os valores correspondentes de m. Vamos 3!

Sen=3,a,=60°eentdo o, =300°-120°=180°, o que é impossivel, pois pela definicao
de poligono convexo todos os seus dngulos internos sdo menores que 180°.

Se n=4, o, =90°, e entdo a, =300°-180°=120°, que é o angulo interno de um hexa-
gono regular. Nesse caso, nosso ladrilhamento sera de padrao (3,4,6,4).

Sen=5, a,=108° e entdo a, =300°-216°=84°, que também é impossivel de ocorrer,
pois nenhum poligono regular possui angulos internos com essa medida.

Se n=6, a, =120°, e entdo o, =300°-240°=60°, que é o angulo interno de um outro
triangulo. Logo, teremos uma ladrilhamento de padrao (3,6,3,6).

Sen=7,a,=o0,~128,57° e entdo a,, ~300°-257,14°=42,86°, o que é impossivel, pois
nao existe poligono regular que possua angulo interno menor que 60°.

Além disso, podemos notar que se n>7, entdo o, >120° e a,, < 60°, 0 que é impossivel,
pois se consultarmos a tabela 1 veremos que o poligono regular de menor angulo interno
é o triangulo equilatero, que tem cada um de seus angulos internos igual a 60°.

Ladrilhamento de padrao Ladrilhamento de padrao
(3,4,6,4) (3,6,3,6)

Assim, concluimos que os ladrilhamentos bem-comportados que possuem padrao da
forma (3,¢,m,n) sdo (3,4,6,4) e (3,6,3,6).
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5.2.2 Nada de triangulos agora...

Vamos agora nos voltar para o segundo caso do nosso estudo. Investigaremos quais
sdo os ladrilhamentos bem-comportados de padréo (k,(,m,n) que nao fazem uso de tri-
angulos. Certo?

Nesse caso, o poligono de menor niumero de lados que utilizaremos sera o quadrado,
que possui cada angulo interno igual a 90°. Ou seja, vamos entdo supor que k =4.

Como nosso ladrilhamento é bem-comportado, a soma dos angulos adjacentes a cada
vértice é 360°. Sera que se usarmos somente quadrados, essa condicao sera atendida? Que
tal conferirmos?

A resposta é positiva, pois podemos verificar imediatamente que:

o, +o, +o,+o, =90°+90°+90° +90° =360°

Esse é o ladrilhamento regular (4,4,4,4), que ja conhecemos; ele é o Unico desse padrao
que é constituido por quatro poligonos iguais em torno de cada vértice. Perceba que, se
substituirmos apenas um quadrado por um pentagono no ladrilhamento (4,4,4,4), o valor
da soma dos angulos internos adjacentes ao vértice ja serd maior que 360°, 0 que nao
atende as condicoes de bom comportamento.

Com isso, nossa pesquisa de ladrilhamentos de padrdes (k,¢,m,n) termina. Por qué?
Ora, como nao estamos empregando tridngulos, se um dos valores k, /, m ou n for maior
que 4, a soma dos angulos internos adjacentes a cada vértice serd maior que a soma de
quatro angulos retos, ou seja,maior que 360°.

Logo, concluimos que os Unicos ladrilhamentos bem-comportados de padroes
(k,¢,m,n), isto é, com quatro poligonos regulares em torno de cada vértice, sao os ladrilha-
mentos semirregulares de padrodes (3,4,6,4) e (3,6,3,6) e o ladrilhamento regular (4,4,4,4).

Avangamos, nao acha? Estamos quase na reta final deste Ciclo. Faremos agora o estudo
do ultimo padrdo de ladrilhamento. Vamos em frente que atras vem gente (ladrilhando,
ladrilhando sem parar...).

5.3 Cinco de uma vez

O ultimo padrao de ladrilhamento que vamos explorar é da forma (k,¢,m,n, p). Nova-
mente, vamos dividir o nosso estudo em dois casos mutuamente excludentes:

1. Ladrilhamentos de padrao (k,¢,m,n, p) que possuem triangulos equilateros.
2. Ladrilhamentos de padrao (k, ¢, m,n, p) que ndo fazem uso de triangulos equilateros.

Como antes, para comecar a nossa analise pelo primeiro caso, assumiremos que k = 3.
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Figura 13: Como os vértices 4 e B, de um ladrilho trianqular,
fazem parte de um ladrilhamento (3, £, m, n, p), a distribuicao ciclica de ladrilhos,
em torno deles, deve ser como na figura B ou como na figura 3.

A partir de dois vértices 4 e B, de um triangulo equilatero do ladrilhamento, fazemos
“leituras circulares” dos tipos de poligonos regulares que os contornam, considerando que
ambos os vértices tém o tipo (3,/,m,n, p).

Notamos entdo que, se 4 e B tém ambos esse tipo, entdo o vértice C devera ter o tipo
(3,¢,m,n, (), como mostra a figura 13 (a), ou o tipo (3, p,m,n, p), conforme a figura 13 (b).
Para que a terceira condicao de bom comportamento seja atendida, os vértices 4, Be C
precisam ter todos o mesmo tipo. Concluimos que, necessariamente, deveremos ter ¢ = p.

Assim,

Se um ladrilhamento tem um padrao (3, 7, m, n, p), entdo necessariamente

¢ = p, ou seja, o ladrilhamento devera ter um padrdo (3,¢,m,n, (). Em

Adam Ciesielski / SXC

outras palavras, nao pode haver nenhum ladrilhamento de padrao

(3,¢,m,n, p) com / # p.

Observe que se dentre os demais poligonos de um ladrilhamento (3,¢,m,n, p) nao
houver outro tridngulo, cada um deles terd, no minimo, quatro lados.Sendo assim, a soma
dos angulos internos, adjacentes a cada vértice do ladrilhamento, sera no minimo igual a

o, +o,+o,+o,+o, =60"+90"+90" +90° +90° = 420"

Levando em consideracdao que queremos um ladrilhamento bem-comportado, vemos
que a construgao desse padrao de ladrilhamento é impossivel quando possui apenas um
tridangulo ao redor de cada um de seus vértices.
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Vocé entendeu a relacdo que acabamos de deduzir? Entdo, antes de avancar na analise
desse padrdo de ladrilhamento, tente fazer a atividade a seguir.

ﬁ \
Atividade 7 L ECKIRRINN)

E possivel construir um ladrilhamento bem-comportado de padrdo (k,¢,m,n, p) com apenas dois tridngulos equilateros

em torno de cada vértice?

Justifique sua resposta com base na soma dos angulos internos adjacentes a cada vértice.

Adam Ciesielski /| SXC

Resposta comentada

Se colocarmos somente dois tridngulos ao redor de cada Novamente, como esta soma deve ser sempre igual a
vértice do ladrilhamento, a soma dos angulos internos em 360°, vemos que esse ladrilhamento ndo é possivel quando
torno de cada vértice serd no minimo igual a constituido por apenas dois tridngulos ao redor de cada um

de seus vértices.
60°+60°+90°+90° +90° = 390°

Vocé percebeu que, ao realizar a Atividade 7, pudemos constatar um aspecto impor-
tante a respeito do padrao de ladrilhamento (k, ¢, m,n, p)?

Nao so nao existe ladrilhamento de padrao (&, /,m,n, p) que nao faca uso de tridangulos
equilateros, como nao existem ladrilhamentos desse padrao com apenas um ou dois
triangulos equilateros em torno de cada vértice. Eles tém que ser pelo menos trés! Ou
seja, em um ladrilhamento de padrao (3,/,m,n,/) — (lembre-se que assumimos t =3 e
que concluimos que / = p) — teremos pelo menos trés triAngulos equilateros em torno
de cada vértice, para que o nosso ladrilhamento seja bem-comportado.
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Logo, podemos concluir também que:

Se um ladrilhamento tem um padrao (3,/,m,n, (), ele devera ter um dos
seguintes dois padroes: (3,3,m,n,3) e (3,4,3,3,/).

Adam Ciesielski / SXC

Feitas as restricbes necessarias, podemos nos questionar... Quais sdo os poligonos que
podem ser usados nesse padrao de ladrilhamento?

No caso do padrao (3,/,3,3,/), devemos ter

3-60°+2a, =360°

20, =180°, ou seja, o, =90°

Neste caso, entdo, o ladrilhamento terd padrao (3,4,3,3,4).

-4

Ladrilhamento de padrao
(3,4,3,3,4)

Ja no caso do padrao (3,3,m,n,3), teremos
3-60°+a,, +a, =360°

o, +o, =180°
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Um exame rapido da tabela de poligonos regulares e seus angulos internos nos revela
gue as Unicas possibilidades neste caso sao: m=n=4,m=3 en=6,e m=6. e n=3. Ou seja,
o ladrilhamento devera ter padrdo (3,3,4,4,3) ou (3,3,3,6,3), sendo este ultimo equivalente
a (3,3,3,3,6).

A justificativa dessas possibilidades é baseada na soma dos angulos ao redor de cada
vértice, e pode ser facilmente elaborada. Que tal tentar fazendo a Atividade 8?

V.4 E A Caso (3,3,m,n,3) em foco

Nas ilustracdes abaixo, visualizamos as realizacdes geométricas de dois tipos de ladrilhamento de padrao (3,3,m,n,3)

(3,3,4,4,3) (3,3,3,6,3)

Deduza detalhadamente a existéncia desses ladrilhamentos como sendo os Unicos de padréo (3,3,4,4,3).

Adam Ciesielski / SXC
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Resposta comentada

O primeiro passo para resolver essa questdo é partir do
principio de que a soma dos angulos internos ao redor de
cada um dos vértices de um ladrilhamento é igual a 360°.
Sendo assim, no padrao (3,3, m,n,3), teremos

oy +0oy+o, +o, +oy =360

3-04+0, +o, =360

3-60°+a,, + 0, =360°

a,+o, =180

Vamos utilizar a estratégia das hipoteses, como fizemos
na secdo 5.2.1. Atribuiremos valores para m e descobriremos
os valores de n.

Sem=3, a, =60° e entdo a,, =180°—60°=120°, que é
o angulo interno de um hexagono regular, o ladrilhamento
deverd ser de padrdo (3,3,3,3,6).

Sem=4,a,=90°eentdo a, =180°-90°=90°, que é o
angulo interno de um quadrado, nosso ladrilhamento devera
ter o padrao (3,3,3,4,4).

Sem=5,a, =108° eentdo a, =180°—108° =72°. Como
nao existe nenhum poligono regular cujo angulo interno
seja igual a 72°, podemos concluir que esse ladrilhamento
é impossivel.

Sem=6,a, =120° e entdo a, =180°-120°=60°, que é
o angulo interno de um triangulo equilatero, o ladrilhamen-
to devera ter o padrao (3,3,3,3,6).

Sem=17, 0, =128,57°, e entdo
a, =300°-257,14°=42,86° o que é impossivel, pois ndo
existe poligono regular que possua angulo interno menor
que 60°.

Diante disso, podemos concluir que se m>7, entao
a, >120° e o, <60°, o que é impossivel, pois o menor
poligono regular que existe é o triangulo equildtero, cuja
medida de cada um dos angulos internos é igual a 60°.

Explorando e analisando os ladrilhamentos (%, ¢, m,n, p), concluimos que:

Os unicos ladrilhamentos bem-comportados com cinco poligonos em torno de cada

vértice sdo os de padroes (3,3,3,4,4), (3,3,3,3,6) e (3,4,3,3,4).

Alguns vértices que possuem os mesmos poligonos regulares ao seu

redor podem ser vértices de tipos diferentes, dependendo da distribuicao

dos poligonos. Veja a figura a seguir.

<

Vi

/o

B Vértice do tipo (3, 3, 4, 3, 4)

&

B Vértice do tipo (3, 3, 3, 4, 4)

Apesar dos vértices destacados das figuras (a) e (b) serem rodeados

por trés tridngulos e dois quadrados, eles sdo classificados de forma
diferente. Dando uma volta em torno de cada vértice, no sentido anti-

horario, vemos que, na figura B, o tipo de vértice é (3,3,4,3,4), e, na

figura B, é (3,3,3,4,4).

> Cicloll
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E, dessa forma, deduzimos matematicamente todos os padrdes de ladrilhamento
que atendem as trés condi¢coes de bom comportamento. Observe, ainda, que o padrao
(k,0,m,n, p,q) ndo requer estudo, pois descobrimos — no inicio deste Ciclo — que o Unico
ladrilhamento que comporta seis poligonos regulares em torno de cada vértice é o ladri-
lhamento de padrao (3,3,3,3,3,3).

Veja que no decorrer do nosso estudo usamos diferentes estratégias:

®  No caso do ladrilhamento de padrao (%, /,m), primeiro analisamos
esse ladrilhamento considerando que pelo menos um dos poligonos
utilizados tem nimero impar de lados e, em seguida, analisamos
esse padrdo no caso em que todos os poligonos possuem um
numero par de lados.

Ja nos ladrilhamentos de padrées (&, ¢, m,n) e (k,!,m,n, p), a investigagao
se deu de forma diferente:

® Primeiro consideramos ladrilhamentos que possuem triangulos
equilateros e, depois, consideramos os ladrilhamentos que nao
fazem uso de triangulos.

Essas estratégias foram escolhidas por se tratarem de um modo mais
rapido e produtivo de investiga¢do, mas nao significa que vocé nao possa
buscar novas estratégias de investigagao.
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Conclusao

Um conceito matematico é sempre construido articulando-o com outros conceitos
genéricos. Por isso, neste desafio, observamos que o problema matematico adjacente ao
desafio dos ladrilhamentos do plano requer, em primeiro lugar, o conhecimento da natu-
reza dos poligonos regulares e seus angulos internos.

Outro fator importante nesta abordagem é o estudo da distribuicdo combinatdria de
ladrilhos ao redor de cada um dos vértices de um determinado ladrilhamento e, a partir
dai, sua possivel classificacao. Assim, o estudo dos ladrilhamentos do plano leva em con-
ta ndo somente os angulos internos dos poligonos regulares envolvidos, mas também a
distribuicdo relativa desses ladrilhos no ladrilhamento em questdo. Neste contexto, vemos
que a proposta de ensinar geometria através da construcao e andlise dos ladrilhamentos
nos estimula a questionar os problemas iniciais levantados desde o Ciclo 1 e a transforma-
-los em uma fonte de novos questionamentos, uma vez que, mudando as condigdes, os
mesmos problemas admitem diferentes respostas.

As situagoes-problema discutidas neste Ciclo devem ser entendidas como ponto de
partida no ensino e aprendizagem da Matematica, além de terem funcionado também
como eixo organizador dos desenvolvimentos geométricos que realizamos ao longo do
nosso estudo.
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| ladrilhamento de padrao k, /, m |

1

| um dos valores k, ¢, m é impar |

1

1

| os inteiros &, ¢, m sao todos pares

1

1

os padrdes (k, (,m), (¢, k,m)e (k,m,0) o ladrilhamento o ladrilhamento
sao equivalentes. Para simplificar, supomos faz uso de nao faz uso de
que k é impar quadrados quadrados
4 4
Para simplificar, osinteiros k, /, m
podemos sao pares, k > 6,
| k=3 | | k >3, impar | supork =4 £26,m>6
4 4 4
necessariamente necessariamente concluimos que, 1
t=m t=m necessariamente, k=0=m=6
1 l=m=8 é aUnica
ladrilhamento ou possibilidade
inexistente l=6em=12
ou
/=12em=6
4  ’
ladrilhamento de ladrilhamento ladrilhamento ladrilhamento
padréo (3,12,12) (4,8,8) (4,6,12) regular (6,6,6)

4 4
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| ladrilhamento de padréo (k, 1, m, n) |

1

| o ladrilhamento faz uso de triangulos |

1

Para simplificar, supomos que k =3

1

concluimos que,
necessariamente, { = n

e, portanto,
(37'67 m’ n) = (3,[,”1,[)

1

1

1

| o ladrilhamento ndo faz uso de tridngulos

4

os inteiros (k, [, m, n) satisfazem
k>4,024,m>4,n>4

ladrilhamento
de padrdo (3,6,3,6)

ladrilhamento
de padréo (3,4,6,4)

ladrilhamento regular
(4) 4) 4) 4)

X XN

A AN

XXX

A XX

é a Unica possibilidade

1

15/08/13 15:55



| ladrilhamento de padrio (&, (,m,n, p) |

4

| o ladrilhamento deve necessariamente fazer uso de triangulos |

4

| para simplificar, podemos dizer que k£ =3 |

4

| concluimos que, necessariamente, / = p |

J

| o ladrilhamento deve ter um padrao (3,f,m, n, E) |

1

| devemos ter, necessariamente, { =3 oum =n=3 |

4
4

m=n=4,
ou

m=3,n=06
ou

m=6,n=3

J

4

3 [
1]
§ =
1]
(O8]

l

Il
o~

ladrilhamento de padrao
(3,3,3,6,3)

ladrilhamento de padrao

(3,3,4,4,3)

ladrilhamento de padrao

(3,4,3,3,4)

4
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Resumo

> Nenhum ladrilhamento regular ou semirregular pode ter menos que trés ou mais
que seis poligonos regulares em torno de cada um de seus vértices.

> S3o trés os padrdes de ladrilhamento regular e apenas oito os padroes de ladrilha-
mento semirregular.

> Os ladrilhamentos regulares sao os de padrdes (3,3,3,3,3,3), (4,4,4,4) e (6,6,6).

> Os semirregulares, com trés poligonos em torno de cada vértice, sdo os de padroes
(3,12,12), (4,8,8) e (4,6,12).

> Os semirregulares, com quatro poligonos em torno de cada vértice sao os de padroes
(3,4,6,4) € (3,6,3,6).

> Finalmente, os com cinco poligonos regulares em torno de cada vértice sao os de
padrodes (3,3,3,4,4), (3,3,3,3,6) e (3,4,3,3,4).

Extra... Extra... “poligonando” as estratégias utilizadas na classificacao dos ladrilhamen-
tos regulares e semirregulares, em diagramas resumidos.

Todo ladrilhamento regular ou semirregular tem ao menos trés e no maximo seis
poligonos regulares ao redor de cada um de seus vértices, sendo, neste ultimo caso, o
ladrilhamento regular de padrao (3,3,3,3,3,3) o Unico existente.

Orientacoes sobre avaliacao

Lembramos que estdao a sua disposi¢ao, nos recursos do Ambiente Virtual do
Matem@tica na Pr@tica, atividades por meio das quais vocé poderd desenvolver e com-
plementar seus estudos. Sua participagao ali é imprescindivel, pois nesse recurso interativo
estd inserido todo o registro de sua avaliagao.

Com o propdsito de orientar e fazer uma sintese, listamos os itens de contelido e ha-
bilidades que fazem parte dessa avaliacao.

ApOs ter realizado o desafio geométrico, vocé devera ser capaz de:

> Perceber as interagoes do desafio geométrico com as artes e a arquitetura;

> Entender porque a experimentagao resolve o problema do ladrilhamento e porque

sao feitas hipoteses simplificadoras na busca da solugao;

» Construir o material didatico necessario para investigar o problema proposto;

> Saber utilizar os simuladores virtuais para estudar ladrilhamentos com poligonos

regulares;

> Compreender as técnicas geométricas utilizadas para construir e classificar os ladri-

lhamentos;

» Adaptar as atividades propostas para sua realidade escolar e propor estratégias

criativas para essa transposicao.

Lembramos que a avaliacdo nao se destina apenas a aferir conhecimentos e participa-
¢ao. Ela é importante para apontar novos caminhos e para a correcao de rumos, tanto para
os proprios participantes como para as equipes aplicadoras e proponentes desse curso.
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Encerramento

Chegamos ao final dos ciclos 1 e 2 do experimento “desafio geométrico”. Esperamos
que vocé tenha aproveitado todo o conhecimento desenvolvido para refletir sobre o ensino
de Matematica, bem como sobre seu trabalho cotidiano na sala de aula.

Ao longo deste estudo, abordamos importantes conceitos da Matematica com o obje-
tivo de mostrar que podemos contextualizar e repensar seu ensino na escola. Desejamos
que ele tenha sido apenas o inicio das suas reflexdes e experimentacdes pedagogicas e
gue vocé possa continuar o seu trabalho como professor criando e incorporando novas
propostas.

O “desafio geométrico” continua no Ciclo 3, em conjunto com os outros dois experi-
mentos, o modelo de despoluicdao e o jogo dos discos. Vocé esta convidado a aplicar em
sala de aula um dos trés experimentos. Para auxiliad-lo, disponibilizamos sugestdes de aulas
no Portal do Professor do MEC. A apresentagao do Portal do Professor sera feita no Ciclo 3
e pode contribuir no seu trabalho de docéncia. Neste espaco do Portal do Professor, vocé
podera buscar recursos e debater com outros professores, trocando e pensando constan-
temente sobre o ensino de Matematica e sobre a educacao no Brasil.

Mas nossos trabalhos ndo param por aqui! Continuaremos caminhando juntos e refle-
tindo sobre a melhoria do ensino de Matematica em nossas escolas.
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Anexo

a) Simulador: <http://www.fi.uu.nl/toepassingen/02012/toepassing_wisweb.xml?Xlanguage=en>

b) Software livre de desenho geométrico: <http://www.geogebra.org>

“GeoGebra é um software de matematica dinamica para utilizar em ambiente de sala de aula, que
relne GEOmetria, alGEBRA e cdlculo. Recebeu muitos prémios internacionais, incluindo o prémio de

software educacional alemao e europeu.”

WebStart: geogebra disponivel online
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