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APRESENTAGAO DA DISCIPLINA

A Geometria Euclidiana I, também conhecida como geometria espacial, é uma
continuacgado natural da Geometria Euclidiana Plana. Antes, na Geometria Euclidiana
| ou Geometria Plana, vocé trabalhava no plano, agora trabalharemos no espaco, no
ambiente em que vivemos. A geometria euclidiana espacial pode ser dividida em
duas linhas de estudo: geometria euclidiana espacial de posicdo e geometria eucli-
diana espacial métrica. A primeira sera vista na primeira unidade do nosso material;
a segunda serd estudada na segunda e terceira unidades.

Esta disciplina estd muito presente em nosso dia a dia.

O planeta em que vivemos, por exemplo, tem o formato de uma grande bola,
ou seja, de uma grande esfera, que serd um dos sélidos estudados. Vejamos agora
alguns exemplos que poderao ser resolvidos com a geometria euclidiana espacial:

1°) Para pintar sua casa, vocé precisa saber a quantidade de tinta necessaria, para
isso, deverd saber quantos metros quadrados de parede ird pintar.

2°) Se vocé vai fazer um aniversario, como saber se a quantidade de suco
sera suficiente para a quantidade de pessoas convidadas?

3°) Como calcular o volume de uma pedra, ou de um objeto qualquer, ou
até mesmo o volume de seu corpo?

Sugiro que faga uma revisdo de conhecimentos relacionados a Geometria Eucli-
diana |, pois esta é pré-requisito para nossa disciplina. Espero ainda ter despertado
em vocé interesse pela disciplina. Estou a disposi¢do para colaborar, no que for
preciso, para que tenhamos um trabalho satisfatério.

Seja bem-vindo!
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Sou Vania Pinheiro, graduada em matematica e tenho mestrado também em
matematica pela Universidade Federal do Ceard (UFC), desde 2010, na éarea de
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UMA INTRODUCAO
INTUITIVA E
POLIEDROS

Apresentamos, nesta primeira unidade, conceitos basicos da
geometria plana e prescrevemos as posigdes relativas entre retas,
entre retas e planos, e entre planos, mostrando casos particulares
como: perpendicularidade entre retas e planos, e entre planos.
No terceiro topico desta unidade estudaremos os conceitos de
diedros e triedros para entendermos melhor poliedros convexos.
Neste, apresentamos as relagdes basicas e suas propriedades. Te-
mos como objetivo desta unidade:

* Conhecer os objetos primitivos (pontos, retas, planos, angulos e
superficies) do ponto de vista espacial e ainda, estudar os soli-
dos geométricos e algumas das numerosas relagdes que existem
entre dois sélidos quando construidos um deles dentro do outro
(sélidos inscritos e circunscritos);
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Pontos, retas e planos no espaco

UN 01

Primeiras nogcoes: conceitos primitivos,
postulados e proposicoes

Os conceitos primitivos sdo aceitos sem definicdo. Na Geometria Euclidiana Espacial, sdo conceitos primi-
tivos ou entes geométricos elementares, os conceitos de pontos, retas, planos e espaco. Lembrando que os
trés primeiros sio os conceitos primitivos da Geometria Euclidiana Plana.

NOTAQO ES
Ponto-letras maiusculas latinas:A,B,C, ...

Reta - letras minudsculas latinas:a,b,c,...
Plano-letras gregas minusculas: o,f,y, ...

GRAFICAS

r
P /
P T

O ponto P Aretar O plano

Espago: é o conjunto de todos os pontos. Nesse conjunto desenvolveremos a Geometria Espacial.

Exemplo: Qualquer conjunto de pontos, uma reta, um cubo, uma esfera ou um plano é um subconjunto do espaco.

Axioma: Principio tdo evidente, que ndo precisa de demonstracdo. Em matematica, os termos “axioma”,
“postulado” e “hipdtese” sdo palavras sindnimas.

Exemplo 1: Axioma Fundamental - “Existem infinitos pontos, retas e planos.”

Exemplo 2: “Dois pontos distintos, A e B, determinam uma tnica reta A5”

Proposicao: Sao propriedades ou afirmacgdes geométricas que sdo aceitas mediante demonstragdes. A
proposicio se compoe de duas partes: Hipotese e Tese.

Vejamos terminologias para certas proposi¢des, chamamos entdo de:

Teorema é toda proposicao de grande relevancia;
Lema é uma proposicao que sera utilizada na demonstragdo de outra ou de um teorema;
Corolario é a denominacio de toda proposi¢do que é consequéncia imediata de outra ou de um teorema;

Escélio é qualquer proposicdo extraida da demonstragio de outra.

GEOMETRIA EUCLIDIANA II

Autor: AntOnia Jocivania Pinheiro
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Axiomas e Proposicoes

Enunciaremos os axiomas da Geometria Euclidiana Espacial. Vocé verificara que alguns deles sdo axiomas
da Geometria Euclidiana Plana, estabelecendo com isso relacdes entre as geometrias.

A,: Por dois pontos distintos passa uma tnica reta.

A,: Por trés pontos ndo colineares passa um tinico plano.

A,: Dada uma reta r, existem nela, bem como fora dela, infinitos pontos.

A Dado um plano «, existem nele, bem como fora dele, infinitos pontos.

A: Se uma reta r tém dois pontos distintos num plano «, entdo a reta r esta contida nesse plano.
A,: Se dois planos tém um ponto em comum, entdo eles possuem mais de um ponto em comum.

Com esses axiomas podemos provar as seguintes afirmacdes:

Proposigdo 1: Dados dois pontos distintos, existe um plano que os contém.

Demonstracgao:
Sejam A e B pontos distintos. Pelo Postulado 4, existe uma reta r que passa por A e B. Pelo Postulado 4,
existe um ponto C tal que C & r. Assim, 4, B e C sdo ndo colineares e, portanto, segue do axioma A, que

existe um plano contendo 4, B e C.

Proposigdo 2: Dada uma reta e um ponto fora dela, entdo eles determinam um tnico plano que os contém.
A demonstracdo dessa proposicido pode se compor de duas etapas, existéncia e unicidade.

Sejam P o ponto, r areta e a o plano.

Hipdtese: P¢r

Tese:3la|PEaerca

Demonstrag¢io: Tomando dois pontos Q e R, em 1, temos por A,, que P, Q e R determinam um plano q, ja
que estes pontos nio sdo colineares poisP&reQ, Rer.

Existéncia:

L v

Sendo a determinado pelos pontos B Q e R, temos que P € a e como Q # R e, além disso, @, R € r temos por
A, querCq,isto é, 0 plano a contém areta r.

Unicidade: Mostraremos que o é o Unico plano determinado por r e P. Suponhamos que exista um plano
a’, passando por r e P. Logo, como o’contém r e P, e r contém @ e R temos que o’é determinado pelos pon-
tos P, Q e R. Mas ja temos que o também é determinado por estes pontos, portanto o’= a. Isto €, o plano a é
Unico.

GEOMETRIA EUCLIDIANA II

Autor: AntOnia Jocivania Pinheiro
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DPEXERCICIO PROPOSTO

1.Sejam «a e 3 planos distintos e A e B pontos tais que A€anf3 e BEanp. Responda as seguintes per-
guntas utilizando os axiomas:

—_— Concluimos
do exercicio 1 que:

a) Areta AB esta contida no plano a?
b) A reta AB esta contida no plano (37

R . 3 ) ) . “Se dois planos distintos
c) Vocé pode garantir que a reta AB esta contida na intersecao de a e 37

possuem mais de um

— ponto em comum, entao,
Sera que a interse¢ao dos planos a e  contém outros pontos além dos pontos da reta AB? a intersecdo desses

(Dica: Tome um ponto C, tal que CEanp, mas C¢ AB . Usando o axioma A, chegara a uma con- planos é
tradi¢do com relacdo aos planos serem distintos) uma reta”.

2. Considere r e s retas distintas e P um ponto tal que rnNs={P}. Mostre que as retas r e s sdo coplanares, isto
é, pertencem a um mesmo plano.

3. Quantas retas podemos tragar por um ponto no espagco? Demonstre.

4. Quantos sdo os planos determinados por quatro pontos distintos dois a dois? Justifique sua resposta.

Posicoes relativas entre duas retas

No espaco, duas retas distintas podem ser concorrentes, paralelas ou reversas.

Retas concorrentes: Duas retas r e s sdo concorrentes quando elas se interceptam num tnico ponto P.

r FIQUE POR
DENTRO
rNs={P} Diz-se que duas
retas sao coplanares
S quando existe um
plano que
as contém.

Retas paralelas: Duas retas r e s sdo paralelas se sdo coincidentes ou coplanares e ndo tém ponto em co-
mum. Denotamos por r/s.

Axioma das

paralelas.
Por um ponto P fora
de uma reta r pode-se
tragar uma tinica

reta paralela
r S aretar.
r
S a

r=s=r/s rco,scaerns=0 =r/s

GEOMETRIA EUCLIDIANA II

Autor: AntOnia Jocivania Pinheiro
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Retas reversas: Duas retas sdo ditas reversas quando uma nao tem intersecao com a outra e elas nao sao
paralelas. Isso significa que ndo existe plano que as contém. Outra defini¢do seria: Duas retas sdo ditas
reversas quando nao sdo coplanares.

.

7

Concluimos entio que: rNs r e s sdo coplanares?

FIQUE ATENTO: Concorrentes P Sim
Mostrar que duas retas
nao se interceptam nao

é suficiente para concluir Reversas 1)

Paralelas (0} Sim

Nao

que as mesmas sao
paralelas, pois essas
retas podem ser
reversas

Casos particulares

r | s perpendiculares
s 1 tortogonais, onder // t.

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Dada uma reta r, marque trés pontos distintos A, B e C, em 1, e um ponto D fora de r. Quantas retas po-
demos determinar com esses pontos ?

Solugdo:

Quatro retas determinadas pelos pontos: AB, AD, BD e CD.

GEOMETRIA EUCLIDIANA II

Autor: AntOnia Jocivania Pinheiro
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2. Quantas retas ha no espago? Demonstre.

Solugdo: Infinitas.

De fato, consideremos dois pontos distintos do espaco A e B. Esses pontos determinam uma reta r.

r
//
A

3. Seja C um ponto do espaco, fora da retar. Os pontos A e C determinam uma reta s, e os pontos B e

C determinam uma reta t.
C
r
B
t
A
S

Desse modo, podemos construir “quantas retas quisermos”, isto é, construiremos “infinitas” retas.

4. Mostre que, trés retas duas a duas concorrentes, ndo passando por um mesmo ponto, estdo contidas
no mesmo plano.

Solucdo:

Consideremos trés retas r, s e t tais que rNs={A}, rNt={B} e sNt={C}, onde A, B e C sdo pontos ndo

colineares.
C
r
B t
A
S

Dados os pontos A, B e C existe um tnico plano a que os contém, assim a=(A,B,C).

€
r
B
t
A
S

Sendo os pontos dois a dois distintos e A,B,CEq, temos que T, s e t estdo contidas no mesmo plano a, ja
quer= A8 ,s=AC et=BC.

[0

GEOMETRIA EUCLIDIANA II
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D»EXERCICIO PROPOSTO

1. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F). Justifique sua resposta.

(a) Duas retas ou sdo coincidentes ou sdo distintas.

(b) Duas retas ou sdo coplanares ou sdo reversas.

(c) Duas retas distintas determinam um plano.

(d) Duas retas concorrentes tém um ponto comum.

(e) Duas retas concorrentes tém um unico ponto comum.
(f) Duas retas que tém um ponto comum sdo concorrentes.
(g) Duas retas concorrentes sdo coplanares.

(h) Duas retas coplanares sdo concorrentes.

(i) Duas retas distintas nao paralelas sdo reversas.

(j) Duas retas que ndo tém ponto comum sdo paralelas.

(1) Duas retas que ndo tém ponto comum sdo reversas.

(m) Duas retas coplanares ou sdo paralelas ou sdo concorrentes.

2. Sejam a=(PQ,R), onde os pontos P, Q e R sdo ndo colineares, e S um ponto fora de o. Responda:

a) Areta % esta contida no plano a?

b) A reta RS esté contida no plano a?

c) Existe algum plano que contém as retas PQ e RS, simultaneamente? (Dica: Suponha que existe um plano
1 8 3 que contém as retas e depois basta responder as seguintes perguntas: Os pontos B, Q e R pertencem ao
plano 3?7 Os pontos P, Q e R pertencem ao plano a? Pode-se dizer que os planos a e 3 sdo coincidentes? )

As retas PQ e RS sio copl ? 5
d) As retas PQ e RS sdo coplanares Esta questdo nos

e) Qual a posicao relativa das retas PQ e RS? dao I"O_teil’o
necessario para

demonstrar
que duas retas
$30 reversas.

GE II GEOMETRIA EUCLIDIANA II

Autor: AntOnia Jocivania Pinheiro
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Determinacao de planos

0 axioma A, garante que trés pontos nao colineares determinam um tnico plano. Aqui veremos outros trés
conjuntos de elementos que determinam planos.

Proposigdo 1: Uma reta e um ponto fora dela determinam um tnico plano.

Demonstragdo: Sejam r uma reta e P um ponto fora dela. Tome, em 1, dois pontos distintos Q e R.

o L)

Como Q e R pertencem a reta r e P&r, temos que P, Q e R sdo nao colineares, logo, pelo axioma A, existe um
unico plano a determinado pelos pontos P, Q e R, isto ¢, a=(P,QR). Temos pelo axioma A; que rca, ja que
QRer e QRea. Concluimos, entdo, que existe um plano a determinado por P e 1, ou seja, a=(Pr).

Para mostrar a unicidade, suponha que existe outro plano 3, determinado por P e r. Assim, teriamos que
B=(Pr), como QREer, concluimos que f=(P,QR). Mas temos pelo axioma A, que trés pontos ndo colineares
determinam um unico plano, logo, a=.

Proposigdo 2: Duas retas concorrentes determinam um tnico plano.

Demonstracao: Sejam r e s retas e P um ponto, tal que rns={P}. Tome em r um ponto R e em s um ponto
S, tais que ambos sejam diferentes de P. Logo P, R e S sdo ndo colineares, portanto, pelo axioma A, deter-
minam um unico plano a=(P,Q,R). Como PRerna e P,SEsNa, temos pelo axioma A5 que rca e scaq, respec-
tivamente. Portanto existe um plano a determinado por r e s, ou seja, a=(1,5s).

Para mostrar a unicidade, suponha que existe outro pla-
no f3, determinado porr e s, ou seja, f=(r,s). Como PREr
e PS€s, concluimos que B=(PR,S). Mas, pelo axioma A,
concluimos que, a=f.

Proposigdo 3: Duas retas paralelas determinam um tnico plano.

Demonstracdo: Como duas retas paralelas sdo coplanares temos que existe um plano a que contémres,
portanto, a=(1,s). Para mostrar a unicidade, considere a reta s e um ponto P de r. Sabemos, pela proposicao
1, que dado uma reta e um ponto fora dela existe um tinico plano 3 que os contenha. Mas, areta s e o ponto
P estdo contidos em a e também em f3, portanto, a=f.

[

GEOMETRIA EUCLIDIANA II
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EXERCICIO RESOLVIDO

1. Quantos sdo os planos que passam por uma reta dada? Justifique sua resposta.

Solugdo:

Infinitos.

Sejar areta dada. Como existem infinitos pontos fora de r (axioma A,), tomemos A um ponto fora
de r. Temos entdo, pela proposicdo 1, que a retar e o ponto A determinam um plano «. Fora do
plano « existem infinitos pontos (axioma A,), tomamos um ponto B. Desse modo, temos que a reta
r e o ponto B determinam um plano 8 (proposi¢do 1). Fora de « e 3, tomamos um ponto C. A reta
r e o ponto C determinam um plano y.

V' N
° i
A [ ) [ ]
I B | ¢ I
I I
I I
I I
[ J
o N 7
N Ve
P2

Desse modo, podemos construir, por r, tantos planos quantos quisermos, isto €, construiremos infini-
tos planos.

2. Quantos planos passam por dois pontos distintos? Justifique sua resposta.

Solugdo: Infinitos.

Sejam A e B tais pontos distintos. Pelo axioma A , temos que existe uma unica reta r passando
por eles. Logo, como vimos no exercicio anterior, existem infinitos planos passando pela reta r,
portanto, pelos pontos A e B.

EXERCICIO PROPOSTO

1.Classifique em verdadeiro(V) ou falso (F). Justifique sua resposta.

(a) Trés pontos distintos determinam um plano.

(b) Um ponto e uma reta determinam um tnico plano.

(c) Duas retas distintas paralelas e uma concorrente com as duas determinam dois planos distintos.
(d) Trés retas distintas, duas a duas paralelas, determinam um ou trés planos.

(e) Trés retas distintas, duas a duas concorrentes, determinam um ou trés planos.

2. Sejam o um plano e P um ponto fora de a. Dadas duas retas concorrentesr e s, em «, identifique a inter-
secdo do plano determinado por r e P com o plano determinado por s e P. (Dica: Note que vocé tera dois
pontos que estdo em ambos os planos e use o axioma A ).

3. Dadas duas retas reversas r e s, sejam P e Q pontos de r e s, respectivamente. Os planos determinados
porre Qe pors e B, se interceptam? Caso a resposta seja afirmativa, identifique a intersecao.

4. Considere os triangulos ABC e DEF situados em planos distintos, tais que as retas AB, AC e BC encontram
as retas DE, DF e EF nos pontos P, Q e R, respectivamente. Mostre que P, Q e R sdo colineares. (Dica: Note
que as retas AB e DE estdo contidas nos planos que contém os triangulos ABC e DEF, respectivamente.
Como P pertence as retas AB e DE, temos que P pertence a interse¢do dos plano. Analogamente, vocé po-
dera verificar que os pontos Q e R também pertencem a essa intersecio).
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5.Sejam r e s retas paralelas distintas e t concorrente com as duas, mostre que 1, s e t sdo coplanares.

6. Dadas duas retas paralelas distintas r e s, e um plano a, que contém P e s, onde P 1, mostre que a contém r.

SAIBA MAIS

Vocé sabia que banquinhos (ou mesas) com trés pés sdo estaveis, ou seja, ndo balangam, mesmo
que a altura dos pés tenham tamanhos diferentes?

A explicagdo desta curiosidade vocé encontrara nos links abaixo:

<http://www.klickeducacao.com.br/bcoresp/
bcorespmostra/0,5991,POR-1908-h,00.htm[>

<http://www.professor.bio.br/
matematica/provas_topicos.asp ?topico=Retas%20e%20planos>

Posicoes relativas entre reta e plano

Sao trés as posi¢des relativas entre uma reta e um plano: a reta esta contida no plano, eles sao secantes ou sdo
paralelos. O primeiro caso ocorre quando a reta e o plano tém em comum, pelo menos, dois pontos. Se a reta
ndo esta contida no plano, entdo existem duas possibilidades: a reta intercepta o plano ou nio intercepta.

Q
p
rcasrna=r

Definigcdo 1: Dizemos que uma reta é secante (ou concorrente) a um plano, quando possuem
um Gnico ponto comum.

\p r N o={P}

Definigcdo 2: Uma reta r é paralela a um plano a se, e somente se, r e € ndo possuem pontos comuns.

r//aerNa=0
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EXERCICIO RESOLVIDO

1.Se uma reta é paralela a um plano entio essa reta é paralela a uma reta desse plano.

Solugdo:

Sejam r uma reta e « um plano, tais que r//a. Tome um ponto PEa qualquer. Seja 8 o plano determinado
por P e . Como Pean, temos pelos axiomas A6 e Al, respectivamente, que existe uma reta s, contendo P,
tal que anB=s. Como as retasr e s sdo coplanares ( ,sCf ) e rNs=0Q, ja que, rNa=@, temos que r//s.

2.Sejamr e sretas e a um plano, tais que r € a e s é concorrente ao plano a. Quais podem ser as posicoes
relativas entre r e s?

Solugdo:

Seja P o ponto de intersecgdo de s e a, isto €, s N a={P}. Ha, entdo, duas possibilidades:

i) A retar contém P: neste caso, r e s sdo concorrentes;

:
V=

2 2 ii) A reta r ndo contém P: logo, r e s sdo reversas.

iii) A reta paralela ao plano a e r uma reta contida em a. Quais podem ser as posicoes relativas
deres?

Solugdo:

Como s // a, temos que s N a=0, logo s N r=@, ja que r C a. Temos entdo que s e r ndo podem ser
concorrentes, portanto sé podem ser paralelas ou reversas.

/S

\s
L= L=
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DPEXERCICIO PROPOSTO

1. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F). Justifique sua resposta.

(a) Uma reta e um plano que tém um ponto comum sdo concorrentes.

(b) Uma reta e um plano paralelos ndo tém ponto comum.

(c) Se uma reta esta contida num plano, eles tém um ponto comum.

(d) Se uma reta é paralela a um plano, ela é paralela a qualquer reta do plano.

(e) Se um plano é paralelo a uma reta, qualquer reta do plano é reversa a reta dada.

(f) Se uma reta é paralela a um plano, existe no plano uma reta concorrente com a reta dada.

2. Seja r uma reta paralela ao plano a. Mostre que existem infinitas retas em o paralelasar.

DICA
Use 0 mesmo
raciocinio da

3. Dadas duas retas reversas r e s, construa por s um plano paralelo ar.

4. Sejam a e 3 dois planos secantes e P um ponto fora de a e . Construa por P uma reta paralela

aos dois planos secantes. primeira questao

resolvida.

Posicoes relativas entre dois planos

Dois planos podem apresentar em comum:

P [ ]
. R Planos coincidentes ou iguais
[ ] _
=B a=p

Uma Unica reta

B Planos concorrentes ou
; r secantes

a / aNp=r

Nenhum ponto em comum

B Planos paralelos o// 8

/ an B=0
a
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EXERCICIO RESOLVIDO

1. Sejam « e [ dois pontos distintos e paralelos. Mostre que toda reta r de a é paralela ao plano £.

Solugdo:

Sendo a e 8 planos paralelos distintos e rca, mostraremos que r||3. Para isso, faremos uso do método
indireto de demonstracao, ou seja, vamos supor que a reta r ndo seja paralela ao plano 3. Logo, existe
pelo menos um ponto A€r, tal que A€f. Como rca, temos que A€a. Portanto, A€anf. Mas isso é um
absurdo, ja que, por hipdtese, anf=@. Concluimos entdo que rl|f.

2. Se dois planos sdo paralelos, todo plano que encontra um deles encontra o outro.

Solugado:

Sejam a,f3 e y trés planos distintos e r uma reta, tais que al|f§ e any=r. Provaremos que y encontra {3
segundo a reta s, isto é, ynf3=s. Seja t uma reta em y, concorrente com a reta r. Como y#a, concluimos
que t é concorrente com o. Sendo al|3, teremos que t é concorrente com o plano 3 em um ponto, Q. Logo,
como Q€Etcy, temos que Q€ yNP e, portanto existe uma reta, s, tal que Q€s e yNnf=s.

EXERCICIO PROPOSTO

1. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F). Justifique sua resposta.

a) () Se dois planos sdo secantes, entdo qualquer reta de um deles é concorrente com o outro.

b) () Se dois planos sdo secantes, entdo uma reta de um deles pode ser concorrente com uma reta
do outro.

¢) () Se dois planos sdo secantes, entdao uma reta de um deles pode ser reversa com uma reta do
outro.

d) () Dois planos distintos paralelos tém um ponto em comum.

e) () Se dois planos distintos sdo paralelos, entdo uma reta de um deles é paralela ao outro.

f) () Se dois planos distintos sdo paralelos, entdo uma reta de um e outra reta de outro podem ser
concorrentes.

g) () Se dois planos distintos sdo paralelos, entio toda reta de um deles é paralela a qualquer reta
do outro.

h) ( ) Se dois planos distintos sdo paralelos, uma reta de um e uma reta do outro sdo reversas ou
paralelas.

2. Dois planos a e 3 sdo paralelos distintos e uma reta r é paralela ao a. Quais as posi¢des relativas de r e 3?
3. Se dois planos sdo paralelos e interceptam um terceiro, entdo as interse¢des sdo paralelas?

4. Construa por um ponto P um plano paralelo a duas retas reversas.
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Perpendicularidade e Aplicacoes

UN 01

Angulo entre retas e entre reta e plano

Definicdo 1 (Angulos entre retas): Dadas duas retas distintas r e s, temos que elas sio paralelas, concor-
rentes ou reversas, logo:

(i) Ser e s sdo paralelas, dizemos que o angulo entre r e s é 0°. Denotamos por A(T; S).

(ii) Se r e s sdo concorrentes, dizemos que o angulo entre r e s é o angulo a, 0<a<90°, de-
terminado pelas semirretas PA e PB, onde A e B sdo pontos der e s, respectivamente e P é o
ponto de intersecdo deres.

(iii) Se r e s sdo retas reversas, dizemos que o angulo entrer e s é o angulo entre aretar e umareta s’
paralela a reta s e que é concorrente com aretar.

Concluimos entdo que o angulo entre duas retas r e s quaisquer varia entre 0° e 90°, ou seja, 0< (1, 5)<90°.

Definicdo 2: Dizemos que duas retas r e s sdo ortogonais quando #(r, s)=90°. Se além de ortogonais, as
retas r e s forem concorrentes, entdo se diz que r e s sdo perpendiculares

Defini¢io 3 (Angulos entre reta e plano): Dada uma reta r e um plano a obliquos, definimos o angulo entre r e
a, denotado por 4 (1, o), como sendo o angulo agudo que a reta forma com a sua projecdo ortogonal sobre o plano.

B /
r 7 4(r, a) = 4(x, '), onde I’ = proj r

/alz

Observacdo: Se aretar é paralela ou esta contida num plano «, temos que o angulo entre r e o é nulo
(r//aourcae 4(r, 0)=0°).
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Uma justificativa para a definigdo de angulo entre reta e plano é dada pelo teorema a seguir:

Teorema: Se uma reta r € obliqua a um plano a e r N a = {A}, entdo 4(r, r')< A(x; s), onde I’ = proj r es é
uma reta qualquer em o contendo o ponto A.

Demonstracao:

Seja B um ponto de s tal que AB=AP, onde P’ = proj_P. Sendo EP’J_ o e PB obliquo a a temos que PP’ < PB.
Analisando os triangulos PAP’ e PAB temos AP comum, AP’=AB e PP’< PB, logo PAP’ < PAB, isto é, 4(1; ') < 4(5; s).

Perpendicularismo entre reta e plano

Definigdio 1: Dada uma reta r concorrente ao plano a no ponto P, dizemos que r é perpendicular ao a, se r é per-
pendicular a toda reta contida no plano que passa pelo ponto P. Chamamos o ponto P de pé da perpendicular.

26 r

Definigdo 2: Uma reta e um plano sdo obliquos se, e somente se, sdo concorrentes e ndo sdo perpendiculares.

Pra que estudar Proposigdo 1: Se uma reta r é perpendicular ao plano a no ponto P, entdo r é perpendicular ou ortogonal
Perpendicularidade? atoda reta de a.

Essa proposicao, por
exemplo, justifica o fato de
que numa piramide regular o
segmento determinado pelo
vértice da piramide e o centro

da base é ortogonal a todo  JEEYRESS
segmento contido no Neste caso, como r é perpendicular ao plano a temos pela definicdo 1 que r é perpendicular a toda reta

P'?“? da hase dessa contida no plano que passa pelo ponto P, logo r é perpendicular a reta s.
piramide. (assunto

Demonstracao: Seja s uma reta qualquer de a. Duas possibilidades podem ocorrer:

do capitulo 5)

22) P¢s

Neste caso, como sCa e sNr=@ temos que r e s sdo reversas, logo existe uma reta s’ paralela a s, tal que
s’nr={P}. Novamente, pela definicdo 1, temos que r é perpendicular a reta s’, isto é, £(r, s")=90°. Logo, pela
definicdo de angulos entre retas reversas, temos que, 4(1, s)=4(1, s))=90°, ou seja, r é ortogonal a reta s.

Para demonstrar que uma reta r é perpendicular a um plano a no ponto P, devemos mostrar pela defini¢io
1 quer é perpendicular a toda reta contida no plano que passa pelo ponto P. Mas, temos infinitas retas em
a passando por este ponto. Para facilitar enunciaremos uma proposicao, onde a qual garante que basta
mostrarmos que r é perpendicular a duas retas concorrentes do plano a.

Proposig¢do 2: Para que uma reta seja perpendicular a um plano basta ser perpendicular a duas retas
concorrente desse plano.
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ds,t € «a
rla ©4{ rls ,comsnt={P}
rlt

SAIBA MAIS

A demonstragdo da proposicdo 2 podera ser encontrada no link abaixo (pagina 4):

<http://www.uems.br/profmat/arquivos/aulas/MA13/Unidade 17e18/MA13_U17.pdf>

Corolario: Sejam r e s retas concorrentes pertencentes ao plano a. Se t é uma reta ortogonal ar e a s, entdo
t é perpendicular a esse plano.

Demonstracao: Como t é uma reta ortogonal as retas r e s que estdo contidas no plano a, temos que t fura
o plano q, seja P o ponto tal que tna={P}, e 4 (t, r)=4(t, s)=90°.

t t

LX) KX

Dado o ponto P e a reta r, sabemos que existe uma Unica reta paralela a r passando por P, seja r’ essa reta.
Do mesmo modo, seja s’ uma reta paralela a s passando por P. Como a reta r’ é paralela a reta r temos que
A(t, r)=4(t, r)=90°. Assim, as retas r’ e t sdo perpendiculares. Analogamente, as retas s’ e t sdo perpen-
diculares. Temos entdo que t é uma reta perpendicular as retas concorrentes r’ e s’ contidas no plano a.
Portanto, a proposicdo 2 garante que a reta t € perpendicular ao plano o.

Proposi¢do 3: Dados um ponto P e uma reta r pode-se tracar um tnico plano a que passa por P e é per-
pendicular aretar.

Demonstracao: A demonstracdo dessa proposicdo se divide em duas partes: a primeira provara a existén-
cia do plano e por ultimo verificara sua unicidade.

Existéncia
Analisemos os casos em que P€er e P¢r:

}Per

Sejam « e  dois planos distintos contendo a reta r, isto €, aNf=r. Seja s uma reta no plano 3 perpendicular
arpassando por P. No plano q, trace a reta t perpendicular a retar. Como as retas s e t sdo concorrentes em
P, temos que elas determinam um plano y. Assim, a reta r é perpendicular ao plano vy, ja que r é perpendi-
cular as retas concorrentes s e t do plano y (Proposicao 2).

‘ —> !
B s b r/ B : P r//
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) Per

Sabemos que uma reta r e um ponto P fora dela determinam um udnico plano, seja 3 este plano. Seja s
uma reta de {3 tal que s passa pelo ponto P e é perpendicular a reta r. Seja Q o ponto de intersecdo deres.
Considere um plano «, distinto de [, que contém a reta r. No plano a, trace a reta t perpendicular a retar
pelo ponto Q. Note que, as retas s e t sdo concorrentes em Q, logo determinam um plano y. Assim, a reta r
é perpendicular ao plano vy, ja que r é perpendicular as retas concorrentes s e t do plano y (Proposicao 2).

a/t
“ > v
V Q r S Q r
B/ s//P // B /p/ //
7
B S

Em qualquer caso, dados uma reta r e um ponto P qualquer se pode tracar um plano y perpendicular a reta
r que passa por P.

Unicidade

Provaremos a unicidade apenas para o caso em que P€er. O outro caso segue analogo. Considerando {3 o
plano que contem a reta r. Suponha que y ndo é Unico, isto €, existe outro plano 8 que passam pelo ponto P
e é também perpendicular a reta . Como o ponto P pertence aos planos f3 e y, esses planos se interceptam
segundo uma reta s, que passa por P. Analogamente, os planos 3 e 8 também se interceptam segundo uma
reta s’ que passa por P. Logo as retas 1, s e s’ sdo coplanares, ja que estdo contidas no plano (3.

Além disso, as retas s e s’ sdo duas perpendiculares a reta r que passam por P, pois ambas foram tomadas
em planos perpendiculares a reta r. Mas isso é impossivel sabendo-se que por um ponto P pode-se tragar
uma unica reta perpendicular a uma reta dada. Assim, ndo pode existir outro plano que passa pelo ponto
P e é também perpendicular a reta r. Concluimos que se PEr entdo o plano y é o Unico que passa por P e é
perpendicular aretar.

Proposicao 4: Dados um ponto P e um plano 8 pode-se tragar uma tnica reta t que passa por P e é per-
pendicular ao plano .

Demonstracdo: Dados o plano 3 e o ponto P, existem duas possibilidades: P& ou P€f. Provaremos a
existéncia e a unicidade da reta para o caso P¢f, a demonstracdo do outro caso é analoga e deixaremos
como exercicio.

Existéncia

Considerando que o ponto P ndo pertence ao plano 3, trace em [3 duas retas concorrentes quaisquer, r e s.
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Sabemos da proposicao anterior que dados um ponto e uma reta pode-se tracar um tnico plano que passa
pelo ponto e é perpendicular a reta dada, logo dado o ponto P e as retas r e s, sejam « e y os planos que
passam por P e sdo perpendiculares as retas s e 1, respectivamente. Mas da Proposi¢do 1 temos que se uma
reta é perpendicular a um plano entdo essa reta é ortogonal a todas as retas contidas nesse plano. Assim,
aretar é ortogonal a todas as retas contidas no plano y e a reta s é ortogonal a todas as retas contidas no
plano a.

Por outro lado, os planos o e y possuem o ponto P em comum, logo esses planos se interceptam segundo
uma reta t que passa pelo ponto P. Concluimos entdo, que a reta r é ortogonal a reta t, pois a reta t esta
contida no plano y e de modo andlogo, a reta s é ortogonal a reta t, pois t esta contida no plano a. Logo a
retat é ortogonal as retas r e s, que sdo concorrentes e estao contidas no plano 3. Portanto, pelo Corolario
temos que a reta t é perpendicular ao plano f.

Unicidade

Considerando que o ponto P ndo pertence ao plano 3, suponha que a reta t ndo é Unica, isto é, suponha que
existe t e t’ distintas passando pelo ponto P e perpendiculares ao plano 8. Como t e t’ passam, ambas, pelo
ponto P temos que elas sdo concorrentes, logo determinam um plano. Seja o o plano determinado por te
t. Como tCa e t intercepta f em um ponto, ja que t é perpendicular ao plano 3, temos que os planos o e 3
possuem um ponto em comum, entdo esses planos se interceptam segundo uma reta. Seja r esta reta, isto
é r=anp.

Sendo t perpendicular ao plano 3, temos que t é ortogonal a todas as retas contidas no plano {3, em parti-
cular a reta t é ortogonal a reta r. Mas, as retas t e r sdo concorrentes, logo t é perpendicular a reta r. Ana-
logamente, temos que t’ é perpendicular aretar.

Como asretast, t’ e r estdo ambas no plano a, temos que elas sdo coplanares. Mas isso ndo pode ser verda-
de, ja que por um ponto P pode-se tragar uma Unica reta perpendicular a uma reta dada. Portanto, conclu-
imos que pelo ponto P é possivel construir uma tinica reta r perpendicular ao plano f3.

Os resultados obtidos até aqui possibilitam a obtencdo de algumas rela¢des entre paralelismo e perpendi-
cularismo. Vejamos a seguir:

¢ Sedois planos sdo perpendiculares a mesma reta, entao eles sdo paralelos.

¢ Se dois planos sdo paralelos, entdo qualquer reta perpendicular a um deles é também per-
pendicular ao outro.

¢ Se duas retas sdo paralelas, entdo todo plano perpendicular a uma delas é também per-
pendicular a outra.

e Se duas retas sdo perpendiculares ao mesmo plano, entdo elas sdo paralelas.
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EXERCICIO RESOLVIDO

1. Classifique em verdadeiro ou falso. Justifique sua resposta.

a)Uma reta e um plano secantes sdo perpendiculares?

Resposta: Falso, ja que a reta e o plano podem ser secantes obliquos.

b)Se uma reta for perpendicular a um plano, ela é perpendicular a infinitas retas desse plano?

Resposta: Verdadeiro, pela definicdo de perpendicularismo entre reta e plano.

¢)Se uma reta é perpendicular a duas retas distintas de um plano, entdo ela é perpendicular ao plano?

Resposta: Falso, a reta pode esta contida no plano e ser perpendicular a duas retas paralelas dele.

d)Uma reta e um plano sdo paralelos. Toda reta perpendicular a reta dada é perpendicular ao plano?
Resposta: Falso, veja a figura abaixo.
5

A

rila,s Lr mass|

2. Construa por um ponto P dado, uma reta t ortogonal a duas reversas r e s e mostre que a reta t é unica.

Solugdo:

Existéncia: Suponha que o ponto P ndo pertence nem a reta r, nem a reta s. Dado o ponto P existe uma
Unica reta paralela a r passando por P e também existe uma tnica reta paralela a s passando por P.
Sejam 1’ e s’ tais retas, respectivamente. Desse modo as retas r’ e s’ sdo concorrentes em P, logo
determinam um unico plano a. Dado o ponto P e o plano a, a proposi¢do 4 garante que vocé pode
tracar uma Unica reta t que passa por P e é perpendicular ao plano a. Assim, a reta t é ortogonal
a todas as retas contidas em a. Em particular, t é perpendicular a r’ e como r é paralela a r’, temos
que t é ortogonal a r. Analogamente, concluimos que t é ortogonal a s.

Observacao: Se o ponto P pertencer a uma das retas, digamos P€r, a demonstracdo segue analoga,
a diferencga é que o plano sera formado pelas retas r e s, onde s’ é paralela a s passando por P.

Unicidade: Suponha que além de t existe outra reta t’ ortogonal as retas r e s passando por P.
Como asretasr’ e s’ sdo paralelas as retas r e s, respectivamente, temos que t’ é também ortogonal
asretas r’ e s Consequentemente, t’ € perpendicular ao plano a e passa por P. Logo, existem duas
retas t e t’ passando pelo ponto P e perpendiculares ao plano a, mas isso contradiz a proposi¢ao 4.
Portanto, a reta t é a Unica ortogonal as retas r e s passando por P.
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EXERCICIO PROPOSTO

1. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F). Justifique sua resposta.

a) () Para que uma reta e um plano sejam perpendiculares é necessario que eles sejam secantes.
b) () Uma reta perpendicular a um plano é perpendicular a todas as retas do plano.

¢) () Uma reta perpendicular a um plano forma angulo reto com qualquer reta do plano.

d) () Se umareta é perpendicular a duas retas distintas de um plano, entio ela é perpendicular ao plano.
e) () Uma reta ortogonal a duas retas paralelas e distintas de um plano pode ser paralela ao plano.

2. Construa por um ponto P dado, umareta t ortogonal a duas retas concorrentes r e s e mostre que a reta t é inica.

3. Seja r uma reta perpendicular ao plano o no ponto P. Mostre que uma reta s é perpendicular a r em P se,
somente se, a reta s estd contida em a. (Dica: (=) Verifique que as retas r e s determinam um plano 3 e que
esse plano intercepta o plano a segundo uma reta t, depois veja que as retas 1, s e t sdo coplanares e conclua
mostrando que s=t, para isso use o fato que, em um plano, dado uma reta existe uma tnica reta perpendicu-
lar passando por um ponto da reta dada. (&) A volta é imediata, use o seguinte fato, como r é perpendicular
ao plano q, entdo a reta r é perpendicular a todas as retas contidas em o e que passam por P)

4. Considere uma reta s, contida em um plano a, e uma reta r perpendicular a s. Entdo, necessa-
riamente (Justifique cada item):

(a) r é perpendicular a a.

(b) r e s sdo coplanares.

(c) r é paralela a a.

(d) r esta contida em a.

(e) Todas as retas paralelas a r interceptam s.

5. Qual a posigdo relativa entre dois planos distintos, sabendo que os mesmos sdo perpendiculares a uma
mesma reta?

Perpendicularismo entre Planos

Definigdo 1: Dois planos sdo ditos perpendiculares quando um contém uma reta perpendicular ao outro.

S 7

alf © drcatalquerl

Proposigdo 1: Se uma reta é perpendicular a um plano, qualquer outro plano que a contenha é perpendi-
cular ao primeiro.

Demonstracdo: Seja t uma reta perpendicular ao plano . Seja o um plano qualquer que contém aretat, isto é,
t C a. Como a contém a reta t e essa é perpendicular ao plano T, temos pela defini¢io 1 que a L. Analo-
gamente, provamos para qualquer outro plano que contenha a reta t.

<
N -
\
\
\
E————— _ | =
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Proposicdo 2: Se dois planos sdo perpendiculares, entdo toda reta de um deles que é perpendicular a
intersecdo desses planos, é perpendicular ao outro.

Demonstrac¢ao: Sejam o e 3 planos perpendiculares e r a reta de interse¢do desses planos, isto é, r=a N B.
Seja ainda t uma reta de a que é perpendicular a reta r no ponto P. Provaremos que a reta t é perpendicular
ao plano f.

P B

Trace uma reta s perpendicular a reta r no ponto P. Como s N t={P}, temos que as retas s e t determinam
um plano. Seja y este plano.

Como aretar é perpendicular as concorrentes t e s, temos que r é perpendicular ao plano y. Como o plano
y é perpendicular a reta r, temos que o dngulo entre te s é igual ao Angulo entre a e 3, mas <(a, $)=90° 0
temos que =(t, s)=90°. Logo a reta t é perpendicular as retas s e r que sdo duas retas concorrentes conti-
das no plano f. Portanto, t é perpendicular ao plano f.

Definigdo 2: Dois planos sdo ditos obliquos quando sdo secantes e nio perpendiculares.

EXERCICIO PROPOSTO

1. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F). Justifique sua resposta.

a) () Se dois planos sdo secantes, entdo eles sdo perpendiculares.

b) () Se dois planos sdo perpendiculares, entdo eles sdo secantes.

) () Se dois planos sdo perpendiculares, entio toda reta de um deles é perpendicular ao outro.
d) () Dois planos perpendiculares a um terceiro sdo perpendiculares entre si.

e) () Se dois planos sdo perpendiculares a um terceiro, entio eles sio paralelos.

2. Sejam a um plano e P um ponto que nio pertence ao a. Quantos planos que contém P sio perpendiculares a o?

3. Classifique as sentencas como verdadeiras (V) ou falsas (F), representando em um desenho a situagao
verdadeira ou um contraexemplo que comprove a falsidade da afirmacao.

a) () Dois planos distintos perpendiculares a um mesmo plano sio paralelos.

b) ( ) Porum ponto nio pertencente a um plano, pode-se conduzir uma tinica reta perpendicular a esse.
¢) () Se dois planos sdo perpendiculares, uma reta contida em um deles é perpendicular ao
outro.

d) ( ) Por uma reta ndo pertencente a um plano, pode-se conduzir apenas um plano perpendicular a este.
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4. Na cadeira, representada na figura a seguir, o encosto é perpendicular ao assento e este paralelo ao chao:

M N

Sendo assim, classifique como verdadeiro ou falso e justifique sua resposta:
i) Os planos EFN e EGJ sdo paralelos.

ii) HG é um segmento de reta comum aos planos EFJ e EFH.

iii) Os planos EFN e HIJ sdo paralelos.

iv) EF é um segmento de reta comum aos planos EFN e EHG.

v) Os planos MNL e HIJ sdo perpendiculares

Projecao ortogonal sobre um plano

Proje¢do de um Ponto

Definigcdo: A projecao ortogonal de um ponto P sobre um plano « é a intersecdo do plano com a reta per-
pendicular a ele, passando pelo ponto P. Denotamos por P’=proj_P.

|
]

o I

P’ = proj P

Projecdo de uma Figura Geométrica

Definigcdo 1: A projecdo ortogonal (S") de uma figura geométrica S (qualquer conjunto de pontos) sobre
um plano o é o conjunto das proje¢des ortogonais de todos os pontos de S sobre a. Denotamos S’=proj_S.

y

g

S’ =proj S
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Definicdo 2 (Projecdo de uma reta perpendicular ao plano): Se a reta r é perpendicular ao plano q, tere-
mos como projec¢do ortogonal exatamente um ponto, digamos R..

R’ = proj r

Definicdo 3 (Projecdo de uma reta nao perpendicular ao plano): Chama-se projecao ortogonal de uma
reta 1, ndo perpendicular a um plano a, sobre esse plano, ao traco em «, do plano 3, perpendicular ao a,
conduzido porr.

B

L

.
r’ = proj_r

EXERCICIO PROPOSTO

1. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F). Justifique sua resposta.

a) ( ) A projecdo ortogonal de um ponto sobre um plano é um ponto.

b) ( ) A projegdo ortogonal de um segmento sobre um plano é sempre um segmento.

¢) ( ) A projecdo ortogonal, sobre um plano, de um segmento contido em uma reta, ndo perpen-
dicular ao plano, é menor que o segmento ou congruente a ele.

d) ( ) Se um segmento tem proje¢do ortogonal congruente a ele, entdo ele é paralelo ao plano de
projecdo ou esta contido nele.

e) ( ) A projecdo ortogonal de um triangulo, sobre um plano, é sempre um triangulo.

f) () Se as proje¢des ortogonais de duas retas sobre um plano sdo paralelas, entio as retas sdo paralelas.
g) ( ) Duas retas paralelas ndo perpendiculares ao plano de projecao tém projecdes paralelas.

2. Mostre que, se um segmento de reta é obliquo a um plano, entdo sua proje¢io ortogonal sobre esse
plano é menor que o segmento.

3. Dadas duas retas concorrentes, quais as posicoes relativas das projegdes ortogonais dessas sobre um plano?

4. Dadas duas retas reversas, quais as posi¢oes relativas das projecdes ortogonais dessas sobre um plano?

Distancias geomeétricas

Distdncia entre Pontos

Definicdo: A distancia entre dois pontos distintos P e Q é dada pelo comprimento do segmento de reta PQ.
Se P=(Q, a distancia entre P e Q é nula. Denotamos por d(P, Q)=PQ.

d(P,Q)=PQ

GEOMETRIA EUCLIDIANA II

Autor: AntOnia Jocivania Pinheiro



| - UMA INTRODUCAQ INTUITIVA E POLIEDROS

Distiancia entre Ponto e Reta

Definicdo: A distancia entre um ponto P e uma reta r é dada pela distancia entre esse ponto e o pé da
perpendicular a reta conduzida pelo ponto.

d(P, r)=PP’
Seja P’ 0 pé da perpendicular a reta r, conduzido por P, ou seja, P’ é a intersecdo de uma reta conduzida por
P e perpendicular aretar.
Distancia entre Ponto e Plano

Definigdo: A distancia entre um ponto P e um plano o é a medida do segmento cujos extremos sdo o ponto
e sua projecdo ortogonal sobre o plano.

!

d(P, a)=PP’

Distiancia entre uma Reta e um Plano Paralelo

Definigdo: A distancia entre uma retar e um plano paralelo a é a distancia entre um ponto qualquer dareta e o plano.

PI

d(r, a)=PP’

Distiancia entre dois Planos Paralelos

Definicdo: A distancia entre dois planos paralelos é a distancia entre um ponto qualquer de um deles e o
outro plano.

g Pt

d(a,B)=d(PB)=PP’
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Distiancia entre duas Retas Reversas

Definicdo: A distancia entre duas retas reversas é a distancia entre um ponto qualquer de uma delas e o
plano que passa pela outra e é paralelo a primeira reta.

i -
’ =
\ZW Z
s -7 s
4 -

d(r, s)=d(P, p)=PP’

EXERCICIO RESOLVIDO

1. De acordo com o cubo abaixo, de aresta 4 cm, determine o que se pede:

A B a) A distancia do ponto B ao plano ADH (isto é, d(B,ADH)).
D C Solucdo:
4 Sendo A o pé da perpendicular de B sobre o plano ADH, temos
3 6 que d(B, ADH)=d(B, A)=4 cm.
E E b) A distancia do ponto C a reta que passa pelos pontos G e F
(isto é,d(C, GF)).
4 Solugd
olucgdo:
H p G 4

Sendo G o pé da perpendicular de C sobre a reta GF, temos que
d(C, GF)=d(C, G)=4 cm.

) A distancia do ponto C a reta que passa nos pontos H e E (isto é, d(C, HE)).
Solucdo:

Como a reta que passa nos pontos H e E é perpendicular ao plano CDH e a reta CH esta contida neste
plano e HC N HE = H, temos que HC L HE, logo H é o pé da perpendicular de C sobre a reta HE, portanto,
d(C, HE) = d(C,H). Considerando o triangulo retangulo CGH, temos pelo teorema de Pitagoras que:

d(C, H)2=d(C, G)*+d(G, H)?= d(CH)?= 42+ 42= 32 = d(C,H) = V32 = d(C,H) = 4V(2.)

d) A distancia da reta BC ao plano DHE.
Solugdo:

Considerando o ponto B da reta BC, temos, por definicdo, que d(BC, DHE)=d(B, DHE). Mas, os
planos DHE e ADH sao coincidentes, logo d(BC, DHE)=d (B, DHE)=d(B, ADH)=4 cm, esta ultima
igualdade é garantida pelo item a) desta mesma questao.
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e)A distancia da reta CB a reta EF.
Solugdo:

Como a reta BF é perpendicular as retas CB e EF, isto é, BFELCB e BF_LEF temos, pela defini¢do de
retas reversas, que d(CB, EF)=d(B, F)=4 cm.

f) A distancia da reta CB a reta BE.
Solugdo:

Como as retas CB e BF sdo concorrentes, isto é, CB N BF=B, temos, por defini¢do, que d(CB, BF)=0.

EXERCICIO PROPOSTO

1. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F). Justifique sua resposta.

a) ( ) Se PA é um segmento obliquo a um plano «, com A em a, entdo a distncia entre
P e A é a distancia entre P e a.

b) ( ) A distancia entre um ponto e um plano é a distancia entre o ponto e qualquer ponto do
plano.

©) ( ) Adistancia entre uma reta e um plano paralelos é a distancia entre um ponto qualquer do
plano e areta.

d) ( ) Adistancia entre uma reta e um plano paralelos é a distancia entre um ponto qualquer da
reta e um ponto qualquer do plano.

e) () Adistancia entre uma reta e um plano paralelos ¢ a distancia entre um ponto qualquer da reta e o
plano.

f) () Adistancia entre duas retas reversas é a distancia entre um ponto qualquer de uma a outra reta.

2. Na figura abaixo, o segmento AB é perpendicular ao plano a, CD e BC estdo contidos nesse plano e CD é
perpendicular ao BC. Se AB = 2 cm, BC =4 cm e CD = 3 cm, ache a distancia entre A e D:
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Diedros, triedros e poliedros convexos

UN 01

Diedros

Defini¢do: A figura geométrica determinada por dois semiplanos ndo coplanares, com origem em uma
mesma reta, é chamada de angulo diédrico, ou angulo diedro, ou simplesmente diedro.

* o ¢ B: faces do diedro

e 1: aresta do diedro

/a/ ; e 0 diedro ao lado ¢

denotado por aff.

Chamamos de diedro nulo quando suas faces sdo coincidentes.
Secgoes: Seccdo de um diedro ¢ a intersec¢do do diedro com um plano secante a aresta.

Seccdo Reta ou Normal: E a seccio cujo plano é perpendicular a aresta do diedro.

3 8 Denotada por st
TN
o §
= T
Secgao Normat™ _| "
S t

Propriedades: Secgdes paralelas de um mesmo diedro sdo congruentes. Em particular, temos as secgdes normais.

Nomenclaturas:

Reto: Um diedro é reto quando sua sec¢do normal forma um angulo reto.

Agudo: Um diedro é agudo quando sua sec¢do normal forma um angulo agudo.

Obtuso: Um diedro é obtuso quando sua sec¢do normal forma um angulo obtuso.

Adjacentes: Dois diedros sdo adjacentes quando suas sec¢oes normais forem angulos adjacentes.

r
N

R~ 7 v

t

St é adjacente a tu

A

|
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Opostos: Dois diedros sdo opostos pela aresta quando as sec¢des normais forem angulos opostos pelo vértice.

wn

st’ e ts” sdo opostos pelo vértice

afp’ e Bta’ sdo opostos pela aresta

Definigdo: Dizemos que dois diedros sdo congruentes quando uma sec¢do normal de um € congruente a
uma sec¢ao normal do outro.

DEXERCICIO PROPOSTO

1. Classifique como verdadeiro (V) ou falso (F):

a)( ) Dois planos perpendiculares determinam quatro diedros retos.
b)( ) Dois diedros opostos pela aresta sdo congruentes.

¢)( ) Dois diedros congruentes sdo opostos pela aresta.

d)( ) Duas secgbes paralelas de um mesmo diedro sdo congruentes.
e)( ) Toda secgdo de um diedro reto é um angulo reto.

Triedros

Definigdo 1: A figura geométrica formada por trés angulos, onde os quais sdo determinados por trés se-
mirretas ndo coplanares, com origem em um mesmo ponto, é chamada angulo triédrico, ou simplesmente
triedro.

V: vértice do triedro
f,fe f3: faces do triedro

semirretasr, s e t: arestas do triedro
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Secgdes: Secgdo de um triedro é dada pelo triangulo ABC, onde cada vértice do triangulo pertence a arestas distintas.

Definigcdo 2: Dizemos que dois triedros sdo congruentes quando é possivel estabelecer uma correspon-
déncia entre suas arestas e as do outro, de modo que seus diedros sejam ordenadamente congruentes aos
diedros do outro e suas faces sejam ordenadamente congruentes as faces do outro.

Poliedros convexos

Defini¢cdo: Chamamos de poliedro o sélido limitado por quatro ou mais poligonos planos, pertencentes a
planos diferentes e que tém dois a dois somente uma aresta em comum. Os poligonos planos sio as faces
do poliedro. As intersecdes das faces sdo as arestas do poliedro. As intersecoes das arestas sdo os vértices
do poliedro. A reunido das faces é chamada de superficie do poliedro.

Definig¢do: Definimos por poliedros convexos, os poliedros cujos angulos diedrais formados por planos adja-
centes tém medidas menores do que 180 graus. Ou ainda, dados quaisquer dois pontos de um poliedro con-

vexo, 0 segmento que tem esses pontos como extremidades, devera estar inteiramente contido no poliedro.

Exemplos:

Poliedro convexo Poliedro ndo convexo

Classificacao
Os poliedros convexos possuem nomes especiais de acordo com o nimero de faces, como por exemplo:

tetraedro: quatro faces
pentaedro: cinco faces
heptaedro: sete faces
octaedro: oito faces
dodecaedro: doze faces
icosaedro: vinte faces

Quando houver dificuldade em nomear o poliedro, podera ser usada a expressdo “poliedro de n faces”,
onde n é o nimero de faces. Por exemplo, o heptaedro pode ser chamado poliedro de 7 faces.
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~ FIQUE
Relacao de Euler DE OLHO!!

Todo poliedro convexo
é Euleriano (vale a

Em todo poliedro convexo vale a seguinte relacio: ’
relacao de Euler),

V-A+F=2, mas nem todo
poliedro Euleriano
é convexo.

onde V é o numero de vértices, A é o namero de arestas e F, o nimero de faces.

Observagdo: Os poliedros para os quais é valida a relacdo de Euler sdo chamados eulerianos.

Exemplos:
’ N
1
1
ja— \ 7
V=8,A=12eF=6 V=9, A=15eF=8

8-12+6=2 9-15+8=2

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Determinar o nimero de arestas e de vértices de um poliedro convexo com seis faces quadrangulares e
quatro faces triangulares.

Solucao:

Cada face quadrangular e triangular tém 4 arestas e 3 arestas, respectivamente, logo com 6 faces qua-
drangulares obtemos 24 arestas e com 4 faces triangulares obtemos 12 arestas. Logo, o nimero total de
arestas é 36. Como cada aresta foi contada duas vezes, temos:

2A=36=>A=18

Aplicando a relagdo de Euler, temos:

A+2=V+F=> 18+2=V+10=> V=10

Portanto, o poliedro tem 10 faces, 18 arestas e 10 vértices.

2. Arquimedes descobriu um poliedro convexo formado por 12 faces pentagonais e 20 faces hexagonais,
todas regulares. Esse poliedro inspirou a fabricacao da bola de futebol que apareceu pela primeira vez na
Copa do Mundo de 1970. Quantos vértices possui esse poliedro?

»‘i
Como o poliedro tem 12 faces pentagonais e cada face pentagonal tem 5 arestas, entdo 12 .5 = 60.
Analogamente, temos 20 faces hexagonais e cada face hexagonal tem 6 arestas, assim 20 .6 = 120, logo

como cada aresta(A) foi contada duas vezes, temos:
2A=60+120= A =90.

Solugdo:

Sendo, o poliedro convexo, vale a relacdo de Euler, V - A + F = 2, portanto, como temos F = 12420 =
32 faces:
V-90+432=2 = V=24+90-32=>V =60

Assim, o numero de vértices é 60.
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3. Determine o niimero de vértices de um poliedro convexo que tem 3 faces triangulares, 1 face quadran-
gular, 1 pentagonal e 2 hexagonais.

Solugdo:

O ntimero total de faces do poliedroé F=3 + 1 + 1 + 2 = 7. Calculando o nimero de arestas em fun¢ao
das faces, temos:

2A=33+14+154+26 22A=30=>A=15

Substituindo os valores na relagdo de Euler, vem:

V-A+F=2=V-15+7=2=V=10.Logo ha 10 vértices.

4. Num poliedro convexo de 10 arestas, o nimero de faces é igual ao nimero de vértices. Quantas faces
tém esse poliedro?

Solucgdo:

Pelo enunciado temos, F = V. Utilizando a relacao de Euler, temos:
V-A+F=2=V-10+V=2=2V =10+ 2. Logo V = 6. Portanto, como o nimero de faces é igual ao
numero de vértices, temos 6 faces.

5. Num poliedro convexo o niimero de arestas excede o nimero de vértices em 6 unidades. Calcule o nu-
mero de faces desse poliedro.

Solucdo:

Como o ntimero de arestas (A) excede o nimero de vértices (V) em 6 unidades, temos que A =V + 6.
Logo temos pela relacdo de Euler que:
V-A+F=2=V-(V+6)+F=2=V-V-6+F=2=>F=2+6=>F=38

6. Determine o numero de vértices, arestas e faces de um poliedro convexo formado por 5 angulos trie-
dros, sete angulos tetraédricos, nove angulos pentaédricos e oito angulos hexaédricos.

Solugdo:

Um angulo triédrico contém um vértice onde concorrem 3 arestas. Da mesma forma o tetraédrico
contém um vértice onde concorrem 4 arestas, o mesmo ocorrendo com os pentaédricos (5 arestas) e
hexaédricos (6 arestas). Logo, o numero de vértices é dado por: V=15 + 7 + 9 + 8 = 29. E 0 nimero
de aresta é dado por: 2A =5.3 + 7.4+ 9.5+ 8.6 > 2A =136 = A = 68. De acordo com a relacdo de
Euler vem:

V-A+F=2=29-68+F=2=>F=2+68-29=41.

Portanto ha 29 vértices, 68 arestas e 41 faces.

EXERCICIO PROPOSTO

1. Quantos vértices tem um poliedro convexo que possui 12 faces triangulares?

2. Um poliedro convexo tem 15 faces. De dois de seus vértices partem 5 arestas, de quatro outros partem
4 arestas e dos restantes partem 3 arestas. Qual o nimero de arestas desse poliedro?

3. Um poliedro convexo é formado por 80 faces triangulares e 12 pentagonais. Qual o numero de vértices
desse poliedro?

4. Numa molécula tridimensional de carbono, os atomos ocupam os vértices de um poliedro convexo de
12 faces pentagonais e 20 faces hexagonais regulares, como em uma bola de futebol. Qual é o niimero de
atomos de carbono na molécula? E o nimero de ligacdes entre esses atomos?

5. Um poliedro convexo tem 14 vértices. Em 6 desses vértices concorrem 4 arestas, em 4 desses vértices
concorrem 3 arestas e, nos demais vértices, concorrem 5 arestas. Qual o nimero de faces desse poliedro?

6. Um gedlogo encontrou, numa de suas exploragdes, um cristal de rocha no formato de um poliedro, que
satisfaz a relacdo de Euler, de 60 faces triangulares. Qual o nimero de vértices desse poliedro?
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Soma dos dngulos das faces
Em todo poliedro convexo de vértices (V), a soma dos angulos de todas as suas faces é dada por: S=(V-2).360°

Com efeito, sejam V, A e F o nimero de vértices, arestas e faces do poliedro, respectivamente. Sejam ainda,
n,n, n,,., N, os numeros de lados das faces 1, 2, 3, ..., E ordenadamente. A soma dos dngulos internos de
uma face é (n-2).1800.

Logo, a soma dos angulos de todas as faces do poliedro é dada por:

S=(n,-2).180°+(n,-2).1800+(n,-2).180°+---+(n,-2).180°
S=n, 180°-360°+n, 180°-360°+n, 180°-360°+---+n, 180°-360°
S=(n,+ n,+ n,+..4+n, ).180°-F360°,

Mas n + n,+ n,+..+ n =24, logo
S=2A.180°-F.360°=S=A.360°-F.360°=S=(A-F).360°,

Temos da relacao de Euler que,
V-A+F=2=V-2=A-F,
Portanto,

S=(V-2).360°.

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Determine a soma dos angulos das faces de um poliedro convexo de 12 vértices.

Solugdo:

Temos entdo V=12, logo
S=(V-2).360°=5=(12-2).360°=5=10.360°=S=3600".
Portanto, a soma dos angulos das faces é igual a 3600°

2.Um poliedro convexo de 15 arestas tem somente faces quadrangulares e pentagonais. Quantas faces tém
de cada tipo se a soma dos angulos das faces é 32 angulos retos?

Solugdo:

Encontramos o nimero de vértices pela formula da soma dos angulos das faces, S = (V - 2).360°,
como, pelo enunciado, S=32.90°=2880°, temos que:

0
2880 -3
360°

5=(V—2pedhzzsmﬁ=(V—2p6w::V—2=

logo, V=10.
Utilizando a relacao de Euler V-A+F=2, sendo A=15 e V=10, temos
V-A+F=2=F=2+A-V=>F=2+15-10=7.

Portanto, temos no total 7 faces. Considerando “x” o nimero de faces quadrangulares e “y” o de faces
pentagonais forma-se um sistema onde uma das equagdes envolve o niimero de arestas em func¢do do
numero de faces, isto é, 2A = 4x+5y, sendo A=15 temos 4x+5y=30. Portanto,

x+y=7 -4x-4y=-28 -5 y=2
4x+5y=30 4x+5y=30 x=7-2=5

Logo das 7 faces, 5 sdo faces quadrangulares e 2 sdo pentagonais.
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3. A soma dos angulos das faces de um poliedro convexo é 7202. Calcule o nimero de faces, sabendo que
2 ,
é3 do numero de arestas?

Solugdo:

Sendo S=720°, temos que

0
720° :(V—2)360° y2=720 Ly oy
360°

ComongA, temo; pela relacdo de Ellller, 1
F—A+V:2:>§A—A+4:2:—§A:2—4:>—§A:—2:>A:6.

F:EA:26:4
Logo, 3 3

EXERCICIO PROPOSTO

1. Um poliedro convexo de 28 arestas tem somente faces triangulares e heptagonais. Quantas faces tém de
cada tipo se a soma dos angulos das faces é 64 angulos retos?

2. A soma dos angulos das faces de um poliedro regular é 1440°. Quantas arestas possui este poliedro?

3. Um poliedro apresenta faces triangulares e quadrangulares. A soma dos angulos das faces é igual a
2160°. Determine o nimero de faces de cada espécie desse poliedro, sabendo que ele tem 15 arestas.

Poliedros de Platdo
Diz-se que um poliedro é de Platdo se, e somente se, satisfaz as seguintes condig¢des:

a) for convexo;

b) em todo vértice concorrer o mesmo nimero de arestas;
c) toda face tiver o mesmo niimero de arestas;

d) for valida a relacdo de Euler.

Propriedade: Existem cinco, e somente cinco classes de poliedros de Platdo. Sdo elas:

Tetraedro - possui 4 faces triangulares;
Hexaedro - possui 6 faces quadrangulares;
Octaedro - possui 8 faces triangulares;
Dodecaedro - possui 12 faces pentagonais;
Icosaedro - possui 20 faces triangulares.

Poliedros Regulares
Um poliedro convexo é regular quando suas faces sdo poligonos regulares e congruentes e em cada vérti-
ces, concorre o mesmo numero de arestas.

Propriedade: Existem cinco, e apenas cinco, tipos de poliedros regulares. Sao eles: Tetraedro, Hexaedro,
Octaedro, Dodecaedro e Icosaedro.

Tetraedro Hexaedro Octaedro Dodecaedro Icosaedro
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Tetraedro regular: E formado por quatro tridngulos equilateros que equivalem a uma pirdmide de base
triangular. Esse é o menor de todos os poliedros.

Hexaedro regular: E formado por seis quadrados iguais.

Octaedro regular: E formado por oito tridngulos equilateros iguais e equivale a um balo junino.
Dodecaedro regular: E formado por doze pentagonos regulares.

Icosaedro regular: E formado por vinte tridngulos equilateros.

Observacdo: Todo poliedro regular é poliedro de Platdo, mas nem todo poliedro de Platdo é um
poliedro regular.

Principio de Cavalieri

Considere os s6lidos S1 e S2 sobre um plano horizontal a. Considere também o plano 3, paralelo ao a que,
ao seccionar S1, também secciona S2, determinando duas regides planas de areas Al e A2. Logo, se para
todo plano  temos A1 = A2, entdao V= V..

SAIBA MAIS

- A estrutura poliédrica da bola de futebol.

<http://www.dm.ufscar.br/hp/hp153/hp153001/hp153001.htmI>

- Construindo poliedros com canudos

<http://www.youtube.com/watch?gl=NG&feature=
topics&hl=en-GB&v=FXcrq3QSAZI>
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DPEXERCICIO PROPOSTO

1. Calcular a medida da altura de um tetraedro regular sabendo que o perimetro da base mede 9 cm.

2. Calcule a soma dos angulos das faces do:
a)Tetraedro regular

b)Octraedro regular
¢)Icosaedro regular

4 6 3. Determine a area da superficie de:

a)Tetraedro regular de aresta 6m.
b)Icosaedro regular de aresta 5m.

4. Da superficie de um poliedro regular de faces pentagonais tiram-se as trés faces adjacentes a um vértice
comum. Calcule o nimero de arestas, faces e vértices da superficie poliédrica que resta.

G E II GEOMETRIA EUCLIDIANA II

Autor: AntOnia Jocivania Pinheiro




SOLIDOS
GEOMETRICOS

Nesta unidade, trabalharemos com as principais figuras geométricas
espaciais, as quais sdo chamadas de sélidos geométricos (prisma, pira-
mide, cilindro e cone). Aprenderemos a:

Conceituar, classificar e destacar os elementos de cada sélido;
Estabelecer a nomenclatura e tipos de sélidos;

Calcular areas laterais, areas totais e volumes de cada sélido;
Aplicar conceitos em situagdes que envolvam
interdisciplinaridade e contextualizagao.
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Prisma

Prisma: conceitos, elementos,
classificacao e seccoes

Conceitos

Sejam a e (3 dois planos paralelos e distintos, e s uma reta que intercepta estes planos nos pontos M e N,
respectivamente. Dada uma regido poligonal P no plano «, definimos por prisma o conjunto de todos os
segmentos (XY) congruente com o segmento (MN) e paralelos aretas, onde X€EPeY € f.

M A B
E
o \ FIQUE DE OLHO!

_ Todo prisma é um
Prisma poliedro (convexo),
Pentagonal mas nem todo poliedro

é um prisma, ja
) que temos poliedros
K & convexos e
E c concavos.

Em outras palavras, prisma é um sélido geométrico (poliedro convexo) delimitado por faces planas, no
qual as bases se situam em planos paralelos.

Elementos

Bases: regioes poligonais dos planos a e f3; Ex.: ABCDE e AB'C’'D’E.

Vértices: sdo os vértices dos poligonos das bases; Ex.: A, B, D', E’

Arestas da base: sdo os lados do poligono da base; Ex.: (ﬁ) e (C’_D’).

Arestas laterais: sdo os segmentos que ligam os vétices correspondentes dos poligonos; Ex.: (@) e (ﬁ').
Faces laterais: sdo os paralelogramos definidos pelos lados correspondentes da base poligonal de
a e de 3; Ex.: ABAB’ e CDC’D".

Superficie lateral: é formada pelas faces laterais;

Superficie total: é formada pelas faces laterais e pelas bases;

Altura: é a distancia entre os planos a e f3;

GEOMETRIA EUCLIDIANA II
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Natureza do prisma

A natureza do prisma é dada de acordo com o poligono da base.

POLIGONO NOME DO PRISMA FIGURA CORRESPONDENTE
Triangulo Prisma triangular '
Quadrado Prisma quadrangular i
R R
Pentagono Prisma pentagonal E
/\
Hexagono Prisma hexagonal E E
1 1

50

Dentre os prismas quadrangulares convém destacar os paralelepipedos. Sdo aqueles cujas bases sdo pa-

ralelogramos.

Classificagcdo

Podemos classificar os prismas como reto e obliquo.

Prisma reto: Dizemos que um prisma é reto quando suas arestas laterais sdo perpendiculares aos
planos das bases. Logo suas faces laterais sdo retangulos.

Prisma obliquo: Dizemos que um prisma é obliquo quando suas arestas laterais sdo obliquas aos
planos das bases. Neste caso, as faces laterais sao paralelogramos.

Um caso particular
dos prismas retos é o
PRISMA REGULAR.

Prisma Regular é todo
prisma reto cujas
bases sao poligonos
regulares.

e SR

Prisma reto Prisma obliquo

A relacdo de Euler vale para todo poliedro convexo, logo vale no prisma, ja que o prisma é um

poliedro convexo.

Dentre os prismas retos convém destacar o paralelepipedo reto, no qual todas as faces, in-

cluindo as bases, sdo retangulos.
Dentre os prismas regulares devemos destacar o cubo, no qual todas as faces sdo quadrados.
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Exemplos:
1. Calcule o valor numérico dos vértices, arestas e faces do prisma, cujas bases sdo poligonos de n lados.

Solugdo:

Vértices: Temos em cada base n vértices. Como sdo duas bases, teremos 2n vértices no prisma.
Arestas: Como em cada base temos n arestas (lados), nas duas teremos 2n, acrescentando as n arestas
laterais, totaliza 3n arestas.

Faces: Como o poligono tem n lados, o prisma tem n faces laterais, e mais as 2 bases totalizamos n +
2 faces.

2. Em um prisma regular de 7 faces, determine:

a) O nome do prisma;
b) A validade da relacdo de Euler.

Solugdo:

a)Sendo 7 o numero de faces, temos 5 faces laterais, ja que 2 sdo bases. Logo, o poligono da base tem
5 lados, portanto o nome do prisma é prisma pentagonal.

b)No prisma pentagonal temos n=5 lados, logo, pela questdo anterior: V=2.5=10 vértices, A=3.5=15
arestas e F=5+2=7 faces.

Como o prisma é um poliedro convexo temos que ele satisfaz a relacdo de Euler. Com efeito,
V-A+F=10-15+7=2.

Seccoes
Definimos por sec¢do de um prisma, a interse¢do do prisma com um plano que intercepta todas as

arestas laterais. Chamamos de secg¢io reta ou sec¢do normal, a sec¢do cujo plano é perpendicular as
arestas laterais.

Note que a
seccao de um
prisma é um poligono
com vértice em

cada aresta
lateral.

Area lateral e area total do prisma

Area Lateral do Prisma

A 4rea lateral de um prisma, denotada por A, dada pela soma das areas das faces laterais, denotada por
Aﬂ. Se for um prisma de n lados, temos que, Al=nAﬂ.

Seccao
normal

GEOMETRIA EUCLIDIANA II
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Dado um prisma de aresta lateral a e seccdo normal de lados 11, 12,..., In, temos que cada face lateral é um
paralelogramo de base a e altura igual a um lado da sec¢do normal, logo,
A=A +A,++A =al al,+--+al ,onde A A A, sdo as areas dos paralelogramos de altural,l,,...,1

117 oty
respectivamente, portanto:

127

Al=a11+a12+---+aln .

Se o prisma for regular, temos que a sec¢do normal é um poligono regular,
ln=l, portanto, AI=(l+l+---+l).a=nla :

logo teremos 11,12,...,

Area Total do Prisma

A érea total de um prisma ¢ dada pela soma das éreas das faces laterais (A) com as dreas das duas bases.
Denotamos por A.

Logo,
A=A+2A,

onde, A, ¢é a area da base.

52

~
~

¢

Temos entdo, que a area da base é dada pela soma de n triangulos de base 1 (medida do lado) e altura m
(medida do apdtema), isto &, A=nA, onde n é o numero de lados da base. Logo,

I.m
Ab= n(T]

Célculo da area total (A)

1.
O calculo da area total é At = A/ + 2Ab =nla+ 211.[7171] =nl .(a + m). Portanto,

A=nl.(a+m).
Volume do prisma
0 volume de um prisma ¢ o produto da drea da base (A,) pela altura (h), assim: FIQUE DE OLHO!
A altura (h) de um
V =A h prisma é sempre a

distancia entre os planos
paralelos que contém

as suas bases, seja
0 prisma reto
ou ohliquo.
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Exemplo 1: A base de um prisma de 10 cm de altura é um tridngulo retangulo is6sceles de 6 cm de
hipotenusa. Calcule a drea lateral, a drea total e o volume do prisma.

Solugdo:

10 cm

<+“—bm—»

Como a base é um triangulo retadngulo isésceles temos pelo Teorema de Pitdgoras que:
62=x2+x?=2x>=36=x*=18=x=3V2.
A area lateral do prisma é dada pela soma das areas dos paralelogramas laterais:
A=6.10+3V2.10+3V2.10=(6+3v2+3V2).10=60+60v2,
logo, Al=60.(1+\/§) cm?,

Como a area total é dada por A=A+2A e ja temos a area lateral, basta calcularmos a area da base, assim:

A _ basealtura _ 6.3 =9 cm?

b 2 2
Através disso concluimos que: A =A+2A =60 + 60vV2 +9 =69 + 60V2 cm?

0 volume é dado por,
V=Ah=9.10=90cm’.

Exemplo 2:

Um paralelepipedo é um prisma no qual as bases sao paralelogramos. Chamamos de paralelepipedo retan-
gulo o prisma reto cujas bases sdo retangulos. Dado entdo, um paralelepipedo retangulo de dimensdes a,b
e ¢, calcule as diagonais d,,d, e d3 das faces, a diagonal do paralelepipedo d, a area total A eoseu volume V.

Solugdo: .
A : : B’ ¢
| d
DA N1 C
/, 1 b
A a B
Calculo de dl,d2 e d3
D c Considerando o triangulo ABD, temos pelo Teorema de Pitagoras que:
d *=a’t+b’=d =Va*+b?
b dy
A a B
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Analogamente, temos.

d,’=a’+c*=d,=Va’+c? e d,>=b*+c?=d,=Vb>+?,
onde d, e d, sdo as diagonais das faces ABB’A' (ou DCC’'D") e BCC'B’ (ou ADDA'), respectivamente.

Calculo de d.
DI
d Considerando o tridngulo DBD’, temos pelo Teorema de
c Pitagoras que:
d’=d *+c’= d’=a’+b*+c?
D B

d=va?+b’+c?

Calculo da area total A.

Sendo o paralelepipedo um prisma, temos que a area total é dada por:

A=A+2A,.
Como,
A=A, et Aep Ay et Ay =2act+bctac+be=2(ac+bc) e A =ab, temos que:
A =2(ab+ac+bc).
Volume

Como o paralelepipedo é um prisma temos que seu volume é dado por:
V=A, h.
Sendo Ab=ab e h=c, temos que,

V =abc,

onde a,b e ¢ sdo as dimensdes do paralelepipedo.

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Dois blocos de aluminio, em forma de cubo, com arestas medindo 10 cm e 6 cm, sdo levados juntos a
fusdo e em seguida o aluminio liquido é moldado como um paralelepipedo reto de arestas 8 cm, 8 cm e x
cm. Encontre o valor de x.

Solugdo:

Pelo enunciado, o volume do paralelepipedo é igual a soma dos volumes dos cubos. Assim,
8.8x=6°+10°=64x=216+1000=64x=1216=>x=19.
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2. Um prisma regular triangular tem todas as arestas congruentes e 48 m? de
area lateral. Encontre seu volume.

Solugdo:
a . a
5 a
a h
! a @
) 2
s
. 2 a2
- 2 _ p2 2_g2_(Z
e - a“=h +( ) =>h2—a (2)
o 3,
4 2

J3a J3a?

Como a altura da base é h= 5 temos que A, = 7 Sendo a area da face igual a A, =a.a=a’,

obtemos A]=3a2. Logo, pelo enunciado

3a*=A=48>a’=16>a=4m.

Portanto,

2 2
V=A h= V3a® o= V34

4= 3m3
. . 4416\/_m

3. Encontre o volume de um prisma regular hexagonal, sabendo que as arestas da base medem 2 m
e sua altura é de 10m.

Solucado:
Um hexagono regular pode ser decomposto em seis triangulos
congruentes e equilateros. Os lados dos triangulos medem 2m

e sua altura mede h= ﬂ = \/§ Entdo, a area de cada triangulo
é dada por: 2

Logo, a area da base é dada por:

A,=6A,=633 m2.
Portanto, o volume do prisma é dado por:

V=A,h=6v3.10 = 603 m?.

4. Em uma piscina regular hexagonal cada aresta lateral mede 8 dm e cada aresta da base mede 4 dm.
Calcule, desses prismas:

a) a area de cada face lateral;
b) a area de uma base;

c) a area lateral;

d) a area total.
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Solugdo:
a) A=b.h=4.8=32 dm*
2
b) Apy=6.A,= 6 3% 245 dm?

4
c) Al=6.Af=6.32=192dm2

d) A=A +2A,=192+2.243=192+48\3dm?

5.Joana pretende confeccionar embalagens em forma de prisma reto hexagonal regular com aresta da
base medindo 3 cm e aresta da face lateral medindo 6 cm. Sabendo que para confeccionar a embalagem
o material utilizado custa R$3,00/cm? quanto Joana gastara? Obs.: adote \/3%1,73.

Solugdo:

Para saber quanto Joana ira gastar, é necessario saber a area total da embalagem.
Considerando:

e medida da aresta lateral: r = 6¢cm;
e medida da aresta da base: a = 3cm;

Iniciemos calculando a area lateral do prisma. Como o prisma possui 6 faces laterais (retan-
gulos), a drea lateral é igual a seis vezes a area de cada face (retangulo - Af).

Area lateral: A=6.A=6..a=6.6.3=108cm".

Area da base: Como a base é um hexagono regular que pode ser decomposto em seis tri-
angulos equilateros, a area de um hexagono regular é igual a seis vezes a area do triangulo
equilatero (Aa). Sendo a medida do lado do triangulo equiladtero a mesma medida da aresta
da base (a), tem-se:

2 2
A,=6A,=62 B_ 3B 2743,
4 2
Area total:
At=A1+2Ab=108+2.#=108+ 27\3=9.124+3cm.

Agora, que temos a area total, podemos obter o custo total. Como o material utilizado na embala-
gem custa R$ 0,30 cada centimetro quadrado, o custo total (Ct) serd 0,3 vezes a area total, isto €,

C=0,3.A=0,3.9.(12+3)=46,41.

Portanto, Joana gastara aproximadamente R$ 46,41.

EXERCICIO PROPOSTO

1. Em um prisma regular triangular, cada aresta lateral mede 10cm e cada aresta da base mede 6¢cm.
Calcular desse prisma:

a) a area de uma face lateral;
b) a area de uma base;

c) a area lateral;

d) a area total.

2. Calcular em litros o volume de uma caixa d’dgua em forma de prisma reto, de aresta lateral 6 m,
sabendo-se que sua base é um losango cujas diagonais medem 7m e 10m. (1m3®=1000 litros)

3. 0 volume de um paralelepipedo retingulo é 1620 m®. Calcular as arestas sabendo que estas sdo pro-
porcionais aos niumeros 3, 4 e 5.
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4. A dgua de um reservatdrio na forma de um paralelepipedo retangulo de comprimento 30 m e largura 20 m
atingia a altura de 10 m. Com a falta de chuvas e o calor, 1.800 m? da agua do reservatorio evaporaram. Qual
a altura maxima atingida pela 4gua restante no reservatoério?

5. Paulo tem um galpao com as medidas indicadas na figura. Qual o volume do galpdo?

20m

8m

6. Calcule o volume de um prisma quadrangular regular cuja area total tem 144 m? sabendo que sua drea
lateral é igual ao dobro da area da base.

7. Numa cozinha de 3 m de comprimento, 2 m de largura e de 2,80 m de altura, as portas e as janelas ocu-
pam uma area de 4 m? Para azulejar as quatro paredes, o pedreiro aconselha a compra de 10% a mais da
metragem a ladrilhar. Qual a metragem quadrada de ladrilhos a comprar?

8. Dispondo-se de uma folha de cartolina, medindo 50 cm de comprimento por 30 c¢m de largura,
pode-se construir uma caixa aberta, cortando-se um quadrado de 8 cm de lado em cada canto da folha.
Qual o volume dessa caixa?

9. Uma industria precisa fabricar 10000 caixas de sabdo com as mesmas medidas da figura abaixo.
Desprezando as abas calcule, aproximadamente, quantos m? de papeldo serdo necessarios.

20 cm

14 cm

40 cm

10. Quantos cm? de papeldo sdo gastos para fazer uma caixa de sapatos do tipo e tamanho abaixo?

17 cm o> 2cm

10 cm

32 cm)

11. Qual é o volume de concreto necessario para fazer uma laje de 20 cm de espessura em uma sala de 3 m por 4 m?

20cm=0,2m —p|

12. Quantos litros de 4gua sdo necessarios para encher uma caixa-d’agua cujas dimensdes sdo:
1,20 m por 0,90 m por 1 m?
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Piramide

Piramide: conceitos, elementos, classificacao e seccoes

Conceitos

Consideremos um poligono convexo A, A, A,...A contido no plano a e um ponto V fora de a. A reunido de
todos os segmentos que tém uma extremidade em V e a outra num ponto qualquer do poligono é chamada
piramide. O ponto V recebe o nome de vértice da piramide.

SAIBA MAIS!
As piramides sao
muito utilizadas nos

graficos para exemplificar
hierarquias, como a
das classes
a sociais.

5 8 Elementos

Base: regido poligonal do plano a sobre a qual se apoia a piramide;

Vértice da pirdmide: ponto isolado V mais distante da base da pirdmide;

Arestas da base: é qualquer um dos lados do poligono da base;

Arestas laterais: segmentos que tém um extremo no vértice da piramide e outro extremo num
vértice do poligono situado no plano «;

Faces laterais: regides planas triangulares que passam pelo vértice da piramide e por dois vérti-
ces consecutivos da base;

Superficie lateral: é formada pelas faces laterais;

Superficie total: é formada pelas faces laterais e pela base;

Altura: distancia do vértice da piramide ao plano «;

Eixo: quando a regido poligonal é simétrica ou regular, o eixo da piramide é a reta que passa pelo
vértice e pelo centro da base;

Apotema da face (af) : é a altura de cada face lateral.

Apdtema da base (a,): € o ap6tema do poligono da base.

aresta lateral 3
apotema

altura (h)

aresta da base
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Exemplos: Calcule o valor numérico dos vértices, arestas, faces laterais e faces da piramide, cuja base é
poligono de n lados.

Solucdo:

Vértices: Temos n vértices na base. Somados com o vértice V teremos n + 1 vértices na piramide.
Arestas: De cada vértice da base parte uma aresta ao encontro de V. Logo, como sdo n vértices temos
entdo n arestas laterais. Acrescentando as n arestas da base, totaliza 2n arestas.

Faces: Como o poligono tem n lados, a piramide tem n faces laterais, e mais a base totalizamos n + 1 faces.

Classificacdo

Podemos classificar a piramide como reta ou obliqua.

Dizemos que uma piramide é reta quando a projecdo ortogonal do vértice P da piramide coincide com o
centro do poligono da base. Caso contrario, é obliqua.

k]
|
1
1
1
L

\
/(" -

Pirdmide Obliqua

Pirdmide Reta

Um caso particular das piramides retas sdo as piramides regulares:

Pirdmide Regular é toda pirdmide reta que tem como base um poligono regular.

¢  Toda piramide é um poliedro convexo, mas nem todo poliedro convexo é uma piramide;
¢ Como a piramide é um poliedro convexo, temos que ela satisfaz a relagdo de Euler;
¢ Osnomes das piramides sdo dados de acordo com o poligono da base.

FIQUE DE OLHO!
Toda piramide
regular tem as arestas
laterais congruentes,
logo as faces laterais
sao triangulos
isosceles
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POLIGONO NOME DO PIRAMIDE FIGURA CORRESPONDENTE
Triangulo Piramide triangular A
Quadrado Pirdmide quadrangular ‘

Pentagono Piramide pentagonal ‘
Hexagono Piramide hexagonal \

Veja os exemplos:

Triangular regular: quando é reta e a base é um triangulo equilatero;
Quadrangular obliqua: quando é obliqua e a base é um quadrado;
Pentagonal reta: quando é reta e a base é um pentagono.

¢ Observe que a parte superior que foi seccionada é também uma piramide, semelhante em todos os
aspectos a piramide original.

¢ Seduas piramides tém a mesma altura e as areas das bases sdo iguais, entdo as se¢des transversais
localizadas a mesma distancia do vértice tém a mesma area.

Temos da figura acima que os tridngulos correspondentes formados nas duas piramides, assim como as
duas bases, sio semelhantes entre si.

AAOB ~ AAO'B’ oV h
AAVB ~ AAVE = AQ_AB _AV _0V_nh

e AO AB AV OV H
AAOV ~ AAQ'V
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Sendo OAB = O’A'B’ ( denotaremos esse angulo por y ), temos que

dreadeP  5.(dreadoAAOB) OA.AB.seny OA AB H H

drea dep’ _ 5.(drea do AXO'B) _0’A'A’'Biseny _QA' AB'_h h (ﬁ)z

drea de p’=(ﬁ)2
dreadeP \H

Considerando que o volume da piramide é dado por V= %.Ab.h (provado nas préximas paginas). Temos que:

1
Vpirﬁmide de altura h =§(area de p )h drea de p ( ) (_)
H) H

Vpirﬁmide de altura H %(drea de P]H area de P H

Isto é,

Vplramlde de altura h (
%4 H

pirdmide de altura H

Se o poligono da base tiver n lados basta trocarmos 5 por n, e a propriedade continua valendo.

Area lateral e area total da pirdmide

Area Lateral da Pirimide

Adrea lateral (A)) de uma pirdmide é dada pela soma das areas das faces laterais, ou seja, € a drea da
superficie lateral.

Se a piramide for regular, basta calcular a area de uma face lateral (tridngulo) e multiplicar pela
quantidade de faces (n). Assim,

A=nA
onde Aﬂ é a area de uma face lateral da piramide.

Area Total da Piramide

A drea total (A) de uma piramide é a soma da area lateral com a area da base. Isto ¢,

A=A+A,

onde A, ¢ a drea da base.
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Exemplo: Uma piramide regular hexagonal tem 8 cm de altura e a aresta de sua base mede 343 cm.
Calcule a area total.

Solugdo:

Como vimos anteriormente A =A+A,, basta entdo encontrar a area da base e a area lateral.

Como a base é um hexagono regular, temos:

JaNE)

4

1. p
r=l, a= T\E (apotema da base) e 4, = 6.71’ =6.

Logo, o Teorema de Pitagoras garante,

2

/
a’=h*+a? er? =12=(—] +a’
P b 2 b

onde h=8cmel=3V3 cm.

e Areada base

62 4, =6.(3\62 V2 :3272“/5 = 812‘/§ = 40,513

e Area lateral

onde

2
2 2
1) 3 e 3(345)

2 32 212,52
ap—l] +a, =h"+1 _(E

logo,
a =9,1.
P

Portanto,

la
A=6.12 — 6.3\?.9,1 81043,

e Areatotal

A=A+A =81,93+40,5v3=122,4\3cm?
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Volume da piramide

Volume da Piramide Triangular

Vamos decompor um prisma triangular em trés piramides. Veja as figuras abaixo:

I II

D F D F
\\
\\\
\\\
AL Al 3 C
C \
B B
F
C
B

IT1

Il - SOLIDOS GEOMETRICOS

Note que as pirdamides ABCE e CEDF tém o mesmo volume, pois possuem as bases (ABC e DEF) con-
gruentes e a mesma altura (a do prisma). Entdo, V=V . O mesmo ocorre com as piramides ACDE e CDEF,
pois as bases (ACD e CDF) sdo congruentes e possuem a mesma altura (distancia de E ao plano ACDF).

Entao, Vm=VH. Logo,

VI=VII=VIII=VPT’
onde V, € o volume da piramide triangular.
Portanto,

Vv =V+V +V =3V,

PRISMA

Como, ja vimos que, V, =A,h, concluimos, entio,

PRISMA

PT b

=1
V=3 Ak

Volume de uma Piramide qualquer

T

Considere agora uma piramide qualquer com altura h, cuja base seja um poligono de n lados (n > 3). Po-
demos decompor esse poligono em n - 2 triangulos. Assim ficaremos com a piramide decomposta em n - 2

piramides triangulares de bases bl,bz,...,b

n-2’

b,

como mostra a figura abaixo:
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Portanto,

_1 1 1y pel -
V=2 At S AN L 2 A h= 2 (A, A, +eAb, ) = %Ab.h.

Concluimos entdo que

v=1lan FIQUE DE OLHQ!
3 0 volume de um prisma
equivale ao volume

de trés piramides que
tém mesma base e
altura que a dele.

Exemplo: Calcule o volume de uma piramide de 12cm de altura, sendo a base um losango cujas diagonais

medem 6 cm e 10 cm.

Solucdo: Sabemos que a area do losango é A=(D.d)/2, onde D é a diagonal maior e d é a diagonal me-

nor, assim a area da base da piramide é dada por:

Logo,

v % Ash= % 30.12=120cm’.

Tronco de piramide de bases paralelas

Conceito

Considere uma piramide de vértice V e altura H. Tracando um plano (3 paralelo a base, que secciona a
pirdmide a uma distancia h do vértice, obtém dois poliedros: uma piramide de vértice V e altura h e um

poliedro que é chamado tronco da piramide inicial.

\

GEOMETRIA EUCLIDIANA II

Autor: AntOnia Jocivania Pinheiro



Il - SOLIDOS GEOMETRICOS

Elementos do tronco da piramide

Duas bases: abase da pirdmide inicial (base maior) e a sec¢do determinada pelo plano {3 (base menor);
Faces laterais: as faces laterais sdo trapézios;
Altura: é a distancia entre as bases do tronco. Sua medida é h, = H - h.

base menor

face lateral

base maior

Quando a piramide original é regular o tronco de piramide se diz regular. Neste caso:

e as bases sdo poligonos regulares semelhantes;
e as faces laterais sdo trapézios isosceles;
e aaltura de um desses trapézios é chamada ap6tema do tronco.

Exemplos:
Uma pirdmide tem a altura medindo 30 cm e 4rea da base igual a 150 cm?. Qual é a 4rea da secgdo

superior (base menor) do tronco dessa piramide, obtida pelo seu corte por um plano paralelo a sua
base, sabendo-se que a altura do tronco da piramide é 17 cm?

Solugdo:

Temos pela figura abaixoqueh=H-h, =30-17=13 cm,jdque H=30cmeh, =17 cm.

Aﬁ‘ """""""" Y

H = 30cm

e

drea da seccdo _ (L)Z
drea da secgdo H

Portanto, como

temos:

2
drea da sec¢do _ (ﬁ) >4area da secgio= 13%.150 =282 cm’.
150 30 307
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Volume do Tronco de Piramide

Consideremos o tronco de piramide abaixo:

B = base maior

b = base menor

H = altura da piramide VABCD
h = altura da piramide VAB'C’'D’
h, = altura do tronco

V = volume do tronco

Concluimos da figura que:

vol. do tronco (V) = vol. da piramide VABCD - vol.da piramide VA'B’C’'D’,

onde,

vol. da piramide VABCD = 1/3 A, H e vol. da piramide VAB'C’'D’ = 1/3 A .h=1/3 A, (H-h,).

Entdo:

V:%AB H-%Ab (H-h,) =%[AB H-A, (H-h)]= % [A, H-A H+A h)]= % [(A,-ADH+A, h, ]

0 volume deve ser dado em func¢do dos elementos do tronco da piramide ALA e hr Basta entdo, calcular H
em funcdo desses elementos. Temos da propriedade da sec¢do transversal que:

2 2
4 (h A (H-h J4 H-h
b b 1 b 1 [ [
— = — | =>—= = = =>H.|A =H,/|A, —h |4, =
A [H] A ( H ] [a, H b A

B

h |4
= H.\[4, —H\/gz—bl\/g:H(@—@):—hﬂ/@:ﬂ:ﬁ%.

Substituindo entdo na formula do volume temos:

v==1l(a,-4 ).ﬂ+Ab == (45— 4,)
3 B b\/g_\/g b1 \/7(\/> \/>)

sendo,

(ay-1) o)A 4) =44, +4,)
Vo] Tl V) o0

A,
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temos:
V=%[b1\/g.(\/g+\/E)mbhl}:%[bl@ w4, 4, + an, .

Diante desse calculo, conclui-se que:

h
v :?(AB +/4,4, +4,)

EXERCICIO RESOLVIDO

1. A 4rea da base de uma pirdmide é 36¢m? Uma seccdo transversal, feita a 3cm da base, tem 9¢cm? de area.
Calcule a altura da piramide.

Solugdo:

Na figura, temos:
P=36cm?

p=9cm?

h-x=3 cm= x=h-3

Logo, como £ =h—§ , temos:
p X
36— i = 4= i = 2= h =>2h—6= h> h =6
9 (h—3)2% " (h=3)2 " h-3 - o

A altura da piramide é 6 cm.

2. Quando duas piramides regulares de bases quadradas e cujas faces laterais sdo tridangulos equilateros
sdo colocadas base a base, o sélido resultante é chamado octaedro regular. Calcule entdo o volume do
octaedro regular de aresta 5 cm.

Solugdo: Note que da segunda figura acima, temos:

E = diagonal do quadrado =52
- V0 = altura da piramide

52

- OC = metade da diagonal do quadrado=T

No triangulo retangulo VOC (reto em 0) temos:

2
o [5V2] e 50 50, 52
2 4 4 2

A drea da base € dada por A, =5.5=25, logo o
volume da piramide é:

5v2
Ak BT, 152

V=
3 3 6

1252 125V2

cm .

Como sdo duas piramides, temos que o volume do octaedro regular é |/ =2,

6 3
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3. O prefeito de uma cidade pretende colocar em frente a prefeitura um mastro com uma bandeira, que
serd apoiado sobre uma pirdmide de base quadrada feita de concreto maci¢o, como mostra a figura.

Sabendo-se que a aresta da base da piramide terd 3 m e que a
altura da piramide serd de 4 m, calcule o volume de concreto
(em m?) necessario para a construgio da piramide.

Solugdo:
A édrea da base (quadrado) é A, =3.3=9, logo o volume da pirdmide ¢ dado por:

poh _94_
3 3

Portanto, o volume de concreto necessario para a construgio da piramide serd 12 m?.

12.

4. Um técnico agricola utiliza um pluviometro na forma de piramide quadrangular, para verificar o indice
pluviométrico de certa regido. A agua, depois de recolhida, é colocada em um cubo de 10 cm de aresta.
Se, na piramide, a 4gua atinge uma altura de 8 cm e forma uma pequena piramide de 10 cm de ap6tema
lateral, entdo qual a altura atingida pela agua no cubo?

Solugdo:

"\/\f\fr IX

10 cm

g.cm 10 cm

10 cm

Para encontrarmos o valor de x, isto ¢, a altura atingida pela 4gua no cubo basta encontramos o volume
de 4gua, ja que, V_  =10.10.x=100.x. Olhando para a piramide temos que V., =1/3 A h, onde A, ¢ a
gua agua b b

area do quadrado de lado 1=2y. Aplicando o teorema de Pitagoras no tridngulo acima temos a seguinte
expressao:

10?=82+y?=y?=100-64=36=y=6.

Portanto, como Ab=12=122=144, Eemos: 1152 384
100x=V,, =—A .h=-1448=——=384=x=—"=3,84.
3 3 3 100

agua
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5. Um tronco de pirAmide de bases quadradas tem 21 dm? de volume. A altura do tronco mede 30 cm e o
lado do quadrado da base maior, 40 cm. Calcule o lado do quadrado da base menor.
Solugdo:

Seja L e ], os lados da maior e menor base, respectivamente. Como L=40 cm, temos que a area da base
maior é A,=L,=1600 cm® e a area da base menor é A =I°. Sendo h,=30 cm e V=21dm*=21000cm’,
temos:

hy 30 2, p2)
=?(AB+1/AB.Ab+Ab) 3(1600+\/16001 )

21000 = 10.(1600+ 40/ +12): 12 + 407 +1600 =%: 12 +40/+1600=2100 =

1% +40/-500=0

Dada a equagdo do segundo grau acima, temos:

—40+J402 41.(-500) _—40+/1600+2000 _~40++/3600 _ , 4060
2.1 2 2 2

Como | é uma medida, logo positiva, temos que:

1=$=10cm

6. Um obelisco de granito tem a forma de um tronco de piramides de base triangular regular. Os lados das bases
tém 3 m e 1 m. A altura do obelisco é de 15 m. Calcule o volume de granito usado para a construgado de obelisco.

Solugdo:

Sendo L=3 m o lado da base maior, temos que sua area é: 4, = 2 = > = 4 m~ ,jaque
a base é um triangulo equilatero de lado L=3 m e a altura de um triangulo equilatero é dado

por A= % Analogamente, sendo 1=1 m, temos que a area da base menor é:
1 —1\/5

b= T 2 4

Sendo h,=15 m, temos:

hy 1593 9\@3
V= 3(A+./AA A

4 4 4

=5(¥+E+§]=5{¥+¥+@J=5[13

65v3

=—Y"~281m"
4

-h‘ﬁ‘

&

|

.P ‘
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EXERCICIO PROPOSTO

1. Uma piramide regular hexagonal tem 10 cm de altura e a aresta da sua base mede 4 cm. Calcule:

ajo ap6tema da base;

b) o apétema da piramide (ap6tema da face);
c) a aresta lateral;

d) a drea da base;

e) a area lateral;

f) a area total.

2. Calcule a aresta lateral de uma piramide regular, sabendo que sua base é um hexagono de 6 cm
de lado, sendo 10cm a altura da pirdmide.

3. Calcule a drea lateral e a area total de uma piramide regular hexagonal, sendo 10 cm sua altura e
6 cm a medida da aresta da base.

4. Uma piramide regular de base quadrada tem o lado da base medindo 8 cm e a area lateral igual a 3/5 da
area total. Calcule a altura e a area lateral dessa piramide.

5. Um enfeite de acrilico tem a forma de uma piramide quadrada. Sua base tem 15 cm de aresta e sua altura
é de 20 cm. Supondo-a maciga, qual o volume de acrilico usado para fazer esse enfeite?

6. A piramide de Quéops, conhecida como a Grande Piramide, tem cerca de 230 m de aresta na base
e altura aproximada de 147 m. Qual é o seu volume?

230m

230m

7. Um octaedro regular é um poliedro constituido por 8 faces triangulares congruentes entre si e
angulos poliédricos congruentes entre si, conforme mostra a figura a abaixo. Se o volume desse
poliedro é 72 cm?, calcule a medida de sua aresta.

8. Pretende-se construir uma tenda feita com um tecido e na forma de uma piramide de base quadrangular
de aresta 5 m e 8 m de altura. Sabendo que o prego de 1 m? equivale a 5,50 reais, calcule:

a) a quantidade de tecido necessaria para se construir a tenda, em m?;
b) o valor gasto para comprar o material necessario para fazer a tenda.

9. Visando abastecer a populacdo de uma cidade com agua potavel, foi construido um tanque em formato
de piramide onde a base hexagonal regular tem aresta medindo 30 m e altura de 4 m. O preco do litro de
agua é 0,20 reais (20 centavos) e cada pessoa consome em média 50 litros de 4gua por dia. Calcular:

a) a quantidade de litros de 4gua deste tanque quando ele estiver completamente cheio;
b) o dinheiro gasto para encher totalmente o tanque;
c) o n? de pessoas que podera ser abastecida com o tanque cheio.
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10. Um telhado tem a forma da superficie lateral de uma pirdmide regular, de base quadrada. O lado da
base mede 8 m e a altura da piramide 3 m. As telhas para cobrir esse telhado sdo vendidas em lotes que
cobrem 1m?. Supondo que possa haver 10 lotes de telhas desperdicadas (quebras e emendas), qual o nu-
mero minimo de lotes de telhas a ser comprado?

11. Calcule a area total e o volume dos troncos de piramides cujas medidas estdo indicadas nas figuras.

a) Quadrangular regular
b) Hexagonal regular

SAIBA MAIS

Certamente vocé ja ouviu falar das piramides do Egito. Elas estdo localizadas na esplanada
de Gizé, nas proximidades da atual Cairo. S&do pirdmides regulares de bases quadradas e

foram construidas como timulos reais. A maior delas foi construida por volta de 2600 a.C.
para abrigar o corpo do faraé Khufu (Quéops) e se tornou conhecida como uma das Sete
Maravilhas do Mundo Antigo.

Vocé pode saber mais sobre as piramides nos enderegos:

<http://www.estadao.com.br/noticias/
internacional,novas-tumbas-recontam-historiadas-
-piramides-do-egito,493786,0.htm>
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Cilindro

UN 02

Cilindro: conceito, elementos e classificagao

Conceito

Sejam a um plano e (PQ) um segmento de reta cuja reta suporte s intercepta esse plano. Dado um circulo
de centro O e raio r contido no plano «, definimos por cilindro circular ou cilindro o conjunto de todos os
segmentos (XY) congruente com o segmento (PQ) , paralelos a reta s com uma extremidade nos pontos do
circulo e situados em um mesmo semiespago em relagao a a.

72

Elementos
Vejamos as defini¢des de cada elemento:

Bases: sdo os circulos congruentes de centro O e O’, e raio 1, situados em planos paralelos;

Eixo: é a reta que passa pelo centro das bases;

Altura (h): é a distancia (h) entre os planos das bases;

Geratriz (g): sdo os segmentos com uma extremidade em um ponto do circulo de centro O e a
outra no ponto correspondente do circulo de centro O’, ambos com raio r;

Curva diretriz: é a curva que fica no plano o;

Superficie Lateral: é a reunido das geratrizes;

Superficie Total: é a reunido da superficie lateral com os circulos das bases;

Secdo meridiana de um cilindro: é uma regido poligonal obtida pela intersecdo de um plano ver-
tical, que contém o eixo do cilindro, com o cilindro.

altura
geratriz

diretriz
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Classificagdo

Os cilindros sdo classificados de acordo com a inclinagdo da geratriz em relacdo ao plano que contém a
curva diretriz, podendo ser obliquo ou reto.

Cilindro obliquo: é aquele cuja geratriz é obliqua ao plano da diretriz.
Cilindro reto ou de revolugdo: é aquele cuja geratriz é perpendicular ao plano da diretriz.

geratriz (g) . geratriz v kT

altura (h) altura

| /7 C

Cilindro Obliquo Cilindro Reto

Observagoées:

¢ O cilindro reto cuja altura é igual ao diametro da base é chamado cilindro equilatero.
¢ Temos que, g > h se o cilindro for obliquo e g = h se o cilindro for reto.
¢ Aseccdo meridiana de um cilindro é um:

paralelogramo se o cilindro for obliquo;

retdngulo se o cilindro for reto;

N

N——

quadrado se o cilindro for equilatero, assim g =h = 2r.
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Area lateral e area total do cilindro

A superficie do cilindro é formada por duas partes planas (as bases) e uma parte curva (superficie lateral).
Veja as figuras abaixo:

) -
N
h
< 2mr >
/\ R, A
7

Analisando o cilindro planificado temos a 4rea lateral (A)) do cilindro é dada pela area do retangulo
de base 2mr (comprimento do circulo de raio r) e altura h, onde r é o raio da base. Assim:

A=2mr.h.
Como a base é um circulo de raio r temos que sua area é dada por:

7 4 A, =mr.

A area total (A) do cilindro ¢ dada pela soma da drea lateral com o dobro da area da base, ja que os
dois circulos sdo congruentes e, portanto possuem a mesma area. Logo,

A=A#2A,
Observacao:

Se o cilindro for obliquo, sua superficie lateral planificada serd um paralelogramo e a drea do parale-
logramo também é o produto da base pela altura, logo as férmulas acima continuam valendo.

Volume do cilindro

0 volume do cilindro é dado pelo produto da 4rea da base (A,) pela altura (h). Assim:

FIQUE DE OLHO!
Temos pelo principio
de Cavalieri que o volume
do cilindro de altura h e

V=A4,h.

Como a base é um circulo de raio r, temos que Ab=nr2'portanto:

area da base Ab é igual V =mrh
ao volume de um prisma
que tem mesma area da

Exemplo:
bhase e altura. P

Um cilindro circular reto tem 10 cm de altura e sua base tem 12 cm de didmetro. Calcule a area
lateral, a area total e o volume do cilindro.

Solucgdo:

Sendo o didmetro igual a 12 cm, temos que r = 6 cm. Logo:
A:rea lateral: A=2nrh=2m.6.10=120mcm?

A,rea da base: A, =mr’*=m.6°=36mcm?

Areatotal : A=A +2A,=120m +2.36m=192m cm*

Volume: V=m.62.10=3601tcm?.
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EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcular o raio de um cilindro equilatero cuja area lateral é 100Ttcm?.

Solucdo:

No cilindro equilatero, a sec¢do meridiana é um quadrado, entdo a altura é duas vezes o raio,
ou seja, h = 2r. Logo,

A, =27r.h=1007 = 27r.h= 1007 =27r.2r = 1007 = 47r* = r’
1007

7 :r2=25:>r=\/£:r=56m.
T

2. Quantos cm? sdo necessarios para revestir a superficie de uma lata de dleo de altura 22 cm e didmetro
da base 6 cm, com papel laminado e quantos mililitros de dleo cabem nessa lata?

Solugdo:

Calculando a area lateral, saberemos quantos cm? sdo necessarios para revestir a superficie da
lata de 6leo. Sendo AI=2m‘.h, devemos encontrar o valor do raio r. Como d=2r, temos que
d 6 P ,
= E = E =3cm, onde d é o diametro do circulo (base da lata). Portanto,

A=2nrh=A=2n3.22=A=132mcm?

Agora, para saber quantos mililitros de dleo cabem na lata, é necessario obter o volume. Sendo
V=mr2.h, temos V=mir2h=V=m3222=V=1981=198.3,14=621,72cm?, ja que, m=3,14.

Sabemos que 11=1dm? e 1dm*=1000cm?, logo 11=1000cm?, mas 11=1000ml.

Entio 1000ml=1000cm>=1 ml=1cm?. Concluimos entdo que cabem 621,72cm?= 621,72 ml de 6leo nalata.

3. Qual deve ser o comprimento de um tubo, de forma cilindrica, se a sua superficie total pode ser cober-
ta com 43,7088cm? de plastico e o didmetro de cada base tem 8 mm? (Use m=3,14.)

Solugdo:
a h g
Sendo o tubo, cilindrico, temos que seu comprimento é a altura do cilindro h. O didmetro da
base é 8 mm=0,8 cm. Logo, r =i =% =0,4 cm Temos entdo:
2

A_b=nr’=m(0,4)*=0,161=0,16.3,14=0,5024cm?’ e
Al=2m'.h=21T.0,4.h=0,811.h=0,8.3,14.h=2,512.hcmz.

42,704
Logo, A=A +2A =43,7088=2,512.h+2.0,5024=> h = -
=2,512.h=43,7088-1,0048=2,512.h=42,704 2,512

Portanto, a altura do tubo deve ser de 17 cm.

17.
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4. Um suco de frutas é vendido em dois tipos de latas cilindricas. Uma delas (fig. I) tem raio da base x
e altura y. A outra (fig. II) tem raio da base % e altura 2y. A primeira delas é vendida por R$ 16,00 e a

segunda por R$ 10,00. Qual das duas latas é mais vantajoso comprar?

.

2y

f<

N | R

Sejam V eV, os volumes das latas da fig. I e II, respectivamente. Assim, como o volume de um cilindro
é V=m.r’.h, onde h é a altura e r o raio do circulo da base, temos:
, V12=7T.x2.y e , ,
X X X rx“y V;
V, =rn|—| 2y=n—2y=n—.y= =—
o ( 2 J R T 2
V=2V,

Note que, o volume do cilindro I é o dobro do volume do cilindro II. Logo, é mais vantajoso comprar a
lata I que custa R$ 16,00 e tem o dobro de suco que a lata II.

EXERCICIO PROPOSTO

1. Qual é a capacidade de uma lata que tem a forma cilindrica, com 7 cm de diametro e 14 cm de altura?
(Lembre-se: 1cm3=1 ml)

2. Para fabricar uma caixa de lapis de cor, é preciso saber inicialmente qual é o volume de cada lapis. Cal-
cule entdo o volume de um lapis (sem apontar) que tem 8 mm de didmetro e 8 cm de comprimento e, em
seguida, determine o valor aproximado de 20 lapis. (Use m=3,14)

( ) 8mm

v
[P [
N ”

8cm

3. Um cilindro circular reto tem 10 cm de altura e sua base tem 12 cm de didmetro. Calcule a area
lateral, area total e o volume do cilindro.

4. Um galpao de vinho de forma cilindrica tem o raio da base igual a 2,5 m e sua altura é 2 m. Se apenas 40%
do seu volume esta ocupado por vinho, qual é a quantidade de vinho existente no galpao, em litros? (11=1dm?)

5. Uma seringa tem a forma cilindrica com 2 cm de didmetro por 8 cm de comprimento. Quando o
émbolo se afastar 5 cm da extremidade da seringa proxima a agulha, qual o volume, em ml, de re-
médio liquido que a seringa pode conter?

GEOMETRIA EUCLIDIANA II
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6. Uma garrafa de vidro tem a forma de dois cilindros sobrepostos. Os cilindros tém a mesma altura de
4 cm e raios das bases R e 1, respectivamente. Se o volume V(x) de um liquido que atinge a altura x da
garrafa se expressa segundo o grafico a seguir, quais os valores de Rer?

V() (cm?)

18m -
x (cm)

[oc] ERSpUpEpEDpRpE R

[NCY
[N PR
forY DR

7. Um cilindro reto tem 48w m? de area total. A altura desse mede 5 m. Determine o volume dele.

8. Uma peca de madeira tem as medidas e a forma da figura abaixo. Qual é o volume de madeira
empregado para fabricar esta pega?

: 20 cm :
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Cone

UN 02

Cone: conceito, elementos e classificacao

Conceito

Dado um plano o, um circulo C contido em a e um ponto P, tal que P& o, denominamos cone a reunido de
todos os segmentos de reta que tém uma extremidade no ponto P e a outra no circulo C.

[ ] P
a a
7 8 Elementos
Observe cada elemento na figura e sua defini-
¢ao logo abaixo:
P i vértice
SRR
geratriz

/

Base: é o circulo C contido no plano a;
Vértice: é o ponto P, onde concorrem todos
os segmentos de reta;

Altura (h): é a distancia do vértice do cone
ao plano da base;

Eixo: é areta que contém o vértice P e cen-
tro do circulo da base;

Geratriz: é o segmento com uma extremida-
de no vértice P e a outra na curva que envol-
ve a base (circunferéncia);

altura

Superficie lateral: é a reuniao de todas as geratrizes do cone;

g g
.
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Superficie do cone: é a reuniao da superficie lateral com a base do cone (circulo);

|:> g 9 +
~

2nr

Seccdo meridiana: é a regido triangular obtida pela interse¢ao do cone com um plano que contém o eixo dele.

A=A

¢ Todo cone, em que a sec¢do meridiana é um tridngulo de lados congruentes (tridngulo equi-
latero), é chamado de cone equilatero;

= 7%

e No caso particular do cone equilatero, a geratriz é igual ao didmetro da base, isto é, g =d ou
g = 2r,onde r é o raio da base (veja figura anterior).

Observacio:

Classificacao

Classificamos o cone de acordo com a posicdo de seu eixo em relacdo ao plano da base:

Cone obliquo: é o cone cujo eixo é obliquo a base;
Cone reto: é o cone cujo eixo é perpendicular a base

Cone Obliquo Cone Reto
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Observacao:

e Em um cone circular reto, todas as geratrizes sdo congruentes entre si;
¢ No cone reto, a seccao meridiana é um triangulo is6sceles;

A |:> g/ \9g

2r

O cone reto pode ser obtido pela rotagdo completa de um triangulo retangulo em torno da reta suporte
de um dos catetos. Neste caso, h=(P0O) (veja figura abaixo);

No triangulo retangulo, temos a seguinte relacdo:

g2=h2 +12,
onde,

g é a medida da geratriz;
h é a altura do cone;
r é a medida do raio da base.

Area lateral e area total do cone

A superficie total de um cone reto é formada pela superficie lateral (um setor circular) mais a base (um
circulo). Veja:

superficie lateral

r: raio da base

h: altura

g: geratriz (raio do setor)
a: dngulo do setor
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A superficie lateral de um cone de raio r e geratriz g é equivalente a um setor circular de raio g e compri-
mento do arco 27r. Logo a area da superficie lateral (A)) do cone ¢ dada pela area do setor circular. Assim:

Comp. arco 4area

circulo todo: 2ng - mg? 4 - 2rrgt _
setor: 2nr - A 1 27g e
Portanto,

A =mrg.

A érea total do cone é dada por A =A+A,, como a base é um circulo de raio r temos que A =mr? logo
A=A+A = mrg+mr’=mr(g+r). Assim

A=mr(g+r).

Exemplo:
Para um cone reto que tem geratriz g com 5 cm e raio r da base com 3 cm, calcular:

a) area lateral;
b) area da base;
c) area total;

d) altura.

Solugdo:

a) A, =mrg=A =mn3.5=15m1cm?

b) A, =mr’=>A, =m3’=9mcm’

c) A =A, + A=A =91+151=24m cm*

d) Considerando a figura abaixo, temos pelo tridngulo de Pitdgoras que:

g?=h?+r?=52=h?+3?
>h?=25-9=h=+16=4

onde,
g é amedida da geratriz;

h é a altura do cone;
r é a medida do raio da base

GEOMETRIA EUCLIDIANA II

Autor: AntOnia Jocivania Pinheiro

GE II



Il - SOLIDOS GEOMETRICOS

Volume do cone

, . . L 1
0 volume do cone é um ter¢o do produto da area da base pela medida da altura, isto &,/ =—4, .4. Como a
base do cone é um circulo de raio r, temos que Ab=nr2, logo 3

V =17r1‘2h
3

Exemplo:

Qual é o volume da casquinha de um sorvete que tem a forma de um cone reto, sabendo que o raio da base
mede 3 cm e a altura 12 cm?

Solugdo:
Abase do cone é um circulo de area: A, =mr’=m.3°=9mcm?. Como o volume da casquinha é dado
por,V =§Ab .h temos:

14 %97:.12 =36rcm’.

Tronco do cone

Conceito

8 2 Considere um cone circular reto de vértice V e altura H. Seja B um plano, paralelo a base, que seccio-
na o cone, de acordo com a figura:

Obtemos, entdo, dois sélidos: um cone de vértice V e altura h e outro chamado tronco do cone inicial:

base menor

base maior

G E II GEOMETRIA EUCLIDIANA II
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Elementos
Duas bases: a base maior (base do cone inicial) e a base menor (seccdo determinada por [3);

e Altura (h,): € a distancia entre as bases do tronco. Sua medida ¢ h,=H - h.

e Geratriz (g,): € a diferenga das medidas das geratrizes dos dois cones, isto é, g, =g-g’, onde g
é a geratriz do cone inicial e g é a geratriz do cone determinado por (3.

Volume do Tronco do Cone
Dado o cone de vértice V, altura H e base de raio R, seccionado paralelamente a uma altura h1 de sua base,
destacamos o triangulo retangulo VOP. Temos por semelhanca de triangulo que:

4
q_h

R r
h como H=h+h,, temos:

’

11+111 h
= r 7 =—=rh+rh =Rh

:>(1’I?.—1‘)11=1‘111

1%
-3
R R-r
0 P

Como VT=V

temos que:

Tronco_v(cone maior) V(cone menor)’

Ay ) S =1;zR2(11+/z )—lm«zb =
T3 3 T3 13

v, :%(thl +RZD -1 )=, :%[thl (R —1‘2)/1}

1']71

Sendo R%:r’=(R+r).(R1r) e p= , temos que:

—-r

h
Vv, = %{szl (R -r?) Rr_lr} =V, = %.{szl +(Rer)(R-r)— _3}

=V, =§.[R2111 H(Rer)m |0, -2 |R?+Rrr? ]

Portanto,

v.="n

2 2
T3 1[1? +Rr+r}
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EXERCICIO RESOLVIDO

1. A altura de um cone circular reto mede o triplo da medida do raio da base. Se o comprimento da circun-
feréncia dessa base é 8mtcm, calcule o volume do cone, em centimetros ctibicos.

Solugdo:

0 comprimento de uma circunferéncia é dado por C=2mr; onde r é o raio, logo temos pelo enunciado que
8 . . . .
27r =87w = r =——=4cm. Como a altura de um cone circular reto mede o triplo da medida do raio da

T
base, isto é, h=3r, temos h=3.4=12 cm. Portanto, o volume do cone é dado por:

14 =%;er h= %;z42.12 =647 cm’

2. A geratriz de um cone mede 5 cm e o angulo central do setor circular mede 72°. Calcule a area lateral do cone.

Solucdo:

720 =5 Dado o setor circular de raio R=g=5 cm, temos, pela regra de trés
simples que, a area do circulo de raio R esta para 360° assim como

u a area do setor circular (drea lateral- A) esta para 72°, isto &,

Ly nR? - 3600 , _72°7R’
AL - 720 T 3600

Logo, a area lateral é dada por:

84

_72°7R?
360°

2
= A =f§—=5n=5344=1570an%

4 1

1

3. Um pedago de cartolina possui a forma de um semicirculo de raio 20 cm. Com essa cartolina, um menino
constr6i um chapéu conico e o coloca com a base apoiada sobre uma mesa. Qual a distancia do bico do chapéu a mesa?

22y 0 Q
r

Quando vocé formar o cone (chapéu) percebera que o raio do semicirculo serd, agora, a geratriz do cone,
isto é, g=R=20 cm. Para encontrar a distancia do bico do chapéu a mesa (altura do cone), devemos an-
tes encontrar o raio do circulo (r) da base do cone. Note que o comprimento do semicirculo (metade do
circulo) de raio R=20, na figura I, é igual ao comprimento do circulo de raio 1, na figura II, isto é,

Solucdo:

Comprimento do circulo de raio R
2

RN . N SR S SN
2 2 27

= Comprimento do circulo de raio r

Portanto, temos do teorema de Pitagoras que:

202=102+h2=h?=400-100
h| \20 =h=4/300=h=10+/3

10
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4. Quantos cm? de vidro sdo necessarios para fabricar ampulheta cujas dimensdes estdo na figura abaixo?

Solugdo:

o Note que a ampulheta é formada por dois cones de altura /2 = 30 =15cm
* raio da base igual a r = 12—2 =6cm. Temos entdo que: 2

30 cm g=15246=261

g g=\/m=3\/ﬁ.
h =15
Onde g é a geratriz.
A r=6
t12cm

Portanto, Alznrgzn.6.3\/29=18\/29 m=18.5,38.3,14=304cm? Como sdo dois cones temos que a
quantidades de vidro necessario para fabricar uma ampulheta é 608 cm?.

5. Uma vasilha tem a forma da figura dada. Seu topo circular tem 30 cm de didmetro e a altura da vasilha é
20 cm. Qual é o volume maximo de liquido que essa vasilha pode conter em litros?

Solugdo:

30
Sendo o didmetro igual a 30 cm, temos que o raio é dado por? = - =15cm.
Logo como a vasilha tem a forma de um cone, seu volume é dado por:

2
m(15) .20
v zéAb-h =%1‘[r2.h V= ( ) _ 3,14.2325.20 _ 14;30

=V =4710 cm?®.

Como 4710 cm®=4,710 dm? e 1dm3=1 litro, temos que o volume maximo de liquido que esta
vasilha pode conter é de, aproximadamente, 4,7 litros.

EXERCICIO PROPOSTO

1.Calcule a area lateral, a area total e o volume dos sélidos cujas medidas estio indicadas nas figuras a seguir.

a) Cone equilatero b) Cone Reto

h\= 35cm

r=11cm
20 cm
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2. Quantos cm? de cartolina serdo gastos para fazer o chapéu de palhago cujas medidas estdo na figura abaixo?

30cm

20 cm

3. A 4rea lateral de um cone é 241 cm?e o raio de sua base é 4 cm. Qual é a area total do cone?

4. Planificando a superficie lateral de um cone, obtemos um setor circular de raio 6 cm e angulo cen-
tral de 60°. Qual a area lateral do cone?

5. Quantos cm? de papeldo sdo necessarios para fabricar um carretel de novelo de 13 cuja forma e medidas
estdo na figura abaixo? (Suponha que o carretel ndo utilize papeldo na base)

I —]
8cm

6. Um tanque conico tem 4 m de profundidade e seu topo circular tem 6 m de didmetro. Qual é o volume
maximo, em litros, que ele pode conter de liquido?

v

7. Um silo para armazenar cereais tem a forma da figura. O raio do cilindro e do cone é 4 m. A altura total
do silo é 10 m e a altura do cone é 4 m. Quantos m? de cereais podem ser armazenados nesse silo?

8. Uma sorveteria utiliza copos de forma conica para colocar sorvete. O copo tem 10 cm de profundidade
por 4 cm de didmetro na abertura. Num copo, foram colocadas duas colheradas de sorvete, cada uma delas

16 .
com um volume de 2°% ;3. Se o sorvete colocado no copo derreter, ele transbordara?

9. Uma xicara de cha tem a forma de um tronco de cone reto, conforme a figura. Supondo, m=3,14, o
volume maximo de liquido que ela pode conter é?

SAIBA MAIS

Acesse ao link abaixo para saber mais sobre a Geometria das embalagens:

<http://grupo-gauss.blogspot.com.br/2010/12/geometria-das-embalagens.htm/>
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Il - SOLIDOS GEOMETRICOS E INSCRICAO E CIRCUNSCRICAO DE SOLIDOS

Esfera

Esfera: conceito, elementos e seccao

Conceito

Dados um ponto O e um ndmero real positivo 1, chamamos de esfera de centro O e raio r, o conjunto de
todos os pontos do espaco cuja distancia a O é menor ou igual a r. Isto é, S={x;d(x,0)<r}.

«— eixo
Q7=

Observacao:

1. Esfera é o sélido obtido pela rotagdo completa de um semicirculo em torno de um eixo que
contém o didmetro;

2. Aesfera é um sélido limitado por uma superficie esférica, formada por todos os pontos perten-
centes a essa superficie e ao seu interior.

Elementos polo

FIQUE DE OLHO!
A partir da
observacao 1, podemos
afirmar que a esfera

€ um sdélido de
revolucao.

centro

polo meridiano
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Centro da esfera (0): é o ponto que fica no centro da esfera;

Eixo (e): é areta que passa pelo centro da esfera;

Raio (1): é a distancia do centro da esfera a qualquer ponto da superficie esférica;

Superficie esférica: é o conjunto dos pontos do espaco tais que a distancia deles ao centro O seja igual
ao raio r (ex.: se vocé pensar em uma laranja, sua superficie esférica seria a casca da laranja);

Polos: sdo as intersecdes da superficie com o eixo;

Secgdo

Seccado plana: é qualquer circulo obtido pela intersecgao de um plano perpendicular a uma reta que passe pelo
centro da esfera. Se o plano passar pelo centro da esfera, obtemos como sec¢cdo um circulo maximo da esfera;

, eixo | €1X0
1
seccdo plana A
e«

J ao eixo

i
plano perpendicular / w

Equador: é a circunferéncia de uma secgdo plana que contém o centro (O) e é perpendicular ao eixo (e);
Paralelo: é a circunferéncia de uma secgdo plana perpendicular ao eixo (e);
Meridiano: é a circunferéncia da sec¢do determinada por um plano que contém o eixo (e).

Area da superficie esférica

A area da superficie esférica de raio r é dada por:

A=4mr?

SAIBA MAIS

Vocé encontrara a demonstracdo dessa férmula acessando o link abaixo:

<http://wwwZ2.unemat.br/eugenio/arquivos/esfera.pdf>

DEXERCICIO RESOLVIDO

1.Determine a area da superficie de uma esfera de raio 10 cm.

Solugdo:

Sendor =10 cm e t = 3,14, temos que:
A=41m.102=400.3,14=1256cm>.

2. Calcule o valor do raio (r) de uma esfera sabendo-se que a area da superficie esférica (A) é 16mcm?.

Solugdo:

Como a area da superficie esférica é 16mcm?, temos:

4rr? = A=167= 4nr® =167 = r* =T—”=4:>r=\/2:>r=2cm.
T
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Volume da esfera

Considere um cilindro equilatero de didmetro da base 2R (logo altura 2R) e P o ponto médio do eixo do
cilindro. Tomemos dois cones tendo como base as do cilindro e P como vértice comum. Chamemos de S o
sélido que é obtido tirando do cilindro equilatero os dois cones descritos acima.

0 volume do solido S corresponde a:

volumedeS =wR%-2R—2.~tR%R = 27R® — 2 nR® = 2 2R3,
cilindro e g—

2 cones

Consideremos agora, apoiados em um plano o, esse sélido S e uma esfera E de raio R, como mostra a figura abaixo:

Observe que:
P

APQM é isésceles, pois o cilindro é equilatero. Logo temos: (P_Q) =d=(QM) =d

Seja f um plano paralelo a g, tal que a intersec¢do do plano 3 com a esfera S seja um circulo de raio r (sec-
¢d0). Se d é a distancia do centro da esfera ao plano 3, temos:

R?=d?+r?= r?=R?-d?

Assim, a drea da secc¢do é dada por:
mr’=m(R?-d?).

Além disso, B também secciona o s6lido S e essa seccdo serd uma coroa circular de raios R e d (ja que,
APQM é isésceles). Portanto, a area desta coroa circular é dada por:

area da coroa=mR*-md,=m(R?-d* )=4rea da secgdo esférica.

Como as areas das secgdes sdo iguais, concluimos pelo principio de Cavalieri, que a esfera E tem o mesmo
volume que o sélido S. Logo, o volume da esfera é dado por:

V=i7rR3.
3
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EXERCICIO RESOLVIDO
1. Qual a capacidade em ml, do recipiente abaixo?
5cm Solugdo

0 volume do cilindro com r = 2,5 cm e h = 8 cm é dado por:

— ) [ 29— 3
cilindro V.= mr? h=m(2,5)*.8=50mcm

O volume da esfera de raio R = 7 cm é:

4 :inr3 :in73 =

1372 4
E —T cmn
3 3

esfera Portanto, o volume da vasilha é dado por:
V:VC +V, :50n+%n:@n cm®
3 3

Considerando 1t = 3,14, temos V=1593 cm?®. Como 1
cm?®=1ml, entdo V=1593 ml.

A
e Y TS

14 cm

2. Pensando na Terra como uma esfera de raio 6.370 km. Encontre a area da superficie da esfera e a co-
berta de 4gua, sabendo que ela corresponde a aproximadamente 3/4 da superficie total.

Solucado:
A area da superficie de uma esfera é dada por A=4mr?, logo,

A=4m(6370)?=4.3,14.40576900=509645864 km?.

A superficie coberta por dgua é Ajgua

3
=—A, logo:
4 g

= %A = %.509645864 =382234398 km".

agua
3. Dada uma esfera onde seu volume coincide com a area da sua superficie, encontre a medida do raio.

Solugdo:

3e A=41.r? temos que:

Sendo V= i7z.r
3 3
i7r.r3 =4z.r’ = 4rrd =347 = r_ m =
3 rz 47

r=3.

4. Dada uma esfera de 25mcm? de superficie, quanto devemos aumentar o raio, para que a area
passe a ser de 64mcm?.

Solugdo:
Como a area da superficie de uma esfera de raio r € dada por A=4m.r?, temos que:
4r.r®=257=r* :&:r2 :Z—S:ra/E :>r=Ecm.
4z 4 4 4

Seja x o valor que devera ser aumentando ao raio r da esfera anterior, para obtermos uma esfera de
raio r+x, onde sua area passa a ser 64mcm? Assim:

4-7[.(I‘+X)2 =647z:(r+X)2 =64—ﬂ:>(r+X)2 =16:>1‘+X=\/E

4
:>I'+X=4:>X=4—I‘:>X=4—Z:>XZL_SZE.

. 11 , 4
Logo, o raio deve ser aumentado de— ¢/, para que a drea passe a ser 64mcm?
4
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5. Bolas de ténis sdo vendidas, normalmente, em embalagens cilindricas contendo 3 unidades. Supon-
do-se que as bolas tém raio 3 cm e tangenciam as paredes internas da embalagem, qual o volume do
espaco interno dessa embalagem que ndo é ocupado pelas bolas?

Solugdo:

Como as bolas (esferas) sdo tangentes ao cilindro, concluimos que o raio da base do cilindro também
é 3 cm. Sua altura é dada por seis vezes o raio das bolas, isto ¢, h=6.3=18 cm. Veja figura abaixo:

Logo, o volume do espaco interno dessa embalagem que ndo é ocupado pe-
las bolas é dado pelo volume do cilindro menos trés vezes o volume da bola,
18 cm  isto é:

4 3
V=V, -3, V=4 h-3_mr

A V= 2.3218-3% 1.3% = 1627 — 1087 = 547 e’
6cm 3

6. Calcule a area da superficie e o volume da esfera de raio R, onde essa foi seccionada a 3 cm do cen-
tro e o raio da secgdo é 4 cm.

Solugdo:

Considerando o tridangulo retangulo ao lado, temos pelo teore-
ma de Pitagoras que:

R2=32+425R?*=25R=1/25=5 cm.
Logo a area e o volume da esfera sdo dados por:

A=41m.R?>=41.5°=1001tcm?

e
V =i7r.R3 =i7r.53 =ﬂﬂcm3.
3 3 3

EXERCICIO PROPOSTO

1. Seja 4007t m?, a area da superficie de uma esfera. Calcule o volume desta esfera e o volume de um cilin-
dro de 8 m de altura que tem o mesmo raio da esfera.

2. Seja 256m m? o volume de uma esfera. Calcule a drea de sua superficie e a drea e volume de um cilindro
equilatero que possui o mesmo raio da esfera.

3. Aintersecg¢do de um plano com uma esfera é um circulo (sec¢do) de 16T dm? de area. Sabendo-se que o
plano dista 3 dm do centro da esfera, calcule o volume da esfera.

4. Dadauma esfera de 2 cm de raio . Calcule:
a) o seu volume;
b) a area da sua superficie;
c¢) o raio da secgao da esfera por um plano situado a 1 cm do centro.
5. A se¢do de uma esfera por um plano que passa pelo centro tem area igual a 12 cm? Determine:
a) o raio da esfera;
b) o volume da esfera;

c¢) a area da superficie esférica.

6. Dada uma laranja (esfera) de 8 cm de didmetro, encontre o volume de cada gomo desta laranja, sabendo
que ela foi dividida em 12 gomos iguais.
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7. Uma boia serve para orientar os navios na entrada de um porto. Essa boia é formada por um hemisfério
de 2 cm de didmetro e por um cone que tem 80 cm de altura. Qual o volume dela?

N

Inscricao e circunscrigao de solidos

UN 03

Esfera e cubo

Esfera Inscrita em Cubo

Considere uma esfera de raio r inscrita em um cubo cujas arestas medem a. Existe uma relacao entre as
medidas das arestas do cubo e do raio da esfera. Como a superficie esférica intersecta o cubo em seis pon-
tos, localizados nos centros das faces, temos trés pares de pontos diametralmente opostos.

94

A segunda figura nos mostra a interse¢do de um plano, paralelo a duas faces do cone passando pelo centro
da esfera (que é o mesmo do cone), com o cone. Assim, vemos claramente que a medida de cada aresta do
cubo é igual ao dobro da medida do raio da esfera. Isto é,

ar=2r:>1‘=i
2

Esfera Circunscrita em Cubo

Considere uma esfera de raio r circunscrita em um cubo cujas arestas medem a. Observe que os vértices
do cubo pertencem a superficie esférica.

Assim, a medida da diagonal do cubo (D) é igual ao dobro da medida do raio da esfera. Como d*=2a2,
temos pelo teorema de Pitdgoras que:

a

D?= d?+a? = D?= 2a’*+a? =>D=a\/§, mas, sendo D=2r, temos que 2r=a\/§, logo: r =—3,
2
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Exemplo:
Uma esfera estd inscrita em um cubo cujo volume é igual a 64 dm?* Calcule o volume da esfera.

Solugio:
Como o volume do cubo é dado por a3, onde a é a aresta do cubo, temos que:

a’=64 =a=364 =a=4dm.
a . . .
Sendor = 2 onde r é o raio da esfera, temos que r = 2 dm, e portanto o volume da esfera sera:

V= i7z'r'3 =i7Z'23 = 27rdm3.
3 3 3

Esfera e cilindro

Esfera Inscrita em Cilindro

Considere uma esfera de raio R inscrita em um cilindro reto de altura h e raio da base r.

— T

Como a esfera intersecta as bases do cilindro nos seus centros, e o circulo maximo da esfera é congruente
as bases do cilindro, entdo r=R e h=2R, ou seja, o cilindro é equilatero.

Esfera Circunscrita em Cilindro

Considere um cilindro reto de altura h e raio da base r inscrito numa esfera de raio R. Observe a figura a seguir:

D

No tridngulo retangulo (destacado na figura) de catetos medindo h e 2r e hipotenusa medindo 2R, pode-
mos escrever:

(2R)?=(2r)%+h? 4R?=4r%+ h2,

Esfera e cone reto

Esfera Inscrita em Cone Reto

Considere uma esfera de raio r inscrita em um cone de raio R e altura h. Seja g a medida da geratriz do cone.
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Observando a figura podemos, por meio de uma semelhanga de triangulos, estabelecer a seguinte proporcao:

i_b—r
R g

Esfera Circunscrita em Cone Reto

Considere uma esfera de raio R, circunscrevendo um cone de raio r e altura h.

No tridngulo retdngulo em destaque, podemos escrever R?=r?+(h-R)?

Se o cone é equilatero, temos que A = %R Logo, pela relacdo anterior:

2 2 5
R? =r2+(;R—RJ = R? =r2+[§J = R? —R—=r2:>r=R—\/§.

Cilindro e cone retos

Cone Inscrito em Cilindro

Considere um cilindro de altura h e raio da base R. Inscrevendo-se nele um cone reto, temos a seguinte figura:

TN

~_

Note que o vértice do cone coincido com o centro de uma das bases do cilindro, e a base do cone coincide
com a outra base do cilindro. Assim, os raios das bases do cone e do cilindro sdo iguais, da mesma forma
que as medidas das alturas.

Cone Circunscrito em Cilindro Reto

Considere um cilindro reto, com raio da base r e altura h, inscrito em um cone reto de raio da base R e altura H.
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Considerando os tridngulos semelhantes abaixo, temos as seguintes proporgoes:

H G
H-h &
I I hl \o®
L\ — Rr

Delell, temos: De II e III, temos: Del e lll, temos:
r_8_H-h r __ 8 _H-h R-r_h _G-g
R G H R-r G-g h R H G

INDICACAO DE LEITURA

Aprofunde seus conhecimentos adquiridos até o momento recorrendo e estudando a seguinte
leitura complementar:

|[EZZI, Gelson. Fundamentos de Matematica Elementar - Geometria euclidiana espacial. Vol. 7. 5
ed. S3o Paulo: Editara Atual, 2005.

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Uma esfera, cuja area da superficie mede 192mcm?, circunscreve um cubo. Calcule o volume desse cubo.

Solugdo:

Seja R, a medida do raio da esfera. Temos entdo que:

47R? 1927 = R* =227 _ 48— R—43

v
Sendo a a medida das arestas do cubo, e como a medida da diagonal do cubo (D) é igual ao dobro da
medida do raio da esfera, temos:

83

a\/§=2R:a\/§=2.4\/§:>a=—:>a=8cm

3
Portanto, o volume do cubo é dado por: f
V=a3=8°=512 cm?

2. Uma esfera estd inscrita em um cilindro cuja altura mede 10 cm. Calcule o volume compreendido
entre o cilindro e a esfera.

Solucado:

Se a altura do cilindro mede 10 cm, entdo o raio da base desse cilindro e o raio da esfera medem
5 cm. Assim, o volume compreendido entre ambos é igual a:

g

2R

r ‘ 2 4 3 2 4 3
é 2R=10 V=V sindro ~Vestera = 7R -h—gﬂR =75 .10—571-5 =
N g S50 03501,
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3. Em um cone equilatero, cujo volume é igual a 721T\/§ cm?, inscreve-se uma esfera. Calcule a area da
superficie dessa esfera.

Solugdo:

Em um cone equilatero, a medida da geratriz é igual ao

dobro da medida do raio, entdo, g=2R. Seja h a altura do

g hl r cone, assim:
g?=R?>+h?=(2R)*=R?+h?
=h?=3R*>h=R.3.
i3

— - Como o volume do cone é dado por ¥ =57R"4 temos que:

%IZ'RZ h=727\3 = %nRZ.R\/g —727\3 = 73R® = 21673

_ 21673
£
m/— h-r

r
Assim, sendo h=R\/§, temos h=6\/§. Mas, como E = 2 e g=2R, temos

=R3 = R3=216=R=3%216 =32°3 =6cm.

Lzh_r:>2r=h—r:>r=£=£=2\/§.
R 2R 3 3

Portanto a area da superficie esférica é igual a A=4T[I'2=4-1'[(2\/§)2=4-T[.4.3=4-8T[ cm?,

4. Se um cilindro cuja altura mede 10 cm estd inscrito em cone reto cuja geratriz mede 25 cm e com raio
da base medindo 20 cm, calcule o volume desse cilindro.

Solucdo:

Seja H a altura do cone, temos pelo teorema de Pitagoras que:

g?=R?+H?=252=20%+H?
=>H?=625-400=225=H=15 cm.

Por meio de uma semelhanca, temos:

_H-h _r 15-10 _r 5

L [ e —
R H 20 15 20 15
r 1 20
=>—=—=TIr=—Cqcmn.
20 3 3

Portanto, o volume do cilindro é dado por:

2
V=A.h=V=rr’h=V= n.(?j 10= 4080” cm’.

SAIBA MAIS

Para vocé obter mais conhecimentos e ver trabalhos e experiéncias (cole¢bes, fotos, arti-
gos) relacionados aos contelidos abordados neste material, acesse o site do Laboratério
de Ensino de Geometria (LEG), da Universidade Federal Fluminense (UFF).

<www.uff.br/leg>
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DPEXERCICIO PROPOSTO

1. Uma esfera esta inscrita em um cubo, cujo volume € igual a 64 dm?. Calcule o volume dela.

2. Em uma esfera, esta inscrito um cilindro reto cuja altura mede 20 cm e cujo raio da base mede 8 cm.
Calcule a area da superficie dessa esfera.

3. Uma esfera esta inscrita em um cone reto cuja altura mede 8 cm e cujo raio da base mede 6 cm. Calcule
o volume dessa esfera.

4. Um cone equilatero esta inscrito em uma esfera cujo volume mede 2881 m?. Calcule a area lateral desse cone.
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