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APRESENTAGAO DA DISCIPLINA

Caro aluno (a),

Nesta disciplina estudaremos, basicamente, trés conceitos que sdo fundamen-
tais, denominados de Limites, Derivadas e Integrais. Esses conceitos surgiram com a
tentativa de formalizar a ideia de aproximagdo, com o propésito de criar ferramentas
matematicas para resolver problemas da Fisica e da prépria Matematica. O desen-
volvimento do célculo é atribuido aos pesquisadores Isaac Newton (1643-1727) e
Gottfried Leibniz (1646-1716), que, segundo a histéria da matematica, chegaram
aos mesmos resultados trabalhando de forma independente. Hoje o célculo é usado
como uma ferramenta matematica para conceitos de varias dreas do conhecimento,
tais como Economia, Quimica, Fisica e na propria Matematica.

Mediante isso, vem a convicgdo de que o estudo de calculo é indispensavel a
formagdo de um bom professor de matematica, pois esta matéria vai contribuir para
a construcdo do pensamento légico e organizado. Ao estudar esta disciplina, vocé
fara exercicios de abstracdo que aumentarao sua capacidade de realizar leituras de
outros livros e artigos relacionados a matematica e além disso, sua capacidade de
assimilar novos conceitos serd amplamente desenvolvida.

Os pré-requisitos basicos para se estudar célculo sao os conhecimentos adquiridos
no ensino fundamental e ensino médio. Portanto, ndo fique preocupado, muito em-
bora talvez seja necessario, em algum momento, relembrar conteldos ou, até mesmo,
aqueles aos quais ndo tenha visto ao longo do ensino médio.

O curso de Calculo | é relativamente simples, porém exige muita dedicagéo.
Vocé acredita que uma pessoa possa aprender a tocar violdao apenas lendo uma
apostila sem jamais pegar no instrumento para fazer os exercicios nela propostos?
Acredito que ndo. Da mesma forma, estudar célculo exige que vocé invista tempo
para entender a teoria e praticar, resolvendo o maior nimero possivel de exercicios.

Seja bem-vindo ao curso de Célculo!



SOBRE O AUTOR

Meu nome é Jackson Costa. Sou licenciado em Matemética, pela Universidade Es-
tadual da Paraiba (UEPB), mestre em Matematica pela Universidade Federal de Campi-
na Grande (UFCG) e, a partir de agosto de 2010, passei a fazer parte do quadro efetivo
de professores da Universidade Federal do Rural do Semi-arido (UFERSA). De 14 para
cé tenho lecionado as disciplinas Célculo |, Célculo Il e Geometria Analitica no ensino
presencial.

Em 2011, passei a fazer parte do corpo docente do Nucleo de Educagéo a Distan-
cia, da mesma instituicdo, onde desempenhei as funcdes de tutor a distancia no curso
de Licenciatura em Matematica, da UFERSA e, mais precisamente, no pélo de Carau-
bas, Rio Grande do Norte. Enquanto tutor, passei a ter um contato mais préximo com
os estudantes de Matematica da modalidade ensino a distancia, e comecei a perceber
inimeras dificuldades enfrentadas pelos alunos. Com isso, brotou em mim o desejo
de passar de tutor a professor conteudista e escrever um material que apresentasse
a disciplina de Célculo | de forma objetiva, atrativa e dindmica ao aluno e, ao mesmo
tempo, de facil compreenséo, facilitando o processo de ensino-aprendizagem.

No segundo semestre de 2011, surgiu a oportunidade de lecionar a disciplina Cal-
culo | e junto veio a possibilidade de escrever o material desse componente curricular.
De prontidado aceitei o convite, e um dos resultados é o material que vocé esté lendo
agora. Espero que seja Util a sua formacéo e, desde ja, lhe desejo muito sucesso na
matematica e na vida profissional.

Jackson Jonas S. Costa.
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LIMITES DE FUNCOES

Nesta unidade, o desenvolvimento do célculo estd intrinseco ao con-
ceito de limites de funcdes reais. A partir deste conceito, é possivel esta-
belecer formalmente os conceitos de continuidade, derivada e integral de
uma funcao. Por esta razao, o primeiro capitulo deste livro serd dedicado ao
estudo de limites de funcdes.

O aluno aplicado, que se dedica, certamente nao terd problemas em
assimilar o conceito de limites, visto que o mesmo esta relacionado a ideia
de aproximacdo, a qual surge em vérias situagdes do cotidiano. Veja os
exemplos a seguir:

i) Suponha que vocé deseja comprar um celular cujo prego de tabela é
R$ 299,99. Entdo naturalmente vocé se prepara para pagar um valor de R$
300,00;

ii) Imagine que uma pessoa, cujo nome é Jodo, se pese em uma balanca
eletrénica e esta venha marcar 65,01 kg. Vocé acha que seria algum absur-
do Jodo dizer que pesa 65 kg?

Bem, como vocé pode ver nas situagdes (i) e (ii), a ideia de aproximacao
é bem presente em nosso convivio.

Objetivos:

* Formalizar a ideia de aproximagao por meio do estudo de fungdes defi-
nidas no conjunto dos nimeros reais;

* Facilitar o célculo de limites por meio de propriedade e teoremas;

* Investigar a continuidade de fun¢des em pontos do dominio.
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Introducao

UN 01

Considere a seguinte situa¢do: uma bolinha de borracha é solta de uma altura de 1m (um metro). Quando
a bolinha entra em contato com o chao ela é impulsionada para cima e atinge a altura maxima de % me
comega a cair novamente. Quando a bolinha bate no chao pela segunda vez ela sobe até a altura maxima de
% m, voltando a cair. Suponha que sempre que a bolinha, depois de entrar em contato com o chao, volte a
atingir a metade da altura maxima equivalente a anterior. A tabela a seguir relaciona o ndmero de "pulos”

da bolinha com a altura maxima que ela atinge.

Tabela 1: Altura de uma bolinha em relagdo ao ntimero de pulos

NUMERO DE PULOS ALTURA MAXIMA (EM METROS)
0 1
1
1 —=0,5
2
1
~ =0,25
2 4
1
3 ~=0,125
8
1
4 —=0,0625
16
1
5 —=0,03125
32
1
6 —=0,015625
64
7 i=0,007
128
1
8 ——=0,003906
256
1
9 ——=0,001953
512
10 L—o 000976
1024

Observe que a medida que a bolinha vai pulando, sua altura maxima vai se aproximando cada vez mais de
0 (zero). Porém, a altura da bolinha nunca chega a ser zero. Apesar de a bolinha nio atingir o estado de
repouso (isto ¢, a bolinha ndo parar de pular), chega um instante em que a altura maxima esta tdo préxima
de zero que a nossa visdo ndo consegue mais perceber que ela ainda esta pulando. No entanto, o que sig-
nifica préoximo para uma pessoa ndo necessariamente significa o mesmo para outra.

Portanto, tendo em vista que o conceito de aproximacao é de fundamental importancia para o estudo de
limite de fungdes, estabeleceremos o seguinte: suponha que a é um nimero real, dizemos que x tende a a,
se podemos supor x tdo préoximo de a quanto desejarmos, porém com x # a. Usamos a notagdo “x — a” para
indicarmos que “x tende a a".

CALCULO I
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Figura 1: Valores x se aproximando do nimero a

X a < X

Por exemplo, se dissermos que x tende a 1 (x = 1) entdo podemos supor x tdo préximo de 1 quanto de-
sejarmos, isto é, podemos supor x = 0,9; x = 0,99999; x = 0,999999999; x =0,9999999999999999999.
Também podemos suporx =1,1;x=1,01;x=1,001; x=1,00001; x=1,000000001.

x2-4

Agora, considere a funcao f, definida pela equacgao f(x)= . Observe que fnao esta definida em x = 2,

porém para x # 2 tem-se que:
x’-4 (X—Z)(X+2)

" (X—Z) =x+2

2

. X
Assim, o comportamento de f(x)=
X —_—

5 € equivalente ao comportamento de x+2 para todo x# 2. Veja o

comportamento de f(x) no grafico a seguir:

Figura 2: Grafico da fungao f(x)= ‘:—_2

14

O] 2 e "’

o

Note que a medida que os valores de x vao se aproximando de 2, os valores de f(x) vdo se aproximando do
numero 4. Na linguagem de limites, expressamos esse comportamento da fungio f dizendo que "o limite
de f(x) quando x tende a 2 é igual a 4", e usamos a notacgao:

lim f(x) = 4.

DICA
A seguir, daremos uma definicao
intuitiva do conceito de limite de
uma fungao. Embora intuitiva,
essa definigao é muito

Definicédo (definicdo informal de limites)

Seja f uma funcao. Dizemos que L é o limite de f(x) quando x — a, se f(x) se aproxima
de L quando x se aproxima de a com valores diferentes de a.

atil no célculo de limites. Mas quando
se deseja demonstrar resultados Na figura a seguir vocé pode ver uma interpretacdo geométrica dessa defini¢do. Observe que a
abstratos faz-se necessario uma medida que os valores de x ficam préximos de a os valores de f(x) ficam préximos de L.
definicao mais rigorosa, tal definicao
sera reservada para o
final desta unidade.

CALCULO I
C I Autor: Jackson Jonas Silva Costa
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Figura 3: Interpretacdo geométrica da definigdo 1.1.
ya
fx)

\ 4

X—>q «—X

>

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Considere a funcdo f: R = R, definida pela equagio f(x) = 2x. O nimero 20 é o limite de f(x) quando x
tende a 10. De fato, note que:

Tabela 2: Valores de f(x) quando x se aproxima de 10 com valores menores que 10.

x se aproximando de 10 com

valores menores que 10 fx) =2x
9,9 19,8
9,99 19,98
9,999 19,998
9,9999 19,9998

Tabela 3: Valores de f(x) quando x se aproxima de 10 com valores maiores que 10.

x se aproximando de 10 com

valores maiores que 10

9,9 19,8

9,99 19,98
9,999 19,998
9,9999 19,9998

Analisando a tabela (2 e 3), vocé podera deduzir que quanto mais x fica préximo de 10, mais proximo f(x)
fica de 20. Outra forma de deduzir este resultado é através do esbogo do grafico de f.

Notacoes

Em muitos casos ao invés de escrevermos a frase "o limite de f(x) quando x tende ao nimero a é L", é comum
usarmos uma das notacgdes a seguir:

CALCULO I
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lxig} f(x)=L (lé-se, o limite de f{(x); quando x tende ao niimero a; é L);

f(x)—L, quando x — a (Lé-se, f(x) tende a L; quando x tende ao nimero a).

“w_n

Observacao 1.1: Ao investigarmos o limite de uma fung¢do “f” quando x tende a um ntimero “a”, nao esta-
mos interessados em saber qual é o valor de f(a), o que realmente interessa é de que valor f(x) se aproxima

“«_n

quando x — a. Além disso, a funcao “f” ndo precisa estar definida em “a” para que exista o limite de f(x)
quando x — a. Veja o exemplo a seguir:

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Usando a ideia intuitiva de limites, calcule:

x%+9x

x>0 X

Solucao: Note que para x # 0, tem-se:

x*+9x =X(X+9)

=x+9
X X
. : ) . x?+9x .
Assim, quando x se aproxima de 0, porém com valores diferentes de 0, =x +9 se aproxima de 9.
Portanto, X
2

. X +9x

lim =9

x>0 X

2. Considere a funcdo f, definida pela equacao f(x)= Xz 9 Investigue o limite de f(x) quando x — 3.
X —

Solucao: Inicialmente, note que f ndo esta definida em x = 3. No entanto, tem-se que:

S N T para todo x # 3, de onde segue que,
x?-9 x*-32 (X—3)(X+3)

1
f(x)=——, todo x # 3.
%) 23 para todo x

Por outro lado, com célculos simples, vocé podera verificar que quanto mais x se aproxima de 3 (com

. . . : 1
X # 3), tanto mais x+3 se aproxima de 6, e por conseguinte se aproxima de o Portanto, conclu-

1 x+3
imos que lin31 f(x)= =

3. Usando a ideia intuitiva de limites, calcule:

lim

x—5

Jx -5
x-5

Solucdo: Observe que, se x # 5, entao

R R e e R S
X=5 x=5 x+5 (X—S)(\/;+\/§) Jx ++5

Por outro lado, vocé pode observar que, quando x se aproxima de 5, porém com valores diferentes de

1 1
5, ———=se aproxima de ——.
Jx ++5 5445

Portanto,

CALCULO I
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Jx—5 1

imY¥ Y2 _ 1
5 x-5 245

4. Considere a funcio f, definida por, f(x)=x?. Defina a funcio f':R —R, pela equacio

Em seguida, calcule f’(0),f’ (-2) e f’(2).

Solugao: Note que,

f(X"'h)_f(X) (X+h)2_XZ_X2+2X]]+112—X2_2X]]+112_
h h h - -

2x+h

para todo h # 0. Com isto,

Logo, f’'(x) = 2x. Dali,
£'(0)=2-0=0
f'(-2)=2-(-2)=-4
f'(2)=2-2=4

EXERCICIO PROPOSTO

1. Considere a funcdo f: R — R, definida pela equacao f(x) = 3x. Investigue o limite de f(x) quando x tende
a 10.

2. Usando a ideia intuitiva de limites, calcule:

. X’+4x
lim

x—-0 X

3. Considere a funcio f, definida pela equagdo f(x)= ad Investigue o limite de f(x) quando x — 1.

x2-1

3

X
4. Considere a funcao f, definida pela equagao f(x)= > Investigue o limite de f(x) quando x — 2.

5. Usando a ideia intuitiva de limites, calcule:

lim

X3

x5
x-3

6. Usando a ideia intuitiva de limites, calcule:

C Yx-1
lim .

-1 xy—1

CALCULO I
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Propriedades dos limites

Até aqui fizemos um forte apelo a nossa intuicdo para calcularmos os limites das fun¢des. Nesta secdo,
vocé estudara algumas propriedades que facilitardo bastante o calculo de limites.

A primeira propriedade que estudaremos diz que o limite de uma func¢do constante é sempre a propria
constante, ndo importa para qual nimero real x esteja tendendo.

Vejamos:

12 Propriedade: O limite da constante é a propria constante;

limc=c
Exemplo 1.1
lim3=3, lim3=3, lim3=3
x—0 x—99 X1
22 Propriedade: Limite da fung¢io identidade;
limx=a
Exemplo 1.2
limx =0 lim x =99 limx=x
x—0 x—99 X

32 Propriedade: O limite da soma é a soma dos limites;

lim[f(X)+g(X)J = limf(X)+limg(X)

Exemplo 1.3

lim(X+3)=0+3=3 1im(X+3)=99+3=102 lim(X+3)=7z+3

x—0 x—99 X1

42 Propriedade: O limite da diferenca é a diferenca dos limites;

lim[f(x)—g(xﬂ = limf(x)—limg(x)

Exemplo 1.4
lim(x-3)=0-3=-3 lim(x-3)=99-3=96 lim(X—3)=7z—3

x—0 x—99 X
52 Propriedade: Regra da Homogeneidade;

lim[c-f(x)} = c-limf(x)

Exemplo 1.5

lirr213X:3~lirr21X:3-2:6.

62 Propriedade: O limite do produto é o produto dos limites;

lim[f(X)-g(X)J = l)(ig;f(X).limg(X)

X—a X—a

CALCULO I
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EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule os limites a seguir:

(a) ligl (x-3)(x+3) (b) liin (x-3)(x+3)

Solucao: (a) Aplicando a regra do produto, obtemos:

lxiitol(x—3)(X+3)=lxiir(}(x—3)-lxiilg(x+3)=—3-3=—9

(b) Assim como no item (a) aplicaremos a regra do produto para calcular o limite em questao.

Vejamos:

lim(x—3)(x+3)=lim(x-3)-lim(x+3)=(n-3)-(n+3)=n’-3" =7’ -9

X7 X1 X1

72 Propriedade: O limite do quociente é o quociente dos limites;
Se lim g(x)#0, entdo:

£(x) lim £ (x)

li _ x—>a

e e (s)

x—a

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule os limites a seguir:

(@) lim X =3 (b) lim X =3

x-0 x +3 x> x +3

Solugdo: (a) Como o limite do denominador é diferente de zero, isto €, lir{)l (x+3) = 3 # 0, podemos
aplicar a regra do quociente. Neste caso obtemos: i

1im(X_3)=l’fi33(X_3)=_—3=—1
=4 (X+3) lim(X+3) 3

x>0

(b) Assim como no item (a) aplicaremos a regra do quociente para calcular o limite em questao.

) (X—3) lim(x—3) 7—3
Observe: lim == =
H”(X+3) lim(x+3) T+3

Xom

So foi possivel aplicar a regra do quociente no denominador lim X+3=m+3#0

82 Propriedade: Regra da poténcia;
lim[f(X)T = [limf(X)T
EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule lir(r)l (x-3)¢

Solucao: Aplicando a regra da poténcia, obtemos:

tim(x -3)" =[tim(x -3) '=(-3)" =729

x—0 x>0

CALCULO I
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92 Propriedade: regra da raiz n-ésima; DICA
_ : Assim, podemos
limy f(x)=¢ nggf(X) afirmar que o
limite pode passar
DEXERCICIO RESOLVIDO para dentro

da raiz.

1. Calcule lirr(} Ux+3

Solucao: Aplicando a regra da raiz n-ésima (n = 6), obtemos:

limQ/X+3 =6\/lim (X+3)=§/§
x>0 x—0

102 Propriedade: O limite do médulo é o médulo do limite;

/(-

lim

X—a

limf(X)‘

X—a

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule 1Xi£13|x —3|

Solucao: Note que:

lim(X—B)‘ =|-3=3

lim‘X —3| =
x>0

x—0

20

112 Propriedade: Se h é uma funcdo tal que f(x) = h(x) para todo x# a, entio:

f(x)|=

lim

X—a

X—a

lim f(x)

DEXERCICIO RESOLVIDO

XZ

-9
1. Seja f a fungado definida pela equagio f(x)= 3" Calcule lim__,f(x).

X -

Solucgao: Note que ndo podemos aplicar a regra do quociente, pois quando x = 3, x - 3 — 0. Por outro
lado,

x%-9 3 (X+3)(X—3)
x-3 x-3

=x+3

para todo x # 3. Dai,

f(x)=x+3 wx#3
Assim, aplicando a 112 Propriedade, obtemos:
11mf(x)=1){1_12(x+3)=3+3=6

x—3

Utilizando as propriedades de limites podemos deduzir a proposicao a seguir:

Proposicao

Se p(x) € um polinémio e a € R, entdo lim p(x)=p(a).

X—a

CALCULO I
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DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Determine:

lim(x® —x* +x* +1).
X2

Solucao: Segue da Proposicdo 1.1 que
lim(x*—x* +x° +1)=2" -2 +2° +1=21
Proposicao

Sejam p(x) e g(x) polinébmios e a € R. Se qg(a) # 0, entao:

pl)_ala)

“q(x) ala)

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Determine:

x*—x+6
m 3
Ly —x+1

Solucao: Segue da Proposicao 1.1 que:

lim(Xz—X+6)=12—1+6=6 e lim(X3—X+1)=13—1+1=1

x—1 x—1
Como o limite do denominador é diferente de zero, entio pela Proposi¢cdo 1.2 segue que:
. x*—x+6 1°-1+6
lim = =
ol x3—x+1 13-1+1

PEXERCICIO PROPOSTO

1. Usando a ideia intuitiva de limites, calcule:

3 _ 2_
) lim X7 b)lim—“/; V2 Olim———
=0 x -2 x—2 ol x4+ 2x -3
F(x+h)~£(x) DICA

_ Para resolver essa
questao, siga 0 método

utilizado na solucao

do exercicio

resolvido 4.

2. Seja f a fungio definida pela equacio f(x) = 3x2 Se ' é a fun¢io definida f’(X) =lim
h—0

determine f'(x).

3. Determine: lim(x*+ x%— x +10).
x—2

4. Usando as propriedades de limites, determine:

a) lim+v2-3x b) lim

x—>-2 x—>—4

x2-16
x+4

2_ . cotg®2x
O lim X —¥*6 d) lim——& =% _
x>1x3_x+1 X_,%cosec x-1
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Limites laterais

UN 01

Se a é um numero real, dizemos que x tende ao nimero a pela direita, e denotamos por x = a*, se x > a
e podemos supor x tdo proximo de a quanto desejarmos (isto é, x vai se aproximando de a com valores
maiores do que a).

Figura 4: x tendendo ao nimero a pela direita.

Mot

I
a +—

De modo anélogo, dizemos que x tende ao nimero a pela esquerda, e denotamos por x — a-, se x < a e pode-
mos supor X tdo proximo de a quanto desejar (isto é, x vai se aproximando de a com valores menores do que a).

Figura 5: x tendendo ao niimero a pela esquerda.

|
T
— a

o=t

Definicao (limites laterais)

Sejal € R, f: | » Ruma funcdo e a € |. Dizemos que um nimero L é o limite lateral & esquerda

de fem a, e denotamos por limf(x):L , se f(x) tende a L quando x—a". Analogamente, dizemos

que um nimero M é o limite lateral a direita de f em a, e denotamos por limj(x):M, se f(x)
X—a

tende a M quando x—at*.
22

Figura 6: Interpretagdo geométrica da defini¢do 1.2.

A

y

DEXERCICIO RESOLVIDO

x+1,se x<1;

1. Seja f:R— R, a funcdo definida por: f(X) = ( 2)2 .
x-2),sex21.

Determine )l{1_r){1_f(x) e ll_l;{!rf(X)
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x+1,se x<1;

Figura 7: Gréfico da funcdo f(x)= {( 2)2 sex>1
x-2) ,sex21.

y y

y

Solucdo: Note que, se x < 1, entdo f (x) =x + 1, dat:

limf(X):lim(X+1)=1+1:2

X1 x-1"
Por outro lado, se x > 1, ento f(x) = (x - 2)?, de onde segue que:
g T _ 2 _ _ 2 _
lim £(x)=lim (x-2)?=(1-2)*=1.
Portanto, linll f(X) =2e lim f(X) =1. Olhando para Figura 7, vocé pode perceber que quando x vai se
x—1" x—1t
aproximando de 1 pela esquerda, os valores f(x) vao se aproximando de 2. Assim como a medida que

x vai se aproximando de 1 pela direita, os valores f(x) vao se aproximando de 1.

2. Seja f: R = R, a funcdo definida por:

x%sex<1
f(X)z -1,sex=1
x+1,se x>1

Determine lim f(X) e lim f(X).
x—-1" x—1t
Solucao: Note que, se x < 1 temos f(x) = x2 Além disso, quando x se aproxima de 1, com valores menores

do que 1, x? também se aproxima de 1. Assim:

lim f(X) =lim x%=1.

X1 x—>1"

Por outro lado, se x > 1 temos f(x) = x+1. Perceba que quando x se aproxima de 1, com valores maiores
do que 1, x + 1 se aproxima de 2. Assim:

lim £(x)=lim (x +1)=2.

Observe que o valor f em x = 1 ndo interessa no cdlculo do limite de f(x) quando

X = 1, pois vimos que lim f(X) =2,mas f(1) = -1.
x—>1F

3. Considere a funcdo f:R — R definida pela equagao

f(X):|;

Determine lim f(X) e lim+f(x).

x>0 x—0
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x|
Figura 8: Grafico da funcgdo £ (x) ==
X
y A
10
>
X
O -1

Solucao: Pela definicdo de mo6dulo, se x < 0 tem-se que |x| = -x, dai H:i:—l ,paratodox <0

X X
Com isto,

llmu—llm -1)=-

x->0" ¥ x—0

Portanto, limf(x ( ): —1. Por outro lado, pela definicdo de mddulo, se x > 0 entdo|x| = x, de onde segue

x—0"

X
queu=£=1,para todo x > 0.
X X

X

Dai, im—=1lim1=1

2 4 x-0" ¥ x—0"

No teorema a seguir, I € um intervalo contido em R,a €[, f: [ - R é uma fungdo e L é um ntimero real.

Teorema (existéncia de limite)

(
a) Se llm f(X)z lim f(X):L, entdo limf(X) existe e é igual a L;

x—a x—a

x—a x—a* Xx—a

b) Se llmf(X) =/, entdo lim f(X) = limf(X) =
(

c) Se lim £ X) # lim f(X), entdo limf(X) ndo existe.

x—at x—>a~ xX—a

}EXERCfCIO RESOLVIDO

1. Seja f a fungao definida por

2 >1
f(X) :{ xX-,se x
2x,se x<1.
Calcule lir{lf(x) e lilp f(x) . Com base nos limites laterais e no Teorema 1.1, o que vocé pode afirmar a

respeito de linllf (X)?

Solugéo: Note que se x > 1, entdo f(x) = x%, daf
lim f(x)=limx*=1.
x-1" x-1

Por outro lado, observe que se x < 1, entdo f(x) = 2x, com isto,

fimf(x)=lim2x =2.

Portanto, lir}} f (x) =1le lirp f (X) =2.f(x) = 2. Visto que os limites laterais de f em 1 sdo diferentes, segue,

do Teorema 1.1, que lim f(x) ndo existe.
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2. Investigue a existéncia de lim—.
x>0 x

[

Solucdo: No exercicio resolvido 3, calculamos os limites laterais da fun¢ao dada por f(X)= 5 @

chegamos a conclusdo que X

X X
limuz—l limuzl.
x>0" ¥ x-0" x
Assim, visto que os limites laterais de f em x = 0 sdo diferentes, entdo, pelo item (c) do Teorema 1.1,

X ~ .
lim— nao existe.
x>0 x

EXERCICIO PROPOSTO

1.Sejaf: R — R, a func¢do definida por:
2x -3, x<2;
f(X) :{(X—3)2 ,se x >2.
Determine lim f(x) elim f(x).
2. Considere a func¢do f:R = R, definida por:

x3,se x<1;
f(X): 10,se x =1;
x-1,se x<1.

Determine lim f(x)elimf(x),

x—>1" x—>1"

3. Considere a funcio f: R — R definida pela equaciao:

\
>
Il
=
K

Determine lim f(x)elim f(x).

X—2 X—2

4. Seja f a funcao definida por:

f(X):{X3,Se x>3;
3x,se x >3.

Calcule lirqf(x) limf(x). Com base nos limites laterais e no Teorema 1.1, o que vocé pode afirmar a

x—3 x—3"

respeito de )l(l_l;gl f(X)?

5. Seja f a funcdo definida por:

2_

f(X): ﬁ,se x<1;

Vx?+3,se x>1.

Calcule lim f (x) elim (x) Com base nos limites laterais e no Teorema 1.1, o que vocé pode afirmar a respeito
x—1"

x—1"
de lXiLr11f(X)?

x-2
6. Investigue a existéncia de limu.
-2 x—2
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Teorema do confronto

UN 01

Este teorema dira que, se g(x) < f(x) < h(x) para todo x em uma vizinhanca de um nimero real a e, além
DICA disso, o limite de g(x) é igual h(x) quando x tende a a, entdo o limite de f(x) quando x tende ao nimero a
Esse teorema também serd o mesmo valor que os limites de g(x) e h(x) quando x tende ao nimero a.
¢ muito util para o
célculo de limites de
funcdes, ele é chamado Teorema (teorema do confronto)
de Teorema do
confronto, mas também Sejam f, g e h fungdes definidas em uma vizinhanga de um nimero real a. Se a desigualdade
é conhecido como
Teorema do g(x) < f(x) < h(x),
Sanduiche.

é vélida para todo x em uma vizinhanga de a, exceto possivelmente para x = a e, além disso,

limg(X) :Lig—}h(X) =7,

X—a

entao,

1imf(X):L.

X—a

Figura 9: Interpretacdes do Teorema do Confronto.

26

1N}
=Y

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Seja f uma funcio tal que,

1-x* <f(x) <1+x%paratodox € (-1; 1):

Determine lil‘gl f(x).

Figura 10: Interpretacdo geométrica do comportamento de f(x) no exercicio 1 da pagina 24.

V4 1+x°

1 ftx)

™~
N/
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Solugao: Note que,

lim(l—Xz) =1,e EL%(1+XZ) =1

x>0

Assim, aplicando o Teorema do confronto (ver Teorema 1.2), vocé pode concluir que li_rgf (X) =1

A seguir, aplicaremos o Teorema do confronto (ver Teorema 1.2) para demonstrar um resultado que afir-
ma que se o limite de |f(x)| é zero quando x tende a um nimero a, entdo o limite de f(x) também é zero
quando x tende a a. Entdo vejamos:

Proposigao

Se lim|£(x)|=0, entao lim £ (x) =0.

x—0

Demonstracdo: Note que
-f(x)| < f(x) < |[f(x)| paratodo x € Df. (1.1)

Por outro lado, como, por hipdtese, lirrg‘f (X)‘ =0, entao
X

lim—|f(X)‘=lim f(X)|=0 (1.2)

x>0 x—0

De (1.1) e (1.2), juntamente com o Teorema 1.2, concluimos que ligf(x) =0.

Definicdo (fungdo limitada)

Dizemos que uma funcéo f é limitada em uma vizinhanca de um nimero real a, se existe um in-
tervalo | € R com a € | e um nimero real M > 0 tal que [f(x)| < M; para todo x € I:

DEXERCICIO RESOLVIDO
1. As fungoes trigonométricas dadas por f(x) = sen x e h(x) = cos x, sdo fun¢des limitadas. Pois:
[senx| <1e |cosx| <1, paratodox€R.
2. A funcio f, definida por £ ( X) =% ndo é limitada em nenhuma vizinhanga de 0.

De fato, dado um intervalo I € R, com 0 € I, e um niimero real M > 0, se considerarmos um numero natural

k, suficientemente grande, de modo que x = € I, obtemos:
|f(X)|= i = L =M+k>M.
X 1

M+k

Com isto, f ndo é limitada em nenhuma vizinhanca de 0.

Proposicao

Suponha que f,g e h sdo fungdes definidas em uma vizinhanga de um ndmero real a. Suponha que
h é limitada e f(x) = g(x) ® h(x); para todo x em uma vizinhanca de a.

Se limg(X) =0, entao

X—a

limf(X):O.

Xx—a

CALCULO I
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Demonstracdo: Como, por hipétese, h é limitada, entdo existe M > 0 tal que
[h¢)l < M;
dai, tomando o valor absoluto em ambos os membros da igualdade f(x) = g(x)-h(x), segue que
IFC)=19(x)  h(x)| < [g(x)| M,
de onde obtemos,
=gl M < f(x) < |g(x)| *M. (1.3)

Por outro lado, como limg(x) =0, entao

lim g(X)‘~M=0 (1.4)

As desigualdades em (1.3) e os limites em (1.4) juntamente com o Teorema 1.2, acarretam

g(x) -M=0elim—

X—a

em limf(x) =0.

x—a

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule liszcos[i]
x>0 XZ

Solugio: note que,

limx%=0e,
x—0

Ccos i
XZ

Assim, segue da Proposicdo 1.4 que lirrgxzcos[izj =0.

<1, para todo x # 0.

X

EXERCICIO PROPOSTO
1. Seja f uma fungio tal que, 5-x* < f(x) < 3+x3, para todo x € (1; 2).

Determine limf(X).

x-1
2. Seja f uma funcgio tal que, x?-5x+6 < f(x)<sen [%), para todo x € (1; 3).
Determine lim (X)
x—2
3. Seja h uma funcdo tal que, 1+ sen x < h(x)<cos x,
Determine lim (X)

x—-0

4., Calcule:

lim {X%%(%H
x—0 X

5. Se |f(x)| < x* para todo x € R, 0 que podemos afirmar com relagdo ao lin&f(x)?
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Limites fundamentais

A proposicdo a seguir trata de um dos limites mais utilizados no calculo. Na demonstracio dessa proposi¢do
utilizaremos o Teorema do confronto (ver Teorema 1.2) e um leve apelo geométrico.

Proposicédo (Limite trigonométrico fundamental)

. senx
lim =

x>0  x

1

) EXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule:

sen’x

x>0 X

Solucao: Note que:

2 2
sen®x _(senxj

Assim,

2. Mostre que,

Solugido: Inicialmente, multiplicando e dividindo a fragdo por cos h + 1, que é o conjugado do nume-
rador, obtemos:

cosb—l_(COSh_l)(COSh"‘l)_ cos’1-1 _ sen’hr _ senh senh
o b(cosb+1) _Iz(cos]]+1)_h(cosb+1)_(cosb+1) h
Dai,
limCOSb_1=lim|: senh ‘senb}z 0 1-0
-0 h 0| cosh+1 A 1+1

senx
=1

Note que usamos o limite trigonométrico fundamental lim
x>0  x

3. Calcule o limite:

lim—thX

x->0sen7x
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serbr
Solugio: Note que tg 5x = senSX' car T _ e SOIRE
cos5x sin7x sen7x sin7x cos5x
Agora, observe que:
im— =1 -1 _4
x>0 cos5x cosO -1
por outro lado,
5x senbx sen5x sen5x
sen5x By S e 5 o 5 5 5 51 5
lim =lim2X =lim X —lim X _Cljm——2& .-
x>0sen7x *N07x x=0 sen7x *0_ sen7x 7x0sen7x 71 7
—-sen7x 7x - 7-
7x 7x 7x 7x

Dai,

x>0sen7x x>0\ sen7x cos5x

lim tghx =lim[sen5X' 1 ]:E.(_1)=_E
7

DPEXERCICIO PROPOSTO

1. Calcule:
. sen’x
lim
x—0 X5
2. Calcule:
. 1—cosx
lim——73—
x—0 X
30 3. Calcule:
lim t3x
x>z sendx

Limites no infinito e assintotas horizontais

UN 01

Dizemos que x tende ao infinito (ou x tende a mais infinito), e representamos por x = o (ou x = +»), se
podemos supor x tdo grande quanto desejarmos.

Observacao

Vale salientar que o simbolo o ndo representa um nimero real, mas apenas um comportamento
da varidvel x. Deste modo, quando escrevemos x — +w, o simbolo +w é usado para descrever
que vocé poderd atribuir a varidvel x valores tdo grandes quanto vocé desejar.

De modo analogo, dizemos que x tende a menos infinito, e representamos por x = —oo, se X € um nimero
negativo e podemos supor |x| tdo grande quanto desejarmos.

CALCULO T
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Dizemos que um nimero L é o limite de f(x) quando x tende ao infinito (ou a mais infinito), e

representamos por

hmf(x):L

X0

se a medida que os valores atribuidos a x vdo aumentando, os valores correspondentes

f(x) véo se aproximando do nimero L.

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule o liml =0

XD ¥

Solucao: Observe a tabela a seguir:

/ 1
flx)=—
X (%)==
1
1 —=0,1
0 10
1
—=0,01
100 100
1000 1 o001
1000
10000 L 0,0001
10000
1
=0,000000000000001
100.000.000.000.000 TG

Tabela 4: Valores de f(x)=1/x quando x assume valores cada vez maiores.

1

Note que a medida que os valores atribuidos a x vio aumentando, os valores £ (X) =— ficam cada vez

e crenenf] R . 1
mais proximos de 0. Com base nesses dados, vocé pode concluir que lim—=0.

Teorema

Rendl'e

. : : .k
Se a € um nUmero real maior do que zero e k # 0, entdo lim—=0.

x40y

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule lim Sx—1
x>0+ 7x

Solucgdo: Observe que quando x = +oo, tanto o numerador quanto o denominador da fracao

X

X_
1+7x

tendem para +oo. Por outro lado, como vimos na Observagao 1.2, o simbolo ndo é um numero real,

deste modo ndo podemos dividir +oo por 4. Assim, vocé tera que encontrar outra alternativa para

- I o 5x
calcular o limite em questao, uma ideia seria dividir ambos os membros da fracdo 127
+7x

x. Entdo faremos isto:

pela variavel
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5 1 5 1
5x-1 » x " x
1+7x 1 7x 1
—+— —+7
X X X
. .1
Visto que, lim—=0, segue que
X+ X
1
o Sx=1_ 2Ty 5-0 -5
o0 +7x  xowe ] 0-7 7
—+7
X

5 3_
2. Determine lim 3x"+2x 45X+65.
x>0 41 7x23x* +2x

3x° +2x°—-5x+6

1+7x%-3x" +2x°

3x° 2x° 5x 6 2 5 6
5

Solucao: Note que dividindo ambos os membros da fracao por x°, obtemos:

5 . B e e s
3X +2X —5X+6 _ X5 XS X5 _ IY2 X4 Xs

X

1+7x%>-3x*+2x" 1 7x* 3x* 2x° 1 7 3
—t—- +—— —+———+2
X

XS XS XS XS X3 X

Com isto, segue, do Teorema 1.3, que:

3+1_i+i
32 lim 3x° +2x°-5x+6 _ i X* x* x°_3+0-0+0 3
x>l 4 7x2-3x* 4+2x° x> 1 7 3 0+0-0+2 2
— ===
x x* x

INDICACAO DE LEITURA

Leia e aprenda mais sobre este contelido abordado até aqui recorrendo a seguinte literatura:

GUIDORIZZI, L. H., Um Curso de Calculo, vol.1, 5a Edicédo, Editora LTC, Rio de Janeiro (2008).

Definicédo
Dizemos que um niimero L é o limite de f(x) quando x tende a menos infinito, e representamos

por
lim f(X) =/

X——0

se a medida que os valores de Ix| vdo aumentando, com x < 0, os valores correspondentes f(x)
vao se aproximando do nimero L.

Teorema

Se a é um numero real maior do que zero e k=0, entdo

lim 1‘; =0
X——0 y
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DEXERCICIO RESOLVIDO

4 2
1. Determine lim LJF?’X“JJ
xoo 7x3_ 3y

x*—x*+3x+1

Solugao: Inicialmente, vamos dividir o numerador e o denominador da fragao por x*,
Entdo vejamos: 7x3-3x*
£ — Xiz 37X + i 1- i + i + i
X4—X2+3X+1=X4 X xt xt X X
7x° 35" 7 3x' 7 4
xt x* b's
Assim,
1 1 N 3 N 1
4 _x? T2 37 a4 —
lim X_—% +3X+1=lim ¥ x3 x =1 0+0+0=_l
x>0 7x3 3x* T 7 _3 0-3 3
X

Definicdo (ASSINTOTA HORIZONTAL)

Se lim f(X):L, ou lim f(X):L, onde L é um nimero real, denominamos a reta y = L de “assin-
X+ X—>—0

|II

tota horizontal” do gréfico de f.

Figura 11: interpretacdo geométrica da defini¢cao de assintota horizontal.

vy A

AN

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Aretay = 1 é uma assintota horizontal do grafico da fun¢do dada pela equagdo f (X) =1+—X.
X

Slngin: Ve g it = 1im[l+ 1J —0+1=1

Portanto, como lim1+X =1, entdo segue imediatamente da definicdo (1.6) que aretay = 1 é uma

X—>© ¥

assintota horizontal do grafico da fun¢ao dada por £ (X) = 1+—X
X
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EXERCICIO RESOLVIDO

1. Determine as assintotas horizontais da funcao f definida pela equagao £ (X) =vx%*+1-x.

Solugio: Multiplicando e dividindo Vx?+1 —x por Vx?+1 + x vocé obtera:
1

— 4
\/X2+1—X=(\/X2+1—X)~ X rlex ! = X =
Ve +14+x 2 +1+x X +14x

X

[y
+
><N‘,_. X =
+
—_

De onde segue que,

J1+0+0

lim(\/x2 +1 —x) =lim

1+

Xm"" > | =

1
J’_f
1

De modo analogo, vocé pode verificar que lim(\/X2 +1-— x) =0. Assim, de acordo com a Defini¢ao 1.6, a

X0

retay = 0 é a inica assintota horizontal do grafico de f.

2. Determine as assintotas horizontais da fungao f definida pela equacgao:

f(X):\/X—-i-:a—\/E.

Solugao: Multiplicando e dividindo \/X FI= \/X -5 por \/X F34 \/X -5, vocé obtera:

\/X+3—\/X—5=(\/X+3—\/X—5)~\/X—+3+\/X—_5— X+3_(X_5) = 8

\/X+3+\/X—5 _\/X+3 +\/X—5 _\/X+3+\/X—5

De onde segue que,

. . 8
lim (\/X+3 —\/X—S) =lim —————=0
X—>+00 X+ 'X+3+ }X_S
Assim, de acordo com a Definicdo, a reta y = 0 é uma assintota horizontal do grafico de f. Por outro lado, a
~ ~ Loy . L S . . . lim £ (X)
funcao f' ndo esta definida para valores negativos, assim nao faz sentido investigar o limite x—»—

EXERCICIO PROPOSTO

1. Calcule:
.o x-1
lim
X—>+00 2X — 1

2. Determine:
o 7x +x%+3x+1
lim —_—
xore 145533y
3. Determine:
 9x%—x+1
lim ——————
x>23x2-2x+5

4. Determine a assintota horizontal do grafico da fun¢do dada por:

342
f(X):1J—r5§
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5. Determine as assintotas horizontais da funcao f definida pela equacao:
f(X)=\/X2+2 -x
6. Determine as assintotas horizontais da fungao f definida pela equagao:

f(x)=ﬁ—ﬁ

Limites infinitos e assintotas verticais

Considere a fun¢do f, definida pela equagao £ (X) = iz Note que f esta definida para todo nimero real diferente
X

de zero. O que dizer a respeito do comportamento dos valores f(x) quando x — 0? Observe a tabela a seguir:

Tabela 5: Valores de f(x)=1/x* quando x se aproxima de zero.

-1 1 1 1

-0,1 100 0,1 100
-0,01 10000 0,01 10000
-0,001 1000000000 0,001 1000000000

Note que a medida que os valores de x vao se aproximando de zero, os valores de f(x) vao crescendo extra-
L . . 1 ~
ordinariamente. Para simbolizar esse comportamento de — quando x = 0, usamos a notacgdo:
X

1
lim— =
x—0 XZ

Agora, considere a fungao f, definida pela equacgao £ (X) =

1 C 3o
5 observe que f esta definida para todo x #
2. Porém, o que podemos afirmar a respeito do comportamento dos valores f(x) quando x — 2?7 A fim de
responder esta pergunta, analisaremos o que acontece com os valores de f(x) quandox - —2ex—> +2a

partir da tabela a seguir:

Tabela 6: Valores de f(x)=1/x*> quando x tende a dois pela esquerda e pela direita.

1,99 -100 2,01 100
1,999 -1000 2,001 1000
1,9999 -10000 2,0001 10000

1,99999999 -100000000 2,00000001 100000000
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Veja que quando x — 27, entdo — =0, assim como quando x = 27, tem-se que

— oo. Represen-

— v
tamos este comportamento da seguinte forma:

1 1
lim——=-oelim——=+w

Definicdo (ASSINTOTA VERTICAL)

Seja f uma fungdo. A reta vertical x = a é denominada de uma assintota vertical do grafico de f,
se ocorrer um dos limites a seguir:

lim f(X):—oo ou lim f(X):+oo

x—a

lim+f(X):—00 ou lim f(X) =400

X—a X—a

x—a

Figura 12: Interpretagio geométrica da definicdo de assintota vertical.

X=a
|

y A

|

DEXERCICIO RESOLVIDO

2
1. Verifique que a reta x = 1 é uma assintota vertical do grafico da fun¢do dada por £ (X) =X

1-x

Solucao: Dividindo, simultaneamente, o numerador e o denominador da fragdo 12X por X, obtemos
-X
2x
2x _ x 2
1-x 1 x 1 1
X X
Assim,
. 2x . 2
lim ——=lim ——
x>1"]1—x X—»l’l_l

X

Agora, note que se x esta proximo de 1 e x < 1, entdo l —1> 0. Assim, quando x—1- entdo l —1—0%dal
b'e X
lirp
X
—-1
X

=+00

.2 . 2 S
Portanto, como lim =lim , entao lim
x>1" 1 —x x> x—>1"
——1 —-1
X X

assintota vertical do grafico de f.

=oo, de onde concluimos que a reta x = 1 é uma

CALCULO T
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DPEXERCICIO PROPOSTO

Nas questdes a seguir, calcule os limites e verifique se ha assintotas verticais:

1. limL.
x5 |X—5|

. \/3X+2+§/; . x+1
2. lim elim

a1 x+1 x—)%\/gX—Sl

3.limg x.

s
x>
2

4.limcotg x.
x—0

Funcdes continuas

UN 01

Observe os graficos a seguir:

Figura 13: Exemplos graficos

yA yA
2
XL se xo#1:
x- 1 * x- ’
x =
/0 1 ; /0 ;
(@) (b)
A
y
oy
X-L | se x#£ ]
x-1
2, se x—=].

(©
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Observando a figura 13, percebe-se que ndo é possivel construir os graficos (a) e (b) sem tirar o lapis do
papel. Em ambos os casos o problema se encontra em x = 1. Por outro lado, o grafico (c) pode ser construido
sem tirar o lapis do papel intuitivamente, podemos dizer que o grafico da parte (c) apresenta um comporta-
mento continuo. J4 os graficos (a) e (b) apresentam uma descontinuidade em x = 1.

De agora em diante, usaremos limites para definirmos a continuidade de fun¢do em um ponto. Veja a de-
finicdo a seguir:
Definicdo

Seja f: (a; b) = R, uma fungdo. Dizemos que f é continua em um ndmero c se valem as trés con-
dicdes a seguir:

i) f esta definida em c, isto é c € Df;

ii) lklinf(x) existe;
i) lim £ (x)= £ (a).

Se f ndo é continua em ¢, dizemos que é descontinua em c.

Note que a funcdo que determina o grafico (a) ndo esta definida para x = 1, por outro lado, a funcdo que
determina o grafico (b) esta definida em x = 1, mas

lxiirllf(x)=limxz_1 =lim(X_1)(X+1) =lim(X+1)=2

-1 y—1 x—>1 x-1 x—>1
De onde segue que 1)3_1)111 f(x) # f(1), pois f(1)=4.
38 DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Verifique por meio de limites se a fungdo f definida pela equacgao:

2

—,5ex<3

_ -3
f(X) a X6,se x=3;

3x-3,se x >3.
é continua em x = 3.

Solucao: Inicialmente, temos que f(3) = 6 e, portanto, a primeira condi¢do da definicdo 1.8 é satis-
feita. Agora, vamos verificar se a segunda condi¢cdo da definicdo é satisfeita, isto é, vamos verificar se
limf (ng existe, para tanto, calcularemos os limites laterais de f a direita e a esquerda de 3. Com efeito,
x—3

tim £(0) = lim = =2 i B33y,

x—3 x>3 x—3 x—3" x-3 x—3"
por outro lado,

)l(i_g}f(x)=)1(i_g}(3x—3)=3-3—3=6.
Como lirg} f(x) = lirg} f(x) =6, entdo pelo Teorema 1.1, segue que
lxizgf(x)=6

Com isto, a segunda condicdo da definicdo 1.8 é satisfeita. Além disso, temos que f(3)=6, de onde segue que
limf (x)=£(3)

de onde concluimos que a terceira condi¢ao da Defini¢ao é satisfeita. Portanto, f é continua em x = 3.
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2.Sejaf: R - R, a fungdo definida por:

(X+1),56‘ x<1;

f(X):{(X_Z)Z,se x>1,

Justifique por meio da Defini¢do 1.8, que f ndo é continua em x = 1.

Figura 14: Grafico da fungio f(x) =<[

yA

//?

(x+1),se x<1;
(X—Z)z,se x21.

1
/ !
Solucao: Note que, se x < 1, entdo f(x) = x + 1, dai:

limf(x)zli_}rp(x+1):1+1:2.

x->1"

Por outro lado, se x > 1, entdo f(x) = (x - 2)?, de onde segue que

lim f(x)=lim(x-2)" =(1-2)"=(-1) =1

x->1* x—>1"

| - LIMITES DE FUNCOES

Portanto, lilp f(x) =2e lirp f(x) =1. Como os limites laterais de f a direita e a esquerda de 1 sdo dis-

tintos, entdo o limite limf (x) ndo existe, e assim a segunda condi¢ao da Defini¢cao ndo é satisfeita, logo
x—1

fndo é continua em 1.

EXERCICIO PROPOSTO

1. Verifique por meio de limites se a fungdo f definida pela equacgao:

x2-25

f(X)— x-5
10,se x =5;
3x-5,se x >5.

,se x <5;

é continua em x = 5.
2.Sejaf: R — R, afungdo definida por:
X+3,5e x<3;
f(X) - (X—3)2 ,se x >3.

Justifique por meio da Definigdo 1.8, que f ndo é continua em x = 3.

3. Seja M um ntuimero real. Considere a funcdo f definida por:

2

sen X se x #0;
f(X): XZ ] )
M,se x=0.

Determine o valor de M de modo que a funcio f seja continua em 0.
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Definicao formal de limite

Nesta se¢do, apresentaremos uma definicdo de limites mais rigorosa. Para isto, utilizaremos as letras gregas
épsilon (¢) e delta (8). E comum o uso dessas letras quando se deseja representar niimeros reais positivos
bem pequenos (tendendo a zero).

Definicdo (definicdo formal de limite)

Consideremos um intervalo | € R e um nimero real a € I. Seja f uma funcdo definida em I\{a}.
Diremos que L ¢ o limite de f(x) quando x - a, e denotamos limf(x):L, se dado € > 0 existe § =
8 (€) > 0 tal que -

0<|X—£I|<52‘f(X)—L‘<8 (1.5)

Usando apenas simbolos, podemos expressar a definicdo formal de limites da seguinte forma:
limf(x)=L>035=5(5)>0; 0<|x-al<s=|f(x)-L|<s (1.6)
Observacao

Usamos o simbolo 8 = § (¢) > 0 para enfatizarmos que o nimero real § esté vinculado ao nimero
e > 0 (isto é, § depende do nimero dado). Quando ndo houver perigo de confusdo, escrevemos
apenas & ao invés de (g).

40

Observacao

Colocamos Ix-al > O para fazer énfase que na anélise do limite de f(x) quando x — a, o valor de f(a)
nao interessa, pois estamos interessados apenas nos valores de f(x) quando x esta bem préximo de a.

Observagdo (interpretagdo geométrica)
Note que:
O<Ix-al<8§<=-86<x-a<§, exza
< a-0<x<atf, e xza

< X E< (a-6, a+6) \ {a}.

Por outro lado,
[f(x)-L|<e < -e<f(x)-L<e
< L-e<x<L+e,
< f(x)e(L-g,L+e) (1.8)
Observando a implicagdo (1.6) e as equivaléncias (1.7) e (1.8), concluimos que a implicacdo
0<|x-a|<8 = [f(x)-L|<e. (1.9)
é equivalente a dizer que

f(x) € (L-¢L+¢€); semprequex € (a-6;a+ 6)\{a}.
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Com isto, tem-se a seguinte interpretacdo geométrica paralim £ (X) =L

X—a

Figura 15: Interpretagio geométrica da definicdo formal de limites.

VA

f)

L+e| - -
ol - =

i 4

a-6 a X a-+§

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Considere a fungio f: R =R definida pela equagdo f(x) = 2x - 1. Usando a Defini¢do 1.9, mostre que o
limite de f(x) quando x = 2, é 3.

Solucao: Inicialmente, note que:
If()-3]= [(2x-1)-3|=|2x-4|
= |2(x-2) |=2|x-2|, para todo x € R,
dai,

0<|x-2|<6 = |f(x)-3|=2|x-2|<29, para todo x € R.
Deste modo, dado € > 0, considerando § = g > (), tem-se
0<|x-2|<6 = |f(x)-3|<26=¢, para todo x € R.

Portanto, tendo em vista a defini¢cdo 1.9, concluimos que lim £ (X) =3.
X2

Lema 1.1 Se a € R, entdo dado € > 0, existe § > 0 tal que:

§2+2|a|5:§ (1.10)
Demonstragdo: Basta mostrarmos que a equagao:

X2+2|a|X—§=O

possui solucdo real positiva. Para tanto, calculemos o discriminante

A :(2|a|)2—4~1[—§j - 4|a|2 +2¢

Desde que A=4|a|?*+2&>0, usando a férmula de Bhaskara, concluimos que a equagdo (1.10) possui duas

raizes reais, a saber
~2|a|+[4|a]+2¢ ~2|a| - \[4[a?+2¢
X = ex =
1 2 2 2
Note que, x, € um nimero negativo. Por outro lado, como por hipétese £¢<0, tem-se

\/4|a|2+ 2e> \/4|a|2 = 2|a|

2
dai, —2|a| + ,[4|a| +2¢ > 0. Deste modo, concluimos que X, € um ntimero real positivo (isto €&, X, > 0). Portanto,

considerando § = x, > 0, 0 lema esta demonstrado.
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DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Seja f a fungdo definida pela equagio f(x) = x% Mostre, usando a defini¢do formal de limites, que
limf(X) - f(a), para todo a € R:

X—a

Solucgido: A principio, note que:
IfG)-f(a) |= [x*-a? |=|(x+a) (x-a)|
= |x+a|-|x-a|<(|x|+|a]) |x-a]. (1.11)

Por outro lado, usando a desigualdade triangular, deduzimos:

|x|=|(x-a)+a|<|x-a|+]a]. (1.12)
As desigualdades, (1.11) e (1.12), acarretam em:

[f(x)-f(a) |<(|x-al|+2|a] ) |x-a]. (1.13)
Assim, dado £ > 0, pelo Lema 1.1, existe § > 0 tal que §+2|a|8 <g, o que implica em:
0<|x-a|<d =|f(x)-f(a) |[<(|x-al+2]a] ) |x-a]
<(86+2]a] ):6=5°+ 2|a|b<e.

Portanto, concluimos que lim £ ( X) = f(a), como queriamos demonstrar.

X—a

2. Considere as fungdes f,g: R = R definidas, respectivamente, pelas equagdes f(x) = x e g(x) =k, onde k
é uma constante real. Se a é um nimero real, entdo usando a defini¢do formal de limites, demonstre que

42 limf(X)=aeLi£r3g(X)=k.

X—a

Solucgio: Inicialmente, provemos que lim £ (X):f (a). Com efeito, observe que |f(x)-a| = |x-a|, para
todox € R. e

Deste modo, dado £<0, considerando §=€>0, segue que:
0<|x-a|<d =|f(x)-a|= |x-a|<b=¢

Com isto, segue da defini¢do 1.9 que lim £ (X)za. Agora, demonstraremos que lim g(X):k. De fato,

X—a

note que |g(x)-k|=|k-k|=0, para todo x € R.
Assim, dado £<0, considerando qualquer nimero <0, tem-se
0<|x-a|<6 =|g(x)-k|= |g(x)-k|=0<E.

Portanto, mediante a defini¢do 1.9, concluimos que lim g(X) =k.

X—a

Teorema (unicidade do limite)

Consideremos um intervalo | € R e um nimero real a € |. Seja f uma fun¢do definida em I\Ma}. Se L e
M s3o limites de f(x) quando x = a, entdo L = M. (este resultado garante que f(x) ndo pode convergir
para dois limites distintos).

[£- ]
2

Demonstracio: Suponha, por absurdo, que L # M. Assim, pela defini¢ao 1.9, considerando ¢ = >0,

existem § >0 e 6, >0 tais que

i
2

il
2

O<|X—a|<5L :>|f(X)—L|<
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Agora, considerando §=min{§,,5, } >0, obtemos

L-M| |L-M]|
< —t—

0<[x—a| <3|L—M|=|L—f(x)+f(x)-M|<|L—f(x)[+|f(x) - M| >

=[L-M|

de onde segue que |L-M| < |[L-M|, o que é um absurdo. Portanto, concluimos que L. = M, como queriamos
demonstrar.

DEXERCICIO PROPOSTO

1. Considere a fungdo f: R = R definida pela equagao f(x) = 3x — 2. Usando a Defini¢do 1.9, mostre que o
limite de f(x) quandox — 1, é 1.

2. Considere a fungdo f: R - R definida pela equacio f(x) = 3x2. Usando a defini¢do 1.9, mostre que o limite
de f(x) quandox — 2, é 12.

3. Usando a defini¢cdo formal de limites (isto é, usando €’ se §’s ), mostre que:

2
1imw=2010

x—0 X

4. Considere a fungdo f: R = R definida pela equagdo f(x) = |x|. Usando a defini¢do 1.9, mostre que o limite
de f(x) quando x = a, é |a|
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DERIVADAS DE
FUNCOES REAIS A
UMA VARIAVEL REAL

Nesta unidade, vocé estudard uma ferramenta poderosa para
definir precisamente conceitos abstratos, como os conceitos de
velocidade e aceleragdo instantdnea de uma particula em movi-
mento. Além disso, através dessa ferramenta, veremos como solu-
cionar o problema de definir a reta tangente a uma curva em um
ponto arbitrario. Tal ferramenta é conhecida como a “derivada”
de uma funcao.

Objetivos:

e Determinar o coeficiente angular da reta tangente ao gréfico de
uma funcdo utilizando o conceito de limites;

e Calcular derivadas de fun¢bes utilizando as regras de deriva-
cao;

* Aplicar o Teorema da regra da cadeira para calcular derivadas
de fungdes compostas.
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Conceitos e definicoes

UN 0

Suponha que I é um intervalo contido em R e que a é um niimero real pertencente a I. Seja f:I =R uma fun-
cdo. Note que o ponto (a; f(a)) pertence ao grafico de f, além disso, se x € outro ponto do intervalo I, entdo
o ponto (x; f(x)) também pertence ao grafico de f. Observe que a reta que passa pelos pontos (a; f(a)) e
(x; f(x)) intersecta o grafico de f em pelo menos dois pontos, essa reta é denominada de reta secante ao

grafico de f que passa pelos pontos (a; f(a)) e (x; f(x)), e para nosso estudo sera denotada porr,_ .

Figura 16: Reta secante ao grafico de f.

A
)

Sty

X

Note que o coeficiente angular® da reta secante r__, que representaremos por m__, é dado pelo quociente
a,X ax

f(x)-1(2)
m, = 7 2.1)
Seria razodavel definir a reta tangente ao grafico de f no ponto (a; f(a)) como sendo a reta que passa pelo pon-
to (a, f(a)), cujo coeficiente angular, m , é obtido através dos coeficientes angulares m__fazendo x tender ao
numero a. Mais precisamente, temos a seguinte defini¢ao:

Figura 17: Reta tangente ao grafico de f.

J)
fla)

v

Definicédo
Denominamos de reta tangente ao grafico de f no ponto (a; f(a)) a reta que passa por (a; f(a)) e tem
coeficiente angular m, dado por

cuja equagdo é dada por

10 Coeficiente Angular de uma reta é dado pela tangente do dngulo entre esta reta e o eixo horizontal.
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Figura 18: Coeficiente angular da reta tangente a curva y=f(x).

BN

fla)

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Seja f a fungdo dada pela equagido f(x) = x% Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f no
ponto (1; f(1)).

Solucdo: Note que,

mllimf(X)_f(l) . x?-1 _m(X—].)(X+1)

x—1 x-1 _x—>1 x-1 x—1 x-1

=£i£r11(x+1)=2

Com isto, segue da defini¢do 2.1 que o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de femx=1¢ém,
= 2. Ainda pela defini¢do 2.1, a equacgdo da reta tangente ao grafico de f no ponto (1; f(1)) é dada por

48 y=f()=m, (x-1),
que € equivalente a

y-1=2(x-1), ou ainda y=2x-1.

Observacao

Caro aluno, observe que a existéncia do coeficiente angular m_ esté vinculada a existéncia do limite

f(x)-£(a) - D -
lim——Z "~ \"/) portanto, caso este limite ndo exista, ou ndo seja finito, dizemos que n&o existe reta
X—a X —a

tangente ao gréfico de f no ponto (a,f(a)).

Figura 19: Grafico da fungdo modular.

yA

fe=[x|
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2. Seja f a funcdo modular dada por f(x) = |x|. Existe reta tangente ao grafico de f no ponto (0; f(0))?

Solucao: Note que:
£(x)-£(0) _|x|-po| |
x-0 x-0 x
Porém, como vimos anteriormente, ndo existe o limite

1 |X|
lim—
x>0 x

Portanto, segue da Observacdo 2.1 que nao existe reta tangente ao grafico de f no ponto (0,f(0)).

DPEXERCICIO PROPOSTO

1. Seja f a func¢do dada pela equagio f(x) = 3x* Determine a equacgio da reta tangente ao grafico de f no
ponto (2,f(2)).

2. Seja f a fun¢do modular dada por f(x) = |x—1|. Existe reta tangente ao grafico de f no ponto (1; f(1))?

Definicao de derivada

UN 02

No que segue, suponha que f:I = R é uma fungao, onde I é um intervalo contido em R, e a ¢ um nimero real
pertencente a .

Definicado (derivada de f em a)

Dizemos que f é derivavel em a se o limite:
f(x)—f(a
i{x)-f(a)
X—a X—a
existe e é finito. No caso afirmativo, denominamos o limite de derivada de f em a, e denotamos
por f'(a), isto é:

f(@)=lim_ "/ ") (2.2
X

1689.jpg

O conceito de
derivada é atribuido
aos pesquisadores
Isaac Newton (1643-
1727) e Gottfried Lei-

bniz (1646-1716) que,
segundo a histéria da

matematica, chegaram
aos mesmos resulta-
dos trabalhando de

ia.org/wiki/File:G

Fonte: http://www.biografias-de.com/gottfried-leibniz

g forma independente.

£

=

£

£ Isaac Newton nasceu em Londres, em 1643 e vi- Gottfried Leibniz (1646-1716) foi um filésofo
veu até o ano de 1727. Cientista, quimico, fisico, e matematico alemao. Estudioso do calculo

mecanico e matematico, trabalhou junto com integral e do calculo bindrio, que seria futura-
Leibniz na elaboragdo do calculo infinitesimal. mente importante para o estabelecimento dos
Durante sua trajetoria, ele descobriu varias leis programas de computadores. E considerado uma
da fisica, entre elas, a lei da gravidade. das mentes mais brilhantes da histéria.
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EXERCICIO RESOLVIDO

1. Seja f: R— R a func¢do definida por f(x) = 2x - 1. f é derivavel em 37 Se f é derivavel em 3, quem é f'(3)?

Solucao: Note que f(3) =2 ¢ 3 -1 =5. Com isto,

f(x)-f(3) (2x-1)-5 _2x-6_ 2(x-3)

=2,Vx#3.
Xx—3 x—3 x—3 X—

Dai, segue que:

lim————==1lim2=2.
3 x—3

f(x)-f(3)

x—3 X
Portanto, segue da defini¢do 2.2 que f é derivavel em 3, e que f’ (3)=2.
2. Seja f: R > R a funcéo definida por f(x) = x% Mostre que f é derivavel em qualquer nimero a € R e de-

termine f' (a).

Figura 20: Reta tangente a parabola no ponto (a,f(a)).

VA

50

fw)

Solugao: Observe que,

f(x)—f(a) _x*-at (x—a)(x+a) =x+aVx#a
X—a Xx—-a H=El

Dai,

limwzlim(xﬂ;\):aﬂa =2a.

X—a X—a X—a

Portanto, segue da definicao 2.2 que f é derivavel em a e, além disso, f’ (a)=2a.

3. Seja f: (0,4+) — R, a fungio definida por f(x) =/x. Mostre que f é derivavel em todo nimero a >0, e

que f (a) :El

Solug¢ao: Dado um nimero real a >0, temos:

f(x)-f(a) Jxva [x-Va)(xeda)  (x-a)

x-a x—a (X_a)(\/;Jr\/;) (X—a)(\/;-i-\/;) (\/;+\/;)

, para todo 0 < x #a.
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Deste modo, passando ao limite, obtemos:

limf(X)—f(a) 1 1

1
=lim = = -
M w2 wlxava Narda 24

1
Portanto, f é derivavel em a, para todo a > 0 e, além disso, f’ (a)= ——.

2/a

Observacao
Se vocé considerar h = x — a, entdo x = a + h. De onde segue que:
x—2>ae h-0.

Com isto, na definicdo de f'(a) podemos reescrever o limite, dado na igualdade (2.2), da seguinte
forma:

f'(a)=limw- (2.3)

h—0

4. Seja f:R— R a func¢do dada por f(x)= sen x. Mostre que f é derivavel em todo niimero a € R ¢, além disso,

f' (a)=cosa

Solucdo: Usando a férmula sen (a+h)=sen a cos h+sen h cos a, obtemos:

f(a+h)—f(a) _ sen(a+h)—sen a= sena cos h+senh cos a—sena
h h h

sen a(cosh—1)+sen hcosa ¢osh-1 . sen h
= = sin a+ cos a
. h h
ou seja,
f(a+h)-f(a _
( ) ( ) =D h 1sen a+ sen hcos a, (2.4)

h
Por outro lado, pela Proposicao 1.5 e pelo Exercicio Resolvido 2 da pagina 27, temos que:

imS P _1eim®S Bl (25
h—0 h h—0
Usando as igualdades (2.4) e (2.5), vocé obtera:
fla+h)—f(a _
lim ( ) ( )=lim cos h 1sena+senhcosh
h—0 h h—0 h

=0-sena+1-cosa=cosa.

Portanto, pela igualdade (2.3) da Observacao 2.2, concluimos que f é derivavel em a e, além disso, f’
(a)=cos a.

Notagbes especiais para derivada

Seja f uma fungéo derivavel. Se y = f(x), entdo podemos denotar a derivada de f em relagéo a variavel
x com qualquer uma das notagdes a seguir:

f'(x).y ,&f(x),d—i, D,f(x), Df(x) (2.6)

o simbolo, j_y ndo representa uma fragdo do tipo dy dividido por dx, mas sim a derivada de y em
X

relagdo a variavel x.
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DPEXERCICIO PROPOSTO

1. Seja f: R - R a fungdo definida por f(x) = 3x-1. f é derivavel em 5? Se f é derivavel em 5, quem é {' (5)?

2. Seja f:R— R a funcdo definida por f(x) = 5x Mostre que f é derivavel em qualquer nimero a € R e que
f'(a) = 10a.

3. Seja f:R— R a fungdo dada por f(x) = cos x. Mostre que f é derivavel em todo niimero a € R e, além disso,

f' (a)=-sena.

Retas tangentes e retas normais
a graficos de funcoes

UN 02

Note que segundo a definicdo 2.1, o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma funcao f no
ponto (a,f(a)) é:
flx)-f(a
m = lim—( ) ( )

X—a X — a
Por outro lado, vimos na definicdo de derivada que:

52 f’(a)zlimw.

Assim, o coeficiente angular m_ ¢é a derivada de fem a, isto é, ma=f’ (a). Com isto, podemos substituir m_
por f’ (a)na equacio da reta tangente dada na definigdo 2.1. De onde segue que

y-f@@) =f" () (x-a) (2.7)

é a equacdo da reta tangente ao grafico de funcio f no ponto (a,f(a)).

Observagao

A equagio (2.7) so6 faz sentido se a fungdo f for derivavel em a, pois caso contrério o coeficiente an-
gular f' (a) ndo estara definido.

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Seja f:R— R a funcdo dada por f(x) = sen x. Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f no

onto EfE
P 4"\ 4]

Solucao: Observe que,

Temos ainda que, f [%J =sen [%J = g Por outro lado, pela igualdade (2.7), a equacdo

da reta tangente ao grafico de f no ponto [g,f (%D é dada por:
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R

que é equivalente a
V2 2 =m
y——=—o|x——|.
2 2 4

Da geometria analitica elementar, temos que se uma reta r que passa por um ponto P(x,, y,) tem co-

eficiente angular m, entdo a reta s normal a r que passa pelo ponto P(x; y,) tem coeficiente angular
1

mg = T Deste modo, visto que o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma fung¢ao f no
T

ponto (a; f(a)) é f’(a), entdo o coeficiente angular da reta normal ao grafico de f no ponto (a; f(a)) é

1
——— Com isto, a equacao da reta normal ao grafico de f no ponto (a; f(a)) é dada por:

(z)

y—f(a)z—f,(la)(x—a). 28)

Observagao

A equacédo dada em (2.8) s6 faz sentido se f' (a)#0. Perceba que, se f' (a)=0 ent&o a reta normal reduz-
-se a equagao x = a.

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Seja f: R— R a fungao dada por f(x) = sen x. Determine a equacdo da reta normal ao grafico de f nos pontos
Tl Z el Ze 2.
4 |4 2 (2

Solucao: Sabemos que,

f’ (a)=cos a

dai, f ’(%) = cos% = 72 Assim, usando a igualdade dada em (2.8) a equagdo da reta normal ao grafico

de fno ponto (E,f(EDé y —ﬁ = —i(x - a), ou equivalentemente y = —\/E(x - a) + ﬁ
4"\ 4 2 2 2
2

Por outro lado,

£l Zl=cosZ=0
2 2

assim, pela observacdo 2.4, a equagdo da reta normal ao grafico de f no ponto (g,f (gD éx=

N_I a
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DPEXERCICIO PROPOSTO

1. Seja f:R— R a funciio dada por f(x) = x2. Determine a equacio da reta tangente ao grafico de f no ponto

(3.£(3))-

2. Seja f:R— R a fungdo dada por f(x) = x°. Determine a equagio da reta tangente ao grafico de f nos pontos

(0,£(0) ) e (L£(1)).

3. Seja f:R— R a func¢do dada por f(x) = sen x. Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f nos

tos| =.f| &
pontos| | -] |

Propriedades das derivadas

UN 02

54

No que segue, considere f e g fungdes derivaveis. Assim, valem as seguintes propriedades:

(P1) Regra da Constante

—K=0,
dx

para todo K €R;
A propriedade (P1) diz que a derivada de qualquer constante K, em relacdo a variavel x, é zero.

Exemplo 2.1
ds 092 09 5092090
dx dx 3 dx dx dx

(P2) Regra da Poténcia

em particular, fazendo n = 1; obtemos dix =1.
X

Exemplo 2.2

Da propriedade (P2), segue imediatamente que:

ix3 =3x>"1 =3x2
dx

1
visto que Jx = X?, segue que
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(P3) Regra da Soma

Exemplo 2.3

Se h(x) = x*+5, entdo aplicando a regra da soma para derivagio vocé obtera:

ih(x) = i(X2 +5) = iX2 +15 =2x*1 +0=2x
dx dx dx dx

(P4) Regra da Diferenca

Exemplo 2.4

Se f(x) = x3-x?, entdo aplicando a regra da diferenca para derivacio,vocé obtera

f’(x) = %()? —XZ) = %)ﬁ —%xz =3x* -2x

(P5) Regra do Produto
L (xpa(x)] =)= () +1(x)-(x)

DEXERCICIO RESOLVIDO
1.Sef(x) =(x9 —lj[iﬂ(“), entio:
2 )\ 11

= i+x12 d4 TN Y PV a4 i+x12
11 dx 2 2 )dx\ 11

= %er“ (9x° —0)+[x9 —%J(0+12x“)

= i+x12 9x® + x"—l 12xM
11 2

_ 45x%°

+9x% +12x*° —6x"

8
=21x* —6x™ +ﬂ
11

(P6) Regra do Quociente
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DPEXERCICIO PROPOSTO

1. Seja fa fun¢do dada por f(x) = \/; Determine a equagdo da reta normal ao grafico de f no ponto (1; f(1)).

2. 990-7, 41, 4z dygoon=r,  Letoy
dx dx 5 dx dx dx
3. Usando a propriedade (P2), determine as derivadas a seguir:
1
ixs =7, ixmoo =7, ixﬁ -7, ixi -7
dx dx dx dx

1
4. Determine a derivada da fun¢ido dada por f (x) =x" +x2

5. Determine a derivada da funcio dada por f(x) = x'°- x3.

6. Determine a derivada da fun¢ao dada por f (x) = (xs —%J + [% +x" J
2 —

7. Determine a derivada da fun¢ao dada por f (x) X 5 1.
X

Derivada de funcoes trigonométricas

UN 02
Nesta sec¢do vocé ira aprender como calcular as derivadas das fungdes trigonométricas.

56

Usaremos a definicdo de derivada para demonstrar regras que simplificardo o calculo de tais derivadas.
Faremos isto na proposicado a seguir:

Proposicdo (regras para derivagao de fungdes trigonométricas)

Valem as seguintes regras de derivagdo para fungbes trigonométricas

d d
—Sen X =Ccos X —CO0S X =-Sen x
dx dx

d 2 d 2
—tg x=sec’ x —cot X =—cosec” X
dx dx

d
—secx=secXx-tg x —cosec x =—cosec xcotg x
dx dx

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Seja f(x) = sen x + cos x. Determine f'(x).

Solugao: f'(x) = di(sen X + COS x) = disen X+ dicos X =CO0S X—Sen X
X X X

Portanto, f’ (x) = cos X - sen x.

2.Seja g(x) = sec x + tg x. Determine g'(x).

. d d d 2
Solugdo: g (x)=d—(sec X +tan x)=d—sec X+—tan X =sec xtan x+sec”x
X

X dx
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3. Seja h(x) = cosec x + cotg x. Determine h' (x).

e T d d d 5
Solugio: h (x) =d—(cosec X +cotg x) =d—cosec X +d—c0tg X =—C0SecC X-cotg x —cosec’x
X X X

DPEXERCICIO PROPOSTO

1. Seja f(x) = sen x - cos x. Determine f'(x).

2. Seja g(x) = sec x - tgx. Determine g'(x).

3. Seja h(x) = cosec x - cotg x. Determine h' (x).
4. Seja f(x) = sen x - cos x. Determine f'(x).

5. Seja g(x) = sec x - tgx. Determine g'(x).
_ cosecx

6. Seja h(x) cotgx

. Determine h' (x).

Definicao de derivada

UN 02

Proposicdo (derivada de a)

Se 0 < a #1, entdo

d X X
—a“=a"lna
dx

Em particular, se a = e, onde “e"” é a constante de Euler
(e =2,718...), entdo:

poislne=loge=1.

Assim, segue imediatamente que:

d _,
—2%=2" Leonhard Paul Euler foi um matematico,
dx nascido em Basileia, Franga, no dia 15 de abril
de 1707 e tendo falecido em Sdo Petersburgo
a 18 de setembro de 1783, vitima de um aci-
dente vascular cerebral. Euler foi um grande
matematico e fisico suigo de lingua alema que
passou a maior parte da sua vida na Russia e

na Alemanha.

Fonte: http://www.ega-math.narod.ru/Bell/Eulerhtm

—n*=7"-Inx
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Proposicao

Se 0 < a #1, entdo

Em particular,

ou seja,

DPEXERCICIO PROPOSTO

1. Determine a derivada das fun¢des exponenciais a seguir

Ay o4 ) 271[3]" L

dx  dx “dx( 5
2. Determine a derivada das fun¢des exponenciais a seguir:

d d d
—log. x=7? —log - x=? —log, x=7?
dx &2 dx 82 dx gé

58 . L
. Regra da cadeia e aplicacoes

UN 02

Considere a fungdo h, definida por:

h(x) = m

Como calcular a derivada de h em x?

Se considerarmos as fungdes f e g, definidas por f (x) = \/; e g(x) =x*+ 1, entdo
(Fog)(x)=F(g(x))=&(x) 5"+ 1 =h(x)

ou seja, (fo g)(x) = h(x). Assim, se vocé souber como calcular a derivada de (f o g)(x),

entdo vocé também sabera derivar h(x). A seguir, vocé vera um teorema que indica uma regra ttil para
calcular derivadas de fun¢des compostas.

Teorema (regra da cadeia)

Sejam f e g fungbes tais que, a composigdo f o g estd bem definida. Se g é derivavel em x e f é
derivavel em g(x), entdo f o g é derivavel em x e, além disso, vale a férmula

(fog)'(x) = f(g(x)) * g'(x).

Exemplo 2.5

Como vocé pode ter visto no inicio desta segdo, se h(x) =+x* +1, entdo h(x)= (fo g)(x), onde f(x) = \/; e

1
g(x) = x>+ 1. Note que f'(x) =T e g' (x) =2x. Assim, segue do Teorema 2.1 que:
2NX
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W(x)=(F ) (x) =1 (80x) g ()= 2=

2,/g(x)

Portanto, h' =
x%+1

Outra forma de visualizar
a regra da cadeia

Fazendoy = (fe g)(x) e u = g(x), no Teorema 2.1, obtemos,

- dy du
fo =—e X)|=—— 2.9
(Fog) (x)= e 8'(x)=, 29)
Além disso, note que y = (fo g)(x) = f(g(x)) = f(u), isto é, y = f(u). Deste modo, temos que
dy o, , dy
—=f"lu)=f'(g|x))=—
o) =re(x)) =g, (2.10)
Do Teorema 2.1 e das igualdades (2.9) e (2.10), segue que: Esta notagdio
dy dy du foi introduzida
o T 3 o pelo matematico
dx - du dx alemao Gottfried
que ¢ outra forma de visualizar a regra da cadeia para uma funcio do tipo y = f(x). Leibniz.

EXERCICIO RESOLVIDO

1.Sey=Vv1+ X4, determine d_y
dx

Solugdo: Note que, fazendo u = 1+x* vocé obtémy = \/E, de onde segue que:

dy 1 1
du 2u 2J1+x*
du_d

== (1+x*) =0+ 45" =4’
dx dx
assim, segue que

dy dy du 1 2x°

== -4X3: X
dx du dx  py714x* Vi+x*

Portanto, dy =

dx \/1+x4.

2.Sey = (74+x)%, determine 3—}’
X

Solucéo: Considerando u = 74+x, vocé tera y = u®’. Assim, aplicando a Regra da cadeia, segue que

dy _dy du

e =90u” (0+11x™) = 990x" (7+ x11)89

Portanto, dy =990x° (7 +x1 )89.
dx
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3. Sey = sen(2x), determine d_y

dx

Solucao: Fazendo u = 2%, vocé obtera y = sen u, dai:

dy dy du
—=—.—=cos(u)-2=2cos(2
dx du dx © )

Portanto, segue que:

dy =2 cos (2x)
dx

4. Se y = ¥ determine d_y

dx

- . R , d d ~
Solucao: Considerando u = cos x, vocé obtém y = e". Como d—e“ =e'e d_ CoS X =—sen X, entao
u X

dy _dy du_
dx du dx

COs X

e" -(—sen x) =—e“”*sen x

d
Portanto, vy —e“**sen x.

dx

1-Jx

7
5.Sey:[ S ],determined—y.

X dx

Solucao: Usando a regra da cadeia, tem-se que:

d_y=7{1—\/;}6'i[1—\/;]
dx

X3 3

EXERCICIO PROPOSTO

1.Se y =vx*+5, determine d_y

dx
2.Sey = (x’- 2x)3, determine j—y
X
3.Sey =cos(5x + 1), determine j—y
X
4.Sey = e*"*, determine d_y
dx q
5. Seja f(x) =+/X+senx, determine —f(x)
dx
CALCULO 1
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6. Sabendo que y = -In|cos x|. Mostre, usando a regra da cadeia, que a derivada de y em relacdo a variavel
xéy =tgx

7. Sabendo que y=In|sen x|. Mostre, usando a regra da cadeia, que a derivada de y em relacdo a variavel x
éy' = cotgx.

8. Calcule a derivada de y em relacdo a variavel x sabendo que y=In(sec x + tg x). Lembre-se de que
a equacao da reta

9. Usando a regra da cadeia, determine as derivadas das funcdes a seguir: tangente ao grafico

de uma funcao f no
a) h(x)=In(x* +2012), b)y= \/\/§+cos t° ponto (p; f(p) ) &
dada pory - f(p) =
10. Determine a equacdo da reta tangente ao grafico, no ponto de abscissa igual a 1, da fung¢ao h definida f,(z)(xv_ p)(?)
por h(x) = In(x* + 2011).

11. Determine a equacgdo da reta normal ao grafico, no ponto de abscissa igual a 1, da funcao g definida
por g(x) =2+ cos(t2 )

. , . . Lembre-se de que
12. Seja f(x)=sen x+ e™, Se f{™ (x) é a derivada de ordem n de f(x), determine:

a equacao da reta

101 normal ao grafico
Zf(“) (x) de uma funcdo f no
o ponto (p; f(p)) € dada por

y—f(p)=———=(x-p)

=

7
13. Sey = —7 , determine d_y
5
x -1 dx

1
t'(p)

Derivacao implicita

Suponha que y = f(x), isto é, a variavel y esta em funcdo da variavel x. Agora considere as equagdes:

2
y2+xy=1,cos(xy)+xzy=3x,y=¥, (2.11)
X

essas equacodes tém algo em comum, em nenhuma delas podemos isolar a variavel y em um membro da
equacdo e deixar apenas a variavel x no outro membro. Nestes casos dizemos que a variavel y é dada impli-
citamente em fungio de x. As fungdes que tém essas propriedades sdo denominadas de fun¢des implicitas.

Nessa sec¢do, veremos um método de determinar derivada de fungdes implicitas, isto é, veremos como

calcular j—y, onde y é dada implicitamente em func¢do de x. 0 método que usaremos consiste em calcular a
X
derivada em relagdo a variavel x nos dois membros da equacao e, em seguida, isolar j—y
X
EXERCICIO RESOLVIDO
dy 2 _ 3
1. Calcule . sabendo que y“ + xy = x".
X
Solucdo: Aplicando o operador de derivagdo dy’ nos dois membros da equagio y* + xy = x3, vocé obtera
X
d. d ;
—(y +xy|=—x" 2.12
™ (y y) = (2.12)
. d/, d , d Berms d ,
Pelaregra da somano primeiro membro tem-se que —(y o Xy) =—y* +—xy,além disso, —x* = 3x?
Assim a equacio 2.12, é equivalente a: X dx dx X
d , d
—y +— =3x% 2.13
V(%) (2.13)
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Aplicando a regra da cadeia, vocé obtera:

d , dy

— g2 =2y.—L
dxy 4 dx

d d
_(Xy):y+x.d_i

Com isto, podemos reescrever a equacgao 2.13 da seguinte forma:
dy dy . 2
2y —+y+x-—=3x
y dx Y dx

Colocando j—y em evidéncia, obtém-se:
X

(2y+x) g—y= 3x*

X

Agora, dividindo os dois membros da equagdo por 2y + X, resulta em

dy  3x*-¥
dx  (2y+x)
2. Calcule j—y, sabendo que cos(xy) + x%y = 3x.
X

Solucao: Derivando ambos os membros em relagao a x, obtém-se:

d 2 d
&(cos(xy) +X y) = &(3X)
aplicando a regra da soma no primeiro membro, segue que:

d d ,
— +— =3 2.14
dXcos(xy) ) (2.14)

Por outro lado, aplicando respectivamente a regra da cadeia e do produto, obtemos:

di cos(xy) =-sen(xy) -%(xy) =-sen(xy)- [y +X d_yj

X dx
— -ysen(xy) - xsen(xy)- L
dx (2.15)
e
d (., 2dy
—(x°y ) =2xy + x°— 2.16
dX( y)=2xy ” (2.16)
Substituindo as equagdes (2.15) e (2.16) na equagao (2.14), obtemos:
dy 2dy
-ysen(xy )~ xsen(Xxy |—+2xy +x“—=3
| ysen(xy) - xsen(xy =+ 2xy +x*—=
ou ainda
dy = ,dy
- xsen(xy )J——+x*—-=3tysen(xy )-2x
(xy) 3P =3 ysen(xy)-2xy
Agora, colocando jy, em evidéncia, segue que:
X
dy
2 =<3 -
(x -X sen(xy))&—3 2xy+ ysen(xy)

o que é equivalente a

dy 3-2xyty sen(xy)

dx x*- X senxy
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DPEXERCICIO PROPOSTO

1. Use o método de derivagao implicita para determinar j—y, sabendo que: xy = sen (xy).
X

2. Calcule 3}’, sabendo que y® + xy = x*
X

3. Calcule 3—y, sabendo que sen(xy) + x’y = 5x.
X

d 1
4. Sabendo que y=arc tg x, mostre que: g
dx  1+x?

Como y=arc tg x, entdo tg y=x. Derive a Ultima equagdo pelo método de derivagdo implicita e

finalize usando a identidade sec? x=1+tg? x.

5. Sabendo que y=arc cotg X, mostre que: dy o1

dx  1+x

Como y=arc cotg x, entdo cotg y=x. Derive a lltima equagdo pelo método de derivagdo implicita
e finalize usando a identidade cosec? x=1+cotg? x.

6. Sabendo que y=arc sen x, mostre que: j_y -t

X 1-x%?

Como y=arc sen x, entdo sen y=x. Derive a Ultima equagao pelo método de derivacao implicita e
finalize usando a identidade cos x = V1-sen’x.

7. Sabendo que y=arc cos X, mostre que: —- = —

Como y=arc cos x, entdo cos y=x. Derive a dltima equagdo pelo método de derivacao implicita e
finalize usando a identidade sen x = v1-cos” x.

8. Sabendo que y=arc sec X, mostre que: dy = !

dx  yx? -1

Como y=arc sec x, entdo sec y=x. Derive a lltima equagdo pelo método de derivagdo implicita
e finalize usando a identidade tg x = v'sec” x — 1.

9. Sabendo que y=arc cosec x, mostre que: dy =—

Como y=arc cosec x, entdo cosec y=x. Derive a Ultima equacdo pelo método de derivacao impli-

cita e finalize usando a identidade cotg x = v/cosec’x — 1.

10. Seja f(x)= arc cosec x + arc tg x, determine f'(x).
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Pontos criticos

No dia-a-dia das pessoas surgem com frequéncia problemas motivados pelas perguntas a seguir:
¢ Como realizar esta atividade com o menor gasto de material, tempo, energia etc?
¢ Como posso obter mais lucro, maior desempenho, mais espaco?

Para resolver esses problemas, muitos profissionais modelam tais situacées por meio de uma funcao e
analisam se ha pontos onde tais fung¢des atingem valores maximos ou minimos. A seguir, vocé verd uma
definicdo que deixara mais preciso o conceito de maximo e minimo de fungdes.

Definicdo (maximo global e minimo global)

Uma fungdo f tem méximo absoluto em c se f(c) > f(x) para todo x € Df. Neste caso, o nimero f(c)
€ chamado valor méximo de f em Df . Analogamente, f tem minimo absoluto em d, se f(d) < f(x)
para todo x € Df , e o nimero f(d) é chamado valor minimo absoluto de f. Os valores maximos e
minimos absolutos de f sdo denominados de valores extremos de f.

Figura 21: Interpretacdo geométrica da definicdo de maximos e minimos locais.

y A
Maximo
global
f©)
d Minimo
@ global
0 c d X

Exemplo 3.1 Seja f dada por f(x)=x? Como x*>0, para todo x € R, entdo f(0)=0 é o valor minimo absoluto
de f. A funcdo f ndo possui maximo absoluto.

Figura 22: Grafico da fungio f(x)=x*

A
y

oA\
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Ha casos de fungdes f que ndo assumem valores maximos nem minimos, contudo quando se analisa o
comportamento de f(x), em parte do dominio percebe-se que hd pontos que se destacam em relagio
aos demais. Esses casos sugerem uma definicdo de maximos e minimos locais, como veremos a seguir.
Definicdo (maximo local e minimo local)
Seja f uma funcédo. Dizemos que f atinge um maximo local em c se existe um intervalo | € Df tal que
f(x) < f(c); vx € I:

De modo analogo, dizemos que f atinge um minimo local em d se existe um intervalo | € Df tal
que

f(x) > f(d); ¥x €l.

Definicdo (maximo absoluto e minimo local)

Se f & uma funcdo continua em um intervalo fechado [a; b], entdo f assume um valor maximo ab-
soluto M e um valor minimo absoluto m em [a; b]. Isto é, existem c, d € [a; b], tais que

f(c) = M = max {f(x); x € [a; b]},
f(d) = m = min {f(x); x € [a; b]}.

Teorema (Fermat)

Se f tiver um méaximo ou minimo local em c e se f for derivdvel em c, entdo f' (c)=0.

Observacao
i) Seja f(x)= Ixl. Note que f(0) € minimo local de f. Porém, ' (0) ndo existe, pois f ndo é derivavel em 0;

ii) Considere a fungdo dada por f(x)=x3. Tem-se f'(x)=3x?, de onde segue que f' (0)=0. Mas f(0) ndo
é valor minimo nem maximo de f.
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Figura 24: Interpretagdo geométrica do teorema de Fermat.

A

y

Definigdo (ponto critico)

Considere um intervalo | € R e uma funcéo f: | = R. Dizemos que um ponto ¢ € | € um ponto critico
de f, se vale uma das assertivas a seguir:

ii) f ndo é derivavel em c.

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Determine os pontos criticos da fungdo f dada por f(x) =x?-6x+5.

Uma fungdo f: [ - R que é crescente (ou decrescente) em | é denominada monotdnica.

Solugido: Para calcular os pontos criticos de f, calculamos a derivada de F e em seguida igualamos a zero.
Entdo vejamos:

f’(x):i(x2 —~6x+5)=2x-6+0=2x—6
dx
assim, f’(x)=0 se, e somente se

2x-6=0,

resolvendo essa ultima equagio obtemos x = 3 como solug¢io. Portanto, f'(x) = 0 se, e somente se x =
3,logo o Unico ponto critico de f é 3.

Teste da derivada primeira para fungdes mondtonas

Suponha que f é continua em [a; b] e derivavel em (a; b).

i) Se f'(x) > 0 em qualquer ponto x € (a; b), entdo f é crescente em [a; b];

ii) Se f'(x) < 0 em qualquer ponto x € (a; b), entdo f é decrescente em [a; b].

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Determine os pontos criticos de f(x) = x*-12x-5 e identifique os intervalos onde f é crescente e decrescente.

Solucao: Note que

f'(x)=%( ®-12x-5)=3x"-12
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Assim, f’ (x)=0 se, e somente se x = -2 ou x = 2. Com isto, -2 e 2 sdo os pontos criticos de f. Fazendo o
estudo do sinal de f” (x), concluimos que:

f (x)<0, se x €(-2; 2);
f (x)=0,sex=-2oux=2;
f" (x)>0, se x €(-00,-2)U(2,+0).

Com isto, -2 e 2 sdo os pontos criticos de f, e pelo Teste da Primeira Derivada para Fun¢des Mondtona,
concluimos que:

f é crescente em (-0,2) U(2,+) e;

f é decrescente no intervalo (-2; 2).

Teste da primeira derivada para extremos locais

Suponha que c seja um ponto critico de uma fungéo continua f, e que f seja derivavel em algum
intervalo contendo ¢, exceto possivelmente em c. Entao:

i) Se f' é negativa a esquerda de c e positiva a direita de ¢, em uma vizinhanga de ¢, entdo f atinge
um minimo local em c;

ii) Se f'é positiva a esquerda de c e negativa a direita de ¢, em uma vizinhanga de c, entdo f atinge
um maximo local em c;

iii) Se f'ndo muda de sinal em c entdo f(c) ndo é um extremo local de f.

70 ,
DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Determine os pontos criticos de f(x)=(x?-3)e*. Identifique os intervalos onde f é crescente ou decrescente.
Determine os extremos locais e absolutos.

Solucao: Inicialmente calculemos a derivada de f:

f’(X) =%|:(X2 —3)6"] =%X2 -3.e* +(X2 —3)%6" =2xe* +(X2 —3)9"
Ou seja

f'(X) =e" (XZ +2x —3)

Agora, igualando f’ (x) a zero, obtemos:
f(x)=0ee(x”+2x-3)=0
Resolvendo a equagdo, obtemos como solugdo x = -3 ou x = 1. Portanto, os pontos criticos de f(x) sdo
x =—3 ex = 1. Agora, fazendo o estudo do sinal de f’(x), vocé pode concluir que:
f (x)=0<=x=-3oux=1;
' x)<0 < x € (-3; 1);
f (x)>0<=x € (-0,3) U (1,4+).

Com isto, f é decrescente no intervalo (-3,1) e é crescente nos intervalos (-0,3) e (1,+0). Além disso,
visto que f’ (X) é positivo a esquerda de -3 e, negativa a direita de -3, segue do teste da primeira de-
rivada para extremos locais que f possui um minimo local em -3. Temos ainda que f’ (x) é negativa a
esquerda de 1 e positiva a direita de 1, logo pelo teste da primeira derivada para extremos locais segue
que f possui um maximo local em 1.
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A seguir apresentaremos um teste pratico para classificar um ponto critico em ponto de maximo ou minimo
local. Veremos que esse teste serd viavel quando a funcdo em questao admitir derivadas de 12 e de 22 ordem.

Teste da segunda derivada para extremos locais

Seja f uma fungdo derivavel num intervalo (a; b). Suponha que c € (a; b), f' (c)=0 e que existe
(c), entdo:

i) Se '’ (c)>0, entdo f(c) € um minimo relativo em (a; b);
ii) Se ' (c)<0, entdo f(c) € um méaximo relativo em (a; b).

i) Se f” (c)=0, nada podemos afirmar.

DEXERCICIO RESOLVIDO

. ~ . 1 . ‘rs
1. Seja f uma funcdo definida por f(x)= 3 x3- 2x?+ 3x + 4. Determine os pontos criticos de f e use o teste
da segunda derivada para classifica-los pontos de maximo ou minimo locais.

Solugdo: Como f(x)= %X3— 2x%+ 3x + 4, entdo:
f'(x) =x*-4x+3
Assim, para determinarmos os pontos criticos de f, basta resolvermos a equacao f’ (x)=0. Entdo vejamos:
fx)=0=x*-4x4+3=0<x=1oux=3
Portanto, os pontos criticos de fsdo 1 e 3. Agora, calculando a segunda derivada de f obtemos:

f” (x) =2x-4,

de onde segue que:
f7(1)=2-1-4=-2<0,e
f7(3)=2-3-4=2>0.

Portanto, como f”(1) <0, segue o teste da segunda derivada que 1 é um ponto de maximo local. Por
outro lado, visto que f”’(3) >0, segue que 3 é um ponto de minimo local.

DPEXERCICIO PROPOSTO

1. Determine os pontos criticos da fungdo f dada por f(x) = x*-3x+9.

2. Determine os pontos criticos de f(x) = x3+3x2-24x+5. Identifique os intervalos onde f é crescente e
decrescente. Determine os extremos locais e globais.

3. Seja f:(0,2m)—R, a funcdo definida por equagio f(x)=sen x. Determine os pontos criticos de f e identifi-
que os intervalos onde f é crescente e decrescente. Determine os extremos locais e absolutos.

4. Seja f:(0,2m)—R, a fungao definida por equagdo f(x)=cotg x. Determine os pontos criticos de f e identi-
fique os intervalos onde f é crescente e decrescente. Determine os extremos locais e absolutos.
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Aplicacoes de derivadas

Nesta secdo serdo expostos diversos tipos de problemas que podem ser resolvidos com as aplica¢des de
derivadas. Problemas esses que podem ser encontrados na vida corriqueira, como minimizar custos, ma-
ximizar areas, entre outros.

Aplicacgao 1

Deseja-se construir uma caixa de base quadrada com um volume L. Quais as dimensdes da caixa que mi-
nimizam a 4drea da mesma?

Figura 25: Caixa com base quadrada

Solucdo: Como, por hipotese, a caixa tem base quadrada, entdo denotando o volume da caixa pela
letra V, temos

V=x?h.
Além disso, a caixa deve ter volume L. Assim,
x? h=L
dai tem-se:
-
X

Por outro lado, a area da superficie da caixa é dada por

A=2x%+4xh.

Agora, substituindo h por L , obtemos:
x AL
A(X) =2x%+—
X
Pelo Teorema de Fermat, os pontos onde a area assume valor maximo e minimo satisfazem a equacgao

A (x)=0. Note que:

AI(X):4X+[_%j

X
Com isto,
4x —4—5 =0
b's
4x = AL < 4L=4%°
XZ

Portanto, L=x%, que implica em X:%/E. Agora, aplicaremos o teste da segunda derivada para verificar
se YL é um ponto de minimo. Note que:
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A”(X)=4+8—f>o
X
L

para todo x€R. Portanto, x=3L é ponto de minimo. Por outro lado, temos:

1]: =—=X

X2 XZ
g = g 0 fn , ~ 3 B 8]
Logo, as dimensdes da caixa que minimizam a drea da mesma sdo \/E \/E \/E
Aplicacao 2

Um fabricante deseja dimensionar um recipiente com formato cilindrico de volume K. Quais as dimen-
sdes desse recipiente para que o fabricante gaste o minimo de material na fabricagao?

Figura 26: Recipiente cilindrico.

i

:

Solucgao:
0 volume do cilindro é dado por:
V=nr’ h

Como, por hipotese, o volume do recipiente é K. Entao:

ar*h=K = h= 1(2
ar

A area da superficie cilindrica é

A=2nrh+2mnr?

Substituindo h por Lz na expressao, obtemos a area em fungio do raio, isto é:
mr
K 2K
A(r) =2nr— +2nr° = A(r) =4 2nur?
2
nr r
Pelo teorema de Fermat, os pontos que minimizam a expressao A(r)zz—K+2nr2, devem satisfazer a
equacio A'(r)=0, ou seja r
—2K

2K
—2+4TCI':0:>—2:4TCI'
r r

= 2K = 4nr® = K =21

mr nr’

Aplicando o teste da segunda derivada para verificar se os pontos sao realmente de minimo, temos:

K 2nr’ }
Agora, substituindo K=2mr? na expressdo h = — obtemos h = o 2r.Logo h=2r,onde r =3 2£
T

A”(r)=4—£(+4nr>o
r

. / K | .
Logo, pelo teste da segunda derivadar =3 o é ponto de minimo. Portanto, para que o gasto de ma-
i

. - .. , . . / K
terial na construcao da lata seja minimo, o construtor devera usar como dimensdesr = 3|— e h=2r.
b4
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Aplicacido 3

Uma caixa sem tampa serd construida recortando-se pequenos quadrados congruentes dos cantos de uma
folha quadrada cuja medida do lado é L cm, e dobrando-se os lados para cima. Qual deve ser a medida do
lado do quadrado para que a caixa tenha capacidade maxima?

X X

z L -2x

X X
Figura 27: Caixa construida cortando-se quadrados dos cantos
Solucao:
Como mostra a figura, os quadrados dos cantos tém x cm de lado. O volume total da caixa vai ser dado por:
V(x)=x(L-2x)*=L? x-4Lx*+4x3
Note que:
V' (x)=L2-8Lx+12x*

Com isto,

V’(x):0<:>X:£oux:£
2 6

L . . - .
Se x :E ndo da pra formar a caixa, logo esta possibilidade est4 descartada. Usaremos o teste da se-

. . L, - ~
gunda derivada para verificar se x=— é ponto de maximo da fun¢do volume. Calculando a segunda

6
derivada de V, obtemos:

V”(x)=-8L+24x

Dai, V' (%] =—4L<0, assim, pelo teste da segunda derivada, cortando quadrados de lados x :% vocé

obtera uma caixa de volume maximo.

EXERCICIO PROPOSTO

1. Deseja-se construir uma caixa de base quadrada com um volume 300 ml. Quais as dimensdes da caixa
que minimizam a drea da mesma?

2. Um fabricante deseja dimensionar um recipiente com formato cilindrico de volume 350 ml. Quais as
dimensdes desse recipiente para que o fabricante gaste o minimo de material na fabricagio?

3. Uma caixa sem tampa sera construida recortando-se pequenos quadrados congruentes dos cantos de
uma folha quadrada cuja medida do lado é 50 cm, e dobrando-se os lados para cima. Qual deve ser a medi-
da do lado do quadrado para que a caixa tenha capacidade maxima?

4. Supondo uma empresa com uma receita proveniente da venda de x itens, dada por r(x)=3x e com um
custo de produgdo dado por C(x)=x3-6x*+5%, onde x representa milhares de unidades. Encontre o nivel
de produgdo que maximiza o lucro dessa empresa.

5. Uma empresa fabrica fraldas descartaveis. Estima-se que o custo total c(x) dado em reais para fabricar
2
X
X pacotes fraldas é dado pela equacio C(X) = 150+9X+% e que em uma semana o rendimento total em
2
o X . . .
reais é dado por r(x) =75X+ﬁ onde x é o numero de pacotes de fraldas vendidas. Quantos pacotes de

fraldas terdo que ser fabricados em uma semana para obter um lucro maximo, e qual é esse lucro maximo?
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Introducao a integrais de funcoes

UN 03

Como calcular a area da regiao R abaixo do grafico da func¢do f na figura a seguir?

Figura 28: regido abaixo da curva y=f(x) e limitada pelo eixo x.

yA

2 4

Na secdo abaixo, iniciaremos o estudo de uma ferramenta que tem iniimeras aplicagdes na matematica.
Essa ferramenta é conhecida como integral. Aqui estudaremos as integrais de fun¢des de uma variavel
real. Aplicaremos essa ferramenta para calcular areas abaixo de curvas dadas por graficos de fungoes,
como no caso da Figura 28.

Primitivas e integrais indefinidas

UN 03

Seja f uma fun¢do. Dizemos que uma outra fungdo F é uma primitiva de f se
F(x) =f(x)

para todo x €D(f).
Exemplo 3.2
A fungao F dada por F(x)=x* é uma primitiva para funcdo dada por f(x)=2x. De fato, note que:

d
F(x) = &xz =2x= f(x)
Exemplo 3.3
A fungdo F(x)=x3+3x2-1 é uma primitiva para fun¢do dada por f(x)=3x?+6x. Com efeito, veja que

F’(x)=%(x3 +3x*—1)=3x"+3-2x-0=3x" +6x=f(x)

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Seja F uma primitiva de f. Seja k um ntiimero real e G uma fungdo definida por G(x) = F(x) + k. Mostre
que G'(x) = f(x) (isto é, G também é uma primitiva para f).

Solucao: Como, por hipdtese, F é uma primitiva para f, entao

F/(x) = f(x).
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Assim,

G/ (x) == {F(x) +) = F(x) <k =F(x) + 0= (x)

Portanto G’ (x)=f(x).
Proposicao 3.1
Se F e G sdo duas primitivas para uma funcao f, isto é, se
F'(x) =G (0=f(x)
para todo x € D(f), entdo existe uma constante k tal que

G (x)=F(x)+k.

Definicao
Seja f: = R uma fungdo. O conjunto de todas as primitivas de f é denominado de Integral Indefi-
nida de f é denotado pelo simbolo

,[ f(x)dx

Segue imediatamente da Proposicdo 3.1 que se F é uma primitiva de f entao
[ f(x)dx=F(x)+C,

7 6 onde C é uma constante arbitraria. Assim, para calcular uma integral indefinida de uma func¢do f basta
encontrar uma primitiva de f e acrescentar uma constante genérica.

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Seja f a fungdo dada pela equagdo f(x) = 2x+1. Determine a integral indefinida de f, isto é determine

[ 2x+1)dx

Solucéo: Note que a fungdo dada por F(x) = x?+x é uma primitiva para f(x) = 2x+1, pois
d d d
F(x)=—(x*+x)=—x* +—x=2x+1=f(x
( ) dx( ) dx dx ( )
Assim, a integral indefinida de f é F(x) + C, ou seja
[ 2x+1)dx=x2+x+C,

onde C é uma constante arbitraria.

2. Determine

[ cosx dx.

~ d . ~ g R
Solugdo: Sabemos que — senx = cos x, assim a funcdo F(x) = sen x € uma primitiva para f(x) = cos x.
Dai, obtemos que

f cos x dx = sen x+C,

onde C é uma constante arbitraria.
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Integrais indefinidas imediatas

UN 03

No que segue, estabeleceremos uma lista de integrais indefinidas imediatas. Elas serao tteis para calcular
integrais que a primeira vista ndo sao triviais.

Note que
d (™ (n+1)-X“+H
— = =x",Vnz#-1
dx(n+1J n+1
Dai,
Xn+1
x"dx = +C,Vn=-1 (3.1)
n+1

onde C é uma constante arbitraria. Ou seja, a integral de uma poténcia de x cujo expoente é um niimero
real n diferente de -1 é uma fracdo cujo numerador é ainda uma poténcia de X, porém com expoente n+1
e o denominador também é n+1, acrescida de uma constante arbitraria C.

DEXERCICIO RESOLVIDO
1. Calcule

fxz dx, f x3 dx, f x2 dx, f x3 dx,

Solucao:

Ix‘zdx= X
-2+1 -1

-3+1 -2 -2

jx‘3dx= X _ic=X4c=-% ic
-3+1 -2 2

Vimos como calcular a integral indefinida de x" com n# -1. Observe que se substituissemos n = —1 na
férmula dada em (3.1) terfamos zero no denominador, o que é uma indeterminagdo matematica, logo a
férmula (3.1) nao faz sentido paran = -1.

Veremos agora quem é a integral indefinida de x.

Note que

Por outro lado, sabemos que

ilnx =1,Vx >0
dx X

. . oo 1 .
assim, F(x)=In x é uma primitiva para f(x) =—, se daf
X

J'ldx=lnx+C
X
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Se x admite valores negativos, entdo verifique que
1
I—dx = ln‘x| +C
X
Também sabemos que

—e" =¢"
dx
ou seja, uma primitiva para e* é ela mesma. Com isto, concluimos que
Ie"dx =e*+C
Como vimos no Exercicio Resolvido 2 da pagina 70, temos que
fcosxdx:senx+C
por outro lado,
d d
—(—cosX)=——cosx= —(—sen x) =senx
dx dx
de onde segue que

_[senxdx=—cosx+C

DPEXERCICIO PROPOSTO

1. Mostre que a fungio dada por F(x)=2+x*+4x° é uma primitiva para funcido dada por f(x)=2x+20x*

2. Calcule

Propriedades das integrais indefinidas

Jx4dx,jx7dx,jx’4dx,_‘-x%dx

UN 03
Se fe g sdo duas fungdes definidas em um intervalo I, entdo vale a seguinte regra para integral da soma:

I[f(x) + g(x)}dx = jf(x)dx + Ig(x)dx

Além disso, se k é uma constante, entio

Ik~f(x)dx = k~If(x)dx

DEXERCICIO RESOLVIDO

1. Calcule as integrais a seguir

J (cos x + sen x dx,f 10 - cos x dx).

Solucao: Aplicando a regra da soma, obtemos
[ (cosx+senxdx) = [ cosx dx + [ sen x dx
=senx + (-cos x) + C

=senx -cosx + C

CALCULO T
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Agora, aplicando a regra da constante, segue que

10 cosxdx =10 [ cos x dx

=10senx+ C
PEXERCICIO PROPOSTO
1. Calcule as integrais a seguir
J'(Be" +2x)dx, J-[E+sec2dex.
X
2. Calcule as integrais a seguir
_[ (2¢* —3x)dx, J.(z —cos eczxjdx.
X
3. Calcule as integrais indefinidas a seguir
J'(xz +sen X)dX, J-S-senxdx

Calculo de area abaixo
de graficos de funcoes

UN 03
Seja f uma fungdo continua definida em um intervalo [a; b] com f(x) = 0 para todo x €[a; b]. A area da

regido R abaixo do grafico de f limitada pelo eixo das abscissas e pelas retas x=a e x = b é chamada de
integral definida de f de a até b e é denotada pelo simbolo

f(x)dx

D ey T

Na figura a seguir

Figura 29: Regido abaixo da curva y=f(x) e limitada pelo eixo x.

ylk

/\];_/

| I

i R |

| .

i | >
0 a b X

A(R)={ f(x)dx (1.2)

Teorema (Teorema fundamental do célculo)

Seja f uma funcdo continua definida em um intervalo [a; b] e F € uma primitiva defem (a; b), entado

_[f(x)dx = F(b)—F(a)

a
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0 Teorema fundamental do calculo, juntamente com a igualdade (1.2), nos diz que se F é uma primitiva de
fem (a; b) entdo a drea da regido R abaixo do grafico de flimitada pelo eixo das abscissas e pelas retas x =
aex=Db édadapor F(b) — F(a). Ou seja,

b

A(R)=[f(x)dx=F(b)-F(a)

a

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Seja f a funcdo dada por f(x) = x2 Determine a drea da regido R abaixo do grafico de fe limitada pelas
retasx=1ex=2.

Figura 30: Regido abaixo da curva y=x* e limitada pelo intervalo (1,2) do eixo x.

yA

fx) =%
xX=2

/

x=1
////Rf

0 1 2

<A

Solucao: Inicialmente, devemos determinar uma primitiva para f(x) = x2 Note que

2+1 3
szdx=x +C=2+c,
241 3 3

X
onde C é uma constante arbitraria. Considerando C = 0, obtemos a primitiva F(x) = = para a fungdo f.

Agora, para determinar a area da regiao R usaremos a formula A(R)=F(2)-F(1). Dai,

A(R)=F(2)-F(1)=2 -2 =T ua

, n , 7
Portanto, a area da regido R é § u.a.

EXERCICIO PROPOSTO

1. Calcule as integrais a seguir
1 1 10
a) I(Se" +2x)dx b)_‘-—+sec2x dx
0 0 X
2. Calcule as integrais a seguir
2 e 2
a)_‘- e* —3xdx b)J-——cosec2 x dx
-2 1 X
3. Calcule as integrais indefinidas a seguir
a)J'xZ +senxdx b)jS-senxdx
0 -n

4. Seja f a func¢do dada por f(x) = x* Determine a area da regido R abaixo do grafico de fe limitada pelas
retasx=1ex=2.
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Técnicas de integracao

UN 03

Seja f: [a; b] = R uma fungdo continua. O Teorema fundamental do calculo nos diz que se F: [a; b] >R é uma
primitiva de f, isto €, se

F' ()=f(),

para todo x €(a; b), entdo

b

J.f(x)dx = F(b)—F(a).

a

Deste modo, calcular a integral definida de uma fung¢io reduz-se a encontrar uma primitiva para tal fungao.
No entanto, determinar uma primitiva nem sempre é uma tarefa ficil. Por exemplo, calcular as integrais

1 3 n
J.xszl X dxe Ie" cos x dx.
0 3 0

pode resultar em muito trabalho. Porém, existem técnicas para o calculo de integrais que, em determina-
das situagdes, podem facilitar bastante o trabalho. De agora em diante, trabalharemos para estabelecer
uma das mais usuais. Vejamos:

Suponha que uma integral possa ser escrita sob a forma
J f(g()) - g'(x) dx,
e que F seja um primitiva para f, isto é, F’ = f. Entao, pela Regra da cadeia, tem-se que
(Fog)y=F(gx))g x)=1f(gx)) &g X®.
de onde segue que F © g é uma primitiva para (fog)-g’ dai
Jf(e()) - g (x) dx) = (F 0 g)(x)+C=F(g(x))+C, (1.3)

Fazendo a substituicdo (ou mudanga de variavel) u = g(x), obtemos

F(g(x) )+C=F)+C = [ f(u) du) (1.4)
Usando as igualdades (1.3) e (1.4), concluimos que

J () g () d=/[ f(u) du

Com isto, demonstramos o seguinte resultado:

Proposicao

Se g é uma funcdo derivavel em um intervalo | e f € uma funcéo definida em g(l), entdo

[flg(x) - g’ (x) dx = [ f(u) du,

onde u = g(x).
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EXERCICIO RESOLVIDO

3
1. Calcule IXZ 1-Xdx.
3

3
Solucao: Considerando a fungao g, definida porg(x)=1—%, obtemos g’'(x) = -x2. Deste modo, obtemos

J'xz\/@dx=— [e(x)e’(x)ax (3.5)

Fazendo a substituicdo u = g(x), segue da Proposicdo 1.2 que
3
u 2 3 2 X )2
[ "(x)dx = [Vudu=—+C=2g(x)2 +C=2[1-2_| +C (3.6)
j g(x)g'(x)dx J\/a u 3 3g(x) 3[ 3]
2

De (3.5) e (3.6), concluimos que

3
J‘xz,/l—ﬁd)(:—z 1—§ i +C,
3 3 3

onde C é uma constante real arbitraria.

2. Calcule a integral

[ cos x - esem dx.

~ , oo du .
Solucao: Observe que se vocé fizer a substituicdo u = sen x, vocé obtera o = cos x, ou ainda du = cos
x dx. Com isto, X

f cos X+ esm™ dx = f e' du = e+ C=esnx+4C,
Portanto,
f COS X * e * dx = e**"*+-(C,

Onde C é uma constante arbitraria.

3. Determine

[ tgxdx.
Solugdo: Sabemos que tg x = senx, com isto
COSX
Itg de=jsenxdx (3.7)
CoS X

Assim, fazendo a substituicdo u = cos x, temos du = -sen x dx, ou ainda sen x dx = -du. Com isto,

I%dx=j_7du=—j%du=—ln|u|+C=—ln|cosx|+C (3.8)
De (3.7) e (3.8), segue que

Itg xdx = —ln|cosx|+C

onde C é uma constante arbitraria.
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