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Apresentacao

O Calculo Diferencial e Integral tem sua origem no século XVII, quando dois
ilustres e famosos personagens Isaac Newton e Gottfried Leibniz iniciaram
estudos de seus rudimentos. Nem Newton nem Leibniz obtiveram inicialmen-
te grande sucesso em explicar a I6gica de seus novos conceitos, mas tanto
Newton quanto Leibniz possuiam forte evidéncia de que seus métodos conti-
nham alguma verdade essencial. Com a sua descoberta, Newton conseguia
explicar o movimento planetario, e Leibniz tinha expressado suas descobertas
em uma notagao tao inteligente que, mesmo se ninguém entendia exatamente
por que, elas conduziam automaticamente a resultados corretos.

Do final do século XVl ao inicio do século XIX o célculo se desenvolveu
com base na notagao e conceituacao de Leibniz, e inspiragéo e aplicagao no
projeto de explicar o mundo fisico iniciado por Newton.

Neste livro de Célculo Diferencial e Integral |, destinado a alunos que
ja tiveram os primeiros contatos com a conceituacao de Leibniz e as aplica-
¢oes decorrentes dos estudos de Newton ao cursarem o Calculo Diferencial
e Integral I, daremos continuidade aos estudos de derivacdo de novas fun-
¢des, como as fungdes exponenciais e logaritmicas como também as fun-
¢coes trigonométricas.

Neste texto daremos muita énfase ao estudo da integragéo, fortalecen-
do a sua conceituagao, apresentando novas e variadas formas de aplicacao
como também novas técnicas de resolucéo de integrais.

O autor






Gapitulo
Aplicacdes da Integral Definida






Objetivos

o Estudar aplicagées da integral definida

e Calcular area entre duas curvas

e Determinar volume de sdélidos

e Calcular comprimento de arcos de curvas.

1. Apresentagao

Neste primeiro capitulo, dando continuidade ao que estudamos no Calculo
Diferencial e Integral |, estudaremos mais algumas aplicagdes da integral de-
finida, quando trabalharemos no célculo de érea entre duas curvas, veremos
trés métodos de célculo de volumes de sélidos, e encontraremos uma integral
que nos permite determinar o comprimento do arco de uma curva plana.

2. Area entre duas curvas

Aintegral definida de uma fun¢&o continua em um intervalo fechado, foi defini-
da no Célculo I, como a area sob uma curva. Entdo ja sabemos que se f(x) é
uma funcécg continua em um intervalo fechado[a,b], esef(x) >0 V x € [4a,
b] entdo L f(x) dx é a area da regido do plano limitada pelo eixo x, a curva y
= f(x)easretas x = ae x = b, que denominamos de area sob a curva f(x)
no intervalo [a, b].

Quando a fungdo for f(x) <0 V x € [a, b], entdo a area sob a curva
sera dada por A = - Ih /(x)dx , POis 0 valor da integral & negativo, para todo
X no intervalo. ‘

Veja no gréfico as duas situagdes.

 4— —
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Lembre-se que o Teorema Fundamental do Calculo estudado no Calculo |
diz que : Se f(x) é uma fungdo continua em um intervalo fechado [a, b] ,
entao

Ibf(x) dx=F(x) |> = F(b) - F(a), onde F(x) éa primitivada f(x).

Agora estudaremos a area entre duas curvas, que é a area da regiao do
plano delimitada por duas curvas e duas retas. Para isso, vamos definir duas
fungbesy = f(x) e vy = g(X), continuas em um intervalo fechado [ a, b ],
de modo que g(x) > f(x), V x € [a, b]. A area entre essas duas curvas € a
area da regiao limitada acima pela curva g(x), abaixo pela f(x) e lateralmente
pelasretas x = a e x = b.

Na figura, temos uma situagéo onde g(x) > f(x) > 0, onde a area entre
fe g pode ser vista como a area sob a g(x) menos a area sob a {(x).

Assim A=A - A = [g@de- [ f@dx= [ [g)-f(xlax

y
~__— g(x)>f(x)
|
| |
| |
,\/N f(x)>0
| |
| ! .
0 a b X'

Agora vejamos outras situagdes que podem ocorrer, mas sempre con-
siderando-se que g(x) > f(x).

Afuncao g(x) estd acima do eixo x e a f(x) estéd abaixo, V x € [a, b], ou
seja, gix) > 0 > f(x).



Pelo fato de f(x) estar abaixo do eixo X, temos que sua integral sera
negativa, e na figura observamos que a dreaentreafeagsera A = Ag +
A, ., portanto,

A= [ga + [- [ fax] = [g@ax - [ f(x)ax=
[[lgG) - £(x] dx.

2. As duas fungdes se encontram abaixo do eixo x, ou seja 0 > g(x) >
fx), V xe[a bl

|
1

v

il
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Na figura, vemos que a areaentre af e a g € dada pela érea sob a
f(x) menos a area sob a g(x) , de modo que:

A=A -A = [-ij(x)dx] - ng(x)dx]= J:g(x)dX-J.:f(X)

ax =A= [[g@- /() ldr.

Pelos trés casos analisados, verificamos que n&o importa a posicao re-
lativa do gréfico das duas fungdes com relagéo aos eixos coordenados. Para
se determinar a area entre duas curvas é necessario apenas que se identifi-
que o intervalo de definicdo e a posicdo de uma fungdo com relagéo a outra,
que, em geral , ndo é uma tarefa facil, uma vez que teriamos de construir os
gréficoa de f(x) e g(x) e observar a posigéo de uma com relagdo a outra, ou
provar algebricamente que uma fungéo é maior que a outra no intervalo.

Quando o gréfico de duas fungdes f(x) e g(x) se interceptam em dois
ou mais pontos, elas delimitam uma regido fechada entre dois pontos de inter-
seg¢éo consecutivos e se esses pontos tém abscissas x = a b x = b, e g(X)
> f(x), V x e€[a,b] entdoaéareadessaregidosera A = b

a0l [ le—f (0 1dx

a

o b— —_—— — —

Uma outra situacéo que devemos admitir, e temos que observar quando
determinamos a area entre duas curvas em um intervalo [ a, b ], é a possibili-
dade da existéncia de um ou mais pontos de interse¢céo das duas curvas no
interior do intervalo [ a, b ]. Nesse caso, devemos determinar as abscissas
desses pontos de intersecdo e calcular a area por partes.

Suponhamos o caso em que as duas curvas f(x) e g(x) se interceptem
em um ponto de abscissa x = ¢ € (a,b), de maneira que g(x) >f(x), V
xe[ac) efx) >gX), Vxe(cbl]



Adreaentre asduas curvas y = f(x) e g(x) desdex = aaté x = bsera
asomade duas areas,onde A, éaareade a atéc,e A,éaareade c até b.

A=A +A, = [T~ f@) 1 + [ [f()-g) Jdv

Exemplo 1.

Encontre a dreaentre as curvas f(x) = x> + 3 e gx) = x + 1 de
x=0ax =2

Solugao:

Primeiro observe que no intervalo [ 0, 2 ], as duas fun¢des n&o se inter-
ceptam. Fazendo f(x)=g(x) = x*+3=x+1= x?-x+2=0.

Essa equagdo do segundo grautem A < 0, logo ndo tem raizes reais,
portanto as duas fungdes n&o se igualam para nenhum x real.

Tomando um valor de x € (0, 2), por Exemplo x = 1, verifica-se por
substituicdo nas duas fungdes que f(x) > g(x).

Dai concluimos que a érea desejada é A = J.Oz [f(x)—g(x]dx =

A =[P +3-@+D I =[[x*+3-x-1] dx =[[x*-x+2] dx =
3 2 3 2 3 2

A g = 22 s (LY 00y =8 04428
302 302 302 3 3

+2=E.
3

13



Exemplo 2:

Determine a area da regido do plano limitada pelareta y = x + 2 e
pelapardbola f(x) = x> - x - 1.

Solugao:

Para que exista uma regido limitada pela reta e a parabola, é necessario
que elas se interceptem em dois pontos, e para verificar se isso & verdade
fagamos f(x) =y = x*-x-1=x+2 = x*-2X-3=0.

Essa equagéo, tem duas solugées x = -1 e x = 3, que serdo os
limites de integragéo.

Resta saber qual das duas fun¢des é maior dentro desse intervalo [ - 1, 3],
€ para isso vocé pode observar que a parabola tendo a concavidade voltada para
cima, a reta deve estar acima dela para corta-la em dois pontos. Entao, y > f(x).

A érea sera portanto A =jjl[y—f(x) |dx =J‘_31[x+2_(x2 —x-1)]dx =
3

2
fl[x+2—x2 +x+1]dx= fl[3+2x—x2]dx=(3x+2% - % )2, =

33 (_1)3
334 F - - [3(-1)*+(1)2- -] = 9+9-9+3-1
_l :11-1:2_
3 3 3

Sempre que uma parabola de concavidade para cima for cortada por uma reta, a reta
estara acima da parabola no interior do intervalo de interse¢do, e se a concavidade
for para baixo a reta estard abaixo da parabola.

Exemplo 3:

Encontre a area da regiao limitada pelas curvas f(x) = senx g(x) = cos
X, entre dois pontos de intersec&o consecutivos.

Solugao:

Primeiramente devemos verificar onde as duas curvas se interceptam,

e paraisso fazemos f(x) = g(x) = senx= cosx = S =1 = g
x =1 COs X
, , V4
Dois pontos consecutivos ondetgx = 1, podem ser em x = Z e X

= 5_” , que serdo os limites de integrac&o.
4



Agora precisamos saber qual das duas fungdes € maior dentro desse
intervalo, e para isso podemos tomar como valor de teste x = 7 , que perten-

. /Y 4 ~
ce ao intervalo [Z ,—].Como sen 7 =0 e cos # = -1, entdosenx >
cos x em todos os pontos desse intervalo.
hY4

Portanto, a 4rea deseja é A = Iﬁ4 [senx —cos x]dx =
1

Sr

o Sz Sz V2 V3
[-cosx - senx] 4 =-cos— -sen—-[ -cos— -sen— | =
4 4 4 4

3. Volume de soélidos

A integral definida foi deduzida como a area de uma regido do plano sob uma
curva, usando-se uma aproximagao dessa area a partir de uma soma de are-
as de retangulos. Agora vamos estudar como calcular o volume de um sélido
usando a integral.

Primeiramente trabalharemos dois casos particulares de volume de s6-
lidos de revolugéo, que séo sdlidos obtidos pela rotagdo de uma regido plana
em torno de um eixo fixo, em seguida faremos a forma geral.

3.1 Método do disco circular

Seja y = f(X) uma fungéo continua definida em um intervalo fechado [ a, b ],
talquef(x) > 0, V x € [a, b]. Se a area sob f(x) for rotacionada em torno do
eixo x, ela gera um sélido compacto cujo volume seré V, e o eixo x € chamado
eixo de revolugao.

15
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Para determinar o volume desse sélido, vamos tomar uma particio do
intervalo[a, b] em npartes,de modoque a = x, < X, < X, < ...< X, <
X < ....<x = b.Damesma forma como foi feito no célculo da area
sob uma curva, vamos tomar retangulos tendo Ax = x —x , como base e f(x)
como altura,ondei = 1,2, ..., n. Veja que cada um dos retangulos, quando
rotacionado em torno do eixo, gera um disco circular, que € uma pequena
parte do sdlido, isto €, um elemento de particdo do sélido total, e se AV, éo
volume do i-ésimo disco entdo AV, =7 . f(x). Ax.

Y
| /\Xi
;\:\'\‘ l

A

_|

-

_—-.—_§

O volume do solido pode ser expresso por V = > 7./ (x,)" Ax, .
i=1
Se fizermos o0 nimero n de elementos da particdo tender para +oo

entdo Ax — 0,eovolumeserdV = [im < 2
i Zﬁ.f(xl.) Ax,
n —» +0o =l
lim 1

Ar AOZ,”("JZ-MI‘ ou V=1, _[jf(x)zdx.

1

A area da secc¢do de corte nesse caso é de um circulo de raio igual a f(x) , para todo
X no intervalo.

Exemplo:

Encontre o volume do sélido obtido pela rotagdo em torno do eixo-x, da
regido limitada pela fungéo f(x) = x2 oeixo-x eareta x = 2.



Solugao:
Veja no grafico que, como a fungéo passa pela origem, entdo a area
que sera rotacionada é a area sob a fungao f(x), desdesx =0,até x = 2

- _ 2 a2, 2 4 X .2 _
Entdo, V = ﬂ.fo(x)dx— ﬂ'[oxdx—ﬂ.[ s 1o =
2 0 3
5 5 5

4 t-°"

xV

3.2 Método do anel circular

Esse método do anel é uma conseqiiéncia direta do método anterior, com a
diferenga que agora rotacionaremos uma area entre duas curvas para gerar
um sélido oco. Sejam f(x) e g(x) duas fungdes continuas em um intervalo
fechado [ a, b ], com a condicdo de g(x) > f(x). V x € [a, b]. O volume do
sélido gerado quando rotacionamos a area entre as duas curvas € igual ao
volume gerado pela rotagdo da area sob g(x) menos o volume gerado pela
rotagcéo da area sob f(x), logo:

V= 7. Jjg(x)zdx -7 .'[ff(x)2 dx = 7 . _[lb[g(x)2 — f(x)*1dx.

Observe que quando impusemos a condicdo de g(x) > f(x), quisemos
dizer que o volume V é igual ao volume gerado pela area sob a fungdo mais
distante do eixo de rotagao, menos o volume gerado pela area sob a fungéo
gue esta mais proxima, e € isso 0 que ocorre, mesmo quando essa condicao
nao é satisfeita.

17



Observe que a adrea da seccdo de corte nesse caso é de uma co-
roa circular cujos raios sdio R = g(x) e r = f(x), por isso, a drea é
7 (R2=r?) = 7 (g(x)2=f(x)?).

v

Exemplo 1. Encontre o volume do sélido gerado pela rotagéo da area
entre as curvas f(x) = x2 e g(x) = x em torno do eixo x.

Solugao:

As duas curvas se interceptam quando f(x) = gx) = x? =x =
Xx2-x=0= x(x-1)=0 = x=0o0ux-=1

Como nesse intervalo areta y = x estd acimada pardbola y = x? e
consequentemente mais distante do eixo, entao :

= 7. [[g0 = (0 Tde= [ [ = () T =

3 5 13 15

ﬂ.jo[x —x]dx—ﬂ'.[? 5]0 7z.[3 5]
1 27

[?—?]ﬂ' = 15 .

Exemplo 2:

Determine o volume do sélido obtido pela rotagdo em torno do eixo x, da
area compreendida pelas curvas f(x) = x3 e g(x) = -x2.



Solugao:
Fazendo f(x) = gx) = x3=-x? = x3+x2=0 = x?%(x
+ 1):0

xz =0 x=0
= = .
x+1=0 x=-1
Nesse intervalo as duas fungdes sdo negativas, ambas estao portanto abai-

xodoeixox, mas —x? < x3,logo —x? esta mais afastada do eixo de rotagdo.

1 1 1 1
Vejaque, f(-—)=-— e g(-—) = 1 — ), portanto:
ja que, f( 2) 2 a( 2) 4)p

V= [ =) - o= 7 [ -xtlax=

]:2_7[_

V=rxg.[0- 2L -1
5

2|~

3.3 Método das secgdes planas

Os dois métodos para calculo de volumes estudados anteriormente, s&o usa-
dos quando temos sélidos obtidos pela rotagdo em torno de um eixo fixo que
€ 0 eixo - X.

Nos dois casos podemos observar que, se dermos um corte com um
plano perpendicular ao eixo em ambos os sélidos, as sec¢des de corte sdo
figuras planas, onde:

No método do disco a secgdo é um circulo de raio f(x) , de modo que
para todo x entre a e b a &rea da secgdo é dadapor A(x) = 7z .f(x)2.

No método do anel a sec¢do de corte € uma coroa circular, cuja area
paratodo x em [a,b] édadapor A(x) = 7 .gX)? - 7 .fQ2 = 7 .
[90) 2 - )2 ].

\eja que em ambos 0s casos, as areas sdo os integrandos que per-
mitem encontrar o volume dos soélidos. O calculo de volumes por integracao
pode agora ser expandido para outros sélidos com caracteristicas semelhan-
tes, que definimos em sequida.

Seja S um sélido compreendido entre dois planos perpendiculares ao
eixox,em X =ae X = b. Se a &rea de cada seccao plana de S perpendicular
ao eixo x pode ser expressa como uma fungéo continua A(x), V x € [a, b],
entdo o volume desse soélido sera V = J'b A(x) dx.

a

19
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Exemplo:
Use o método das secgdes planas paralelas para mostrar que o volume

de uma piramide com base quadrada de lado ae altura hé V = Lazh
Solugao: 3

Primeiro, tomemos a figura dessa pirdmide com sua altura sobre o eixo
X, tendo uma extremidade em x = 0 e outraem x = h. Assim todo corte com
um plano perpendicular ao eixo tera um quadrado como sec¢édo de corte.

v

Aintersecéo da face superior da piréamide com o plano xy € um segmen-

to cuja reta suporte passa pela origem e pelo ponto (h, & ), e tem coeficiente
a 2

angularm = 2 ou m =
h

Como essa reta suporte passa pela origem, sua equagéao é

E .

a
y=mx = y= —X
2h

Para todo x, a secgao é um quadrado cujo lado é 2y, portanto
A(x) = (2y)2 = A(X) = (2.%.x)2 =

2 2

RV RN A(x) = Z—.xz.

A(x) = 4. .
(x) 4h?

2
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2 2 3
Se V = IbA(x)dx, entdo V = Ith_Z'xz ax = — %]g =
2 3
v oyl
h 3 3

O volume da piramide é igual a um terco da area da base vezes a altura.

4. Comprimento de Arco

Outra aplicacao para a integral definida, que estudaremos agora, € uma forma
de calcular o comprimento do arco de uma curva plana. Para isso, tomemos
uma fungdo y = f(x) definida e continua em um intervalo fechado[a, b]. Se
tomarmos uma particdode [a, b]de modoque a = X ;<X <X,< .. <X
. <X, <..<Xx_ = b, entdo os elementos dessa particdo determinam sobre a
curva uma sequéncia de pontos, P(x, f(x;)):

P, . f(x)): .. P(x, f(x,)):P(x.f(x));..:P (x f(x )) conforme afigura.

O comprimento da curva pode ser aproximado pelo somatério das me-
didas dos n segmentos de reta que ligam essa sequéncia de pontos, e para
isso basta que saibamos expressar de uma forma genérica o comprimento
desses segmentos.
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Tomemos ent&o dois pontos consecutivos dessa seqiiéncia, que repre-
sentamos por P (x, f(x,)) e P(x,f(x)),comi=1,2,3,..,n.
Pela formula da distancia entre dois pontos, temos que :

PP = d(P, . P) = yJ(r —x. )P +(f(x) - f(x.)

Como Ax; =x-x,., entdo P, P, = \/(Axi)2 +(f(x) = f(x,)

= P

= YA + ()= f(x) ?

1P
Ax, _|(Ax)” +(f(x) = f(xy) Ax
Ax, Ax,

(Ax,)? ’
P - \/(Ax,)z RUEIEVCHES
(Ax,) (Ax,)

. \/l{f(x,-)f(x,.l)j .
Axl'

O Teorema do Valor Médio para derivadas diz que: Se f(x) € uma fungao

continua e diferencidvel em um intervalo fechado [ a, b ], entdo existe um c no
f(b) - f(a)

interior desse intervalo tal que f(c) =

Com base nesse teorema, podemos afirmar que para todo intervalo
S(x)—f(x)
Ax;

1

, € dessa forma

[X,,, X ]existe um x_, tal que f°( x_l.) =

concluimos que :

P_ P, = 1+ f(x)*. Ax, , paratodoi=1,2.3,..n.

Como cada segmento tem essa medida, entdo o comprimento do arco
da curvadesde A(a, f(a)) até B(b, f( b)) é dado por.

SR = Sl f(x) . A,
i=1 i=1

Fazendo o numero n de elementos da particdo tender para + o, tere-
mos Ax, tendendo a zero, portanto:

I_
1N

lim & = lim & =
L = 1+ f(x,)" Ax, = 1+ f(x)* Ax, =
n—>+oo; Ax__)(); Jf(x,)" Ax,

L= [+ /(0 ax

1



Exemplo: 3

Calcule o comprimento da curva f(x) = x? nointervalo 0 < x < 2.

Solugéo: | X
5 _— 3 = 3
Se f(x) = x2 , entdo f(x) = E'XZ = 5\/; =
9
fi(x)2= —x =
(x) 4
1+f(x)2=1+ 2.x = 4+9x.
4 4
L = jb1/1+f( x)? dx = j; /429’6 dx = %.J‘:\/4+9xdx.
du
Fazendo u = 4 +9x,temosque du = 9dx = dx = — ,de
modo que 9
3
ol du 12 L S Lwe 5 o
L = E'L JZ?- Sl W =g = 024
2

Foram estudadas nesta unidade, algumas aplicagdées da integral definida,
onde estabelecemos integrais que nos permitem calcular.

2 b
1. Areaentreduas curvas: A = J. [g(x)— f(x])dx
2. \Volume de sdlidos pelo método do disco: V = 7 . Ib f(x)* dx
b
3. Volume de sélidos pelo método do anel: VV = 7 j [g(x)” = f(x)*]dx

b
4. Volume pelo método das secgdes planas: V = J. A(x) dx

5. Comprimento de arco: L = J‘bwll + f( x)* dx.

23
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Rtividades de avaliagdo

1. Encontre a medida da area da regiao :

a) limitada pela pardbola v = x2 - 4x,0eixoxeasretasx = Oe
X = 2.

b) limitada pelas pardbolas y = x? e y = 4x - X2,
c) limitada pela pardbola y = -x’eareta y = -4.

d) limitada pelascurvas y = x2 e x2 = 18 - y.

e) limitadapelascurvas y = x2 e y = x*.
f) limitadapor y = x3 ey = Jx
g) limitada pelascurvas y = x2 e x = y2

2. Encontre o volume do sélido gerado quando a regido limitada pela curva y
= x2, 0oeixoxeareta x = 3 é rotacionada em torno do eixo x.

3. Encontre o volume do sélido obtido pela rotagdo em torno do eixo x, da re-
gido limitada pela pardbola y = x%, 0oeixoyeareta y = 9.

4. A area da regido limitada pelacurva y2 = x3, areta 'y = 8eoeixoyé
rotacionada em torno do eixo x . Determine o volume do sélido obtido.

5. Encontre o volume do sdlido obtido pela rotacdo em torno do eixo x, da
regido limitada pelas:

a)y=x2ey=+x
b)y

c)y=x?2ey=x

x?2ey=x3

d)y=x3ey=x

6. Um tanque esférico cujo raio interno mede 5 m contém gasolina. Determine
o volume de gasolina contida no tanque, sabendo que o nivel do combus-
tivel estd a 2 m do fundo.

7. Através de um sélido de forma esférica com raio de 6 cm é feito um buraco
com raio de 2 cm e o eixo do buraco é um didmetro da esfera. Encontre o
volume da parte restante do sélido.

8. Encontre o comprimento do arco da curva 9y ? = 4x 3, desde a origem até
o ponto de abscissa 2 .



4 )
. . X" +2x
9. Determine o comprimento do arcodacurva y = T do ponto de

abscissa 1 ao ponto de abscissa 2.
2 2
10. Encontre o comprimento total da hipocicléide xé + yé =1.
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Gapitulo

Funcoes Exponenciais e
Fungoes Logartmicas







Objetivos

Definir as fungdes logaritmo e exponencial

Estudar a derivada do logaritmo e da exponencial

Calcular integrais envolvendo o logaritmo e a exponencial

Usar a exponencial para estudar as leis de crescimento e decaimento.

1. Apresentagao

Nessa unidade iremos definir a fungdo logaritmo natural como a &rea sob uma
curva, observar as suas propriedades e estudar a sua derivada e seu gréfico.
Em seguida, definiremos a exponencial natural como a fun¢éo inversa do loga-
ritmo, analisaremos suas propriedades, estudaremos sua derivada e integral .

Concluiremos essa unidade, estudando as fun¢des logaritmo e expo-
nencial em uma base qualquer 0 < a # 1.

2. Fung¢ao Logaritmo Natural

Ao estudarmos a integragdo como uma operacgao inversa da derivagéo, ob-
servamos uma propriedade que nos permitiu derivar uma fungao da forma f(x)

= X", onde foi dito que Ix”dx N . - Paratodo n real diferente de - 1.

n+1 1
Para se calcular aintegral da funcéo g(x) = x* = — , é necessario que
X

. , _ 1
encontremos uma fun¢do cuja derivada sejaiguala g(x) = —
X

x1
Essa fungéo pode ser definida como sendo f(x) = _[1 ;a’t, que é uma

funcao continua e diferenciavel para todo x real positivo. A fungéo assim defi-
nida pode ser interpretada geometricamente como a area sob a curvag(t) =

1 . , R . .
; em um intervalo fechado [ 1, x], e que satisfaz as seguintes propriedades:

1]
1. Para x = 1,temosque f(1) = L ;dt = 0, logo f(x) corta o eixo x
noponto (0,1).

29
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x1 1
2.Paratodox > 1,temos f(x) = L —-dtque é aareasobacurva ; de
t

t=1até t = x logo f(x) > 0 e cresce a medida que x tender para + c .

x ]

1] 1]
Para0 < x <1, f(x) = '[ ;dt = - j ;dt, onde I;dt > 0 representa

1

adrea sobacurva - desde t = x até t = 1.Assim,
t

f(x) < O e tende para - «© , a medida que x tender para zero, pois o valor da

11
area dada por J. ;dt tende para + « .

Definimos a fung&o logaritmo natural como f: R, — R
X = f(x) = Inx,onde Inx = f—dt.
t

Y y

A A

0<X<1

T
) R

abk — —
x

2.1 Derivada

Afuncdo f(x) = In x da maneira coTo foi defifmida, para todo x real positivo, é
tal que f(x) = D(Inx) = D( J-x—dt )= —.
1t X

Se u( x ) é uma funcao diferenciavel e extritamente positiva para todo
x do seu dominio, entdo a composta f(u(x)) = In (u(x)) é diferenciavel ,

e sua derivada de acordo com a regra da cadeia é f(x) = mu () ou
u’ (x)
F(x) = —= .
(x) ()



E importante observar que, na composigdo de f(x) = In (u(x)),
u(x) > 0, pois o dominio da fungdo logaritmo é R _-{0}

Exemplo:
Encontre a derivada da fungdo f(x) = In( x> + 5x + 4).

Solugao:
2x+5

f(x) = -
() x> +5x+4

—— (2X +5) ouf(x) =
x2+5x+4( ) (x)

2.2 Propriedades

Mostraremos agora que a fungao logaritmo natural definida dessa forma, sa-
tisfaz a todas as propriedades do logaritmo que conhecemos na Algebra.

1.n1=0

1]
Defato, In1 = I} —dt= 0, pois o limite superior da integral € igual ao
limite inferior !

2.In(ab)=1Ilna + Inb

1
Sabemos que a derivada da fungdo f(x) = Inx é f(x) = — .

Tomemos agora a fungdo g(x) = In (ax). Asua derivada éx
1
g(x)=—.a=>g(x) = l .Se g’(x) = f(x), entdo, por integragao,
a

gl = f(x§C+ k = In (axjg = Inx + k . como o elemento 1 pertence ao

dominio das duas fungdes, entédo In(a.1) =In1l +k = k =Ina.
Portanto, temos que In(ax) = Ina + Inx, em particular, se

X = b,temosque In(ab) =Ina + Inb , paratodoae b positivos.

a
3. In(—)=Ina-Inb.
(b)

Para verificar essa propriedade, podemos usar a propriedade anterior
fazendo g.b =a=> In(g.b) =lha = In(ﬁ) +Inb=lha = In
2y =ha-nb ’ :

b

31
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4. Se a é um numero positivo qualquer e r é um
natural, entdo Ina" = rina.

Pela terceira propriedade, podemos verificar que
Ina" =In(a.a.a...a) =Ina+lna+ ..Ina=rlna

2.3 Grafico

Para tragar o gréfico da fungdo f(x) = In x, vamos observar que :

nUimero

1. O dominio dessa funcao é Ri , logo ela esta definida apenas para valores

de x extritamente positivo.

1
2.Como f(x) = — > 0, entdo f(x) é crescente para todo x de seu dominio.
X

1
3.Como f7(x) = - — < 0, entéo f(x) tem concavidade voltada
X

para baixo, para todo x do dominio.

4.fx) =0 < x =1, logof(x)tem apenas uma raizem x = 1, cortando

oeixoxnoponto (1,0).

5. O valor de f(x) tende para + o quando x tender para + o« , e f(x) tende

para - o , quando x tender para zero.

f(x) = Inx




€8

2.4 Diferenciagao Logaritmica

Devido as propriedades, a fungéo logaritmica pode ser usada para auxiliar no
célculo da derivada de outras fungdes, cuja derl\ij.\caoapresenta dificuldades.

Tomemos por exemplo a fungéo f(x) =
Vx+1

Para aplicar a fungao logaritmica a ambos os membros , devemos fa-

Ax+2 [Vr+2|

zer = = In =1 =
vi= = vl Ty
L L
Infy| =Inlx+22 -Injx+1 =

Inly| = %.In|x+2| - %.In|x+3|.

Derivando com relac&o a x, temos :

A U U U N O B B
3 x+1

1
ydx 2 x+2 + dx 2x+2) 3(x+1)

dy Jx+2 3x+3-2x—-4 dy Jx+2 x—1
- - =
dx  Yx+1 6(x+2)(x+1)

de AVxtl 6(x+2)(x+1)

VVejamos um outro exemplo de aplicagao da diferenciagéo logaritmica.

Para derivar a fungdo f(x) = xﬁ,fa(;amos ly| = |xﬁ| —
Vx 1 dy 1
nfyl=mhx" =inlyl=+vx In|x|=> —"= —— Inx +
|| ydx  2x
L _ dy _ o |Infx], d & [l)x|+2
Gt [ ] e ]
x dx 2/x f dx 2/x

2.5 O numero e

Vimos que a fungao f(x) = In x, definida em Rj , & estritamente crescen-
te, cortando o eixo x no ponto (1, 0) e tendo R como conjunto imagem.
Assim, podemos afirmar que existe um dnico x € Ri ,talque Inx = 1.
O valor do x que satisfaz a essa condicdo é aproximadamente 2,7182818
( com sete casas decimais ) e ele é representado pela letra e, em homena-
gem ao matematico sui¢co Leonhard Euler.
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Portanto, f(e) = Ine = 1.

O numero e pode ser obtido como L (1+ n)% o (1+ l)” .
n—0 n—» n

3. Funcao Exponencial Natural

Como a fungao logaritmo natural é crescente em todo o seu dominio, entao
ela admite uma inversa, que também é uma funcéo crescente. A fungao ex-
ponencial natural & essa inversa, de modo que seu dominio € R, conjunto
imagem do logaritmo natural , enquanto que seu conjunto imagem é Ri , por
ser o dominio da func¢do logaritmica.

A funcao exponencial natural tem o nUmero e como base, e é assim
definida :

ggR - R

£

X > gX) = e ,demodoque v =€ < Iny=x.
De outra forma, podemos dizerque: In(e*) = x ou e"* = x.

y=x
J f(x)=Inx
j
b / (1,0) x
3.1 Derivada

Para determinar a derivada da fungdo g(x) = e*tomemos a igualdade In (e
) = X, e derivemos com relagéo a x .

Pela regra da cadeia, temos que —.D (&) =1 = D(e¥) = e*.
e

Portanto, a derivada de e é a propria e*.
Para uma fungdo composta f(x) = e“*) , onde u(x ) é uma fungédo
diferenciavel qualquer, temos que f'(x) = €', u’(x).



Sendo e = 2,7182 >0, entdo e*>0, 0 que nos permite deduzir que a fungdo
g(x) = e*tem seu grafico localizado acima do eixo x .

3.2 Propriedades
le=1

Se0=In1,entdoe® ="t = e’ =1, pois et = 1.
2.Se x e y sao numeros reais quaisquer, entdo e*.e¥ = ex*¥
Suponhaque e = a>0 e € = b>0. Issoimplica dizer que

Inex=Ilna elney=Inb = x=Ilha e y=Ihb =

xty =lna+Inb = x+y=In(ab) = ex*v = eh(ab) =

ex*”y = ab = exv =¢eg.¢&v.

3. Se x e y sao numeros reais quaisquer, entao e : e = e*x~V

A verificacao dessa propriedade é semelhante & verificagcao da proprie-
dade anterior.

Adiferenca é que no lugar de tomarmos soma, tomamos
a a
X-y=lha-hb = x-y=Ih— = ex-y = g’ =
ex¥y =a:b = exVy = e e,

4. (e*x)y = e

- X\ X
Se x = e"* | entdo (e")y=e'”(e) = (ex)y =gew€
= (e*)Yy = exvine = (ex)y = e, pois Ine=1.

Se a é um numero real positivo e diferente de 1, entdo a* = e*2,

Z o = s x ~
E facil de se verificar que, se a* = e" 4 entdo a* = exe,

35
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4. A Fun¢ao Exponencial nabasea >0

Na propriedade 5 da fungéo f(x) = eX, verificamos que a* = e *'"2, para todo
0 < a1l Assim, para todo a com essa condigdo, podemos definir uma fungao

f:R>R

X f(x) = a, onde a = e*"2 aquechamamos de fungéo ex-
ponencial na base a.

Na verdade ,como0<a1l, f(x) =a* define uma familia de fungdes, pois
para todo a temos uma fungao diferente , com as mesmas caracteristicas.

. 1y
Como exemplo, podemos citar f(x) = 3* e f(x) = (—) = 27*como
fungdes que pertencem a essa familia. 2

4.1 Derivada

Para se calcular a derivada de uma fun¢&o pertencente a essa familia
f(x) = a* , devemos apenas lembrar que f(x) = a*x = e*"@2 o que pelaregra
da cadeia resultaem f(x) = D (a*) = D (e*"®)
exnalna = a*x.Ilna.

Consequentemente, se f(x) = a “*), onde u(x)é uma fungao diferen-
ciavel , temos que f(x) = @' . Ina.u’(x).

Veja, como se calcula a derivada das fungoes:

a) f) =20 = f(x)

2%.1n2
b) f0) =5 = f(x)=5>*.In5(-1)=- 5*.In5.

c) fX) = 457 = f(x) = 47 In4 (2x+5).

Noitem (b)tomamos f(x) = 5-* = (%) , 0 que pode ser generali-

zado sempre que se tenha a = %
1 X

- [_j i b_x.
b

Sobre a derivada da fungéo exponencial , po demos ainda observar que :

, escrevendo a funcdo na forma f(x) = a

Se f(x) = a* coma >1, entdo f(x) = a*.lna >0, pois
ax>0elna>0.



Se f(x) = a* com0 <a<1,entdo f(x) = a*.Ina< 0, pois a*>
0Oelna<O.

4.2 Integracao

Quando tratamos da fun¢éo f(x) = e* falamos de sua derivada, mas n&o de
sua integral . Agora que temos a familia completa das fungdes exponenciais,
podemos verificar que:

D(ex) =e* = J-e"dx=e" + k
D(a*) = a*.lna = Ia"dx =4 ik
Ina

Essas sao as duas formas para se integrar fungdes exponenciais.
Exempilo:
Calcule:

a) I x.e' Hdx .

d
u=x+4 = a =2X = du=2xdx = xdx=ﬂ.
dx
¥ 2 1 u
Entéo JX.e dx = Iex * xdx = Ie“.ﬂ = — |e'du =
1 1 2 2
—ei+k = — " +k
2 2

b) fcosx.es‘mdx.

Uu=5senx = — =5cosx = du = 5cosxdx =
d dx
u
cos xdx = ?
dl/l 1 1 eSsenx
Ssenx _ Ssenx _ u = u - u =
'[cosx.e dx—j.e cosxdx—je " S.je du 5.e +k s +k
c) J-6’gx.secz xdx .
u
u=tgx = — =sec’x = du = sec?xdx
dx ¢ .
I6’gx.sec2xdx = j6”du = + k= + k.
In6 In6
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4.3 Griéfico

O gréfico de cada uma das fungbes que constituem a familia das exponen-
ciais tem forma semelhante, visto que todas as fungdes dessa familia tem
caracteristicas comuns.

O grafico de cada uma, seréa tragado com base na anélise dessas ca-
racteristicas.

Tomemos a forma geral f(x) = a*.

Se a>0,entdo a*>0, V x € R, logo, o grafico de f(x) ndo corta o
eixo X, estando totalmente acima do eixo x .

Como a °= 1, entdo, toda fungéo exponencial passa pelo ponto (0, 1).

Como a* > 0, V x € R, entdo ndo existe x € Rtal que f(x) = 0, logo
essa familia de fun¢des ndo possui raizes.

Se f(x) = a*Ina, entdo:

Para a>1,temos f(x)>0 = f(x)é estritamente crescente.

Para O<a<1,temos f(x) <0 = f(x) éestritamente decrescente.

f'(x) =ax*(lna)? = f(x)>0, VxeR = f(x)ésempre
cbncava para cima.

Quando x tender para + oo , teremos a * tendendo para + « , se
a >1;e tendendopara 0,se0<a<1.

Quando x tender para - o« , teremos a* tendendo para 0, se
a > 1;etendendo para + ©»,se0 < a < 1.

fog=at  fx)=a"

O<a<1
a>1

T O~
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5. A Fungao Logaritmo na base a

A func&o logaritmo natural foi definida como a érea sob uma curva, e em
seguida definimos a fungdo exponencial natural como sua fungdo inversa.
Com base na exponencial natural , verificamos que era possivel definir uma
funcdo exponencial tendo como base o nimero real a, com a condigao de
O<a=#1.

Como todas as fungdes da familia f(x) = a* séo estritamente crescen-
tes ou estritamente decrescentes no dominio R, entdo todas elas séo inverti-
veis, ou seja, qualquer fungdo da forma f(x) = a* admite uma inversa, cujo
dominio é Ri , tendo R como conjunto imagem.

Assim, definimos a fung&o logaritmo na base a, como f R — R

X>f() =log, detalmodoque y = log,x < x=a’.

Existe uma relagéo direta entre o logaritmo na base a e o logaritmo
natural , pois se

y = log, x = X = aY¥, entdo Inx = InaY =
_ _ Inx _ Inx
y.lha=Ihx = y=_—Z= = log,.x = —.
Ina Ina
Arelagdo log x = ln_x é chamada de mudanga de base, da base a para a base na-
Ina
tural, e de forma mais geral , usa-se a relagdo log_ x = 1Og—bxquando se deseja uma
0g, a

mudanca da base a para uma outra base b .

Afuncéo logaritmica na base a tem as mesmas propriedades da fungéo
logaritmo natural , ou seja:

N1 =0 = log,=0

IN(x.y) =Inx + Iny. = log.(r —y) = log.x + log.y

In(i )=Inx-Ihy = loga%= log.x —log.y
y

Inx" = r.Inx. = log.z" = n.log.x

5.1 Derivada

Como ja sabemos calcular a derivada da fungéo logaritmo natural, podemos
usar a férmula da mudanca de base para determinar a derivada de uma fun-
¢ao logaritmica qualquer na base a.
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Dessa forma, temos que:

1
00 =log.x = f=—=_1 hx =
Ina Ina
.11 . o1
f(X)— E; j— f(X) = vIna"

Para uma fungdo composta f(x) = log, [u(x)],onde u(x) € uma
funcao diferenciavel na variavel x, a sua derivada é

F00m —— i) =
u(x).Ina’ u(x).Ina’
Exemplo:

Encontre a derivada da fungéo :

2
a) f(x) = log,, * 4
X

Para facilitar o trabalho, fagamos f(x) = log,, (x* +4x)-log,, (x* - 1).
2x+4 3 3x°
(x* +4x).In10 (¥’ -1).In10"

Aplicando a forma da derivada, temos que f'(x )=

6. Leis de crescimento e decaimento

Das fungdes que estudamos nessa unidade, a que é mais utilizada é a expo-
nencial natural , pois muitos modelos matematicos em todos os campos do
conhecimento envolvem essa fungao. Apresentaremos agora, modelos conhe-
cidos como “ leis de crescimento e decaimento “, que ocorrem quando a taxa
de variagao, isto é , a derivada de uma determinada quantidade com relacéo
ao tempo é diretamente proporcional & quantidade presente em cada instante.

Podemos citar como Exemplos:

e Ataxa de variacdo de uma populagcio é diretamente proporcional a
populagdo no decorrer do tempo.

e A velocidade de uma reacdo quimica é diretamente proporcional a
quantidade de substancia presente em cada momento.

e Avelocidade com que a radioatividade de um elemento decai é dire-
tamente proporcional a radioatividade em cada instante.

Para verificar o que ocorre em tais situagdes, suponhamos que y seja
o nimero de unidades de uma grandeza que varia a uma taxa diretamente
proporcional a quantidade presente em cada momento . Entdo, a taxa de
variagao de y sendo diretamente proporcional a y, temos que :



d
jy = k.y, onde k é uma constante chamada de constante de
t

proporcionalidade.

A equacéo obtida é uma equacao diferencial com variaveis separaveis,
que separando as variaveis temos,

d
Do kdx = jﬂz'[k.dxj In|y|=kx + c,=
y

Y

0

enlvl = ghtey = |y| = g% e
Como e ® é constante positiva, fazendoe ® = C, temos que
y=Cek.

Omitimos as barras do médulo porque vy é positivo, visto que e * é
também positivo.
Exemplo:

A populagdo de uma cidade era de 20.000 habitantes em 1960 , pas-
sando para 80.000 , segundo o senso de 2000. Sabendo que o crescimento
populacional é diretamente proporcional a populagéo, faga uma estimativa de
sua populacdo para o ano de 2020.

Solugao:
Para solucionar esse problema, construimos uma tabela com os dados,

onde a populacao é representada por P e o tempo, dado em anos, é repre-
sentado por t.

Nessa tabela estabelecemos a data zero como 1960 , consequente-
menteo ano 2000é t = 40 e oanode 2020ét = 60.

Tempo em anos ( t) 0 40 60
Populacao (P) 20000 80000 P

Sendo a taxa de variagao de P com relag&o a t diretamente proporcio-
nala P, entdo ‘;—f= k.P = P=cC.€ kt, onde usando os dados da
tabela temos que :

Se P = 20000 parat = 0,entdo 20000= C.e* =
C = 20000, pois e*® = 1.

Temos agora que P = 20000. ekt.
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Se P =80000 quando t = 40, entdo 80000 = 20000. e k¥ =

ek = % = e% =4 = he**=|nd4=40k =In4 =
1n_4 1,3863

k = k = k = 0,03465736.

40
Agora, tendo a forma completa da fungéo, ou seja,

P = 20000. e 0034657361 gbtida a partir dos dados iniciais, podemos encontrar
o valorde P no ano desejado, fazendo nafungéo t = 60.
P = 20000. g 003465736t —, P = 20000. g 003465736.60 —, P = 160000.

Portanto, a populagéo da cidade é estimada em 160.000 habitantes
para o ano de 2020.

Sintese do capitulo

Neste terceiro capitulo estudamos as fungdes logaritmica e exponencial, co-
megando pelas fungdes logaritmo natural e exponencial na base e. Definimos
essas fungoes, verificamos suas propriedades, e estudamos suas derivadas,
como também as integrais delas resultantes. Em seguida estudamos o logarit-
mo e a exponencial definidas em uma base qualquer a > 0, onde trabalhamos
as derivadas e integrais. Concluimos a unidade com uma aplicagao pratica da
fungdo exponencial nas leis de crescimento e decaimento.

Rtividades de avaliagdo

1. Encontre a derivada das fungbes abaixo:

a) f) = In(x+3)
b) f(x) = InvVx> —x
Vvx-=5

+7
d) f(x) = log,(x*+8)

c)f(x) =1In

e) f(x) = ex?

£) f(x) = 34



x> +6
x—9

h) fx) = log, 3/x* + 7x

i) o) = 8

g) fx) = In

) 60 = 73

2. Encontre a equag&o da reta tangente d curva y = In v/5—x? , no ponto
A(2.,0).

3. Ache a equagéo da reta normal a curva y = e 1 no ponto de abscissa x
= 0.

4. Em uma promogao da loja Alfa, ficou determinado que se S(n ) for o nime-
ro de vendas adicionais diarias resultantes da promogéo, e n for o niimero
de dias decorridos desde o inicio da promoc¢éo, entao

1000

Ned

no quarto e no décimo dias apds o término da promogao.

S(n) = . Determine a taxa segundo a qual as vendas estar&o variando,

5. A taxa de decaimento do elemento radio é proporcional a quantidade pre-
sente em qualquer momento. Se houver 100 mg de radio hoje, e sua meia-
-vida é de 1600 anos, que quantidade teremos daqui a 300 anos ?

6. O crescimento do nimero de coelhos em uma ilha é diretamente proporcio-
nal & quantidade presente. Se existem hoje 2000 coelhos nailha, e sabe-se
gue esse nuamero dobra a cada 6 meses, em quanto tempo esse nimero
ultrapassara os 30000 ?

7. Calcule:
dx
a
)Ix+7
_[ xdx

x-6

¢) j (2x2— l)dx

X —X
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e)de

x.Inx

dx
0] Vx.(1+4/x)
9) J-S xdx

2
44—x

h) J‘e3x74dx

.e@

J1 x

)

i) [ xe” Pdx

1) (¢ dx
)1 x.(Inx)’

m) js”xarx

n) I95H dx
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Gapitulo
Funcoes Trigonométricas






Objetivos

o Conhecer as fungdes trigonométricas
o Estudar a derivada das fung¢des trigonométricas
e Determinar integrais de fungdes trigpnométricas

e Conhecer técnicas que permitem calcular integrais de poténcias de
fungdes trigonométricas

1. Apresentagao

Nesta terceira unidade, admitiremos ter o conhecimento das fungdes basicas
seno e cosseno para definir as demais fungdes trigonométricas, tangente,
cotangente, secante e cossecante.

Estudaremos em seguida as suas derivadas e principalmente as suas
integrais, onde apresentaremos também algumas técnicas para calculo de
integrais que envolvam poténcias de fungdes trigonométricas.

2. Fun¢oes Trigonométricas

No Célculo | ja estudamos as fungdes seno e cosseno, quando foram apre-
sentadas suas derivadas. Agora trataremos de definir as demais fungdes trigo-
nomeétricas, estudando suas derivadas e também a integracao dessas fungdes.

Primeiramente, devemos lembrar que as fun¢des seno e cosseno sao
definidas e continuas em todo o conjunto dos ndameros reais, tendo como
imagem o conjunto fechado [ -1, 1]

A
y ot
P 00 _ Se(\‘l\

N "
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A partir dessas duas fungdes, é que definiremos a seguir as fungdes
tangente, cecante, cotangente e cossecante.

e Fungdo Tangente

f: R—{x=%+k7z } > R, paratodo k inteiro.

senx

X = fix) = tgx =
COS x

. U - V4
Veja que essa funcdo nao é definida para valores de x multiplos de E
pois para esses valores de x, temos que cos x = 0.
: ‘ )4 .

xXv

2n

!
N
\\\\{L

.

N
a

NI

[NIE]
a

S

e Funcdo Secante

f:R-{x = %+k75} — R, para todo k inteiro

Observe que o conjunto imagem dessa fungdo ndo contém valores de

1
y €e(-1,1),poissendo -1 < cosx < 1, entdo > 1 quando
COS X

0<cosx <1,equando -1 < cosx < 0 teremos que

< -1.
cosx
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1 1 y“ ]
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— R e
2m -3 m -m & -® 3; 2x X
2 2 2 2
1 1 1 I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
e Funcao Cotangente
f:R-{x=kzr} - R, paratodo valor de k inteiro
X = fx) = cotgx = -2
senx

A fungao nao é definida para valores de x

para todo valor de k inteiro.
yl

-2 -

kz , pois senkrx 0

A

.
|
|
|
|
|
| =5
[
|
|
|
|
|
|

v
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e Funcdo Cossecante

f:R-{x=kz} — R, paratodovalorde k inteiro

1

senx

X = flx) = cossecx =

Veja que a fungéo cossecante tem o mesmo conjunto imagem da fun-
¢ao secante, e a justificativa para esse fato é semelhante, dado que, assim
como o cosseno, a fungéo seno € limitada pelo intervalo[-1,1].

B YRy

. & T 3 2
2 0 2 2 "

R

Como ja sabemos que D (sen x ) = cos x e que D (cos x ) = - sen x, entio
podemos encontrar as derivadas das demais fungdes trigopnométricas, pois
estas sdo definidas a partir do seno e cosseno.

rqg

3. Derivadas

3.1 Derivada da Tangente
senx

f(x) = tgx = f) =
Cos X
Entao.f(x)= (senx) .cosx — seznx.(cos x) _ COSX.COS X — senzx( —senx)
(cosx) (cosx)

2

cos’ x + sen’x 1 1 5

= 2 = 2 = =SsecC “ X.
cos” x cos“ x \cosx




Portanto, D (tgx) = sec?x , ese u(x) € uma funcéo diferenciavel,

entdo, pela regrada cadeia D Jtg(u(x))] = sec?[u(x)].u(x).
Veja por exemplo que a derivada da fungéo f(x) = tg( x? - 5x) é

f(x) =sec?( x2-5x).(2x-5) ou

f(x)=(2x-5).sec?( x2? - 5x).

3.2 Derivada da Secante

fx) = secx = f(x) = = f(x) = (cosx)-1!.

COS X

—Senx _ senx

Entdo, f'(x)=(-1).(cosx)2.(cosx) =-

(cos)’  (cosx).(cosx)

1 senx _
=secx . tgx.

COSX COSXx

Portanto, D (sec x) = sec x . tgx e na derivagéo da fungdo composta
temos que, se

f(x) = sec[u(x)] , entdo f(x) = sec[u(x)].tg[u(x)].u"(x).
Por exemplo, a derivada da fungéo f(x) = sec[e*] &
f(x) = cec[e*].tg[e*].e*

3. 3 Derivada da Cotangente

f(x) = cotg x = fx) = cosx
senx
£(x) = (cosx)’senx —cos x( senx) _  sen’x+cos’ x
(senx)’ (senx)’
= 1 = Ly = -cossec ?x
(senx)’ senx

Portanto, D, (cot gx)= - cossec ?x, e para a derivacdo de uma funcéo
composta D [ cotg(u(x))]=-cossec?[u(x)].u(x).

Aderivada da fungéo f(x) = cotg vx+1 &

1 _ cossec’A/x+1

C2x+1 24/x+1

f(x) = -cossec?v/x+1
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3.4 Derivada da cossecante

f(x) = cossec x = f) =

senx

f(x) = (senx)~t. f(x) = (-1).(senx)-2.(senx) =

1 cosx .
.COSX = - . = f(x) = -cossecx.cotgx.

(senx)’ senx senx

Se f(x)=cossec[u(x)], entdo f'(x)= - cossec[ u(x )] .cotg[u(x)].u"(x).
Por exemplo, a derivada da fungdo f(x) = cossec[x3+6x?+9] &
f(x) = -cossec[x3+6x?+9].cotg[x3+6x2+9].(3x2+12x).

4. Integracgao

Para estudar a integragcéo das fungdes trigonométricas, comegaremos apre-
sentando aquelas integrais imediatas, que s&o obtidas diretamente das deri-
vadas dessas fungoes.

* D(senx) = cosx < J.cosxdx =senx + k
 D(cosx) = -senx < J.senxdx = -cosx + k
- D(tgx) = sec?’x & '[seczxdx = tgx + k

 D(secx) = secx.tgx < Isecx.tgxdx =secx + k

D (cotgx) = -cossec’x <> J‘cossec2 xdx = -cotgx + k

« D(cossec x) = - cossec x . cotg x = Icos secx.cot gxdx =
-cossecx + k

4.1 Integracao de tg x, sec x, cotg x e cossec X

Essas fungdes séo todas obtidas do seno e do cosseno, e por isso, assim
como foi feito no céalculo de suas derivadas, para encontrar suas integrais é
necessario que usemos do mesmo artificio.

J. tgxdx = J.%dx = J. senxdx
COs X COS X
du

Fazendo u = cos x, temos que d_: -senx = du = -senxdx
X



53

1 1
Entéo J-tgxdx = .[;(_d”) =-I;a’u =-Inju|+k=-1In|cosx|+k=

Injcosx|-t+k=In| |[+k =In|secx| + k.

COS X

Isec xdx

Para determinar essa integral usaremos um artificio, multiplicando e di-
vidindo seu integrando por secx + tgx.

. Sec x + tgx sec’ x + sec x.tgx)dx
Assim, Isecxdx = J.secx.—gdx =j( £9) .

secx+i1gx secx +1gx

Fazendo agora u=sec x +tg x, temos du= (sec?x +sec x . tgx ) dx

du
Portanto, _[secxdx = J.—= Injul] + k
u

In| secx + tgx| + k.

jcotgxdx = J‘ﬂdx = j

senx

cos xdx .
senx

Fazendo u = senx, temos du = cos x dx, logo

1
jcotgxdx = —du=1In|u| +k =In|senx| + k =
u

In| |+ k=-In|cossecx| + k.

senx

I cossec xdx

Para essa integral usaremos artificio semelhante ao usado na integral
da secante, multiplicando o integrando por cossec x - cotg x .

Entéo
cossecx —cot gx

- Icos Sec X. dx =
I cossec xdx cossec x — cot gx

2
J- (cossec” x —cossec x.cot gx)dx
cossec x —cot gx

Fazendo u = cossec x - cotg X, temos
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du = (-cossec x .cotgx + cossec?x)dx.

du
Portanto, jcossecxdx= I7= In|u|+ k=In]|cossec x - cotg x |+ k.

4.2 Integracao de Poténcias de Seno e Cosseno

Sabemos calcular a derivada das fun¢des seno e cosseno, e agora iremos
determinar integrais da forma _[sen”xdx , Icos” xdx oujsen”x.cos’" xdx ,

onde n e m sao nimeros naturais. Esse tipo de integral deve ser estudado em
dois casos::

1° Caso: n é um namero natural impar.
Sendo n impar, podemos fazer sen"x = sen"~1x.senx onde

sen "~1 x é uma poténcia par de sen x, que pode ser transformada em uma
poténcia de cosseno, para em seguida ser feita uma simples mudanga de
variavel . O mesmo processo € usado se a poténcia for de cosseno.

Vejamos como se procede, no seguinte exemplo:

_[coss xdx = Icos“ x.cos xdx = _[(cosz x)*.cos xdx =
j(l —sen’x)* cos xdx .

Se fizermos agora u = sen x, temos que du = cos x.dx o que implica
dizer que:
5

3
[[cos® xax =[ (1= du=[(1-2u" +u)du =y - 2,”?+ ”?+k.
5 2 1
Portanto .[cos xdx =senx - —.sen3x + g .sen’x + k.

2 ° Caso: n € um nimero natural par.

Nesse caso, usaremos as seguintes relagdes trigonométricas;

5 1—cos2x 5 1+ cos2x )
sen?x = T OuU cos?x = T , conforme a necessidade.

Convém aqui relembrar duas integrais conhecidas

senkx
+C ejcoskxdx = +C

k

cos kx

Isenkxdx = -



Tomemos como exemplo:

J.sen“xa’x = j(senzx)zdx =

J-(l—cost)de _

%. j (1—2.c08 2x +cos” 2x)dx =

l. dx - 1.2. cos2xdx + l cos’ 2xdx =
4 4

1+ cosdx
:1.x+cl-1.sen2x+c+_;_d :
4 2 2
= l.x + C, - l'sean +C, + l.jdx + l.jcos4xdx =
2 2 8 8
=l.x +C, - l.sen2x +C, + l.x +C, l.sen4x +C,=
4 2 2 8 4
3 1
= —x - —.sen2x + —.sendx + C
8 32

No caso de Isen”x.cos’" xdx , se pelo menos uma das poténcias for
impar, devemos usar o primeiro caso, e se as duas forem pares usamos o
segundo caso.

4.3 Integracao de Poténcias de tg x; sec x; cotg x e cossec x

Para calcular integrais que envolvem poténcias de tangente, cotangente, se-
cante e cossecante, devemos lembrar de duas identidades trigonométricas
importantes que sdo:tg?x + 1 = sec?x e cotg?x +1= cossec?x.
Devemos lembrar também das integrais envolvendo essas fungdes e analisar
caso a caso.

Caso 1:
~[tg”xa’x ou J.cotg”xdx, onde n é um inteiro positivo.

Devemos fazer, no caso da tangente,
tgnx = tgn-2x.tg%?x = tg"-2x.(sec?x -1).

Exemplo: Itg3xdx = Itgx tg xdx = I tgx.(sec’ x—ydx =

J.tgx.sec2 xdx - J.tgxdx :

55
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A segunda integral ja € nossa conhecida, e na primeira fazendo

u=tgx , temosque du = sec?xdx.
: 1
Entéo, Itg3xdx= judu - thxdx = u? -In|secx| + k = —.tgzx
-In|secx| + k 2

Quando a poténcia for de cotangente, devemos observar que a relagdo dessa funcgédo
com a cossecante é a mesma da tangente com a secante.

Caso 2: j sec” xdx ou j cossec” xdx, onde n é inteiro positivo par.

Se o caso for de secante, deveremos fazer sec"x = sec"~2x.sec 2,
e transformar sec "~2x em tangente.

Exemplo: Isec“ xdx = J.sec2 x.sec’ xdx = I(1+tg2x).secz xdx =

Isecz xdx + jtgzx.secz xdx

A primeira integral é imediata, e na segunda fazendo u = tg x, temos
du = sec?xdx

Portanto, jsec“ xdx = jseczxdx + qudu =

3

1
tgx + 4k = tgx + —IX + K
g 3 g 3

Neste capitulo estudamos as fungdes trigonométricas, onde vimos a deriva-
¢ao e a integracao envolvendo essa familia de fungoes.

Partindo das fungdes seno e cosseno, que ja conheciamos do Célculo
Diferencial e Integral |, usamos o conhecimento do logaritmo para obter as
integrais da tangente, cotangente, secante e cossecante.

Concluimos o capitulo estudando técnicas de integracéo para potén-
cias das fungdes seno e cosseno, e também para a integragao de poténcias
das demais fungoes.



y
Rtiidades de avaliagdo a

1. Encontre a derivada das fungdes abaixo:

a) f(x) = sen(x?2+4x)
b) f(x) = cos(e*?)
c) f(x) = sen?(3x-8)
d) f(x) =tg(2+Inx)
e) fx) = sec?(x )
f) fx) = In(cotg Vx )
g) f(x) = e cosseox+ coox
h) f(x) = sec?(2*)

i) f) = logy,(1+tgx)

1) () = In( secx - tgx)
m) f(X) = 5 COSSEC X
n) f(x) = sec( 41**)

2. Calcule:

a) jcos Sxdx

b) Isensxdx

c) th3xdx
d) Ix.secxzxdx

e) Isen“xdx

f) J‘tg“xdx

tilulo | O
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g) IO% cos’ xdx
h) J.O” sen’xdx
i) Ix.cotgzxzxdx

i J;%fcothxdx

3. Encontre a &rea da regido do plano limitada pela curva y = tg % x, pelo eixo
xepelareta x = % :

4. Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo em torno do eixo x,

e , V4
da regido limitada pelacurva y = sen?xoeixoxearetax = Z .
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Gapitulo 0

Funcoes Trigonométricas
Inversas







Objetivos

e Apresentar as fungbes trigonométricas inversas
e Estudar as suas derivadas
o Conhecer as integrais que resultam em fungdes trigonométricas inveras.

1. Apresentacgao

Nesta unidade estudaremos as inversas das fungdes trigonométricas, suas
derivadas e integrais que resultam em fung¢des trigopnomeétricas inversas.
Essas fungdes sdo muito importantes, principalmente no processo de técni-
cas de resolugdo de integrais.

2. Fungoes trigonométricas inversas

Uma familia de fungcdes que devemos conhecer por sua aplicabilidade, prin-
cipalmente quando estudarmos a técnica de integragcéo por substituicéo tri-
gonométrica, € a familia das trigonométricas inversas, que sdo as fungoes
definidas como inversas das fungdes trigonométricas.

Sabemos que para uma funcao ter uma inversa, é necessario que
ela seja bijetora, ou seja, injetora e sobrejetora, o que n&o ocorre com
nenhuma das fungdes trigonométricas, que sao periddicas e portanto, nao
sdo injetivas. Para contornar esse problema, vamos definir cada uma das
seis fungdes trigonométricas restritas a intervalos onde elas sejam bijeti-
vas, e consequentemente seus graficos sejam curvas estritamente cres-
centes ou decrescentes.

3. Fun¢ao inversa do seno

Para que a fungédo seno admita uma inversa, ela sera definida no dominio

[- T : % ] e contradominio [ - 1, 1] que é também seu conjunto imagem.

2
Definida dessa forma, a fungdo seno admite uma inversa, que é a fungao arc-

seno, cujo dominio é ointervalo [-1, 1], de modo que se
y=arcsenxentdo x = seny.
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2| f(x)= arcsenx

X, para todo x em
5
S I

Podemos também observar que sen( arcsen X )

NN

[-1,1];equearcsen(seny) =y, paratodoyem |-

3.1 Derivada da fung¢ao arcseno

Tomemos a igualdade x = seny, onde y = arcsen x , e derivemos com
relagdo a variavel x . Assim, pela regra da cadeia, teremos

1
l=cosy.D(y) = DJ(y)-= :
cosy
Mas sen’y+cos’y=1 = cosy=.l-sen’y ,paratodo y
T
em[-—,—1]
-5 71

! .= D,(arcsenx)=

1
J1—sen’y 1-x2

Portanto, D (arcsenx)=

1
D (arcsenu(x)) = ————=u( x)
J1=u(x)?

Esse resultado, nos leva a uma integral imediata bastante interessante

e util queé'J‘i
’ . V1=x*

= arcsenx + k.



Exemplo: Encontre a derivada da fungéo f(x) = arcsen \/; .

Solugao: f(x) = arcsen\/; = f(x)= ! . ! =

7 24/x

1

24/x —x? '

= f(x) =

o
CoxAl—x

4. Fungao inversa do cosseno

Para que a fungao arccosseno seja definida € necessario que a fungao cos-
seno sofra uma restricdo de dominio conveniente, de modo que ela se torne
bijetiva. Com esse objetivo, devemos defini-la no dominio[ 0, 7 ], onde ela
€ monotona decrescente, e tendo o intervalo [- 1, 1 ] como contradominio e
conjunto imagem.

y
4
T
- I — /"
| |
| |
| |
| 5
X | |
| |
| |
| |
| |
|
-1 0 1
f(x)= arcsenx

A sua inversa é a fungdo arccos x com dominio [-1, 1] e contrado-
minio [0, 7 ],demodoque y = arccosx < X = COSY.

4.1 Derivada da fungao arccosseno

Para encontrar a derivada do arccosseno, utilizaremos o0 mesmo argumento
do arcseno, derivando X = cosy com relagdo a variavel x .
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D (arcosx) = -

Assim, 1 = -seny.D(y) = D(y) = -

1
J1-cos® y

D (arcosu(x))= -

Exemplo:

seny

= D/(arcosx) = -

u( x).

1
J1—u(x)?

Encontre a derivada de f(x) = arccos(x?).

Solugao:

f(x) = arccos(x?)

1

f = -
(x) o)

=

=
1
e
1—x?
2x = - 2x )
1-x*

N3o temos integral imediata para a derivada do arccosseno, pois a derivada do arc-
cosseno é menos a derivada do arcseno.

5. Fungao inversa da tangente

A fungéo tangente definida no intervalo aberto ( - % , % ) e contradominio R

€ inversivel , porque nesse intervalo € monétona crescente.

Y

~<

N

T
)

Asuainversa é a fungao f(x) = arctg x definida dos reais em

T

,5),de modo quey = arctg x

=

X =1gy.



5.1 Derivada da fungao arctangente
Derivando x = tgy com relagdo a variavel x, temos

1=sec?y.D(y) =D(y) =

D = D(arctgx) = 5
sec” y I+tg”y

1 1
= DJ(arctgx) = .D(arctgu(x)) = ——u( x).
[arctgx) T2 [(arctgu(x)) I+ u(r) (x)
. dx
Como consequencia, temos quej > = arctgx + k.
1+x
Exempilo:
Calcule a derivada de f(x) = arctg(x?+ 3).
Solugao: .
fx) = arctg(x?+ 3 = f(x) = —(2x) =
) a( ) (x) 1+(x2+3)2( )
2x 2x
= f(x) = /—.
1+x* +6x>+9 (x) x* +6x* +10

6. Fungao inversa da cotangente

Para que a fungao cotangente possa admitir uma inversa, é suficiente que ela
seja definida dointervalo (0, 7 ) em R.Assim ela é estritamente crescente
admitindo uma inversa, que chamamos de arccotangente, definida de Rem
(0, 7),demodoque y = arccotgx < x = cotgy.

y

—_—— e ——— e —— — ——_——— -

T

!
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
| f(x)= cotgx f(x)= arcotgx
|
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6.1 Derivada da fung¢ao arccotangente

Derivando x = cotgy com relag&o a variavel x, temos que
1

= -cossec?y.D(y) = D(y)=-—5— =
cossec” y
D(arccotgx) = - ———— = D (arccotgx) = - ! ~ e
l+cotg”y l+x
1
D (arccotgu(x)) = - ——u( x) .
( gu(x)) [ ur) (x)

7. Fungao inversa da secante

Para chegarmos a defini¢ao da fungéo inversa da secante, vamos considerar
que a fung&o secante esteja definida no intervalo [0, — ) onde ela é estrita-

mente crescente, tendo o intervalo [ 1, + oo ) como conjunto contradominio.
Assim, sua inversa é a funcao arcsecante, tal que

Yy = arcsecXx <> X = Secy.

7.1 Derivada da fun¢ao arcsecante

Derivando a equacdo x = sec y com relacdo a variavel x, temos
1=secytgyD(y)

:>Dx(y)=; = D, (arcsecx)= !

sec y.1gy sec y4/sec’ y—1
= D (arcsecx)= _ ! u( x)
" xax? =1 u(x) yJu(x)® -1
1

Como consequéncia, temos que I—dx = arcsecx + k.
2
xa/x—1

eD (arcsecu(x)) =




Exempilo:

Encontre a derivada da fungcéo f(x) = arcsec \/ﬁ .

Solugao: . .

fx) arcsec\/m = f(x) \/m,\/(\/my_l'%/xﬂ

= f(x) = ! o= fi(x) = ;
20x+DWx+1 -1 2(x + DWx

8. Fungao inversa da cossecante
Para que possamos definir uma inversa para a fungcéo cossecante,

devemos defini-la no dominio (0, % ] tendo como conjunto imagem o inter-

valo[1, + o ), de modo que a sua inversa é a fungéo arccossecante, tal que
y = arccossecx <> X = COSSecy .

1 \

1 X

8.1 Derivada da fun¢ao arccossecante

Derivando x = cossec y com relagao a x, temos que

1
= -cossecy.cotgy.D(y) = D(y) = - =
cossec y.cot gy

1

cossec y./cossec’ y—1
1

1
-———— e D (arccossecu(x)) = - . .
x.m - u(x)yu(x)® -1 )

D (arccossec x ) = - — D, (arccossec x) =
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GAVALGANTE, L, M.

Observe que tomamos as integrais imediatas apenas nas derivadas de
arcseno, arctangente e arcsecante, pois as demais tém derivadas semelhantes.

Sintese do capitulo

Neste capitulo definimos e estudamos as fungdes trigonométricas inversas,
calculamos suas derivadas, e principalmente, obtivemos integrais que resul-
tam em fungdes dessa familia, que tém muita aplicabilidade nas técnicas de
integrac&o. Séo elas :

dx
I =arcsenx+k
1—x?

X
Il+ = arctgx + k.
x

I#\/z—_ldx = arcsecx + k.

Rtividades de avaliagdo

1. Encontre a derivada de cada uma das fungdes abaixo :

a) f(x) = arcsen(2x)

b) f(x) = arccos%

c) f(x) = arctg Vx+3
d) f(x) = arcsec (x*—5x)
e) f(x) = arccotge*

f) f(x) = arcsen (1+ +/x )
g) f(x) = arccossec i/x* —4



2. Calcule:

@ J.x +36

b)J'—x

)~[4x +9
d)J- xdx
e)J‘ Sdx

xA/x? =25

f)'[ 2x+2

Referdncias

ANTON, Howard. Calculo, um novo Horizonte; Vol |; Trad. Cyro de Carvalho
Parrara e Marcia Tamanaha; 62 Ed. Porto Alegre; Bookman. 2000.

AVILA, Geraldo. Calculo; Vol. I; 62 Ed. ; LTC ; 1995.

GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um Curso de Calculo; Vol. |; 52 Ed. ; LTC. 2001 .
STEWART, James. Célculo; Vol. |; So Paulo; Pioneira; 2002 .

THOMAS, George. Calculo, Vol. |; Pearson ; Sdo Paulo; 2003.

LEITHOLD , Louis. O Calculo com Geometria Analitica; VVol. |; 32 Ed.; Har-
bra; Sdo Paulo. 1995.

69






Gapitulo
Tacnicas de Integracdo






Objetivos

Estudar as técnicas de integrag&o

Resolver integrais por partes

Resolver integrais por substituicdo trigopnométrica

Resolver integrais por fragdes parciais.

1. Apresentagao

Neste capitulo apresentaremos técnicas de integragao que nos permitirdo cal-
cular integrais indefinidas que nao podemos determinar usando os métodos
ja conhecidos.

Essas técnicas sao de trés formas, que chamaremos de integragéo por par-
tes, integracdo por substituicio trigonométrica e integrac&o por fragdes parciais.

2. Técnicas de integracao

2.1 Integragao por partes

Essa técnica de integragdo € uma consequéncia da regra de derivagao de
um produto de duas fungdes. Quando estudamos as regras de derivagao,

vimos que, se u (X) e v (X) sdo duas fungdes diferenciaveis na variavel x,
du.v) du dv
=—V+u—.

dx dx dx
que na forma diferencial podemos escrever d(u.v)=v.du-+u.dv =

udv=duv)—vdu = Iu.dv = Id(u.v) - Iv.du .

entdo a derivada do produto de u por v é dada por.

Como jd(u.v) =u.v, entéo Iu.dv = u-V—J.V-du .

Essa igualdade nos permite trocar uma integral , no caso I u.dv , por
outra possivelmente mais simples de ser solucionada.

Exemplo 1.
Calcular _[x.e"dx.
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Solugao:

Primeiramente, facamos u = x = du = dx;e dv =e'dx = v
= J.exdx =e"

Como Iu.dv=u.v—fv.du, entdo Ix.exdx= X.e* - .[exdx =

=xe- e + k

\ejamos agora se, na mesma integral tivéssemos feito u = & =
2

du=edxedv=xdx = v= jxdx=x7.
x? x’
i e'dx= "=~ - |—.e'dx.
Teriamos que J.xe X= e 2 _[2

Veja que a integral que obtivemos é mais complicada do que a integral
que queriamos resolver. Portanto, € muito importante essa escolha inicial do
que seja u e dv, para se chegar a solugéo.

Exemplo 2:

Calcule J. X.Cos xdx .

Solucgao:

Tomemos U = X = du=dx e dv = cosxdx =

vV = Icosxdx = senx.

Entéojx.cosxdx = X.Ssenx - Isenxdx = x.senx-(-cosx) + k.

Portanto jx.cosxdx = X.senx + cosx + k.
Exemplo 3:

Calcule _[ arctgxdx .

Solugao:

Nesse caso ndo temos opcao de escolha, devendo se fazer
dx

1+x°
dc J- xdx
1+x° T+x?

u = arctgx e dv = dx, resultando que du = ev=x.

Entéo, Iarctgxdx = Xx.arctgx - J.x.

Para resolver essa segunda integral , podemos fazer t = 1 + x? =

dt = 2xdx = xdx=%.



Dessa forma, temos que J.arctgxdx = X .arctg x - 2dt-_
t
1 dt 1
x.arctgx - —. |— = x.arctgx - —. In|t] + k =
2 t 2
1
X.arctgx - > In|1+ x?2| + k.

Pode acontecer que determinada integral exija repetidas aplicagcbes da
integragao por partes, como exemplificamos em seguida.

Calcular fxzexdx.
Tomando u = x? e dv = e*dx,temosque du = 2xdx e

v = Iede= e

. 2

Assim, jx e'dx=x2.ex- Iex.2xdx= x2.ex - 2. Iex.xdx.

Essa integral que encontramos deve também ser resolvida por partes, e
ja foi resolvida no exemplo 1.

2

Portanto, .[x e'dx=x2 ex- 2 [xe- e + k] =

=eX[x?-2x+2] + k.

Veja um outro exemplo de como calcular j e’ cosxdx .

Seja u = e* e dv = cos xdx, oqueimplicaem du = exdx e
V = senx.

Iex cosxdx = ex . senx - Isenx.exdx.

Essa integral encontrada é semelhante a primeira, sendo também por
partes.

Aplicando o método novamente, fagamos u =ex edv = senxdx
de onde teremos du = e*dx e v = -coOsX.

Entao: '[e" cosxdx = e*.senx - [e*(-cosX) - j(—cosx).exdx ]
= J.excosxdx = e*.senx + e*X.cosX - Ie“cosxdx.

Veja que essa integral encontrada é a mesma do primeiro membro da
igualdade e portanto, 2. Ie cosxdx = eX senx + e*.cosx+ k =
ex(senx + cosx) + k= .[e cos xdx = 5 € (sen z + cosz)

Para o célculo de uma integral definida, devemos lembrar que a integra-
¢cdo por partes € feita da mesma forma, prevalecendo os limites da integral dada.

b b
_ b
Dessa forma, L udv=uv|, _L vdu, gue se resolve conforme o
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Exemplo:
Calcule le In(x+2)dx .

Antes de comecar a resolver a integral , podemos fazer uma mudanga
devaridvel ,tomando t = x+2 = dt = dx.

Assim, temos que _[2] In(x+2)dx = J'4 In tdt .
- 1
Agora aplicamos a integragdo por partes, comu = Int e dv = dt, im-

: 1
plicando que du = ;dt ev=t.
4 4 dt
Portanto, .[_zlln(x+2)dx = L Intdr = tint]] - L t.T =

=4.In4 -1.In1 - Il4dt =4.In4-In1-t=41In4-(4-1)
=4.In4 - 3.

I Lembrete: In1 = 0.

3. Integracao por substituicao trigonométrica

Essa técnica é usada sempre que temos no integrando um radical da forma

Ja? —x? :ou~a® +x? -ouainda vx? —a’ , onde a é uma constante positiva.

Atécnica consiste em eliminar esses radicais com uma substituicio da
variavel x por uma fungao trigonométrica conveniente, e por isso temos que
verificar trés casos.

Caso |: O integrando contém um radical da forma va* —x” .
Nesse caso, devemos fazerx = a.sen § = dx=a.cos 8 df e
\/a2—x2 = \/az—az.sen2t9 = \/az(l—senzﬁ) =

NJa*cos’@ = acos 6.

Com essa substituicdo, conseguimos eliminar o radical e passamos a
trabalhar com integral trigonométrica.

Exemplo:
xdx

Ja-x*
Vejaque a’=4 = a = 2, logo devemos fazer x = 2.sen § = dx =
2.cos 8 d0 e V4—x* =2cos 0.

Calcular j



xdx _ I2sen 0.2.cosdo

A4 — 2 2.cos@
2.(-cos @)+ k =-2.cos b + k.

Aintegral esta resolvida, mas a solugao esta na variavel € e devemos
apresenta-la na variavel x .

Mas da mudanga de variavel sabemos que v4—x> = 2.cos & , por

isso temos que Iﬂ = -VJ4-x* + k
V4 —x?
Quando a integral for definida, ao fazer a mudancga de variavel devemos
mudar também os limites de integracdo, ndo sendo necessario portanto fazer
a volta para a variavel inicial x .

Entao I = 2. jsené’d@ =

Exempilo:

Calcule .[04 16— x"dx .

Solugao:

Temos a2 =16 = a = 4.

Entiox=4.sen @ = dx = 4cos 8.d0 e V16-x" = 4cos @,
Para a mudanca dos limites,x = 0 = 4senfd =0 =

senfd =0 = 8 =0e x=4 = 4senfd =4 =
senfd =1 = 0 = %

4 z z
Assim, JO\/16—x2dX= Joz 4.cos@.4cosOdf = 16. J:)Z cos’ Gdo ==

16, L’;l+c0;2<9d9 _ S.I

Sen20|05 = 8.% +4.(senzm -sen0)

240 + 8. Ecos20d6’

0

+ 8.

SN

8.0 |

=47 +4(0-0)=4r.
Caso Il Integrais envolvendo radicais da forma +a* + x> .
Para eliminar esse tipo de radical , devemos fazer x = a.tg 6 = dx

= asec? 0déf e \/a2 +x* = \/a2+a2tg26’ = Ja'(1+1g°0) =
Na’.sec’*d = a.sec 0.
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Exemplo:
Calcular J-

dx
Solugao:
Temosque a2 =9 = a-=3
x=3tgt9 = dx =3.sec?0d @ e +9+x> = 3.secéb.

I3sec g jsec@d6=ln|se00+t99|+k =
9+x 3secd
[ | 2
:|n| +_|+k:|nlw|+k_
3 3
Calcule J'l xx d.Fazendo x =tg & = dx = sec?0/d f e
O VI+x?

Nl+x* =sec 6.

Parax=0,temosquetg # =0 = =0 etgfd =1 = 6@ = %

[ xdx fg@ sec” 0d0 = [+1g0.5ec0d0 = secO |} =
1+ x2 secd 0

sec%— sec0 = \/E -1,

Caso Il: O integrando tem um radical da forma x* —a” .
Se fizermos x = a.sec @ ,temosque dx = a.sec § .tgHdd o e

Vx’—a® = a’sec’O0—a = \/az(seczﬁ—l) =

Ja'ig’0=atg .

Exemplo:

Calcular J.L
Vx? =25

x =5secfd = dx=5secl.tgfdf e Vx'-25 =51tg6

J dx _J~5.secl9.tgl9d9 _ J- 600 =In| sec 6 +1tg 6| +
Jxi=25 5120 - e ) ’

x  Ax?=25 x+x* =25 |+ k
— .

k =In| — +——— | +k = In]|



4. Integragao por fragdes parciais

Essa técnica é destinada a resolver integrais cujo integrando contém um quo-
P(x)
. O(x) o
de P seja menor que o grau de Q , e Q é nao-identicamente nulo.

. . . P
A técnica consiste no desdobramento do quociente L; em uma
X

soma de fragdes parciais, que possam ser integradas.

ciente da forma ,onde P(x) e Q(x)sao polindbmios tais que o grau

O desdobramento do quociente se baseia no processo da soma de fra-
¢bes, admitindo-se que o polindmio Q( x ) seja 0 minimo muiltiplo comum dos
denominadores das fragdes parciais. Portanto, para se obter os denomi-
nadores das fragdes parciais é necessario que se faga a fatoragéo de Q( x ).
Como sabemos, todo polinémio de grau n > 2, pode ser fatorado como o produto
de polinémios de grau um e/ou dois. Por isso, analizaremos quatro situacées.

Caso 1: O polindmio Q( x ) é fatorado como produto de polindmios de grau
um, sem multiplicidade, ou repeticdo.

Exemplo:
2 4
Calcular I dx
X X
Solugao:

Primeiramente tomamos o denominador Q(x) = x3 - x e fato-
ramos obtendo Q(x) = x.(x-1).(x+ 1), oque implica que teremos trés
fragGes parciais no desdobramento.

2x+4 A B C
= + + =
X —x X x—1 x+1
A(x=1D.(x+1)+ Bx.(x+ 1)+ Cx.(x-1)
x.(x=1).(x+1) -
Ax* — A+ Bx* + Bx+ Cx> = Cx

3
X —X

Entao,

Como a primeira e essa Ultima fragdes sao iguais e ttm mesmo deno-
minador, entdo seus numeradores s&o iguais, logo:
A+B+C=0

2x+4 = (A+B+C X2+ (B-C)x - A = B-C=2
A=-4

B+C=4
= 2B=6 = B=3e C=4-3=1.

B-C=2

79



80

2x+4 -4 3 1

= _ "+ +
X —x X x—1 x+1

Portanto,

3

2x+4
J.x —-Xx

—4 3 1
dx = Ide+Ide+Imdx =

1
-4, J.ldx + 3. J.de + | —dx =
X x—1 x+1

-4.In|x| + 3. In|x=1| +In|x+1]| + k.

Caso 2: O polinémio Q( x ) é fatorado como o produto de polindémios de pri-
meiro grau com multiplicidades. A multiplicidade € o nimero de vezes que um
polinbmio se repete na fatoragao de Q(x ). Por exemplo, se

Q(x) =x2.(x+2)3 (x=5), entdo x tem multiplicidade 2, x + 2 tem multi-
plicidade 3 e x — 5 n&o tem multiplicidade.

Exemplo:
2
—3x+2
Calcular J.% dx
x'—=2x
Solugao:

Q(x) = x4=2x3 = Q(x) =x3(x=2).

O fator x3 sera considerado como o produto x . X . X e dizemos ser um
polindmio de grau um, com multiplicidade trés. Isso se deve ao fato de que
temos de considerar todas as possibilidades de divisibilidade de Q(x ) para se
obter as fragbes parciais. Assim,

t—+—+—— =

x—=2

x*=3x+2 _ A
X

B
4 2
xt=2x° X

Cc D

x3

A(x® =2x7)+ B(x* =2x)+ C(x—2)+ Dx’
xt—2x°

Duas fragdes iguais com mesmo denominador, implica em numerado-
res iguais, logo

X2—=3x+2 = Ax*-2Ax? + Bx2—=2Bx + Cx—-2C + Dx3 =
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—3x+2 = (A+D)x*—(2A-B)x*-(2B-C)x-2C =

A+D=0
A+D:O A+D:O
—-2A+B=1
-2A+B=1 = —-2A+B=1
2B-C=3
-2C=2=C=-1
A+D=0
= A=D=0.
—24A+1=1
Portanto, Iﬂ _[ dx+I dx =Ix’2dx—jx_3dx
2x°
-1 )
N SRR S S
-1 -2 x 2x

Caso 3: O polinémio Q(x ) é fatorado como produto de polindmios de grau um
e dois, sem multiplicidades. A diferen¢a desse caso para os anteriores, € que,
se uma fragao parcial tiver no denominador um polindmio de grau dois, entéo
seu numerador poderéa ser um polinémio de grau um, ou constante.

Exemplo:

2
3 dx

X+
Calcular j
X +x

Q(x)=x3+x = 0Q(x)=x(x2+1).

x+2

B +C
Temos entéo, —; = oxrt A(X +1)+(Bx+C)x

A,
X +x x X+l X +x
Xx+2 = Ax?+A+Bx?2+Cx = x+2 = (A+B)x?2+Cx+A

A+B=0
= C=1 = B=-2
A=2
+2 -2 +1
jx3 dx = j dx + J’ a dx
X +x x+1

1 1
ZI;dx_jx2+12de+-[x2+ dx
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A primeira e a terceira integrais séo imediatas. Para a segunda, fazendo
u=x2+1, temos quedu = 2xdx

Portanto, I dx 2.In|x] - .[ du +arctgx =

IN|x|?-InJul+arctgx+k = Inx? - In|x2+1|+arctgx+ k =

2
In

+ arctgx + k.
x*+1

Caso 4: Quando a fatoragéo de Q( x ) apresentar multiplicidades para poli-
ndmios de grau dois, o procedimento € o mesmo do segundo caso, apresen-
tando como denominadores das fragdes parciais todas as possibilidades de
divisores para Q(x ).

Exemplo:

x+2

Calcule J.ﬁ X
x(x* +

Nessa integral Q( x ) ja estad expresso como produto de um polindmio
de grau um sem multiplicidade, e um de grau dois com multiplicidade dois,
portanto,

x+2 A+Bx+C Dx+E _
x(x* +1)° x X4l (P 1)

A(x* +2x + 1)+ Bx* (x> + 1)+ Cx(x” + 1)+ Dx* + Ex
x(x* +1)°

X+2=Ax*+2Ax?+A+Bx*+Bx?2+Cx3>+Cx+Dx?+Ex =
A+B=0
Cc=0
x+2=(A+B)Xx*+Cx*+(2A+B+D)X?+(C+E)X+A <24+B+D =0
C+E=1
= A=2,B=-2:C=0;:D=-2eE=1. A=2

xX+2 ‘[ dx+J. —3)C+l2
x(x +1) x’ +1 (x"+1)

Z-I;dx—j ! 2xdx—I

Entao, I

dx

x*+1

1 1
b e [
S ) I(x2+1)2
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Temos agora quatro integrais.

A primeira delas € imediata. Para a segunda e terceira podemos fazer
u = x2+1,poisdu = 2xdx. Para a tltima devemos fazer x = tg €, com dx

=sec?60d@.
x+2 1 1 sec’ 0d 0O
—— —dx =2 - |—du - |—du - | =
Ix(x2+1)2 g nix -[u qu ' -[(tg29+1)2
2
= 2.In|x|-Inlu] - Iu_2du * IM
(sec” 0)
u’ do
=2.In|x In|x%+ 1] - — + =
X1 - Ini | -1 J.seczé’

1
2.n|x|-In|x2+ 1] + — + jcoszﬁdﬁ =
u

1+ cos 26?

2.In|x|-In|x2+ 1| +

|
2.In|x|-In|x2+1]+ % [do + - jcoszede

x?+1
1
+

l sen26 .
xt+1 2

1
2 2

2.0n|x] - In|x2+ 1] L0+

2.In|x|-In|x2+ 1|+

1 1 1
+ — arctg x + —sen (2arctgx ) +k .
173 g p (Zarctgx)

Sintese do capitulo

Estudamos neste capitulo trés técnicas, que ampliam nossos conhecimentos
na resolucao de integrais.

Integrac&o por partes, que se baseia na regra de derivagao do produto
de duas fungoes.

Integracao por substituicdo trigonométrica, que é utilizada na resolu-

cdo de integrais que envolvam radicais da forma va® —x* : va’ +x* e

vJx* —a’ ,onde a é uma constante positiva.
Integrac&o por fragdes parciais, que nos permite solucionar integrais

cujo integrando tem aforma f(x) = %x) ,onde P(x)e Q(x)s&o polindmios.
X
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Rtiidades de avaliagéo
1. Calcule as seguintes integrais, utilizando a técnica de integrag&o por partes :

a) _[lnxdx

b) j x” In xdx
c) I x.e” dx

d) J. xsec’ xdx
e) j arctgxdx

f I xsenxdx

A

g) je" cos xdx
h) jsec3 xdx

2. Calcule, usando a técnica de substituicao trigonométrica :

dx
2 g
b) j‘/f

2
—Xx
5 dx
X

¢) I x’dx

Vx?+1
dx
? J.xxlx2 -4



o) I dx
(1+x2)

_[ xdx
V9 —x?

J~ dx
g) (9x2 _4)%

h) I\/9+x2dx

3. Calcule, usando o método das fragdes parciais:

a) I(Zx 3)dx

?) J‘x —4x

¢ J.x +3x°

J‘ (x+2)dx

3 2
X +X

J‘ X
©) J T (r2)

xdx
I (x+3)°

)'[X+X

dx
" J‘16)64—1
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Gapitulo 0

boordenadas Polares







Objetivos

e Conhecer o sistema de Coordenadas Polares.

Aprender a fazer mudangas de coordenadas.

Conhecer algumas curvas polares.

Calcular area de regides no plano polar.

1. Apresentagao

Neste capitulo iremos apresentar um novo sistema de coordenadas, diferente
do sistema que temos trabalhado até agora, que é o sistema cartesiano. O
sistema que trabalharemos é chamado de sistema de coordenadas polares,
por se tratar de um sistema que tem um ponto como referencial , juntamente
com uma semi-reta.

2. Coordenadas Polares

Para definir as coordenadas polares, tomemos uma semi-reta horizontal orien-
tada da esquerda para a direita, que chamaremos de eixo polar, e cuja origem
O sera o polo.

P (h,0)

0 10

(0N

Esse sistema de referencial nos permite identificar todos os pontos do
plano por meio de sua associagdo a um par ordenado polar (r, 8 ) onde r
nos dé a distancia orientada desde P até o polo O, e € é a medida do &ngulo
orientado desde o eixo polar até o raio polar r.

Na trigonometria, um angulo € é considerado positivo quando medido
no sentido anti-horéario e negativo quando medido no sentido horério. Portanto,
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0 angulo associado a um ponto P n&o é anico. Por exemplo, o ponto

P(5, % ). que mostramos na figura, pode também ser representado por

Sr
P(5,- —).
( 3)

\/

Ha situagdes em que necessitamos que r seja negativo. por isso, po-
demos identificar o mesmo ponto P(5, z ) tomando o prolongamento do
raio polar r no sentido do polo, obtendo um novo angulo 6 = z +7= 4—”
e representar o mesmo ponto por P(-5, 4—7[ ). onde o sinal negativo indi3ca
que a medida de r foi tomada no sentido contrario ao da abertura do angulo.

e
e

< 4
41
P (5%

3. Relacao entre as Coordenadas Polares e
as Cartesianas

Para fazer uma relagéo do sistema polar com o sistema de coordenadas car-
tesianas, coloquemos em um mesmo plano os dois sistemas de modo que o
polo coincida com a origem do sistema cartesiano. e o eixo polar coincidindo
com o eixo X positivo.



l“y
2
——————— P(x,y)
| P(r,0)
|
r | Y
|
T O | .
0 X X
3r
2

. . . . T RY/4
No sistema polar consideramos os eixos auxiliares — , 7 e 7 para

uma melhor orientacio no tracado de curvas.

cos® = x=r.cosf

Na figura, observa-se que

sen = y=rsend

S ey | x

Essas sdo as relagdes basicas de mudanca de um sistema para o ou-
tro, mas é facil de se observar também na figura que x2+y? = r?2.

Com essas relagdes podemos escrever equagdes cartesianas em po-
lares e vice-versa.

Vejamos alguns exemplos:

1) No sistema cartesiano, a equagdo x = k, com k constante € uma reta
perpendicular ao eixo x. No sistema polar teremos r.cos 8 = k, como uma
reta perpendicular ao eixo polar. Da mesma forma, r.sen 8 = k é umareta
paralela ao eixo polar.

2) Aequacdo y = m.x é de uma reta no sistema cartesiano passando pela
origem.
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No sistema polar teremos rsen @ = m.rcos 6 = 5% = m =
cosd
tgfd = m= 60 = arctgm = & = k é uma reta passando pelo polo.

3) No plano cartesiano a equagéo x?+y? = a? é de uma circunferéncia
centrada na origem do sistema e raio a. Como x?+y? = r?, entdo

r2=a? = r = a é aequagao de uma circunferéncia centrada no
polo e raior.
4) Aequagéo cartesiana (x—a)? + y? = a?é de uma circunferéncia cen-
trada no ponto (a, 0 ) sobre o eixo X, contendo a origem do sistema.
Mas, (x—a)? + y2=a? = x?-2ax+a’+y?=a? =
X2 +y2=2ax = r?2=2arcosf = r = 2acos f éaequacio

polar da circunferéncia que tem o centro em (a, 0 ) passando pelo polo, e cujo
centro estara no eixo polarse a>0enoeixo 7 se a<0.

”A equagdo r = 2.a sen 6 é de uma circunferéncia de centro
(a, =) se a>0 ecentro (a 37 )se a < 0.
2 2
T i
v 2
T@%)
@,0) € (a,0) €
3n 3n
2 2

4. Graficos de Curvas Polares

Para se tragar o gréafico de uma curva polar r = f(@ ) é conveniente que se
faga algumas observagoes:

1) Verificar se o polo esta sobre o gréfico, fazendo r = 0.

2) Determinar os pontos onde r assume seus valores maximo e minimo,
valores esses que ocorrem na maioria das vezes quando as fungdes seno
e cossenosdoiguaisal,-1ou0.



3) Como as fungdes trigonométricas séo periddicas, é conveniente que anali-
semos a existéncia de simetrias:

Com relag&o ao eixo polar - os pontos (r, ) e (r,- 8 ) pertencem
ao gréfico, no caso da fungdo cosseno, pois cos(- & ) = cos 6 .

Com relagao ao eixo % - ospontos (r, &) e (-r.- &) pertencem

ao gréfico, no caso da fungéo seno, pois sen(- 8 ) = -sen(f ).

5. Familias de Curvas Polares

O sistema de coordenadas cartesianas é o mais utilizado porque é o sistema
de coordenadas onde podemos melhor representar a maioria das curvas. Mas
existem algumas familias de curvas que no sistema cartesiano n&o séo téao
simples de ser trabalhadas como no sistema polar. Como exemplo, citamos
as seguintes familias:

5.1 Limagons

Afamilia das limagons tem equagéogeral r = a £ b.cos@ our=a £ b

sen @ ,onde aeb sdo constantes positivas. A relagdo entre essas constan-

tes caracterizam trés subfamilias de limagons, que exemplificaremos a seguir.
a) a = b ( cardidide)

Exemplo. r = 4 + 4cos 60

s

i
2 r = 4+4cosO
6=0=>r=28
0=5="
O=T=>r=0
2
Tc »
0 8 e
4 0
3
2

S8
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b) a > b (limagonsemlago )
Exemplo. r = 4 + 2cos 0

LA
2 r = 4+2cosO
6=0=>r=256
=Tt=r=4
0=5=""
4 6=3TE:>r=2
_3r =
6_2:>r 4
T 2 R
6 e
4
3n
2

Figura 34 - Gréfico da limagon sem lago.

c) a < b ( limagon com lago )
Exemplo. r = 2 + 4cos 6.

T
2 r = 4+2cosO
0=0=r=6
_ T —_
O=5=r=4
O=T=>r=2
3n
O=5=r=4
) 2
T -2 6
e
2
3
2

Figura 35 - Gréfico da limago com lago.
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5.1 Rosaceas

A familia das rosaceas tem equagéo geral r = a.cos(né ) ou r = assen(né ),
onde a € uma constante real positiva e n € um ndmero natural maior do que 1, pois
paran = 1temos um caso de circunferéncia ja analisado.

O namero de pétalas de uma rosacea depende do valor de n, poais:
Para n par, a rosacea tera 2n pétalas.

Para n impar, a rosaceatem n pétalas.

Exemplo: r = 4.cos 26.

3n T
4\ s 4

v

6. Area de Regides no Plano Polar

Seja r = f( @) uma curva polar definida e continua em um intervalo variando
desde 0=a até O=p.
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T
2
B
\
// A
/ /\A6|
/ % >
ool 2
/ . Ve
7 //Al// !
/ ///// C><
/s
v s 7
/////
/////
4,7 r=1(0)
//
0 e

Podemos definir a 4rea de uma regido R no plano polar, limitada pela
curvar = f(@ ) easretas f=a até 6=/ ,que pode ser aproximada
pela soma das areas de n setores circulares., conforme temos na figura.

O setor circular tipico tem raio r. = f(6. ) e &ngulo central A&, e sua érea
€ dadapor A = l.f(&i)z. AO.
2 _

Assim podemos afirmar que a area da regiado R é:

n n 1
A= >4 = za.f(e,.)z.AHi.
i=1 i=l
Se fizermos o nimero n de particdes tender para + oo , entdo AQ.
tendera para zero, portanto

n

A = 214, = z%.f(e,,)z.wi —~ A= Jj%f(&)zdﬁ.

i=l1
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Gapitulo 0

Sequéncias e séries







Objetivos

e Definir sequéncias

e Estudar a convergéncia de sequéncias

e Definir séries infinitas

o Estudar a convergéncia de séries infinitas.

1. Apresentagao

Nesta unidade sete definiremos sequéncias numéricas, onde estuda-remos

convergéncia com propriedades e critérios de convergéncia. Também traba-
Iharemos com séries infinitas, analisando suas diversas formas e critérios de
convergéncia.

2. Sequéncias

Podemos definir informalmente uma sequéncia como uma lista ordenada de
coisas, tais como, as letras do alfabeto, os meses do ano ou os dias da se-
mana. Neste capitulo iremos estudar sequéncias numéricas infinitas, ou seja,
sequéncias cujos elementos s&o ndmeros reais.

Uma sequiéncia é definida como uma fungao cujo dominio € o conjunto
dos naturais semo zero,ouseja, N* = {1,2,3,....,n,... }, e cujaimagem
€ constituida por nameros reais a_ = f(n). Representamos uma sequéncia
por {f(n)} ou {a }.

Exempos de seqiéncias:

1 1 1 1
al={=-}=1,=—,—,..., —
{a.} {n} 53 "

n 1 2 3 4 n
b }-= = — = =, = ...
b, {n+1} 2 3 4 5 n+1

{c,}={n?}=1,4,9,16,25, ..., n%, ...
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3. Convergéncia

Uma seqiéncia { a A} é dita convergente para um ndmero L se, para todo
ndmero positivo & existe um ndmero inteiro positivo N tal que, para todo n
> Ntemosque [a_ -L| < ¢.

Esse numero L deve ser Unico, e se ele ndo existir, dizemos que a se-
qliéncia é divergente.

Essa definicdo de convergéncia é equivalente a definicdo de limites no
infinito, e isso nos permite dizer que se { a _ } € uma sequéncia convergente

para L, entdo lim a =1L.
n — 0o

Veja como Exemplo:

. : 1
o lim l = 0 ,entdo a sequéncia { — } converge para 0.
n— o0 p n
1 . . JA
e Se ) — = 0 , entao toda sequencia da forma { a’" } con-
lim 5
n — oo

li !
verge para 1, pois ni,moo "= a =1,

Jno= o

A sequéncia {\/;} diverge pois

n — oo

A sequéncia { (- 1)””( ) } é também divergente, pois

lim (_Dnn(”T_l) - hm (l)nH(l )

n — o0

o . . 1
Esse limite ndo existe, pois quando n tende para «, — tende para0Oe

n
(=1)""' faz com que o sinal da seqiiéncia fique alternandoem 1e -1 .

4. Propriedades da convergéncia

Sejam {a_} e {b }duas seqiéncias tais que a primeira converge para Ae
a segunda para B, e k uma constante real .
1.Se{c_ }éumaseqiénciatalque c = a_ + b _,entdo{c }

convergepara A + B,pois 1Im ¢ = lim ' (a,+b ) =
n—-oo " n—
lim a + lim b = A+B.

n—-oo " n — oo



2. Se {c_}éumasequénciatalque c =a -b entdo{c }

- i lim - lim ) _
converge para A - B, pois n— oo Cn n_}@(an b,)

lim a - lim b = A-B.

n—-oo " n—-oo "

3.8e ¢, = k ,entdo {c } = {k}é&umasegliéncia constante que
converge para k,pois 1M ¢ = m oy
n—-oo =" n — o0

4.8e c =k.a_ , enthoasequéncia {c } = {k.a_ }converge para

KA pois MM (g cy=k Bm ¢ =y A
n — oo n — oo

5.8e c =a_, .b_, enthoasequéncia {c } ={a_ .b_} con-

n n

; lim _ lim _
vergepara A.B , pois " ¢ = 7 (a,.b )=
- lim a + lim b =AB

n—oo " n—-oo "
a ~ A a
6. Se c_= b—” . entdo asequéncia {c } = {b—” } converge
para é,pois lim c,6 = lim 4 - é,se B # 0.
B n — oo n—oo p B

5. Séries Infinitas

Para definir as séries infinitas tomemos uma sequéncia {a _}, e a partir dela
vamos tomar uma nova seqUéncia {S }somando os sucessivos elemen-
tosde {a_} de modoque:

S. =a

S.=a, +a_+a

+a,+a

ta,+ta,+ .. +a +

103



104

A'seqiéncia { S _ } obtida dessa maneira &€ chamada de série infinita, e

€ denotada por Zan = a,+ta,+ta;+ta,+ .. +ta + ...

n=1

Osnumeros a, , a, ,a,, a,, , a_ sdo chamados de termos
da série infinita, e os nimeros S,,S,,S,,S,, ..., S, sdo chamados de
somas parciais.

De outra forma podemos dizer que,se{a_ }=a,.a,,a,, ...,

a_... € uma sequéncia infinita, entdo existe a ela associada uma série infinita

n

{S }= ian .

A I 1 1 1
Tomemos como exemploaseqiéncia {a } =1, —,—, —, ;
2 4 8 2"
I 1 1 1 |
..... S }=1+—-+—+—+ .+ +o..=
{ n} 2 4 8 2n—1 ;2;11
As somas parciais dessa série sao tais que :
S, =1=2-1
SZ=1+ l = E =2 - l
2 2 2
83:1+l+l:i+l:1:2_l
2 4 2 4 4 4
S :1+l+l+l:1+l:1_5:2_l
¢ 2 4 8 4 8 8 8
1 1 1
Sn = Sﬂ1+ Sﬂ =2 - 2n—2 + zn—l =2 - 2n—1

Fazendon — o , temos que

— 0,oqueimplcaque{S } — 2.

n—1
De modo geral , podemos afirmar que para uma série {S } , se a se-

qléncia de suas somas parciais tem um limite S quando n — o , entdo a
série também converge para o mesmo S.



. . 3 3 3 3
\ejamos se a série {S }= —+ — + ot T
10 100 1000 10

converge.
A sua seqiéncia de somas parciaisé S, =03, S, = 0,33,
S,=0333; ..., S, =0,333333...., que € uma dizima periddica.

. Portanto, a série converge para S =

W | =
W | =

Entdo S, = > =
9

Os dois exemplos que apresentamos s&o de uma classe de séries infi-
nitas conhecidas como séries geométricas que definimos a seguir.

6. Séries Geométricas

Uma série é geométrica quando cada termo é obtido a partir de seu termo
precedente multiplicando-se pelo mesmo nimero r.

A forma geral de uma série geométrica &
0
= 2 3 -1 — n-1
{S,}=a+ar+ar?+ar’+ . +ar=>ar
n=1

onde dizemos que a é o primeiro termo da série e r é arazao.
Para verificar se uma série geométrica converge ou diverge, fagamos :

S, =at+tar+ar’+ar’+ _ _+ar" e
rS,=ar+ar?+ard+art+ +arn

Subtraindo a segunda da primeira igualdade, temos que
S,-rS§ =a-ar"= S (1l-r)=a(l-r") =
S = a(l-r") ,sempreque r # 1.

-~

Se |r| < 1,quando n — <, portanto a série S _ converge para

S =

.entdo |r"| > 0
—-r
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Se |r| > 1,entdo |r"| — oo, logo a série diverge.
Para r = 1, a enésima soma parcial da série é :

S, ma+tal+al?+al’+ . + a.1" = n. a, e asérie diverge
quando n — o .
I Verifique o que ocorre com a série quando r = -1.

Exemplo 1.

Verifique se a série {S '} = Z(z)” converge.

n=1

S =£+£.£+£.(£)2+ ..... +£.(£)”—1+....é
" T T T T T
. i 2 2
uma série geométricacom a = — e r = — < 1, logo ela converge para
Vs Vs
2 2
S = a = T = T = 2
l-r .2 72 7=2
T T
Exemplo 2.

Expresse a dizima periddica 5,232323.... como a raz&o de dois nime-
ros inteiros.

23 23 23

5,232323.... =5 + + + + ... =
100  100° 100°

= 5+ ﬁ (1+ 1 + L + 1 +..)
100 100 100>  100°

Assim, a série que aparece na sua composi¢ao é geométrica com
a=ler-= L <1
100
23 23
Entdo, 5,232323...=5+ —. ! =5+ . L 5 23_ 518
100 l—i 100 0,9 99 9
100

=5+ ="

7. Propriedades da convergéncia

1. Se Zan e an s&o duas séries convergentes paraAe B, respectiva-

mente, entéo a série Y _(a, +b,) converge para A+B.



2.8e Y a, e Y b, sBoduas séries convergentes paraAe B , respectiva-

mente, entdo a série Z(an —b,) converge para A-B.

3.8e ) a, converge e ) b, diverge, entdo tanto » (a, +b,) como
Z(an —b,) divergem.

4. > ka, =k.> a, paratodo k real.

5.Se Y a, converge, entso nlimoo a =0.

6.Se Y _a, diverge, entdo lim 5 130 existe ou é diferente de zero.
n n—o0 N

7. Uma série Zan de termos nao negativos converge se suas somas par-

ciais s&o limitadas superiormente.

8. Testes de convergéncia

A grande dificuldade no estudo das séries infinitas € verificar se uma deter-
minada série é convergente ou divergente. Apresentamos agora alguns testes
que nos permitem dizer com seguranga se uma série converge, mas nao de-
terminam o valor de S para o qual a série converge.

8.1 O Teste da Integral

Seja {a } =a,,a,,a,,...,a_ umaseqiénciade termos positivos. Se

f(x) é uma funcao continua e decrescente com valores positivos para todo
x 21 talque f(1)=a,, f(2)=a,.f(3)=a,,....f(n)=a ,entdoa

: b
série ) a, seraconvergente se existir b limoo L f(x)dx . Se o limite ndo
existir, a série é divergente.
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Exemplo:
. oo ]
Use o teste da integral para mostrar que a série Z—p diverge se
p < 1econvergese p > 1. n=1 1
Solugao:
= _ 1 lim ? _
Tomemos a fungdo f(x) = — , de modo que I f(x)dx =
xp b — OO 1
. . —p+l . 1-
lim bldx _ lim bx_pdxz bhm x | b_ lim b P —1
b— oo J1 yr b— o —~® _pilll b—oo 1oy

e Se p = 1, aintegral ndo existe, logo a série diverge.

1. bl—p _1
sSep <1 TN = + o, pois b+ e a série
diverge.
i | 1
e« Sep>1 b"7 0,0 queimplica que blim b =- e

® 1-p I-p
a série converge.

8.2 O Teste da Razao

Seja Zan uma série de termos positivos. Se lim = 4 = p, entao:

. n—oo ,
e Asérieconvergese p < 1 n

e Asériedivergese p > 0

e Nada se pode afirmarse p = 1.

Exemplo:

n

Aplique o teste da razéo para verificar que a série Z

n=l1

converge.

Solugao:

2n+1+1
a,,_ 3" _22"+1 3" 1 22"+l
a, 2" +1 33" 2"+1 3 2"+1

3}1
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Dividindo numerador e denominador por 2" , temos que

22" +1 1
an+1 l on a | 1 2+2n
ol _ 3 S - o= 1
a, 2" +1 a, 3 L

2" 2"

1 2
Quando n —  , entdo 2—n—> 0 , logo ut - 5 < 1, portanto

a série converge. a,

Esse resultado mostra apenas que a série em questdo converge, mas
n&o da o valor de convergéncia da série. Para verificar o valor de convergén-
cia da série, fagamos :

o0 0 0

iz;l = Z(i +31n) = Z@)” * Z(l)" :

n=l1 n=1 n=1 3 n=l1 3
2
Essas duas séries sdo do tipo geométrica, a primeiracoma = r = 3
easegundacoma =r = 1.
3
2 1 2 1
2" +1 3 3 3 3 1 5
Portanto, = + =2 +2 =24+ — = = |
Z 3" 2,112 2 2
3 3 3

Sintese do capitulo

Estudamos nesse capitulo as sequencias e as séries infinitas, onde analisa-
mos propriedades de convergéncia para as sequéncias, fizemos um estudo
das séries geométricas e apresentamos o teste da integral e o teste da razéo
como critérios para determinar a convergéncia de séries infinitas.
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Rtividades de avaliagdo

1. Encontre os cinco primeiros termos da sequéncia cujo termo geral é

-1
a) an:n
n
b) anzl
n!
2}’!
C) a”:2n+1

2. Encontre o termo geral das sequencias :
a)1l,-1,1,-1,..

b) 0,3,8,15,24, ...
c)1,3,57,9,..
d) 2,6,10,14,18, ...
e) 1l ll L
2 6 24
fyo-+ 2.3 4
2 3 45

3. Verifique quais das seqUéncias convergem ou divergem. Em caso de con-
vergir, determine o limite da sequéncia :

a) a =3+(01)"

n+l
b) an:( D
2n—1
1+2n
c) a, =
1-2n



f) a,=

3n-5
4. Escreva os primeiros quatro termos da série:

2 3D

=, 3
b) ZSH

n=1

= (3 2
+_
°) z[z 3")

o0

) Lig

n=1

5. Verifique quais das séries convergem e quais divergem. Para as conver-
gentes, calcule sua soma:

© (9 n
> £[3)
3
n:l4n

= 3" -1
C) Z 9"

n=1

d) Y2

b)

6. Expresse cada uma das dizimas, como uma razao de dois inteiros :
a ) 0,45454545....

b) 36,418418418....

c ) 347474747 ..

d ) 2354444444 ..
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7. Use o teste da integral para verificar quais das seguintes séries
convergem:

3)23

‘on+2

by Y22

- 1

;\/;(H\/;)

d)

8. Use o teste da razéo para verificar se as séries abaixo convergem :
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