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Apresentacao

Estas notas foram escritas para servirem de suporte para uma disciplina
introdutéria sobre o tema Trigonometria e Nimeros Complexos de um Curso
de Licenciatura em Matematica, com quatro horas semanais, durante um
semestre.

Assim, e por isso, ndo se pretende abordar com profundidade todos
os conteldos: o estudo das fungdes secante e cossecante, por exemplo, foi
feito de forma bem superficial, bem como n&o foram trabalhadas as fungdes
inversas arco-seno, arco-cosseno e arco-tangente.

Apesar disso, além de apresentar os contedos basicos dos dois temas
e estabelecer a relacdo entre eles, elas pretendem introduzir os alunos no
campo das demonstragdes matematicas, mostrando sua importancia na
construgdo de um conhecimento mais sélido.

As notas também tém a pretenséo de mostrar a importancia da Histéria
da Ma tematica para a compreensao por parte dos alunos da evolugcdo de um
conceito até sua consolidagao. Isso ocorre sobretudo, quando abordamos os
ndmeros complexos.

O livro encontra-se dividido em cinco Unidades. Na primeira, abordamos
as ra- zées trigonométricas de um angulo agudo, enunciando e demonstrando
a identidade fundamental da trigonometria e determinando férmulas para
calcular o seno da soma de dois &ngulos agudos e o seno da diferenga entre
dois angulos agudos em fungao das razées trigonométricas (seno e cosseno)
desses angulos. Na Unidade 2, introduzimos o circulo trigonométrico (ou
circunferéncia trigonométrica) para estender as razdes trigonométricas aos
angulos entre 0° e 360°, mostrando que, com estas definicdes, ainda valem
as relagbes determinadas na unidade anterior. Concluimos essa Unidade
enunciando e demonstrando as conhecidas leis do seno e do cosseno. Na
Unidade 3, estudamos as fung¢des trigonométricas, como fungdes reais de uma
variavel real, determinando seus dominios e imagens e fornecendo subsidios
para a construcao dos gréaficos dessas fungdes. As duas Ultimas unidades sao
destinadas aos Nimeros Complexos e encontram-se recheadas de informacgdes
histéricas. Na Unidade 4, introduzimos os Numeros Complexos como nimeros
que podem ser escritos na forma a + bi, sendo a e b nUmeros reais, estendemos
as operagdes fundamentais ao nosso hovo campo numeérico, definimos a norma
e o0 conjugado de um nimero complexo e estabelecemos a relag&o entre elas.



Finalmente, na Unidade 5, apresentamos a interpretacdo geométrica de um
nimero complexo e, a partir de sua forma polar, estabelecemos a relagao entre
trigonometria e nUmeros complexos.

Em todas as Unidades podem ser encontrados exercicios resolvidos
e exercicios propostos que visam servir para os alunos fixarem os
conceitos estudados.

Boa leitura
Os Autores



Gapitulo

Razoes trigonométricas
e um ngulo agudo







Introducgao

Nesta Unidade iniciaremos nosso estudo de trigopnometria a partir de uma
experiéncia na qual vocé podera determinar as razdes trigonométricas de
um angulo dado. Antes, entretanto, apresentaremos algumas informagdes
histéricas sobre a trigonometria. Apds essa experiéncia, definiremos as razdes
seno, cosseno e tangente de um angulo agudo qualquer e estabeleceremos,
as relagdes entre elas, redefiniremos as razdes trigonométricas em fungao
dos elementos de um tridngulo retdngulo — cateto oposto, cateto adjacente
e hipotenusa — e mostraremos a identidade fundamental da trigonometria.
Em seguida, calcularemos as razdes trigonométricas de alguns angulos
particulares, iniciando a construgdo de nossatabela trigonométrica. Finalmente,
enunciaremos e demonstraremos as férmulas de adicéo e de subtracao, para
0 caso de &ngulos agudos.

1. Um pouco de histéria

De origem grega, a palavra trigonometria significa medida de tridngulos. Mais
precisamente, medida das partes (elementos) de um triangulo.

TRI + GONO + METRIA

Trés + angulos + medida

A Trigonometria estuda as relagdes entre os lados e os &ngulos
de um tridngulo.

Historicamente, na sua origem, a trigopnometria aparece associada a
problemas de astronomia, agrimensura e navegagao. Por isso, nessa época
era dada muito mais aten¢éo a Trigonometria esférica do que a plana.

Um grande nome da histéria da Trigonometria foi Hiparco de Nicéia
(180-125 a.C.) — cognominado de Pai da Trigonometria — a quem se atribui

Matemética Elementar I
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Saiba Mais:

Existem muitas notagdes
para representar um
angulo de vértice O e lados
OA e OB. Entre elas, AOB,
0, ZAOB. Usaremos,

na maioria das vezes, a
notacdo ZAOB.

a divisdo da circunferéncia em 360 partes, a atribuicdo do nome “arco de um
grau” a cada parte em que a circunferéncia ficou dividida e a divisdo de cada
arco de 1 grau em 60 partes, obtendo o arco de 1 minuto. Também se atribui a
Hiparco a construgao da primeira “tabela trigonométrica” com os valores das
cordas de angulos de 0° a 180°.

Outro nome associado a histéria da trigopnometria foi Ptolomeu (séc. Il),
que também construiu uma “tabela trigonométrica” com cordas para arcos
de 0° a 180°, crescendo de meio em meio grau. Na sua obra, Almagesto,
Ptolomeu reuniu os conhecimentos existentes sobre astronomia e
trigonometria.

A Viete (séc. XVI) deve-se a aplicacdo da Trigonometria a problemas
algébricos e a Euler (séc. XVIII) a introdugdo dos conceitos de seno, cosseno
e tangente como numeros e as notagdes atualmente utilizadas.

Foi Roberval, em 1635, quem primeiro tragou um esbog¢o de uma curva
do seno, dando assim um tratamento funcional a Trigonometria. Mas, foi o
estudo dos movimentos periédicos, realizados no século XIX por Fourier, que
proporcionou a ligagao entre a Trigonometria e a Analise.

Atualmente, a Trigonometria aparece aplicada a problemas de mecénica,
eletricidade, musica, engenharia, medicina e muitos outros campos.

2. Pra comecar... que tal uma experiéncia?

Vamos iniciar nosso estudo de trigonometria com uma experiéncia.

Vocé vai verificar na préatica alguns dos resultados que estudaremos a
seguir. Entretanto, é importante mencionarmos que o que faremos aqui nao
se trata de uma demonstracdo. Trata-se, apenas, de uma verificagdo empirica
de um resultado e, como tal, pode n&o fornecer valores precisos. Mas teremos
uma boa aproximacgao.

Observemos o angulo agudo ZAOB, a seguir, cujos lados encontram-
se graduados de 0,5 em 0,5 centimetro.




Agora, faga o que é pedido:
—>
1. Escolha dois pontos A, e A, na semirreta AO .
2. Meca, comuma régua graduada em centimetros, os segmentos OA,

e OA, e anote os resultados. (Se ndo dispuser de uma régua, a partir
da graduacéo dada, dé uma aproximagao para estas medidas).

3. Trace por A, e A, retas perpendiculares a semirretaﬁB),
determinando neste lado os pontos B, e B,.

4. Meca, com a mesma régua graduada em centimetros, os
segmentos OB, e OB, e anote os resultados. (Novamente, se
nao dispuser de uma régua, a partir da graduagao dada, dé uma
aproximagao para estas medidas).

E claroque, comoos pontosA, eA, sdodistintos, as medidas encontradas
para os segmentos OA, e OA, s&o diferentes. O mesmo ocorrendo para as
medidas OB; e OB:.

Agora, antes de fazer o que pediremos, arrisque um palpite. Os valores
que vocé encontrara nos itens 5 e 6, a seguir, serdo iguais ou diferentes?

N&o prossiga sem antes dar seu palpite.

5. Divida OBi, o valor encontrado para OB,, pelo valor OA;,
encontrado para OA,, e anote o resultado.

6. Divida o valorencontrado O_B2 pelo valor OA: e anote o resultado.

7. Os resultados obtidos em 5 e 6 foram iguais ou foram diferentes?
Anote a diferenca, se houver.

8. Meca, ainda com a mesma régua, os segmentos A.B, e AB, e
anote os resultados.

9. Divida o valor encontrado para a medida @1 pelo encontrado
para a medida OA, e anote o resultado.

10. Agora vocé vai dividir o valor encontrado para a medida @2 pelo
valor encontrado para a medida OA;. Mas antes, vocé vai arriscar
outro palpite. O valor que vocé vai encontrar agora sera igual ao ou
diferente do valor encontrado no item 97

11. Divida e compare os resultados.

I E ai? Suas conjecturas se confirmaram? \Vocé acertou ou errou?

Matemética Elementar I

Glossario:

Conjectura: suposicéo,
palpite, previsao.

Uma conjectura
matemaética pode ou ndo
ser fundamentada na
verdade matematica. Uma
conjectura que se mostra
ser verdadeira transforma-
se em um teorema ou
proposicao.
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Saiba Mais:

Os resultados obtidos

por meio de medigdes
sdo sempre valores
aproximados, nao
devendo, portanto, serem
utilizados em situagdes
nas quais se necessita de
valores exatos.

12. \Jocé ainda pode continuar com essa experiéncia dividindo
as medidas AB, e A,B, pelas medidas BO: e BO:.
respectivamente, e verificando se os resultados encontrados séo

iguais ou diferentes.

Conclusao:

Mesmo podendo ter obtido valores diferentes para os resultados nas
trés situagcdes apresentadas, a matematica nos diz que eles devem ser
iguais. Exatamente iguais. Ou seja:

OB; _OB; _ _OB;
OA; OA;  OA;

A Ao OA;

quaisquer que sejam os pontos A, e B,, obtidos como A, e B, foram
obtidos. Qualquer diferengca encontrada é resultante da imperfeicao de
suas medicoes.

Surpreso? Assim é a Matematica!

3. Razoes trigonométricas de um angulo agudo

Na experiéncia anterior, quando tragamos os segmentos A1B1 e A2B2,
obtivemos os tridngulos OA1B1 e OA2B2, retdngulos em Bl e B2,
respectivamente.
Az
Ay

O s :
B, B,

Desde que os angulos dos dois tridngulos sdo congruentes, pois,
ZA0B, = ZA,0B,, ZOBA, = ZOB,A, (pois, ambos s&o retos) e ZOA B,=
Z0A,B, (ambos medem 90° - ), os tridngulos sdo semelhantes e, portanto, as

AB, A.B, OB, OB, A.B, A,B .
1 272 1 =2 11 e 22 dependem, exclusivamente, do
OB, OB, OA, OA, OA, OA,

razdes



angulo a, ndo dependendo dos comprimentos de cada segmento, em particular.
Podemos, portanto, definir para um angulo agudo o, na situagao da figura
anterior, as razées trigonomeétricas “seno de o”, “cosseno de o’ e “tangente de o”
que serdo indicadas, respectivamente, por sen(c), cos(a) e tg(a), como segue:
Defini¢ao: Dado um dngulo agudo o, na situagao da figura anterior, as razées

trigonométricas “seno de o.” (sena,), ‘cosseno de a.” (cosa) e ‘tangente de o

(tgo) séo definidas por:
sena= A8, ,cosa= OB, e tga= ABy
OA, OA, OB,

Note que, de acordo com estas definicdes, vale a seguinte proposicao:
senoa

Proposigao: Se a é um angulo agudo, entao tga. = .
cosa

I Prova: De fato, usando a mesma notaggo anterior, temos que:

sena  OA; AB
= =tga.
cosa OB; OB,

3.1. Razodes trigonométricas e os elementos de um triangulo
retangulo

Em qualquer triangulo OAB, retdngulo em «B, os lados OB e AB s&o ditos

adjacentes ao &ngulo reto e sdo chamados de catetos. O lado AB é o maior

dos lados, é dito oposto ao angulo reto e € chamado de hipotenusa.

A A

hipotenusa p
cateto

O cateto R O B

Figura 1.a Figura 1.b

Matemética Elementar I

Saiba Mais:

Em um tridngulo retangulo,
os catetos s&o os dois
lados menores e a
hipotenusa é o lado maior.
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Denotando por a. e 3 os angulos agudos do triangulo OAB, retangulo em
/B, como na Figura 1.b, anterior, o cateto AB é dito oposto ao angulo a. e o
cateto OB é dito adjacente ao &ngulo a.. De maneira semelhante, dizemos que

AB é adjacente ao angulo 3 e OB é oposto ao angulo .

Assim, para o &ngulo agudo o do tridngulo OAB, retangulo em ~B, como

na Figura 1.b, podemos redefinir as razées trigonométricas como segue:

Definigao: Se o. é um dngulo agudo do tridngulo OAB, retangulo em /B, entao
- A 0¥ )
e E _ cateto op_oslo ao angulo o ’
OA hipotenusa
) '\b E: I‘ &l L] o} ir )
cosa = % _ catetc 1d_rlu.,cnt+. ao angulo o :
OA hipotenusa
g AB cateto oposto ao angulo o
O = =— = . -
OB cateto adjacente ao dngulo o

De maneira semelhante, temos para o angulo § as seguintes razdes
trigonométricas:

_ catetoopostoaoangulo ff _ @ ]

b

enf -
hipotenusa OA

_ catetoadjacenteaoangulo 8 _ E )
hipotenusa OA’

cospf

_ catetoopostoao angulo 8 _ @
catetoadjacenteaoangulo AB '

Note que, de acordo com as redefinicdes anteriores, temos a seguinte

proposicao:
Saiba Mais: Proposigao: Se a e B sdo 0s &ngulos agudos de um tridngulo retangulo, entdo
Arazdo —_ também é
1gf sena = cosp, cosa = senf e tga = .
chamada de cotange de tefp

e é indicada por cotgp.
Mais ainda, como para todo angulo agudo o sempre é possivel

construirmos um tridngulo retdngulo com angulos agudos o e 90° — a, de
acordo com a proposicao anterior, temos que;
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I Proposicao: Se o é um angulo agudo, entao sena.= cos(90° - ).

4. |dentidade fundamental da trigonometria

Chamamos de identidade fundamental da trigonometria a uma relagéo entre
as razdes seno e cosseno de um angulo agudo a, que pode ser obtida a partir
das relagdes métricas que envolvem os lados de um triangulo retangulo. Mais
precisamente, a partir do teorema de Pitagoras.

4.1. Relagbes métricas no triangulo retangulo

B a D C

Consideremos o triangulo ABC, retdngulo em ZA, cujos lados AB,
BC e CA medem, respectivamente, c, a e b e tal que a altura AD, relativa
a hipotenusa, mede h e divide o lado BC em dois segmentos, BD e DC de
comprimentos m e n, respectivamente.

A primeira relagdo métrica que podemos obter é:
(Da=m+n.
Dafigura anterior, podemos, facilmente, perceber que os tridngulos

ABC, DBA e DAC sao semelhantes e que, portanto, valem as seguintes
igualdades:

(2):

- b%=am

Bl
.l;’ o |8

—
[
R
| o
[

_—

2

- R
I

Bl o

e, finalmente, a mais conhecida de todas, o teorema de Pitagoras:

(5)a’=b*+c2



185 \RSCONGELDS, . B ROGHA, M.A

Anote:

Notagao: As poténcias
(sena)?, (cosa)? (tga)?,
etc., geralmente, s&o

indicadas por sen®a, cos?a,

tg%a, respectivamente. Em
geral, sena, cosa, tga,...
significam (sena), (cosa),
(tgo), ...

Rtividades de avaliagdo

\océ seria capaz de elaborar atividades ou exercicios que abordem
ou verifiguem o que foi apresentado até o momento e que sirvam para
verificar sua compreenséo do assunto? Primeiramente, experimente
elaborar algumas atividades, depois veja a Lista 01 de exercicios.

4.2. Identidade fundamental da trigonometria

Aidentidade conhecida como identidade fundamental da trigonometria, afirma
que, para qualquer angulo agudo a vale a igualdade

(sena)? + (cosa)? = 1.
De fato, tomando como a o angulo /B, na figura anterior, temos que

_b _c
seno. = — e coso = —.
a a

Da igualdade (5), ou seja, do teorema de Pitagoras, temos que
2

(Sena )2 +(cosq)2=(2)2+(3)2=bi=a_=1

a a

provando a proposi¢ao:

Proposi¢ao: Identidade fundamental da trigonometria

Se a é um angulo agudo qualquer, entéo (sena)? + (cosa)? = 1.

5. Alguns angulos especiais

Usaremos essa se¢ao para calcular as razdes trigonométricas dos angulos
de 30°, 45° e 60°.

Inicialmente, lembraremos que se a e 3 s&o os angulos agudos de um
tridangulo reténgulo, entdo a = 90° — . Além disso, como ja sabemos

sena = cosf} e cosa = senp.

Assim, para os angulos de 30°, 60° e 45°, vamos ter as seguintes igualdades:
* sen(30°) = cos(90° — 30°) = cos(60°),
* c0s(30°) = sen(90° — 30°) = sen(60°),
* sen(45°) = cos(90° — 45°) = cos(45°),
e, portanto, basta determinarmos sen(30°), cos(30°) e sen(45°).
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Na realidade, veremos que vale o que consta da seguinte tabela.

Cirgio | | oo | g
o 3 REl

3

1

3

45°

60°

o[ RS -

N | =
| N|§|N|

5.1. As razdes trigonométricas de 30°

Consideremos o tridngulo equilatero ABC,
de lados medindo 2 unidades. Note que a
| medida “2 unidades” n&o vai influenciar de
forma alguma nos valores encontrados.
Poderiamos ter tomado um tridngulo
equilatero de lado com qualquer medida.
Néo faria diferenga. A escolha pelas 2
unidades foi somente para facilitar as
B contas.

Aaltura relativa ao lado BC determina,
neste lado, um ponto D que divide o lado em dois segmentos congruentes, BD
e DC, ambos medindo 1 unidade. Essa mesma altura também é bissetriz do
angulo A, dividindo-o em dois &ngulos congruentes de 30°.

b

Assim, temos que sen(30°)=£=l.
AC 2

Podemos calcular o cosseno de 30° de duas maneiras distintas: uma
delas usando a identidade fundamental da trigonometria e a outra usando a
definicao de cosseno de um &ngulo agudo. \Vejamos como isso pode ser feito.

Modo 01:
Como sen?(30°) + cos?(30°) = 1, temos que cos?(30°) = 1 — sen?(30°).
E, assim, cos?(30°) = 1-sen?(30°) = 1-(%)2,

Isto nos da cos?(30°) =% E, assim, cos(30°) = g :
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Modo 02:

Usando o teorema de Pitagoras, podemos determinar que a altura de

um tridangulo equilatero de lado m é my3 . Como estamos trabalhando com

2
um tridngulo equildtero de lado 2, temos que sua altura é +/3 e, portanto,
cos(30°) = m_\/g
2
Para calcularmos a tangente de 30°, basta lembrarmos que
tg(30°) = sen(30% e assim, temos
cos(30°)

5.2. As razdes trigonomeétricas de 60°

Para calcularmos as razdo trigonométricas — seno e cosseno — de 60°,
lembramos que 60° = 90° — 30° e, assim, temos:

+ sen(60°) = cos(30°) = @ e
+ cos(60°) = se(30°) = é o

e, desde que tg(60°) = m teremos:
cos(60")
J3
sen(60°) o
* tg(60°) = = =4/3.
8(60%) cos(60°) 1 3
2

5.3. As razdes trigonomeétricas de 45°

Consideremos o triangulo isésceles ABC, retangulo em A, cujos catetos
medem 1 unidade, conforme a figura a seguir. Novamente, a medida “1
unidade” n&o vai influenciar de forma alguma nos valores encontrados.




Como sabemos, os angulos agudos do tridngulo ABC s&o congruentes
e medem 45° cada um, e sua hipotenusa mede V2.

Assim, usando as definicbes de seno, cosseno e tangente, temos que

o sen(45°) = % = g;

e cos(45°) = % = g;
o _ Sen(45°) _

o tg(45°) —cos(45°) 1

Pare e Pense!

Vocé seria capaz de elaborar atividades ou exercicios que verifiquem ou abordem o que foi apresentado até
0 momento e que sirvam para verificar sua compreensdo do assunto? Primeiramente, experimente elaborar
algumas atividades, depois veja a Lista 02 de exercicios.

6. Formula de adi¢ao e formula de subtragao

B B

Figura | Figura 2

Vamos utilizar as figuras 1 e 2 anteriores para mostrar que se a e b sdo angulos
agudos, tais que a + b e a — b sao, ainda, angulos agudos, entdo valem as
duas igualdades seguintes:

* sen(a + b) = sen(a).cos(b) + sen(b).cos(a); e
* sen(a- b) = sen(a).cos(b) — sen(b).cos(a).

Estes resultados nos serdo Uteis na ampliagdo de nossa tabela
trigonométrica.

Matemética Elementar Il
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6.1. Calculando sen(a + b)

B Na figura 1, suponhamos que os tridngulos

ABD e ACD sejam retdngulos em D e que
a e b sejam, respectivamente, as medidas
dos angulos #BAD e «DAC, em graus.
Suponhamos, ainda, que o ladoAB mega 1
unidade e que BE seja a altura do triangulo
ABC, relativa ao lado AC.

1]
)

A

E VVamos mostrar a igualdade

sen(a +b)=sen(a).cos(b) + sen(b).cos(a)

Figura | () calculando a éarea S do triangulo ABC
de duas maneiras distintas.

-

Como a area de um tridngulo é igual @ metade do produto da base pela
altura relativa a essa base, temos inicialmente que:

_ ACBE
EE

S

E como, de acordo com a figura 1,sen(a + b ) = % = BE, temos que:

2S = AC sen(a + b). (II)

Por outro lado, a drea S do tridngulo ABC também pode ser calculada
como a soma das areas dos triangulos ABD e ACD. Neste caso, temos que:

ADBD , AD.CD
S = ¥ :
2 2

E como BD = sen(a) e, AD = cos(a), temos
2S = AD sen(a) + CcD cos(a). (III)
Igualando os resultados obtidos em (II) e (III), teremos
AC sen(a+b) = AD sen(a) + CcD cos(a).

E. dividindo ambos os membros por AC , obtemos

sen (a + b) = A_—D sen(a) + b cos(a),
Ac AC

ou s€ja,

sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a).



Provando a seguinte proposicao:
Proposigao: Se a e b sdo dngulos agudos tais que (°< a+b < 9(°, entdo

sen(a+b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a).

Fazendo a = b, na proposi¢cao anterior, temos o seguinte corolario:

Corolario: Se a é um angulo agudo tal que 0°< a < 45°, entao

sen (2a) = 2sen(a) cos(a).

6.2. Calculando sen(a - b)

Na figura 2, suponhamos que o tridngulo
ABC seja retangulo em £ C e que angulos
2 BAC e « DAC megam, a e b graus,
respectivamente. Suponhamos, ainda, que
DE seja perpendicular a AB e que AB mec¢a
1 unidade.

Figura 2
VVamos mostrar a igualdade

sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a)

calculando a area do triangulo ABD de duas maneiras diferentes.

Inicialmente, temos que a area S, do tridangulo ABD, pode ser calculada por.

_ AB.DE
2

S

E, desde que AB = 1 e DE = AD sen(a - b), temos
2S = AD sen(a - b). (i)

Por outro lado, temos

_AC.BC AC.DC
2 2

258

ou s€ja,

2S = AC . BC - AC . DC. (ji)

Matemética Elementar I
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De (i) e (i), temos que

Esen(a-b)=ﬁ.B_C-A_C.D_C

0 que nos da
sen(a - b) - A=C .BC - D=C . AC,
AD AD
ou, ainda,

sen(a — b) = sen(a).cos(b) — sen(b).cos(a).
Provando a seguinte proposicao:

Proposigao: Se a e b sdo angulos agudos, tais que a — b também é um
angulo agudo, entao

sen(a —b) = sen(a).cos(b) — sen(b).cos(a).

Pare e Pense!

Vocé seria capaz de elaborar atividades ou exercicios que verifiquem ou abordem o
que foi apresentado até o momento e que sirvam para verificar sua compreensao do
assunto? Primeiramente, experimente elaborar algumas atividades, depois veja a Lista
03 de exercicios.

Nesta Unidade vocé aprendeu a...
e A origem e um pouco da histéria da trigonometria.

e Como definir as razdes trigonométricas — seno, cosseno, tangente,
cotangente, cossecante e secante — de um angulo agudo.

e Arelacionar as razdes trigonométricas de um angulo agudo com os
lados de um tridngulo retangulo.

e Arelagdo entre as razdes trigonométricas de um angulo e as de seu
complemento.

¢ |dentidade Fundamental da Trigonometria.

e Determinar, diretamente, as razdes trigonométricas dos &ngulos de
30°, 45° e 60°.

e Foérmula de adigéo de dois dngulos agudos, cuja soma ainda é um
angulo agudo.
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e Foérmula de subtragcédo entre dois &ngulos agudos cuja diferenga en-
tre o maior e o menor &, ainda, um angulo agudo.

1. Determine o valor de x, na figura ao lado, sabendo que

V2

sen(45°) = -

Solugao

V2

Sabemos que sen(45°) = -

Por outro lado, pela figura, temos que sen(45°) = %

Assim, devemos ter:

x_N2 W2
3 2 2

Observemos que o valor de x poderia ser determinado sem usar
trigonometria. Basta notarmos que, como um dos angulos agudos do
tridngulo, na figura, mede 45°, o outro também deve medir 45° (pois a
soma das medidas dos &ngulos internos de um tridngulo é 180°) e,

consequentemente, o tridngulo da figura é isésceles.

Assim, o outro lado também mede x. Usando o teorema de Pitagoras,

teremos:
X2+x2=32 . 2x2=9 .. x= \/§ X = ﬂ
2 2
2. Dado um angulo agudo 0, as inversas das razbes trigopnométricas seno,
cosseno e tangente de 6 sdo chamadas, respectivamente, de cossecante,
secante e cotangente de 6 e sdo denotadas por cossecH, sec e cotgf.
Determine sec(30°), cossec(30°) e cotg(30°).
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Solugao

De acordo com as informag¢des do enunciado do problema, temos que:

e sec(30°) = 1 1_ 2 2\/§;
cos(30°) /3 J3 3
2
* cossec(30°) = 1 1.2, 2;
sen(30°) 1 1
2
J3
cos(30°) _ o
. cotg(30°) = = = /3.
8(30%) sen(30°) 1
2

3. Sabendo que 6 é um angulo agudo tal que sen6 = % determine as demais
razdes trigonométricas de 0.

Solugao
As razdes trigonométricas de 6 procuradas sé&o cos6, tg6, sec6, cosseco
e cotgo.
Da identidade fundamental da trigonometria, temos que sen?0 + cos?0 = 1
e, assim,

cos’® =1 - sen’d = Jl-(l)Q =J1-( Ly  [i5_.15

4 16 16 14
Como tgb = send , temos que
cos 0
/4 _ 4I5S

tgo = —JG.J,_ TR

As demais razdes trigonométricas de 6 sao:

e cossecO = 4;

415

° secO=

f
. cotgo = 15 1515
415 15

Is .

="\ll
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4. Mostre que, se a. € um angulo agudo, entéo sec?a = 1 + tg?a.

Solugao
2
, _ sen"a :
Temos que tg%a. = —— €, consequentemente, temos a igualdade
COS o
2 2 2
sen“« cos”“a + sen“«a 1 1
1+tg?a=1 + > = 3 = 7— = ) =sec?a
cos o cos o Cos™ o cosa

Assim, 1 + tg?o. = sec?a,, mostrando a igualdade.

5. Determine o valor de x, na figura a seguir.

Solugao
. . _\B
De acordo com a figura, tg30° = o4 e, desde que tg30° = ER teremos

BC =83 .

Poroutrolado, dafigura, temos que sen(60°) = BC e, desde que sen(60°) =
X

% , teremos x = 16.

6. Uma escada de 12 metros de comprimento encontra-se apoiada em uma
parede, formando com esta parede um angulo de 30°. A que altura do
ch&o encontra-se o topo da escada?

Solugao
c Afigura ao lado ilustra nossa situagao-problema.
Nela o segmento AC representa a escada e os

segmentos AB e BC representam o chdo e a parede,

O respectivamente.
A B
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O problema nos pede o comprimento de BC e como a escada possui 12
metros de comprimento, temos que Ez 12.

3

Da figura, temos que cos(30°) = % Desde que cos(30°) = DX

temos BC = 64/3 .

7. Qual a altura de uma arvore que projeta uma sombra de 12 metros, quando

0s raios do Sol formam angulos de 30° com o solo?

Solugao
A figura ao lado reproduz nossa situagao
problema.

Nestas condicoes, temos que

V3

302

tg30° = Assim, h = 443 m.

12

Uma identdade é uma equagcdo que, assim como a equagao
sen’0 + cos’0 = 1, é verdadeira para quaisquer valores que se atribua
a variavel ou as variaveis. \erifique se as seguintes igualdades s&o

identidades.
COSX | = senx SeCX
= b) ————————=senx
l1+senx  cosx tgx + cot gx
Solugao

a) Para verificarmos se determinada igualdade é ou ndo uma identidade,
podemos seguir o caminho inverso e verificarmos se chegamos a uma
igualdade verdadeira. O processo é mais ou menos o seguinte:

. cos X 1 —senx . .
1. Se vale a igualdade = , entdo deve valer a igual dade
1+ senx cos X

cos’x = 1 —sen’x.
2. Se vale a igualdade cos?x = 1 —sen’x, entdo deve valer a igualdade

sen?x + cos?x = 1.

3. Como vale aigualdade sen’x + cos?x = 1, entdo deve valer a igualdade
cosx  l-—senx

1 + senx COS X
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De fato, seguindo o caminho inverso teremos:
4. Como sen?x + cos?x = 1, temos que cos?x = 1 — sen?x.

5. De cos?x = 1 — sen?x, temos que cos?x = (1 — senx)(1 + senx).

6. Desta Gltima igualdade, temos — > = I~ senx

1+ senx COS X

Mostrando o Resultado

9. Usaremos a formula sen(a—b) = sen(a).cos(b) — sen(b).cos(a) para calcular
as razodes trigonométricas de 15°.

Solugao
Inicialmente, temos que
sen(15°) = sen(45° — 30°) = sen(45°).cos(30°) — sen(30°).cos(45°),

e assim,
sen(15°) = £ £—— V2

22 22
Usando os valores aproximados 2,45 e 141 para Jo e V2,
respectivamente, temos que sen(15°) = 0,625 - 0,353 = 0,272.
Como, sen?(15°) + cos?(15°) = 1, temos que cos(15°) = 0,962 e,

consequentemente, tg(15°) = 3,537.

10. Usando a férmula sen(a + b) = sen(a).cos(b) + sen(b).cos(a), calcularemos
as razodes trigonométricas de 75°.

Solugao
Temos que
sen(75°) = sen(45° + 30°) = sen(45°).cos(30°) + sen(30°).cos(45°).
Ou segja,
sen(75°) = Q . ﬁ . 1 . Q
2 2 2 2

Fazendo, novamente, 46 = 2,45 e v2 =141, obemos sen(75°) = 0,978
e, usando a igualdade sen?75° + cos?75° = 1, teremos cos(75°) = 0,21 e
tg(75°) = 4,66.
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Rtividades de avaliago

1. Com o auxilio de uma régua, um transferidor e uma méaquina de calcular,
calcule um valor aproximado para o seno, o cosseno € a tangente de 35°.

2. Usando os valores aproximados sen36° = 0,58 e cos36° = 0,80, calcule o

valor de x nas seguintes figuras:
C C

16° 36°
3 b)
A 5 B
3. Um teleférico deve unir dois pontos A e B de dois morros. Para calcular a

quantidade de cabos de ago necesséria, um engenheiro mediu as aturas
dos morros em relag&o ao chéo (plano horizontal), obtendo 108m e 144m.
Em seguida, mediu o angulo que a reta AB forma com a horizontal,
obtendo 32°. Calcule a distancia entre A e B, sabendo que sen32°=0,52;
c0s32°=0,84 e tg32°=0,62.

144m

4. Um avido se eleva a um angulo de 100 do solo. Quando se encontra a uma
altitude de 1,5 km, a que distancia esta do ponto de inicio da elevagao?
(Use tg100 = 0,18)

5. Para medir a largura de um rio, um homem escolhe trés pontos A, B e
C, sendo A e B na mesma margem e distantes 100m um do outro, e C
na outra margem. Calcule a largura aproximada do rio, sabendo que o
triangulo ABC é retangulo em B, o &ngulo CAB mede 66° e que tg(66°) =
2,25 (valor aproximado).



V2

6. Sabendo que cos(30°) = - determine a medida do maior cateto de um

triangulo retangulo, cuja hipotenusa mede 6cm e um dos angulos agudos
mede 60°.

7. Um tridngulo retangulo é tal que seus lados medem 1, 2 e /5 centimetros.
Determine as razdes trigonométricas — seno, cosseno e tangente — de
seu maior angulo agudo. Consulte uma tabela trigonométrica e determine
um valor aproximado desse angulo.

8.Umtrianguloretangulo é tal que seus catetos medem 2 e 4 centimetros.
Determine as razdes trigonométricas de seus dois angulos agudos.

9. Em um tridngulo retdngulo, as medidas da hipotenusa e de um dos
catetos s&o, respectivamente, 3 e /2 centimetros. Determine as razdes
trigonométricas do maior &ngulo agudo desse tridangulo.

10. Determine:
a) sec(60°), cossec(60°) e cotg(60°).
b) sec(45°), cossec(45°) e cotg(45°).

11. Calcule o valor das seguintes expressoes:
cot(30°) . sec(45°)
cotg(45°) . sec(60°)

b) tg(30°) + cotg(45°)
cotg(60°) + sec(30°)
12. Mostre que, se o € um angulo agudo, entdo cossec?a = 1 + cotg?a.

13. Sabendo que 3 € um angulo agudo tal que tgp = 1, determine as outras
razdes trigonométricas de B. Sugestao: Utilize a igualdade do exercicio
anterior para determinar senp.

14. Verifique se a igualdade secx =cossecx = tg x + cotg x é verdadeira para
todo angulo agudo x.

15. Se a é um angulo agudo tal que seca = 7, determine o valor de cotga.
16. Determine o valor de x, nas figuras a seguir.

1 45° 30° 45°

Matemética Elementar I
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17. Ao se aproximar de um castelo, um principe vé a princesa na janela de
uma das torres, sob um angulo de visao de 30°. Quando o principe se
encontra a apenas 50 metros da torre, seu angulo de viséo é de 45°. Se
o principe mede 1,80m, a que altura do chao, aproximadamente, a janela
se encontra?

18. Seja x um angulo agudo tal que sec?x + tgx = 1. Determine o valor
de tgx.

19. Uma pessoa deseja subir uma rampa de comprimento d, que forma um
angulo de 30° com o solo. Apés subir a rampa, essa pessoa estard a Im
do ch&o. Qual o comprimento da rampa?
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Gapitulo

A trigonometnia da
primeira volta







Introducgao

Até agora, definimos as razées trigonométricas — seno, cosseno, tangente,
cotangente, secante e cossecante — de um angulo agudo, ou seja, de um
angulo com medida entre 0° e 90°. Iniciaremos esta unidade definindo a
circunferéncia trigonométrica ou circulo trigonométrico para, em seguida,
estender as razdes trigonométricas a todos os &ngulos da primeira volta, ou
seja, angulos a, tais que 0° < o < 360°, incluindo os angulos de 0° e 90°. Por
fim, enunciaremos, demonstraremos e exemplificaremos dois resultados da
maior importancia para a Matematica, em geral, e para a Trigonometria, em
particular. a lei dos senos € a lei dos cossenos.

1. A circunferéncia trigonomeétrica ou o circulo
trigonométrico

Consideremos no plano um sistema coordenado de eixos cartesianos
ortogonais com origem no ponto O, de coordenadas (0,0), e tracemos uma
circunferéncia de raio 1 e centro na origem do sistema de eixos coordenados.
Consideremos, ainda, o ponto A, de coordenadas (1,0).

LN
0(0,0) \ yA( 1.0)

-1

Um ponto P, de coordenadas (x,y), sobre a circunferéncia pode percorré-
la, partindo de A, em dois sentidos: o horéario e o anti-horario. Escolhido um dos
sentidos de percurso para ser o positivo e o outro para ser o negativo, dizemos
gue temos uma circunferéncia orientada. Convenciona-se que o sentido anti-
horério é o positivo, enquanto o sentido horario é o negativo.

Matemética Elementar I
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N ||
NI N

Oangulo ZAOP, determinado por Pao se deslocar sobre acircunferéncia,
partindo de A, no sentido positivo de percurso, é dito um angulo orientado e
mede de 0° a 360° (uma volta completa). Se P parte de A no sentido negativo
de percurso, até chegar novamente em A, ele determina angulos negativos
que medem entre 0° e -360°.

| A
NI

O &ngulo ZAQOP na figura anterior € um &ngulo positivo e mede 120°, ou
melhor, +120°, enquanto o angulo ZAOQ é negativo e mede —135°.

Essa circunferéncia orientada, em questdo, seréa chamada de
circunferéncia trigonométrica ou, como é mais comum, de circulo
trigonométrico.

Pare e pense!
Vocé seria capaz de elaborar atividades ou exercicios que verifiquem abordem o que
foi apresentado até o momento e que sirvam para verificar sua compreensao do as-

sunto? Primeiramente, experimente elaborar algumas atividades, depois veja a Lista
01 de exercicios.

2. Estendendo as fungdes trigonométricas aos
angulos da primeira volta

Chamaremos de angulo da primeira volta qualquer angulo positivo com
medida entre 0° e 360°.

Qualquer &ngulo o da primeira volta, medido a partir do raio OA,
correspondente ao ponto A de coordenadas (1,0), determina no circulo
trigonométrico um ponto P, de coordenadas (xp ,yp) tais que, se o € um angulo
agudo, temos x_ = cosa e y, = sena.



Poye) | | T P

Yo f

/ o / o
!J o \y

De fato, de acordo com as figuras anteriores, temos

sen(o) =2F =y,

X
cos(oc)szzxpv e

X
° tg (a) = _p i
p
Assim, vamos tentar estender as razdes trigopnométricas seno, cosseno

e tangente, aos &ngulos da primeira volta, como segue:

Definigao: Seja o um angulo com medida entre 0° e 360° (inclusive),
definimos as razées trigonométricas seno de a (sena,), cosseno de o. (cosa,)
e tangente de o, (fga) da seguinte forma:
* sen(ar) € a ordenada do ponto P determinado no circulo
trigonométrico pelo lado OP de o, sendo o = ZAOP;

* cos(a) éaabscissado ponto P determinado no circulo trigonométrico
pelo lado OP de o, sendo o = ZAOP;

* tg(a) € o quociente entre a ordenada e a abscissa do ponto P
determinado no circulo trigonométrico pelo lado OP de o, sendo o
= Z/AOP.

Para que as definicdes estejam de acordo com o que pretendemos,

elas devem coincidir para o caso de &ngulos agudos €, no caso geral, devem

no
e sena + cos?o = 1.

satisfazer as igualdades tga =
cosa

Com relag&o a coincidéncia das definicdes para o caso de &ngulos agudos,
a observacdo logo ap6s as figuras nos garante que as definicdes coincidem. As

duas igualdades ser&o formalizadas e demonstradas nas proposigées seguintes:

Matemética Elementar I &

Atencao:

Note que esse quociente
nem sempre existe,
conforme veremos na
pagina seguinte.
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Proposicao: Se a. é um dngulo tal que 0° < a. < 360°, entéo tga = 31 <.

CoS o
Prova:
De fato, temos que se a € o angulo ZAOP, em que A € o ponto de
coordenadas (1,0) e P é o ponto de coordenadas (xp, yp), determinado por
um dos lados de o no circulo trigonométrico, entdo, por definicdo sena = y, e

cosa =x_etga =y /x e, consequentemente, tgo = % Provando o resultado.
cosa

I Proposigao: Se a é um dngulo tal que 0° < a. < 360°, entdo ser‘a. + cos?a = 1.

Prova:

De fato, temos que se o € o angulo ZAOP, em que A é o ponto de
coordenadas (1,0) e P é o ponto de coordenadas (xp, yp), determinado por
um dos lados de a. no circulo trigonométrico, entéo, por definicao, sena =y,

coso = X €, assim, sen‘o, + cos’a =y ? + X 2.

Desde que o ponto P(xp, yp) pertence ao circulo unitario, temos que
1=r?= (y)’ + (x))*. Consequentemente, sen’a + cos’a = 1. Provando

o resultado.

3. Estudando o sinal do seno e do cosseno de um
angulo da primeira volta

Quando dotamos um plano de um
sistema coordenado de eixos cartesianos

II 1 ortogonais, estamos dividindo o plano em
P(-,+) P(+,+) quatro regides chamadas de quadrantes.
Assim, temos os quadrantes |, II, lll e IV,

conforme a figura ao lado.

Cada ponto P do plano possui
abscissas e ordenadas negativas ou
positivas de acordo com o quadrante no
qual se encontra. Afigura ao lado, pretende
nos mostrar a variagao desses sinais.

III v
P(+a_) P(+>_)




Como as razbes trigonométricas dos angulos da primeira
volta estdo definidas pelas abscissas e pelas ordenadas dos pontos
P que o angulo determina com o circulo trigonométrico, teremos
senos, cossenos e tangentes positivos ou negativos de acordo com o

. . - ~
quadrante no qual esteja contido o lado OP do angulo ZAOP.

VVamos agora determinar o sinal do seno, do cosseno e da tangente de
um angulo, de acordo com o quadrante no qual este angulo se encontra.

Inicialmente & importante observarmos que vale o seguinte:

g || cnew | e
0° 0 1 0

90° 1 0 2
180° 0 -1 0
270° -1 0 2
360° 0 1 0

e, consequentemente, a tangente de 90° e a de 270° ndo estdo definidas,
para esses angulos, pois teriamos uma divisdo por zero a qual nos levaria a
uma indeterminagéo. Diremos, simplesmente, que tais &ngulos n&o possuem
tangente ou que as tangentes desses angulos n&o existe. Para os demais
angulos da primeira volta, vale o que se encontra na tabela a seguir.

Sinal do Seno Sinal do Cosseno | Sinal da Tangente
| - + +

[ .- — —
If — — +

\Y — + —

Pare e pense!

Vocé seria capaz de elaborar atividades ou exercicios que verifiquem ou abordem o
que foi apresentado até o momento e que sirvam para verificar sua compreensao do
assunto? Primeiramente, experimente elaborar algumas atividades, depois veja a Lista
02 de exercicios.

Matematica Elementar Il
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4. Férmulas de redugao ao primeiro quadrante

As razdes trigonométricas de um &ngulo do segundo, do terceiro ou do quarto
quadrantes podem ser obtidas em fungéo das razdes de angulos no primeiro
quadrante, conforme veremos a segulir.

Reduzindo do segundo para o primeiro quadrante

Notemos, inicialmente, que se 6 € um angulo do segundo quadrante,
entdo 90° < 6 < 180° e, assim, existe um &ngulo o no primeiro quadrante tal
que 6 = 180° — a, conforme se percebe na primeira figura a seguir.

P Q

P(xp, ¥p),
0
a N
|/ ]

O éangulo 6, no segundo quadrante, determina um ponto P, de

coordenadas (X, V). na circunferéncia trigonométrica, tal que x, = cos(0) e
y, = sen(0).
Nosso objetivo é, tomando esse angulo o no primeiro quadrante,

verificarmos a relagao entre as razdes trigonométricas de a e as de 6.

Tragando por P uma paralela ao eixo-x, obtemos no circulo
trigonométrico um ponto Q, de coordenadas (xq, yq), comy =y ex, =—Xx. De
fato, os triangulos POF e QOE s3o congruentes, uma vez que OP = OQ, pois
s&o raios da circunferéncia; PF = QE, pois y, =y, e OF = OE , 0 que pode
ser constatado pelo teorema de Pitagoras. Assim, o, &ngulo, ZEOQ e o séo

congruentes, levando-nos a seguinte proposi¢cao:

Proposigao: Se 6 é um angulo no segundo quadrante, entdo existe
um angulo o, no primeiro quadrante, tal que 6 = 180° — o e valem as
seguintes igualdades:

. sen(d) = sen (180° - ) = sen () ;

e cos(d) = cos (180° - a) = - cos () .




Reduzindo do terceiro para o primeiro quadrante

Todo angulo 6 do terceiro quadrante é tal que 180° < 6 < 270°. Assim, existe
um angulo o no primeiro quadrante tal que 6 = 180° + .

/ \ Q
O Fo \e‘

o
(Xp>Yp)

De acordo com as definicbes das razdes trigonométricas de 0, temos

que sen(®) = y, € cos(0) = X Ao tragarmos por P uma paralela ao eixo-y,
obtemos um ponto Q, no circulo unitario, de coordenadas (xq, yq), no segundo
quadrante e com X, ZX. €Y, ==V, (os triangulos POF e QOF sao congruentes,
uma vez que sao retdngulos e possuem dois lados correspondentes de
mesma medida).

Determinamos, agora, um angulo 6., no segundo quadrante, para o qual
vale a igualdade 6, = 180° - a.. Além disso, temos que sen(0,) = y, e cos(0,) = X,

Conforme vimos no caso anterior, temos que
* Y, =senb =sen(180°-a)=sena; e
* X, =cosb, = cos(180° — a)) = — cosa.
e, assim, teremos as igualdades:
* send =sen(180° + o) = Y, ==Y, =—sena; e
* cosO =cos(180° + o) = X, =X, = — cosa.

Logo, vale a seguinte proposi¢ao

Proposi¢ao: Se 6 é um angulo no terceiro quadrante, entdo existe um
angulo o, no primeiro quadrante, tal que 6 = 180° + a. e valem as seguintes
igualdades:

. sen (0) =sen (180° + a) = - sen (a);

e cos (0) = cos (180° + &) = - cos ().

Matemética Elementar I
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Reduzindo do quarto para o primeiro quadrante

Se 6 € um angulo do quarto quadrante, entdo 270° < 6 < 360° e, portanto,

existe um angulo 6 no primeiro quadrante tal que 6 = 360° — .

L g
\_
P(Xp, ¥p)

De acordo com as defini¢cdes das razdes trigonométricas de 6, temos que
sen(®) = y, e cos(0) = X A perpendicular ao eixo-x passando por P determina,
no circulo unitario, um ponto Q, de coordenadas (xq, yq), no primeiro quadrante
ecomx =X ey =-y, (os triangulos POF e QOF sao congruentes, uma
vez que sdo retdngulos e possuem dois lados correspondentes de mesma
medida).

Determinamos, agora, um &ngulo o, no primeiro quadrante, para o qual
sen(360° — o)) = —sena. e cos(360° — o) = cosa, provando a proposi¢cao:

0,

=

Proposi¢cao: Se 6 é um angulo no terceiro quadrante, entdo existe
um angulo o, no primeiro quadrante, tal que 6 = 360° — a. e valem as
seguintes igualdades:

e sen(d) = sen (180° - ) = sen (&) ;

e cos (0) = cos (360° - a) = - cos ().

Resumindo...
Se o € um angulo no primeiro quadrante, valem as seguintes

igualdades:
(1) Do segundo para o primeiro quadrante:

* sen(180° — o) = sena
* cos(180° — o)) = — cosa.
(2) Do terceiro para o primeiro quadrante:

* sen(180° + o)) = —sena

* cos(180° + o) = — cosa.
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(3) Do quarto para o primeiro quadrante:
* sen(360° — o) = —sena

* co0s(360° — o) = cosal.

Pare e pense!

Vocé seria capaz de elaborar atividades ou exercicios que verifiquem abordem o que
foi apresentado até o momento e que sirvam para verificar sua compreensdo do as-
sunto? Primeiramente, experimente elaborar algumas atividades, depois veja a Lista
03 de exercicios.

5. Lei dos senos e lei dos cossenos

Agora que ja conhecemos as razdes trigonométricas dos angulos obtusos,
podemos enunciar e demonstrar as leis do seno e do cosseno. Elas se aplicam

a tridngulos quaisquer, sejam eles retdngulos, acutangulos ou obtusangulos.

5.1. Lei dos cossenos

Consideremos o triangulo ABC, cujos lados BC, AB e AC medem,
respectivamente, a, b e c. Denotemos os angulos ZA, /B e £C deste triangulo
por A, B e C, respectivamente, conforme as figuras a seguir. Anote:
C C C Areciproca da proposi¢éo
condicional “Se p, entdo q.”
é a proposigéo condicional
b a a “Se g, entdo p.” obtida
quando se permuta a
hipétese pela tese ou

| concluséo, na proposi¢céao
A c B A ¢ B D A ¢ B original.

Sabemos que, nestas condigdes, o triangulo ABC é retadngulo em ZA
se, e somente se, a? = b? + ¢2. Isto é o que afirmam o teorema de Pitagoras e
sua reciproca.
VVamos mostrar que nos demais casos temos as igualdades:
* a’=b?+c?-2bc cosA,
* b?=2a?+c?-2ac cosB;
¢ c?=b?+a?-2abcosC.
Observemos, inicialmente, que no caso em que os angulos ZA, ZB ou

£C forem retangulos, uma vez que cos90° = 0, teremos uma das igualdades:
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e a2=b2+¢2
° b2 = aZ + C2
e c2=b%+ a?

ou seja, o teorema de Pitagoras, como ja sabiamos.

Estudaremos os outros dois casos — triangulos acutangulos e triangulos

obtusangulos — separadamente.
Caso 1: O triangulo é acutangulo

Neste caso, para o dngulo £ A da figura ao lado, temos que:

a?=y’+h% ()
A emquec=x+y.
Tirando o valor de y e substituindo em (1), termos
b ‘ a’=(c—x)’+h? ouseja,
a?=c?=2cx+ x>+ h2 ()
A ¢ ? Do tridangulo ADC, da figura,

temos que b?> = x2 + h’ ou sej,
x% = b% —h?, valor que, substituido em (ll), nos permite obter
a’=c’=2cx+b’-h*+h%
O que nos da:
a?=c?+b%*-2cx. ()

Ainda do tridngulo ABC, temos que cosA = 2 , 0 que nos da x = bcosA.
b

Logo, substituindo esse valor em (lIl), concluimos que
a?=c?+ b?-2bccosA,

0 que prova a seguinte proposi¢céao

Proposigao: Denotando por /A, /B e £C os angulos de um tridngulo
acutangulo ABC, com lados AB, BC e AC medindo, respectivamente, c, a

e b, entdo valem as trés igualdades seguintes:
a’?=c?+ b?—2bccosA,
b? = c? + a* — 2accosB,

c? =a%+ b? - 2abcosC.




Note que sé provamos uma das trés igualdades da proposi¢éo anterior.
As outras duas podem ser demonstradas de maneira anéloga ao que fizemos,
apenas considerando as outras duas alturas do tridngulo ABC.

Caso 2: O triangulo é obtusangulo

Para o &ngulo ~A da figura ao lado, temos que:

al=h*+(c+x)* (D

b2 =x2+ h2 (Il)
Desenvolvendo () e substituindo neste
desenvolvimento o valor de x? obtido em (Il), temos que

a?=h?+c?+ 2cx + x?
a’=h?+c?+ 2cx + b2 —h?

a?=b?+ c? + 2cx (ll).

=
R

Como se percebe da figura, cos(180° — A) =
X e, consequentemente, x = b cos(180° — A) = — bcosA. Substituindo esse
b
valor de x em (lll), obtemos

a’=c?+ b?-2bccosA

0 que mostra a seguinte proposicao:

Proposigao: Denotando por A, B e C os angulos de um tridngulo ABC,
obtusangulo em A, com lados AB, BC e AC medindo, respectivamente, c,
a e b, entdo valem as trés igualdades seguintes:

a’?=c? + b? - 2bccosA,
b? = c2 + a2 — 2accosB,

c? = a? + b?— 2abcosC.

Como no caso anterior, provamos apenas uma das trés igualdades da
proposi¢ao. As outras duas podem ser provadas de maneira inteiramente analoga.

Os dois casos mostrados anteriormente, nos permitem concluir a

proposi¢éo conhecida como Lei dos cossenos.

Matemética Elementar I 4
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Saiba Mais:

Aigualdade dupla

senA _ senB _ senC d
- 5 — € usada

para significar as trés
igualdades

senA _ senB  senA _ senC  senB _ senC

= e
a b a c b

Proposicao — Lei dos cossenos: Denotando por A, B e C os dngulos de
um tridngulo ABC com lados AB, BC e AC medindo, respectivamente, ¢, a
e b, entdo valem as trés igualdades seguintes:

a?=c?+ b?-2bccosA,

b? = c2 + a2 — 2accosB,

c? =a% + b? - 2abcosC.
5.2. Lei dos senos

A lei dos senos afirma que, em qualquer tridngulo ABC, denotando por ZA,
/B e ZC os seus angulos e por AB, BC e AC os seus lados e supondo, ainda
que os lados meg¢am, respectivamente, c, a e b, valem as trés igualdades

seguintes:

senA _senB _ senC .
a b c

Observe, inicialmente, que se o triangulo for retangulo emA, porexemplo,
entdo teremos senA = 1 e as igualdades sdo decorrentes da definicao de seno

dos angulos #B e ZC.

Assim como no caso anterior, podemos dividir a demonstragcado em dois

casos: o0 dos triangulos acutangulos e o dos tridangulos obtusangulos.

Caso 1: O triangulo é acutangulo

Para o angulo ZA, da figura ao lado, temos que senA = h donde se

b
conclui que h = bsenA. Temos, também, que senB = E 0 que nos da

a
que h = asenB.

Assim, temos bsenA = asenB, ou melhor,

senA _ senB
a b




Trabalhando com u, a altura do tridngulo
relativa a AC, teriamos que u = asenC e u = csenA,

0 que nos daria asenC = csenAe, consequentemete,

senA _ senC

a C

provando a seguinte proposicao:

Proposigao: Denotando por A, B e C os &ngulos de um tridngulo acutangulo
ABC, com lados AB, BC e AC medindo, respectivamente, ¢, a e b, entdo
valem as trés igualdades seguintes:

senA senB  senC
a b v

Caso 2: O triangulo é obtusangulo

Para o éangulo A da figura ao lado, temos que senB = Ee
a

sen(180° - A) = E 0 que nos da asenB = h e bsen(180° — A) = h. Assim,

podemosconcluirque asenB=bsen(180°-A)e, desde que sen(180°—-A)=senA,

teremos

senA  senB
a b

Tomando a altura do tridangulo ABC relativa a BC, concluiremos que

senC _senB  provando a proposicao
c b

Proposigao: Denotando por A, B e C os angulos de um tridngulo ABC,
obtusangulo em A, com lados AB, BC e AC medindo, respectivamente, ¢, a

e b, entdo valem as trés igualdades seguintes:

senA senB  senC
a b c

Os dois casos mostrados anteriormente, nos permitem concluir a

proposi¢cao conhecida como Lei dos senos.

Matemética Elementar I U
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Proposicao — Lei dos senos: Denotando por A, B e C os adngulos de um
tridangulo ABC com lados AB , BC e AC medindo, respectivamente, c, ae b,

entdo valem as trés igualdades seguintes:

senA _senB _ senC

a b c

Pare e pense!

Vocé seria capaz de elaborar atividades ou exercicios que verifiqguem abordem o que foi
apresentado até o momento e que sirvam para verificar sua compreensdo do assunto? Pri-
meiramente, experimente elaborar algumas atividades, depois veja a Lista 04 de exercicios.

Sintese do Capitulo 2

Nesta Unidade vocé aprendeu a...

1. A importéncia do circulo trigonométrico ou circunferéncia
trigonométrica na extensdo das fungdes trigonométricas aos
angulos da primeira volta, ou seja, aos &ngulos a, tais que 0° < a
< 360°.

2. Como estender as fungdes trigonométricas aos angulos
da primeira volta.

3. A determinar as razdes trigonométricas de um angulo da
primeira volta em fun¢&o das razdes trigonométricas de um angulo
agudo, a partir das férmulas de redugao ao primeiro quadrante.

4. Como enunciar e demonstrar a lei dos senos e a lei dos
cossenos e como utilizé-las na resolug&o de problemas.



Texto Complementar
Adicao e subtragcao de arcos

Nesta Leitura vamos mostrar que a igualdade

sen(a + b) = sen(a)cos(b) + sen(b)cos(a)

que, como ja vimos na Unidade anterior, € verdadeira para o caso de
angulos agudos a e b, tais que a + b também é um &ngulo agudo, se generaliza
para arcos quaisquer.

Na realidade, mostraremos que valem as seguintes relagdes:
e cos(a - b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b) ;
e cos(a + b) = cos(a)cos(b) - sen(a)sen(b) ;
o sen(a + b) = sen(a)cos(b) + sen(b)cos(a) ;
e sen(a - b) = sen(a)cos(b) - sen(b)cos(a) .
Iniciaremos nosso trabalho mostrando a igualdade
cos(a - b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b) ,

a partir do Teorema de Pitagoras para, em seguida, deduzirmos as outras trés
relagdes, observando que

. Jsen(-x) = -sen(x)
cos(-x) = cos(x)

e que

] sen(g -X) = COS(X). /;2 X
cos(g - X) = sen(x) \/

tgla) + tg(b)
1-tg(a) . tg(b)

do leitor mostrar que tg(a - b) = tg(a) - tg(b)
1 +tg(a) . tg(b)

Por fim, mostraremos que tg(a + b) = , deixando a cargo

Matemética Elementar Il =
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Cos(a-b)
Para atingirmos nosso propésito, nos D

basearemos na figura ao lado. B

Nela, os pontos A, B, C e D sao tais que

valem as seguintes relagdes:
« BCc=4B-MAC ;e
- Bc=AD.

e, da congruéncia dos arcos AD e BC, temos que os segmentos AD e

BC s&o congruentes.

Sejam a e b, respectivamente, as medidas dos arcos AB e AC.

Nestas condi¢ées, temos que Bc=AD=a-b.

C —

Vo

Figura 01 Figura 02

Da figura 01, anterior, temos que BC~ = CF~ + BF . 0 que nos d&
° ﬁz = (senb - sena)® + (cosa - cosb)?
° ﬁQ = (sen®b - 2senb sena + sen’a) + (cos?a - 2cosa cosb + cos®b)
° ﬁz = (sen®a + cos?a) + (sen’b + cos®b) - 2senb sena - 2cosa cosb
*« BC =1+1- 2 (cosa cosb + sena senb)

° B_C2 =2 - 2 (cosa cosb + sena senb).
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Da figura 02, anterior, temos que AD- = AG- + DG, 0 que nos da:
- AD = (1 - cos (a - b)) + sen?(a - b)
* AD = (1 - 2cos(a - b) + cos?(a - b)) + sen?(a - b)
- AD’ - (1 - 2cos(a - b)) + (cos*(a - b) + sen’(a - b))

- AD - 2 - 2cos(a - b).

—2 —_—2
e como AD = BC, temos que

2 - 2cos(a - b) = 2 - 2(cosa cosb + sena senb),

0 que nos da:

I cos(a - b) = cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b)
Cos(at+Db)

Podemos escrever cos(a + b) como cos(a — (-b)) e assim, do que foi
mostrado anteriormente, temos que

cos(a + b) = cos(a - (-b)) = cos(a) cos(-b) - sen(a) sen(-b).

Desde que sen(-b) = -sen(b) e cos(-b) = cosb, a igualdade anterior
nos da

I cos(a + b) = cos(a) cos(b) - sen(a) sen(b).
Sen(a+b)
No inicio desta leitura, vimos que senx = cos(% - X).
Assim temos que:
« sen(a+Db)= cos(% -(a+b)= cos((g -a)-b)
T 7
e sen(a+b)= cos(g - a) cos(b) + sen(E - a) sen(b)

. sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(g - a) sen(b).
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, ) 7r
Vimos, também, que sen(E - X) = cos(x) e, consequentemente, a
igualdade anterior nos fornece:

Sen(a-Db)

\Jamos usar a igualdade anterior para mostrar a igualdade
sen(a - b) = sen(a) cos(b) - sen(b) cos(a).

Temos que

« sen(a - b) = sen(a + (-b)) = sen(a) cos(-b) + sen(-b) cos(a),
e, desde que sen(-b) = -sen(b) e cos(-b) = cos(b), a igualdade
anterior fica

I sen(a-b) = sen(a) cos(b) - sen(b) cos(a).

Tg(a+Db)

Como tg(x)=&(x) , teremos
cos(x)

sen(a + b) _sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a)

o tglath)= cos(a + b) cos(a) cos(b) - sen(a) sen(b) ’

Dividindo o numerador e o denominador da fracdo anterior por
cos(a)cos(b), teremos:

sen(a) cos(b) N sen(b) cos(a)

_ cos(a) cos(b) cos(a) cos(b)
tgla+b) = cos(a) cos(b)  sen(a) sen(b) '
cos(a) cos(b) cos(a) cos(b)
ou, ainda,

tgla + b) = — 8@ * &b
1 - tg(a) . tg(b)
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Lista 01

1. Um ponto P, na circunferéncia trigonométrica, possui coordenadas
(X, y), tais que x = 5 Quantos e quais s&o os possiveis valores de y?

Solugao

Sabemos que a circunferéncia trigonométrica (ou circulo trigonométrico)
€ uma circunferéncia unitaria, isto €, uma circunferéncia de raio 1. Assim,
como P esta na circunferéncia trigonométrica, suas coordenadas (X, y)

. 1
devem sertaisque x*+y?=1 Ecomox= X devemos ter

2
1
SR
Y 2

Portanto y pode assumir os valores
2. Determine os possiveis valores de x, sabendo que o ponto Q, de coorde-
nadas (x , %) pertence a circunferéncia trigonométrica.

3. Um ponto P, na circunferéncia trigonométrica, possui coordenadas (x,

y)com x > é Determine os possiveis valores de v.

4. Um ponto Q, na circunferéncia trigopnométrica, possui coordenadas
(x,y)com y < % Determine os possiveis valores de x.

5. Um ponto P, no circulo trigonométrico, determina um &ngulo positivo de

120°. Determine os sinais das coordenadas de P.
Solugao
Como P determina um angulo de 120° no circulo trigonométrico e como

90° < 120° < 180°, temos que P é um ponto no segundo quadrante.

Assim, sua abscissa & negativa e sua ordenada € positiva.
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6. Um ponto Q, no circulo trigonométrico, determina um angulo negativo de

120°. Determine os sinais das coordenadas de Q.

7. Um ponto R, no circulo trigonométrico, determina um angulo positivo de

270°. Determine os sinais das coordenadas de R.

8. Um angulo o, da primeira volta, é tal que suas coordenadas e as coorde-

nadas de - a s&o iguais. Quais s&o os possiveis valores de o.?

Solugao

Observe que os angulos de 180° e -180° sao, ambos, representados
pelo ponto P, de coordenadas (-1, 0). Assim, o = 180° é um angulo
com essa propriedade. Na primeira volta, ou seja, para &ngulos com

medida entre 0° e 360°, existem ainda dois outros &ngulos com essa

propriedade. Determine-os.

Lista 02

1. Determine os valores do &ngulo o, com 0° o 3600, tais que sen(a) =0
e cos(a)=1.

Solugao
O ponto P, correspondente ao angulo o, é o ponto de coordenadas (1, 0).

Portanto, devemos ter o. = 0° ou . = 360°.

2. Determine os valores de o, com 0° o 3600, tais que:

a) seno=0 e cosa=—1
b) sena=-1 e cosa=0
c) sena=1 € cosa=0

3. Determine os valores de o, com0° o 360°, tais que:

a) sena.=1 € cosa=-1

b) sena=-1 e cosa =1



4. Como vocé mostraria, usando as coordenadas (x, y) do ponto P que de-
termina o &ngulo de 45°, que sen(45°) = cos(45°) = g ?
5. Um angulo da primeira volta é tal que seu seno é positivo e seu cosseno
é negativo. Determine os possiveis valores de o .
6. Diga o sinal da tangente dos seguintes angulos:
a) 130°
b) 65°
C) 245°
d) 289°
7. Um a&ngulo o, da primeira volta, possui tangente positiva. Em quais qua-

drantes o0 &ngulo o pode se encontrar?

Lista 03

1. Para calcularmos as razdes trigonométricas de 120°, basta observarmos

que 120° = 180° — 60° e, assim, temos que

sen(120°) = sen(180° — 60°) = sen(60°) = g;

cos(120°) = cos(180° — 60°) = — cos(60°) = _% ;

J3
. oy _ sen(120°) _ 2 _
g (1207) cos(120°) 1 V3
2

2. As fungdes trigonométricas do angulo de 210° podem ser obtidas se ob-
servarmos que 210° = 180° + 30° e utilizarmos as férmulas de redug¢do do

terceiro para o primeiro quadrante. Assim:
* sen(210°) = sen(180° + 30°) = — sen(30°)= —% :

W

* €0s(210°) = cos(180° + 30°) = — cos(30°) = — EY :

sen(210°) _ V3

oy — 2
* tg(210°) =
gl ) cos(210°) J3 3 3

Matemética Elementar I &
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3. As fungdes trigonométricas do &ngulo de 315° podem ser obtidas se ob-

servarmos que 315° = 360° — 45° e utilizarmos as férmulas de redugao do

quarto para o primeiro quadrante. Assim:

* sen(315°) = sen(360° — 45°) = —sen(45°) = — g:
* c0s(315°) = cos(360° — 45°) = cos(45°) = g :
V2
sen(315°) _ o
° tg (3159 = = =_1.
3 ) cos(315°) 2
2

4. Determine as fungdes trigonométricas do angulo de:

a) 150°
b) 105°
Determine um angulo da primeira volta, no segundo quadrante, que pos-

sua o mesmo seno que o angulo de 50°.

Determine um angulo da primeira volta, no terceiro quadrante, que pos-

sua, em maddulo, o mesmo cosseno que um angulo de 80°.

Lista 04

1. Mostrar a afirmacéo feita no inicio da apresentagao da lei dos senos: “se

o tridngulo for retdngulo em A, por exemplo, entdo teremos sen(A) =1 e

senA _ senB _ senC

as igualdades[ j sao decorrentes da definicao

a b c
de seno dos angulos Be C".

De maneira semelhante ao que fizemos na leitura complementar, mostre

tg(a) - tg(b)
1 +tg(a) . tg(b)
Calcule as medidas das diagonais de um paralelogramo, sabendo

que tg(a - b)=

dois lados consecutivos medem 6 cm e 2+/3 cm e cada angulo agudo

mede 30°.



4. Use a lei dos cossenos para determinar o valor de x na figura ao lado.

43

30°
2

5. A diagonal BD de um paralelogramo ABCD divide o &ngulo #D nos dois
angulos, /ADB e #BDC, que medem 30° e 15°, respectivamente. Sa-

bendo que o lado BC mede 6 cm, determine o comprimento de BD.

6. Um tridngulo ABC é tal que os angulos ZA e/ B medem, respecti-
vamente, 60° e 45° e o lado BC mede 4 cm. Determine a medida do

lado AC.

7. Os lados de um tridangulo medem 7, 8 e 10 centimetros. Determine o

comprimento da projecao do lado de 7 cm sobre o lado de 10 cm.

8. Determine a medida dos lados de um paralelogramo, sabendo que suas

diagonais medem 20 e 32 centimetros e formam um angulo de 60°.
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Fungoes trigonomatricas






Introducgao

Até agora, estudamos as razdes trigopnomeétricas, inicialmente, associadas
aos angulos agudos de triangulos retangulos e, posteriormente, aos angulos
da primeira volta, ou seja, &ngulos com medida entre 0° e 360°, inclusive.
Agora, pretendemos estender tais definicbes para quaisquer nimeros reais,
obtendo, com isso, as fungdes trigonométricas, que s&o fungdes reais de uma
variavel real.

Definiremos, primeiramente, arco de circunferéncia e associaremos
a cada arco um numero real, chamado seu comprimento. Retomaremos
a circunferéncia orientada para falarmos em arcos negativos e, com isso,
definirmos as fungdes seno, cosseno e tangente, bem como as demais
fungdes trigonométricas, para quaisquer nimeros reais.

1. Arcos e angulos

Intuitivamente, podemos dizer que um arco de circunferéncia é qualquer
“pedaco” de circunferéncia. Mais precisamente, temos a seguinte definigao:

Definigao. Dois pontos Ae B de uma circunferéncia determinam dois arcos, na
circunferéncia, cada um deles contendo os dois pontos A e B e representados
por AB. Os pontos A e B sdo chamados de extremidades do arco.

B B B

A ° A
6}
~~N ~
Circunferéncia de centro O arco AB arco AB

e pontos A e B da circunferéncia

Matemética Elementar Il
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Se os pontos A e B sao coincidentes, os arcos determinados sdo o arco
nulo (representado por qualguer um dos pontos Aou B) e 0 arco de uma volta
(a prépria circunferéncia).

arco nulo arco de uma volta

Todo arco de circunferéncia de extremidades A e B B
determina um angulo central que o subtende, isto &, um
angulo cujo vértice é o ponto O, centro da circunferéncia, A
e cujos lados s&o as semirretas OA e OB. Na figura ao
lado temos os dois arcos AB e os dois angulos centrais que
subtendem estes arcos.

Medida de arco

Amedida em graus de um arco AB ¢ a medida do angulo central que subtende
o arco. Assim, se na figura anterior, o angulo ZAOB mede 85°, dizemos que a
medida do arco AB, em graus, é 85°; se 0 &ngulo ZAOB é um angulo reto, ou
seja, mede 90°, entdo a medida do arco AB & 90°.

Para que n&o haja confusdo com relagdo ao arco ao
qual estamos nos referindo, escolhemos um sentido para
percorrermos a circunferéncia. Assim, na figura ao lado, o
arco AB é o arco que se percorre sobre a circunferéncia no
sentido de A para B, ou seja, 0 arco tracejado, e o arco BA
€ 0 arco continuo, ou seja, 0 arco que se percorre sobre a
circunferéncia no sentido de B para A.

Como se percebe, o0 sentido que escolhemos para nosso percurso foi
o sentido anti-horéario. Este sera o sentido positivo. O sentido horario sera o
sentido negativo.

Comprimento de um arco

Sabemos que o comprimento de uma circunferéncia de raio r é 2nr. De
maneira intuitiva, isto significa que se cortarmos a circunferéncia em um ponto
e a esticarmos obteremos um segmento de comprimento 2xr.



Sabemos também que qualquer didmetro de uma circunferéncia divide
essa circunferéncia em duas partes (arcos) de mesmo comprimento. Assim,
o comprimento da semicircunferéncia é nr. De maneira semelhante, podemos
afirmar que o comprimento de um arco de um quarto de circunferéncia é %r

E como calcular o comprimento de um arco qualquer de uma
circunferéncia de raio r?

Podemos calcular esse comprimento valendo-nos de uma regra de
trés simples e utilizando a medida do angulo que subtende o arco do qual
queremos medir o comprimento. Por exemplo, se o0 angulo subtendido pelo
arco mede O graus, entdo podemos pensar na seguinte regra de trés:

“um arco de 180° mede nr”
portanto,
“um arco de O graus mede X"

Em simbolos temos o seguinte diagrama:

i1 0 J— ar
o° «
O que nos da
180x = O,
ou seja
_ Omr
X= 180 -
O radiano

Até agora, utiizamos o grau como unidade de medida de angulos. Uma
circunferéncia pode ser dividida em 360° &ngulos centrais, todos congruentes.
Cada um desses angulos mede, por definicdo, um grau, que se representa por 1°.
Assim, uma circunferéncia mede, em graus, 360°, pois nela cabem 360 &ngulos
centrais de 1° cada um deles. Podemos, porém, utilizar outra medida: o radiano.

Tomemos uma circunferéncia de raio r e um seu arco de comprimento r.
Esse arco subtende um angulo cuja medida seréa definida como 1 radiano e
representada por 1 rad. Mais precisamente, temos a seguinte definicao:

Defini¢ao. Um angulo de medida 1 radiano é qualquer &ngulo congruente a
um angulo central que subtende, em uma circunferéncia de raio r, um arco
de comprimento igual ao raio da circunferéncia.

Matemética Elementar I
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Assim, como o comprimento de uma circunferénciade raioré 2 nr, nela
cabem 2 arcos de 1 rad e, portanto, seu comprimento em radianos é 2.
Consequentemente, uma semicircunferéncia mede n radianos e um quarto
de circunferéncia mede ” radianos.

2

Relagao entre graus e radianos

Dado um a&ngulo com medida em graus, podemos desejar saber sua medida
em radianos e, semelhantemente, se conhecermos a medida em radianos de
um angulo, podemos desejar saber sua medida em graus.

Sabemos que a medida, em graus, de um angulo de uma volta é 360°
e sua medida em radianos € 2nrad. Sabemos, também, que um angulo de
meia volta mede, em graus, 180° e, em radianos, nrad. Sabemos, ainda, que
um angulo de um quarto de volta mede 90° ou ™ rad. E um angulo de 30°,
quanto mede em radianos? 2

Para responder a essa pergunta, vamos sintetizar o que foi dito
anteriormente em uma tabela.

graus radianos
360° 2nrad
180° nrad
T
90° 5 rad
30° ?7?

Como se percebe, existe uma proporcionalidade direta entre as medidas
1
em graus e em radianos. Assim, desde que 30° é 3 de 90°, a medida em

radianos de um angulo de 30° deve ser ! de ™, ouseja, ™.
3 2 6

Mais geralmente, denotando por x e y as medidas de um mesmo angulo
em graus e em radianos, respectivamente, temos que

T

=7X.
Y7180
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Representando niumeros reais na circunferéncia
trigonométrica

No plano, dotado de um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais,
a circunferéncia trigonométrica é a circunferéncia com centro na origem e
de raio 1.

0(0,0)

0 1

A(1,0) K

A cada namero real podemos associar um ponto na circunferéncia
trigonométrica e, consequentemente, um angulo central, com medida em
graus ou radianos. Neste caso, por questdes praticas, utilizaremos a medida
em radianos. Essa associagao é feita da seguinte forma:

a) o nimero real zero é associado ao ponto A(1,0);

b) o nimeroreal o, com 0 < a< 2n, é associado ao ponto B tal que
o comprimento do arco AB, em que A=(1,0). quando percorrido no
sentido anti-horario, tem comprimento igual a o unidades;

c) o nimero 2r, assim como todos os mdltiplos inteiros positivos de 2n
(2n, 4n, 6w, 8, 10w ...), é associado ao ponto A(1,0);

d) o ndmero real o, com o > 27, é associado ao mesmo ponto B que
onumeroreal a,,talque 0 < a,< 21 e a- a;=n(2n ), comninteiro
positivo.

e)onumeroreal-o.,com0< a < 2w, € associado ao ponto B tal que o
arco AB, em que A=(1,0), quando percorrido no sentido horario, tem
comprimento igual a o unidades;

f) o nUmero —2n e todos os mudltiplos inteiros negativos de 2n, sdo
associados ao ponto A(1,0);

g) o numero real —a,, com o > 27, & associado ao mesmo ponto que
0 ndmero real — o, COM 0< o,< 2n.talque a—a, = n(2m), com
n inteiro positivo.

Em outras palavras, € como se para cada nimero real positivo o,
enrolassemos um barbante de comprimento @ sobre a circunferéncia
trigonométrica, prendendo uma das extremidades do barbante no ponto
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A(1,0) e enrolando o barbante no sentido anti-horéario até o fim do barbante,
sendo que o ponto B(x;, y;) onde ficasse a outra extremidade do barbante
seria 0 ponto associado ao nimero ¢ ; e para cada nimero real — o, com o
> 0, enrolassemos um barbante de comprimento @ sobre a circunferéncia
trigonométrica, prendendo uma das extremidades do barbante no ponto A(1,0)
e enrolando o barbante no sentido horéario até o fim do barbante, sendo que
0 ponto B(x;, V) onde ficasse a outra extremidade do barbante seria o ponto
associado ao nimero —o.

Note que, paracada niUmeroreal & ou — &, o ponto B determina um angulo
central (orientado) ZAOB cuja medida sera definida como & ou — @ radianos.

Pare e pense!

Vocé seria capaz de elaborar atividades ou exercicios que verifiquem/abordem o que
foi apresentado até o momento e que sirvam para verificar sua compreensao do as-
sunto? Primeiramente, experimente elaborar algumas atividades, depois veja a Lista
01 de exercicios.

2. As fungdes seno e cosseno: fungodes reais de uma
variavel real

Nosso objetivo nesta seg¢ao é definir, para cada nimero real, um nimero real,
univocamente determinado, obtendo, assim, as fun¢cbes seno e cosseno,
definidas no conjunto dos numeros reais e tendo como contradominio o
conjunto dos nimeros reais. Em simbolos, queremos determinar as fungdes
reais sen: R — R e cos: R — R que, para cada namero real x, associam os
ndmeros reais sen(x) e cos(x), respectivamente.

Na seco anterior, vimos como associar a cada nimero real um arco da
circunferéncia trigonométrica e, consequentemente, um angulo central cuja
medida orientada, em radianos, é esse nimero. Esse arco é determinado pelo
ponto A = (1,0), sua extremidade inicial, e por um ponto B = (x;, y,). sobre a
circunferéncia trigonométrica, sua extremidade final.

VVamos agora definir, como ja fizemos no caso do angulo de uma

volta, as funcbes reais seno e cosseno por meio das coordenadas de B,
como segue.

2.1. A fungao seno

Definicao. A funcio seno é a funcio real de variavel real, representada
pory = f(x) = sen: R — R, que a cada nimero real x associa o nimero real
f(x) = sen(x) = y,, chamado seno de x.



Observe que, da maneira como a fungao seno foi definida, para cada
namero real x,

* existe o nimero real y =f(x) = sen(x) e, portanto, o dominio da fungéo
seno é o conjunto dos nimeros reais. Em simbolos, D(sen) = R;

* o numero real y = sen(x) é tal que -1 < sen(x) < 1 e, portanto, a
imagem da fun¢do seno é o intervalo real [-1,1]. Em simbolos,
Im(sen) = [-1,1];

* temos que sen(X) = sen(x + 2kr), qualquer que seja o nimero inteiro k.

Como os numeros reais kr, em que o nimero k é inteiro, estado
associados, na circunferéncia trigonométrica, a pontos do eixo das abscissas,
isto é, ao ponto (1,0) ou ao ponto (-1,0), temos que sen(kn) = 0, para todo
inteiro k. Assim, a fungdo seno possui infinitos zeros. Além disso, é possivel
mostrar que a fungao seno de x & continua em todo ponto do seu dominio.

O gréfico a seguir € um esbogo do grafico da fungéo seno, restrita ao
intervalo [-2r, 2.

Y

-nt/2 3n/2 2n

»y

27 -3m/2 -n\ 0 /2 n\ /

-1

Grafico da funciao seno restrita ao intervalo [— 27, 27

2.2. A fungao cosseno

Definicdao. Afuncao cosseno é a funcao real de variavel real, representada
por cos: R — R, que a cada nimero real x associa 0 nimero real cos(x) = X;.

Observe que, de forma semelhante a fungéo seno, para cada nimero
real X,

 existe o nimero real cos(x) e, portanto, 0 dominio da fungéo cosseno
€ o conjunto dos numeros reais. Em simbolos, D(cos) = R;

* 0 numero real cos(x) é tal que -1 < cos(x) < 1 e, portanto, a
imagem da fungéo cosseno é o intervalo real [-1,1]. Em simbolos,
Im(cos) = [-1,1];

* temos que c os(x) = cos(x + 2kmr), qualquer que seja o nimero
inteiro k.

Matemética Elementar I

Anote:

A funcao seno € uma
funcéo periddica, de
periodo 2r, pois sen(x) =
sen(x £ 2kx), kemn.

Anote:

A funcéo cosseno é uma
fungéo periodica, de
periodo 2r, pois cos(x) =
cos(x + 2kn), kem.
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. . . . . T P . . .
Além disso, os numeros reais do tipo kE’ onde k & um namero inteiro

impar, estdo associados a pontos do eixo das ordenadas, isto €, pontos do tipo
(0,1 ou (0O, -1), e, portanto, s&o, todos, zeros da fungéo cosseno.

A seguir temos um esbogo do grafico da fungdo cosseno, restrita ao
intervalo [-2r, 2mt].

\y

Grafico da funcio cosseno restrita ao intervalo [— 27, 27 |

oA 4

Pare e pense!

Vocé seria capaz de elaborar atividades ou exercicios que verifiquem ou abordem o
que foi apresentado até o momento e que sirvam para verificar sua compreensdo
do assunto? Primeiramente, experimente elaborar algumas atividades, depois veja a
Lista 02 de exercicios.

3. As fungoes tangente e cotangente: fungoes reais
de uma variavel real

Nesta secdo, vamos definir e estudar as fungdes tangente e cotangente de
um ndmero real. Funcdes reais de uma variavel real.

Como nas segbes anteriores, pretendemos que a fungdo tangente
seja 0 quociente entre as fun¢cdes seno e cosseno de um mesmo arco e que
a fungdo cotangente seja 0 quociente entre as fungdes cosseno e seno de
um mesmo arco, ou seja, para cada namero real X, queremos que sejam
verdadeiras as igualdades

sen(x) e cotg(x) = cos(x)
c

te(x) = 0s(Xx) sen(x)

Agora que ja sabemos quais as definicbes que vamos utilizar para as
fungdes tangente e cotangente, vamos formalizar o seu estudo.
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3.1. A fungao tangente

Definigdo. A funcéo tangente é a fungdo £ D — R, com D < R, que
associa a cada x € D, o nimero real f(x) = tgx (tangente de x), dado por

sen(x)

t8(x)= cos(x)

Dominio e Imagem

Sendo o quociente entre as fungdes seno e cosseno, a fungédo tangente
€ tal que sen o dominio é o conjunto de todos os nimeros reais para os
quais a fungéo cosseno ndo se anula. Assim, basta que determinemos
esses numeros.

T 371: . -
Sabemos que cos(E) = cos(j) =0eque, nointervalo [0, 21], esses sdo
os dois Unicos nimeros para os quais isso acontece. Sabemos, também, que a
fungdocossenoéperiédica,deperiodo 2. Assim, alémden&oestardefinidapara

Tax=E
2 2

3 . N
para X = ?n+ 2km, com k um namero inteiro. E como,

X = , a fungdo tangente n&o esta definida para x = g + 2kn nem

3—2” = g+ 7, concluimos

que a fungcado tangente estd definida para todo nimero real x, tal que
X g+ kr (k € Z). Em simbolos,
Digx)={xe R x g+ kp,keZ}.

Como se percebe, o dominio da fungéo tangente é a unido dos intervalos

T T T 3n 3 5rn ) 3TC_£ _5_71_3_75
(_E,E), (5'7)' (7,7),...comosmtervalos( > 2),( 2 2),

Com relagdo ao conjunto imagem da fungdo tangente, é possivel
mostrar que qualquer nimero real pode ser tangente de algum arco ou angulo
e, consequentemente, aimagem da fung&o tangente é o conjunto de todos os

nlimeros reais. Em simbolos,
Im(tgx) = R.

Zeros

Os zeros da fungcdo tangente s&o os nUmeros reais X, tais que
sen(x) = 0.

Sabemos que sen(x) = 0 se, e somente se, X = kx, para algum inteiro k.
Logo, os zeros da fungcdo tangente sdo os nimeros positivos =, 2x, 3w, ...,
além do nimero 0 e dos nimeros negativos - =, - 27, - 3, ...



68

UASCONCELOS, C. B, ROCHA, M. A.

.-4n -3m -2m -7 0 T 27 3t 4w ...

eros da funcéo tangente destacados na reta numérica real

Sinal

De acordo com a definigao, o sinal da fungao tangente depende dos sinais da
fungdo seno e da fungdo cosseno. A figura ao lado nos mostra essa variagao
de sinal, de acordo com o quadrante ao qual o &ngulo pertence. No primeiro
quadrante a tangente é positiva; no segundo, é negativa; no terceiro, é positiva;
€ no quarto, é negativa.

Na tabela a seguir, resumimos essa variagao de sinal.

Variacao do sinal da tangente

X Seno Cosseno Tangente
0 0 1 0
0<x< I Ak 2 F
2
1 Nao
E 1 0 existe
—<x< T + — —
T 0 -1 0
3n
T<x <— — — 4
T2
3r Nao
2 -1 0 existe
—<x< 21 — + —
o 0 1 0

Periodo
Assim como as fungdes seno e cosseno, a fungao tangente também é

periddica. Quando estudamos o dominio desta fungdo, vimos que ela esta

deﬂnlda em mtervalos do tlpo(—z E) (E ﬁ) (3_7T 5_211) .edotipo (—37“,
-—) (-= ——) ., cada um deles de comprlmento p e contendo um zero

da funcao tangente, ou seja, um numero da forma kr, comk € Z.



Desde que tg(x) = %8, temos que tg(x + n) = tg(x) e, consequente

mente, a fungdo tangente é periédica de periodo .
De fato, temos que

to(x 4 ) = sen(x+m)  sen(x)cos(rm)+sen(m)cos(x)  —sen(x)
SXFTM) = sx+7)  cos(x)oos(n)—sen(x)sen(n) - cos(x)

e, assim, tg(x + 1) = tg(x).

Grafico

. mT T
Tomando o intervalo (-+,%) como exemplo, podemos constatar que,

2'2

a medida que x vai crescendo (de valores proximos a g até p, quando
a tangente se anula), o valor de tg(x) vai crescendo, mas sempre com
valores negativos; para x maior do que p e menor do que % a medida que
X vai crescendo, o valor de tg(x) vai crescendo e €, sempre, positivo. Assim,
podemos concluir que a fungdo tangente é sempre crescente no intervalo
(_g,g), 0 mesmo valendo para os demais intervalos do dominio de definicao
da funcao tangente.

A figura a seguir apresenta um esboc¢o do grafico da fungdo tangente,
restrita ao dominio contido no intervalo [0, 2x].

Ay

\ L

/2 31/2 2n

g G

Grafico da funcao tangente
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3t . . -
Note que as retas x = g ex= > sdo assintotas ao grafico da tangente

€ que os pontos com abscissa 0, © e 2n s&o zeros da fungao, conforme ja
haviamos dito. Note, ainda, que a fungdo tangente n&o possui maximo nem
minimo absoluto neste intervalo.

O grafico a seguir € um esbogo do grafico da fungdo tangente
para um intervalo maior do dominio. Nele podemos visualizar melhor a
periodicidade da funcao.

o

e = i
.
3
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[ [ 1 1
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| | .
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p=T p=T p=T p=T

Grafico da funcao tangente

3.2. A fungao cotangente

Defini¢ao. A funcao cotangente é afuncéo . D — R, com D R, que associa

a cada x € D, o nimero real f(x) = cotg(x) (cotangente de x), dado por
cos(x)

sen(x)

cotg(x) =

Dominio e Imagem

Sendo o quociente entre as fungdes cosseno e seno, o dominio da fungéo
cotangente € o conjunto de todos os nimeros reais para os quais a fungao
seno nao se anula. Assim, basta que determinemos esses nimeros.
Sabemos que sen(0) = sen(rn) = sen(2x) = 0 e que, no intervalo [0, 2x],
esses sao 0s Unicos nimeros para 0s quais isso acontece, ou seja, 0s Unicos
ndmeros que possuem seno nulo. Sabemos, também, que a fungao seno é



periddica, de periodo 2. Assim, além de n&o estar definida parax=0,x=ne
x = 2x, a fungao cotangente n&o esta definida para qualquer x do tipo ki, com
k € Z. Em simbolos,

D(cotgx)={x e R;x km keZ}.

Como se percebe, o dominio da fungdo cotangente é a unido dos
intervalos (0, n), (r, 2p), (2=, 3x),... Com os intervalos (-x, 0), (-2, -n), (-3,
-2m)...

Com relagdo ao conjunto imagem da funcdo cotangente, é
possivel mostrar que, assim como no caso da funcdo tangente,
qualquer nimero real pode ser cotangente de algum arco ou angulo e,
consequentemente, a imagem da fungdo cotangente é o conjunto de
todos os nimeros reais. Em simbolos,

Im(cotgx) = R.

Zeros
Os zeros da fung&o cotangente s&o os nimeros reais X, tais que cos(x)=0.

Sabemos que cos(x) =0 se, e somente se, X = k% , para algum inteiro k,

impar. Logo, os zeros da fungéo cotangente sdo os nimeros positivos ig,

PELIN L

2 2

IR N T R S L
2 2 2 2 2 2 2 2 2

Zeros da fungéo cotangente destacados na reta numérica real

Sinal

De acordo com a definicéo, o sinal da fungéo cotangente depende dos
sinais da fungao cosseno e da fungéo seno. A figura ao lado nos mostra essa
variagao de sinal, de acordo com o quadrante ao qual o &ngulo pertence,
que é a mesma variagdo da fungdo tangente. No primeiro quadrante a
cotangente é positiva; no segundo, € negativa; no terceiro, € positiva; e no
quarto, & negativa.

Na tabela a seguir, resumimos essa variagao de sinal.
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Variagéo do sinal da cotangente

X Seno Cosseno Cotangente
0 0 1 Nao existe
s
0<x<— + + +
2
T
— 1 0 0
2
T
—<x< T —+ — —
2
i 0 -1 Nao existe
3n
T<x <— — — aF
2
3n
— -1 0 0
2
3n
—<x< 27 = + =
2
21 0 1 Nao existe

Periodo

Assim como as fungdes seno, cosseno e tangente, a fungdo cotangente
também é periédica. Quando estudamos o dominio desta fungcdo, vimos
que ela esta definida em intervalos do tipo (0, n), (n, 2n), (2=, 3n),... e do tipo
(-w, 0), (-2n, -n), (-3m, -27),..., cada um deles de comprimento n e contendo um
zero da fung&o tangente, ou seja, um ndmero da forma k™ +x, com k inteiro
impar. 2

A fungdo cotangente é periddica de periodo w, desde que

co!
cotg(x) = wn(zg e, consequentemente, cotg(x + m) = cotg(x).

De fato, temos que
cos(x+m)  cos(x)cos(m)—sen(x)sen(r)

sen(x+m) ~ sen(x)cos(r)+ sen(r)sen(x)

~cos(x)  cos(x)

—sen(x) ~ sen(x)

cotg(x + ) =

e, assim, cotg(x + m) = cotg(X).



Grafico

Tomando o intervalo (0, p) como exemplo, podemos constatar que, a medida
. P . T
gue x vai crescendo (de valores préximos a 0 até > quando a cotangente se
anula), o valor de cotg(x) vai decrescendo, mas sempre com valores positivos;
. T . .
para x maior do que > e menor do que p, a medida que X vai crescendo,
o valor de cotg(x) vai decrescendo e &, sempre, negativo. Assim, podemos
concluir que a fungéo cotangente é sempre decrescente no intervalo (0, p), o
mesmo valendo para os demais intervalos do dominio de defini¢ao da fungéo.

A figura a seguir apresenta um esbogo do grafico da fungéao
cotangente, comparativamente com o grafico da fungcéo tangente. Nele
podemos perceber que, enquanto a fungédo tangente é crescente, a
funcao cotangente é decrescente.

Ay tg x

y=

Gréfico da fungdo cotangente
em comparagao com o grafico da fungdo tangente

Note que as retas x =0, x = T e x = 21 s&o assintotas ao gréafico da
cotangente e que os pontos com abscissa - T Ie 3n s&o zeros da funcao,
conforme ja haviamos dito. Note, ainda, que a fungéo cotangente é periédica
de periodo n € n&o possui maximo nem minimo absoluto em cada intervalo do

tipo ] nxt, (n+1)nf.
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Pare e pense!

Vocé seria capaz de elaborar atividades ou exercicios que verifiquem ou abordem o
que foi apresentado até o momento e que sirvam para verificar sua compreensao do
assunto? Primeiramente, experimente elaborar algumas atividades, depois veja a Lista
03 de exercicios.

Sintese da Capitulo

Nesta Unidade vocé aprendeu...

Que existem outras unidades de medidas de arcos e de angulos
além do grau.

A definir o radiano como outra unidade de medida de arcos e de
angulos.

Que um arco de 2 radianos corresponde a um angulo de 360° e
que, a partir de uma regra de trés simples, é possivel passarmos
da medida de um arco em graus para a medida desse arco em
radianos e vice-versa.

Como representar nimeros reais na circunferéncia trigonométrica.

Como definir as fungdes seno e cosseno, como fungdes reais de
uma variavel real.

Que o dominio e a imagem das fungbes seno e cosseno sao
o conjunto dos numeros reais e o intervalo fechado [-1, 1],
respectivamente.

Que os zeros da fungéo seno s&o os numeros reais do tipo kr,
onde k € um nimero inteiro qualquer.

Que os zeros da fungéo cosseno sao os nimeros reais do tipo Kk~
, onde k & um nimero inteiro impar qualquer. 2

Que as fungbes seno e cosseno sdo, ambas, periddicas de
periodo 27 .

A definir as fungdes reais tangente e cotangente, respectivamente,

sen(x) cos(x)
os(

como tg(x)= e cotg(x)= , para cada x no dominio

X) sen(x)
de cada funcgéo.
Que a fungao tangente esta definida para todo nimero real x, tal
que X # T, km, em que k & um ndmero inteiro, enquanto a fungao
cotangen%e esta definida para todo ndmero real x, tal que x # km,

em que k é um ndmero inteiro.



* Que aimagem de cada uma das fungdes tangente e cotangente € o
conjunto dos numeros reais.

* Que os zeros da fungado tangente s&o os nimeros reais do tipo kr,
comk € Z, enquanto os zeros da fungéo cotangente s&o os nimeros

. . T , . . .
reais do tipo 3 + kmt, em que k é um numero inteiro.

* Que a fungédo tangente € uma fungao crescente em cada intervalo
do tipo]§+kn,g+ (k+Dx[.

* Que a fungdo cotangente € uma fungdo decrescente em cada
intervalo do tipo 1k, (k + 1)7[.

* Que as fungdes tangente e cotangente s&o, ambas, periédicas de
periodo 1.

Lista 01
1. Um arco de 30° de uma circunferéncia de raio 2 cm mede ~cm de
comprimento. 3
Solugao

De fato, um arco de 180° desta circunferéncia mede 27 cm. Assim,
usando uma regra de trés simples, temos que o comprimento de um arco

de 30° é dado por
_ 302 _ 60°n
180° 180°

T
3

2. O comprimento de um arco de 45° de uma circunferéncia de 4 cm de raio
é mcm.

Solugao

De fato, um arco de 180° desta circunferéncia mede 4n cm. Assim,
usando uma regra de trés simples, temos que o comprimento de um arco
de 45° é dado por

o= 45°md _ 180°n _
180°  180°
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3. Determine a medida em graus de uma arco de uma circunferéncia de 3cm
de raio, cujo comprimento & ™ cm.
3

. Determine o raio de uma circunferéncia, sabendo que um seu arco de
. Y . . a
comprimento 5 cm é subtendido por um &ngulo de 45°.

5. A medida em graus de um &ngulo & 135°. Qual é a sua medida em
radianos?

Solugao

Temos que 135°= 3 x 45° e a medida em radianos de um angulo de 45° é

4 rad. Assim, um angulo de 135° mede, em radianos, 3 x T ou seja,

3n rad

4

. . A . 5w . .
6. A medida em radianos de um angulo é o Qual é a sua medida em
graus?

Solugao

Temos que © radianos correspondem a 180°. Assim, para resolvermos
nosso problema, basta resolvermos a seguinte regra de trés:

n - 180°
o - X
6

5
que resulta em x :6—n180°= 150°.
T

7. Em qual quadrante esta localizado cada um dos seguintes nameros

reais:
a)25 e) 321
b) 116 f) 247
c)-26 g)-321
d)-116 h) -247
Solugao

a) Para sabermos em qual quadrante esta situado o nimero real positivo
o, basta que dividamos esse nimero por 21 e descubramos o resto.

Fazendo isso, € como se estivéssemos enrolando um barbante de



comprimento o sobre a circunferéncia trigonométrica, no sentido anti-
horéario, a partir do ponto (1,0); o resto corresponde exatamente ao
pedaco do barbante que ndo completa outra volta. Para sabermos
em qual quadrante o nimero se encontra, basta que lembremos
que o primeiro quadrante varia de 0 a g (aproximadamente 1,57);
0 segundo varia de Ta 7 (aproximadamente 3,14); o terceiro varia
de ma 3—n(aproximadamente 4,71); e o quarto varia de 3775 a 2n
(aproximadamente 6,28).

Dividindo 25 por 6,28 obtemos o quociente 3 e o resto 6,16
(aproximadamente). Assim, o nimero 25 deve ser marcado no quarto
quadrante.

¢) Para sabermos em qual quadrante esta situado o nimero real negativo
— o, basta que dividamos o nimero —a por 2me descubramos o
menor resto positivo a,, tal que — & =q. 2n+ a,. Os nimeros o,
e —a estardo no mesmo quadrante. De fato, fazendo isso € como
se tomassemos um barbante de comprimento @ e o enrolassemos,
no sentido horario, na circunferéncia unitaria, a partir do ponto (1,0); o
resto positivo € como se completassemos a volta no sentido horério e
depois percorréssemos o, no sentido anti-horario para encontrarmos
a determinagéo de —a na primeira volta positiva.

Dividindo—116 por 27 ,encontramos—116 =(-19). 2x + 3,32, emvalores
aproximados. Assim, os nimeros -116 e 3,32 representam o0 mesmo
ponto na circunferéncia trigonométrica. Como 3,14 (= t)< 3,32<4,71
(= 3%), temo s que o nimero —116 se encontra no terceiro quadrante.

Lista 02

1. Sabendo que a imagem da fung&o sen(x) é o intervalo [-1, 1], determine
o conjunto imagem das fungdes sen(2x), 2sen(x), sen(3x) e 3sen(x) .

2. Sabendo que a imagem da fungéo cos(x) é o intervalo [-1, 1], determine
o conjunto imagem das fungdes 3cos(2x) e 2¢os(3x) .

3. A partir da anélise dos gréaficos das fungdes seno e cosseno,
construidos no texto, determine os intervalos de crescimento e
decrescimento destas fungades.

4. Encontre todas as raizes das fungdes 2sen(3x), sen(x + %) , cos(X + 2?%)
X
€ cos(—).
( 4)
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5. Determine o periodo das fungdes sen(3x) e COS%)'

6. Faga um estudo comparativo do periodo da funcéo sen(kx), sendo k um
ndmero real ndo nulo, a partir da variagcao de k.

7. Faga um estudo comparativo do periodo da fungéo cos(x + k), sendo k
um ndmero inteiro, a partir da variagéo de k.
8. Resolva as seguintes equagdes:
1 2x+m, A3

a) sen(§+§>=5 b) cos(— ) ="

9. Pesquise em livros ou na internet (em sites confiaveis) sobre as fungdes
arcoseno e arcocosseno.

Lista 03

1. Resolva as seguintes equagdes:
a)tg(3x) = 1 b) cotg(x +3) =13
2. Determine o valor de k, sabendo que a fung&o tg(kx) tem periodo ™ .
3. Determine o dominio da fung&o cotg(kx+ g) em termos do valor d: k.
4. Determine os valores de a e b, sabendo que o grafico a seguir é o grafico

da fun¢do tg(ax + b).

Ay

>y

-1/6 0 /6




sen(x)

5. Sabendo que tg8(X)= e cotg(x)= ., use seus
cos(x) sen(x)
conhecimentos de calculo para determinar os intervalos de crescimento
e de decrescimento dessas funcoes.
6. Mostre que a fungéo sen(x) é impar, isto &€, mostre que sen(—x) = —sen(x),
qualquer que seja o nimero real x.

7. Mostre que a fungdo cos(x) € par, isto €, mostre que cos(—x) =cos(x),
para todo nimero real x.

8. \Verifique a paridade (se é par ou impar) das fungdes tg(x)e cotg(x),em
seus dominios de definicdo.

9. Pesquise em livros ou na internet (em sites confiaveis) sobre as fun¢des
arcotangente e arcocotangente.

10. Pesquise em livros ou na internet (em sites confidveis) os graficos das
funcdes secante e cossecante e fagca um estudo dessas fungdes como
foi feito ao longo do texto para as fungdes tangente e cotangente.
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Introducgao

Ja nas séries iniciais do Ensino Fundamental, iniciamos nosso estudo dos
ndmeros. Comegamos com os nimeros naturais, nimeros que séo usados
na contagem e s&o designados pelos simbolos

0,12345..,
Sendo o conjunto de todos os nimeros naturais representado pela letra N.

N={01,234..}

Em seguida, devido a insuficiéncia dos nimeros naturais para efetuar
subtragdes como 7 — 9 ou 8 — 10, ou seja, subtracdes nas quais o minuendo
€ menor do que o subtraendo, o conjunto N foi ampliado dando origem ao
conjunto Z dos nimeros inteiros ou nimeros inteiros relativos, que é formado
por todos os nimeros naturais e os nimeros negativos. Esses nimeros
negativos sao representados pelos simbolos -1, -2, -3.... e, assim,

Z={0,+1, 42 43 4.}

Mesmo com essa ampliagéo, o campo numérico disponivel ainda era
insuficiente para resolver todas as operagdes. As divisdes do tipo 3 + 4 ou
5 + 3 n&o forneciam como resultado um nimero inteiro. Esse problema sé
pode ser resolvido com nova ampliagdo do campo numérico. Chegamos,
dessa forma, ao conjunto dos nimeros racionais, que € representado pela
letra Q e contém todos os nimeros que podem ser escritos na forma de
fracdo com numerador e denominador inteiros, sendo o denominador um
numero inteiro n&o nulo.

Q={§:p,qez,q 0}

Por sua vez, o conjunto dos nimeros racionais foi ampliado para o
conjunto dos nimeros reais, que é representado pela letra R, com a inclus&o
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Saiba Mais:

Dois nimeros irracionais
classicamente conhecidos
por serem usados nas
solucdes de diversos
problemas sdo o nimero
7(3,14159...) e o nimero
e ou numero de Neper
(2,718...). E importante
mencionarmos que as
reticéncias, neste caso,
indicam que a parte
decimal do niamero

é infinita, ndo sendo,
entretanto, periddica.

dos nUmeros irracionais, ou seja, daqueles nimeros que nao possuem
representacdo decimal nem exata nem periédica. Sdo exemplo de nimeros
irracionais os nimeros v2 e —+/2, ambos raizes da equacédo x2—2 = 0.

Quando estudavamos as equagdes do 22 grau, nas Ultimas séries do
Ensino Fundamental, surgiu novamente a necessidade de ampliagdo do
campo numeérico, pois 0 campo dos ndmeros reais mostrou-se insuficiente
para resolvermos todas as equagdes que nos eram apresentadas, obtendo
solugdes reais. Algumas equagdes do 2° grau ndo possuiam raizes reais. 1sso
ocorria sempre que o discriminante da equagéo era negativo.

De fato, de acordo com a férmula de Bhaskara, as raizes da equagao do
2°grau ax? + bx + ¢ =0, com a, b e c nimeros reais, sendoa 0, sdo dadas por.

X——b+\/Z e

1_7

X = _b_\/X’
2a 2 2a

em que A = b? — 4ac, e como em R ndo existe raiz quadrada de nimero
negativo, sempre que o A for negativo ndo teremos raizes reais.

Por exemplo, a equacéo x? + 2x + 3 =0 é tal que A = -8 e, portanto, ndo
possui raizes reais. Pela formula de Bhaskara, suas raizes sdo dadas por

X = -2++-8 e
A
2
-2-+4-8
2
as quais ndo sao reais, uma vez que /-8 nao € um namero real.

Observe, porexemplo, que aplicandoaraiz X, encontradaanteriormente,
as regras usuais da algebra, teremos:

1. (Xl)z = F.—2+q.-"—_BT= 4—4gf—_8+w—_8)2
2 ) 4

b

-1-4-8

(X:}2=4—8—4—¢'—_=—4—4—J—_=
! 4 4

. —2+4/-8 _ —2+4/-8
2.(2X1) 2 (2 J

3. (X )2 +2X,+3=(1-y8)+(-2+v8)+3=0,

mostrando que X, &€ uma raiz da equacdo. De maneira semelhante, se fizermos
as contas para X,, concluiremos que X, também é raiz da equagéo.
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Na resolucdo da equacdo x? + 2x + 3 = 0 encontramos solugdes ndo
reais. Isto sugere a ampliagdo do campo numérico dos reais para um campo
que contenha as raizes quadradas dos nimeros reais negativos, ou seja, o
conjunto dos nimeros complexos, que é representado pela letra C.

A partir de Bombelli (1526-1572), que em sua obra “Algebra”
operava livremente com as raizes quadradas de numeros negativos
submetendo esses numeros as regras usuais da algebra, os
matematicos passaram a “aceitar” essas raizes quadradas. Com
a aceitagdo desses numeros, todas as equagdes do 2° grau passam a
ter duas raizes: reais ou nao reais, iguais ou diferentes.

Nesta Unidade apresentaremos os nimeros complexos, suas principais
propriedades e estenderemos a esses numeros as operacdes elementares
com nUmeros reais.

1. Um pouco de histéria

Apesar de bastante utilizados, atualmente, em quase todos os ramos
da matematica e em muitos ramos da fisica, a aceitacido dos numeros
complexos foi um processo longo e dificil. No inicio da sua histéria, os
numeros complexos foram considerados “nimeros impossiveis”, aceitos
apenas em um dominio limitado da algebra, por serem Uteis na resolugcao
de equacgdes cubicas.

Na fisica, hoje os numeros complexos sao utilizados, entre outros
campos, ha mecanica quantica e na eletricidade, sendo que neste Ultimo
utilizam a letra j no lugar de i, reservando o simbolo i para intensidade de
corrente. Na realidade, os fisicos ja utilizavam estes nimeros desde 1823
quando FRESNEL (1788-1827) construiu sua teoria da reflexdo total,
publicada em 1831.

Mas a primeira aparicdo dos numeros complexos se deu durante
a Renascenga. Em 1539, o matematico Girolamo CARDANO (1501-
1576) aprendeu com Nicolo Fontana TARTAGLIA (1499/1500-1557) um
processo para resolver equagdes do 3° grau, prometendo que n&o o
revelaria a ninguém. Para encontrar uma das raizes da equagéo do 3¢ Glossario:

grau x> = px + q, ele utilizava a formula Sofisma: Argumento
aparentemente valido,
2 3 . -
x=,/d 9 7 emqued=(9) _(P). mas na realidade, n&o
3\/2 ++d +3‘/2 Jd g (2) [3 conclusivo, e que supde

ma fé por parte de quem o
Em 1545 ele quebrou sua promessa revelando a férmula que, apresenta. Argumento falso
atualmente, é conhecida como férmula de Cardano. Em seu livro Ars Magna, formulado de proposito
Cardano trabalhou com os nimeros 5 + /=15 € 5 — /15 como raizes da para induzir outrem a erro.
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equacéo quadratica x(10 — x) = 40, referindo-se a /~15 como “quantidade
sofistica’. Nao se sabe ao certo se Cardano chegou aos nimeros imaginarios
estudando as equagdes quadraticas ou cubicas. O certo é que ele sabia que
as raizes da equacado quadratica x? + b = ax sdo dadas por

X= 1ai,/laz—b
2 4

€ que essas raizes nao sao reais, quando a? < 4b. De maneira semelhante,
sabia que a “férmula de Cardano” também falhava em equagdes clbicas do
tipo x> = ax + b, quando d < 0, ou seja, quando 27g? < 4p>. Por exemplo,
a equacdo x3 = 20x + 25 possui 5 como raiz e, no entanto, na férmula de
Cardano encontramos d < 0.

A 4lgebra de Cardano tomou impulso com Rafael BOMBELLI (1526-
1572) que, sem se preocupar muito com a natureza dos nameros complexos,
estabeleceu um conjunto de regras de célculo para se operar com esses
numeros, dentre as quais encontramos (-i)(-)) = —1. Operando com ndmeros
complexos como se fossem reais, utilizando as regras da algebra e usando
a férmula de Cardano, Bombelli mostrou que a equagéo x3 = 15x + 4 possui
a solucao real x = 4, e que ela podia ser obtida da férmula de Cardano se
observarmos que o produto (2 + v-1)(2 - +/—1) é igual a 4.

Também contribuiram para a compreensao e aceitagdo dos nimeros
complexos, matematicos como René DESCARTES (1596-1650) e Isaac
NEWTON (1642-1727). Descartes despertou os matematicos para a antitese
entre o real e o imaginario, ao afirmar que podemos “imaginar’ que toda
equacao algébrica de grau n possui n raizes, mas nem todas representam
quantidades “reais”. Newton, menos filosoficamente, acreditava que as raizes
complexas eram indicios de que um problema n&o possuia solugao.

Nesta mesma época, em uma carta escrita a Huyguens em 1674
ou 1675, Gottifried LEIBNIZ (1646-1675) enriqueceu a teoria dos nimeros
complexos escrevendo a surpreendente relagéo

J1+=3+1-/=3= 6.

O matemético suico Leonhard EULER (1707-1783), apesar da
grande dificuldade em lidar com os nimeros complexos, n&o teve qualquer
escrapulos em utiliza-los em seus célculos, de forma intuitiva, mas correta. Foi
Euler quem percebeu a n&o possibilidade de ordenar os niUmeros complexos
com uma ordem compativel com as operagdes elementares, afirmando que a
raiz quadrada de um nimero negativo n&o pode ser maior do que zero, nem
menor do que zero, nem igual a zero.

Somente com Carl Friedrich GAUSS (1777-1855) passou-se a ter
uma nova visao sobre os nimeros complexos. Foi a influéncia de Gauss que
deu aos nimeros complexos a mesma “importancia matematica” que ja era




atribuida aos nameros reais. Gauss interpretou os nUmeros complexos como
pontos de um plano desde cerca de 1796.

Diferentemente de Gauss, o matematico francés Augustin-Louis
CAUCHY (1789-1857)viaos numeros complexos deformatotalmente algébrica,
com esses nimeros n&o passando de expressdes formais do tipo a + by/-1,
em que a e b eram numeros reais. Para ele, as equagdes imaginarias nao
passavam de representacdes simbdlicas entre quantidades reais.

No século XIX, os nimeros complexos iniciaram sua marcha triunfal
por todos os campos da matematica. Em 1851, Bernhard RIEMANN (1826-
1866) afirmou que o propdsito e o objetivo imediato da introdugdo dos
ndmeros complexos na matematica era expressar as leis de dependéncia
entre variaveis por meio de operagdes mais simples, a partir da observagao de
regularidades e harmonia que sem eles n&o ocorreriam. Evidenciando, com
isso, a importancia dos nimeros complexos para a matematica.

2. A forma algébrica dos niumeros complexos

Os nimeros complexos s&o os nimeros que podem ser escritos na forma a +
bi, com a e b nimeros reais e i = +/-1 ou, se preferirmos, i = -1.

Usando a linguagem da teoria dos conjuntos, o conjunto dos nimeros
complexos é representado pela letra C e, portanto, temos que

C={a+biabeR i2=-1}

Forma algébrica de um nimero complexo

Quando escrevemos z = a + bi, com a e b sendo ndmeros reais, dizemos
que o numero complexo z esta representado na sua forma algébrica. Nela
destacamos a parte real — 0 nimero real a — e a parte complexa — o nimero
real b —, que seréo indicadas, respectivamente, por Re(z) e Im(z). Assim, se 0
ndmero complexo z = a + bi encontra-se escrito na sua forma algébrica, entao
Re(z)=aelm(z)=b.

Inclusdode Rem C

Cada numero real a pode ser pensado como o nimero complexo z = a
+ 0i e, assim, todo nimero real é, também, um nimero complexo. Em
linguagem da teoria dos conjuntos, dizemos que o conjunto R, dos nimeros
reais, esta contido no conjunto C, dos nimeros complexos. Simbolicamente,
escrevemos R c C.

Matemética Elementar I
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Unidade imaginaria

Se o ndmero complexo z é tal que Re(z) = 0 e Im(z) = O, dizemos que z é
um imaginario puro. A forma algébrica do namero imaginario puro i € 0 + 1i
e este numero € chamado de unidade imaginéria.

Igualdade de niumeros complexos

Os nimeros complexos z = a + bie w = ¢ + di, escritos na sua forma algébrica,
s&o iguais se, e somente se, a parte real e a parte imaginaria de z s&o iguais,
respectivamente, a parte real e a parte imaginaria de w, ou seja, sea=ceb
=d. Em simbolos:

Z=w < Re(z) = Re(w) e Im(2) = Im(w)

3. Anorma e o conjugado de um niamero complexo

A cada numero complexo z é possivel associar um numero real, chamado
norma de z, € um numero complexo, chamado o conjugado de z, como
veremos a seguir.

Norma de um niamero complexo

Se z = a + bi € um nimero complexo escrito na sua forma algébrica, entéo a
norma de z é indicada por |z|e é definida como |z| = \/a* + b*.

Observe que a norma de qualquer nimero complexo z € um ndmero
real. Além disso, se z € um nimero real, sua norma coincide com seu valor
absoluto. Assim, a norma de um nuamero complexo é a extenséo do valor
absoluto de um ndmero real.

Conjugado de um namero complexo

Se z = a + bi € um numero complexo escrito na sua forma algébrica, entéo
o conjugado de z € o nimero complexo indicado por z e definido como z =
a-bi.
Observe que, para todo nimero complexo z, temos que
Re(z)=Re(z)eIm(z)=-Im (2).

Com relagéo a norma e ao conjugado de um nimero complexo, valem
0s seguintes resultados:

Proposigao 4.1. Seja z um nuimero complexo. Temos que |z| =0se e
somente se, z=0.



Matemética Elementar I 52

Prova

1. =] Seja z=a + bi um nimero complexo na sua forma algébrica e
suponha que z| = 0. Assim, devemos ter ./a? + b2 = 0, 0 que nos
da a? + b?=0. Como a e b sdo nimeros reais, temos que a?> 0 e b?

>0 e, conseqlientemente, a? + b? >. Portanto, a igualdade somente
valesea=b=0, e neste caso, teremosz=a+bi=0+0i=0.
«<]Sez=0=0+0i temosque | z| = /0> +0° =0,

Provando a proposi¢ao.

Proposigéo 4.2. Sejam z um nimero complexo e Z seu conjugado. Temos
que z = Z se, e somente se, z for um nimero real.

Prova
Sejam z = a + bi um nimero complexo na sua forma algébrica e
Z = a - bi o seu conjugado. 3
2. =]Sez= z,devemos ter Re(z) = Re(Z), o que sempre ocorre, e |

m(z) = Im(Z),_ou seja, b = -b, o que ocorre somente se b = 0.
Assim, se z = Z, devemos ter Im(z) = 0, ou seja, z deve ser um
ndmero real.

3. <] Se_z for um namero real, entédo z = a = a + 0i e seu conjugado
serae Z =a—0i=a.Assim, teremos z= Z.

Provando a proposi¢ao.

Proposi¢ao 4.3. Sejam z um nimero complexo e Z seu conjugado. Temos
que |z| :‘ z‘.
Prova

Sejam z =a + bium ndmero complexo nasuaformaalgébricae z =a-bi
0 seu conjugado.

Assim:

2|~ @0 ;e

|2]= /(@) +(-b) =+/(af + (o) -
Consegiientemente, |z|= ‘ Z‘ .

Provando a proposicéo.

Pare e pense!

Vocé seria capaz de elaborar atividades ou exercicios que verifiquem ou abordem o
que foi apresentado até o momento e que sirvam para verificar sua compreensdo
do assunto? Primeiramente, experimente elaborar algumas atividades, depois veja a
Lista 01 de exercicios.



90

UASCONCELOS, C. B, ROCHA, M. A.

4. Operacgoes elementares com niameros complexos

VVamos agora definir as operagdes de adicdo, subtracdo, multiplicacdo e
divisdo de nimeros complexos. Porém é preciso termos em mente que, como
todo nimero real é, também, um nUmero complexo, as operagdes em C
devem ser definidas como extensdes das operacdes correspondentes em R
e, portanto, devem preservar as propriedades que estas ja possuiam. Assim,

Para a ADICAO devem valer as propriedades:

* Fechamento:

Dados os nimeros complexos z e w, a soma de z com w € indicada por
Z +w e € um namero complexo.

* Associativa:

Dados os nimeros complexos z, v e w, devemos ter

z+(V+w)=(z+v)+w.
* Comutativa:
Dados os nimeros complexos z e w, devemos ter
Z+W=w+z

* Elemento neutro:

Existe 0 nimero complexo 0 = 0 + Oi que é tal que z + 0 = z, qualquer
que seja o nimero complexo z.

* Elemento oposto:

Dado o nimero complexo z existe o nimero complexo —z, chamado de
oposto de z, tal que z + (-z) = 0. Se 0 nimero complexo z € dado por z =
a + bi, entdo seu oposto —z é dado por —z = -a — bi.

Para a MULTIPLICAGAO devem valer as propriedades:
* Fechamento:

Dados os nimeros complexos z € w, o produto de z por w € indicado
por z.w, ou simplesmente zw, e € um nimero complexo.

¢ Associativa:

Dados os nimeros complexos z, v e w, devemos ter

Z.(v.w) = (Z.v).w.



* Comutativa:

Dados os niUmeros complexos z e w, devemos ter
ZW=W.Z.

* Elemento neutro:

Existe o nimero complexo 1 =1 + 0i que é tal que z.1 = z, qualquer que
seja 0 numero complexo z.

* Elemento inverso:

Dado o nimero complexo n&o nulo z existe o nimero complexo 1,

. z
chamado de inverso de z, talque z. —=1.

z
Se o nimero complexo z é dado por z = a + bi, entdo seu inverso é dado
por 1__ 2 b,

z a’+b® a+b?
Deve valer, ainda, a propriedade DISTRIBUTIVA da multiplicagdo em
relacdo a adicdo:
 Distributividade:
Dados os nimeros complexos z, v e w, temos que

z(V+w)=zv+zw.

Definindo as operagdes elementares

Com estas propriedades em mente, as Unicas definicdes possiveis para
a adicao e para a multiplicagdo de nimeros complexos sao as que seguem:

* Adigao: Dados os numeros complexos z = a + bie w = ¢ + di, ambos
escritos na forma algébrica, a adicdo de z com w é indicada por
z+ w e definidacomoz+w=(a+c)+ (b+d).

O numero complexo z + w é chamado de soma de z com w ou soma
entre z e w. Observe que, como a adicdo é comutativa podemos escrever,
indistintamente z + wou w + z.

» Subtragao: Dados os nimeros complexos z=a + biew =c +
di, ambos escritos na forma algébrica, a diferenga entre z e w €
indicada por z — w e definidacomoz—-w=(a-c)+ (b-d)i. O
ndmero complexo z-w é chamado de diferenga entre z e w e, neste
caso, ndo necessariamente, temos z-w=w-z.

* Multiplicagdo: Dados os numeros complexos z = a + bi e

w = ¢ + di, ambos escritos na forma algébrica, a multiplicagéo de z
por w é indicada por z.w e definida como z.w = (ac + bd) + (ad — bc)i.

Matemética Elementar I
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O numero complexo z.w é chamado de produto de z por w.
Observe que, como a multiplicagdo é comutativa podemos escrever,
indistintamente, z.w ou w.z.

* Divisao: Dados os nimeros complexos z = a + bie w = ¢ + di,
ambos escritos na forma algébrica, com w 0, a diviséo de z por w
€ indicada por Z e definida como % = z.%_

O nimero complex\(l)v Z também é chamado de quociente entre ze w ou

quociente de z por w. W

Na pratica, para ndo termos que decorar essas definicdes, aplicamos
as propriedades das operagdes sempre que precisarmos efetua-las.

Pare e pense!

Vocé seria capaz de elaborar atividades ou exercicios que verifiquem ou abordem o
que foi apresentado até o momento e que sirvam para verificar sua compreensdo
do assunto? Primeiramente, experimente elaborar algumas atividades, depois veja a
Lista 02 de exercicios.

5. Retomando a norma e o conjugado

Agora que ja definimos a multiplicagdo de nimeros complexos, podemos
relacionar a norma e o conjugado de um numero complexo com essa
operacao, da forma que segue.

.~ - 2 -
Proposigao 4.4. Para todo nimero complexo z, temos que |z| "= z.z.

Prova

Sejam z = a + bi um nimero complexo na sua forma algébrica e \ z\ e
Z = a—bi, sua norma e seu conjugado, respectivamente.

Assim, temos que:

M |z|]=va?+b*: e

(i)z.z=(@a.a+b.b) + (a.b—ba)i=a? + b
De () e (i) concluimos que |z['=z.z.
Provando a proposi¢éo.

Proposi¢ao 4.5. Dados os nimeros complexos z e w, temos que

Z+W=2Z+W.
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Prova

Sejam z = a + bi e w = ¢ + di, as formas algébricas dos ndmeros
complexos ze w.

Assim temos que:

Mhz+w=(@+c)+(b+d)

(i) z+w =(@ +c)— (b + d)i = (- bi) + (c — di);
(i) z+w =(@—bi) + (c - di).

De (ii) e (iii), concluimos que z+w =z+w.
Provando a proposi¢ao.

Proposigao 4.6. Dados os nimeros complexos z e w, temos que zw = zw.

Prova

Deixamos a cargo do leitor.
I Proposigao 4.7. Se z e w s&o nimeros complexos, entio |zw|=|z| w|.

Prova 01

Sejam z = a + bi e w = ¢ + di as formas algébricas dos nimeros
complexos z e w.

Temos que:

@ z.w = (a + bi).(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc);

(ii) | zw|* = (ac —bd)’ + (ad + bcy = (a® + b?).(c? + &)
(i) |z|* = a? + b

(V) |w|?>=c*+d*

()] ‘2‘2_ ‘W‘Z = (@2 +b?).(c? + d).

Da igualdade entre ii e v, temos que |zw \2 = ‘z‘z. |w \2. Extraindo a raiz
quadrada dos dois membros, obtemos

lzw| = |z]|. |w].
Provando a proposic¢ao.

Outra prova da proposi¢éo anterior pode ser dada usando a proposicao
4.4, anterior, conforme veremos a seguir.
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Prova 02

Temos que:

lzw|*= Zw).(zw) = zw.zw= Z.E.W.Wﬂ z|? |w|?

Extraindo a raiz quadrada de ambos 0s membros, temos que

[zw|=|z]- |w]
Provando a proposicao.

6. Potenciagao de nimeros complexos

Agora que ja estendemos aos nimeros complexos as operagdes de adicao,
subtracdo, multiplicacdo e divisdo definidas para os nimeros reais, vamos
estender a potenciacdo com expoentes inteiros.

Temos a seguinte defini¢ao:

* Potenciagdo: Dado o nimero complexo z, para cada nUmero
natural n, definimos z" como segue:

=1
zt=7
72=77

Z'=22Z2.Z sen>2,

n-fatores

7" 1
z*”=[f] =—,sen>1ez=0.
z z

Como consequéncias dessa definicdo temos as seguintes propriedades
que serao apresentadas na forma de proposicao, cujas demonstracdes serao
deixadas a cargo do leitor.

Proposicao 4.8. Se z € um nimero complexo e m € n sdo nameros inteiros,
entao, respeitando as condi¢cdes de existéncia, vale o seguinte:

"z =z7"m
zN:z"=z7"""m

(Zn)m = znm

Proposicao 4.9. Se z e w sdo nimeros complexos e m € um ndmero inteiro,
entdo, respeitando as condi¢des de existéncia, vale o seguinte:

(zw)" = z".w™;
(z:w)n=zm.wm
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Poténcias do niumero i

Como vocé acha que se comportam as poténcias do nimero i? Quantas
poténcias de i, diferentes, sera que existem?

Antes de ler o que segue, procure pensar sobre o assunto.

Observe o que acontece quando calculamos poténcias de expoente
inteiro do nimero i.

Sabemos que, por definigéo, i°=1, e i =i. Sabemos, também, que i? = -1.
Que valor obteremos ao calcular i¢?
Tente responder, antes de continuar sua leitura.
Usando as propriedades anteriores, podemos calcular i® como segue:
o #=i2i2i2=(-1).¢C-1).(-D)=-1
Como se percebe, temos a igualdade i = i.
Observe que acontece algo semelhante com as poténcias ©°, i, i® e i'2.
De fato, como veremos a seguir, todas valem 1.
* =1, por definico;
s =™ =CDD=1;
« P=(@).0). (.= CDEDEDED =1
 R=(P=(1)P=1

Podemos estar nos fazendo as seguintes perguntas:
1. Para que outros valores inteiros de n teremos i2 = i¢ = i" = -17?
2. Para que outros valores inteiros de n teremos i = i* = i# = {12 = 1?

3. Quantos sao os valores diferentes para i", sendo n um ndmero
inteiro?

Para respondermos a essas questdes, observemos, inicialmente, que
para todo nimero natural n, i"*2 = -1. De fato, temos que

o fne2= iz = (4 (1) = (D¢ = -1

E, portanto, encontramos uma infinidade de nimeros naturais com essa
propriedade.

Mas sera que existem outros? Ou sera que esses sdo os Unicos nimeros
naturais com essa propriedade?

Veremos que a resposta a esta pergunta é sim. Esses sdo os Unicos
ndmeros naturais com essa propriedade.

95
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Isso é uma consequéncia de um resultado conhecido como algoritmo
da divisao euclidiana, para o caso particular em que o divisor é 4, que sera
enunciado a seguir. Sua demonstra¢ao pode ser encontrada em qualquer livro
de Teoria dos nimeros e nao sera feita aqui.

Teorema: Algoritmo da divisdao euclidiana. Dado um ndmero inteiro
qualguer N, existem, e sdo determinados de maneira Unica, nimeros inteiros
g e r, chamados, respectivamente, de quociente e resto, com 0 <r < 4, tais
que N=4q+r.

Voltando as poténcias de i, temos que, para cada inteiro n, de acordo
com o algoritmo da divisdo euclidiana, existem inteiros g e rtaisque n =4q +r,
comr=0,1,2o0u 3, e, portanto,

i =jatr = jar = ()i = (Lo =T

Assim, sdo quatro os possiveis valores para i", quais sejam
i’ =1, sen=4q;

i'=i,sen=4q+1;
i

no_

=—l,sen=4¢g+2;

PP =—i,sen=4q+3.

Portanto, para determinarmos o valor de i", sendo n um ndmero inteiro,
basta encontrarmos o resto r da divis&o euclidiana de n por 4, pois,neste caso,
temosquei"=iei"=0, 1, 2 ou 3, dependendo do nimero n.

Pare e pense!

Vocé seria capaz de elaborar atividades ou exercicios que verifiquem ou abordem o
que foi apresentado até o momento e que sirvam para verificar sua compreensao do
assunto? Primeiramente, experimente elaborar algumas atividades, depois veja a Lista
03 de exercicios.

Sintese da Capitulo

Nesta Unidade vocé aprendeu...

* Que é possivel ampliar o conjunto dos nimeros para obter o conjunto
dos numeros complexos que contém todas as raizes quadradas de
ndmeros negativos.

* Um pouco da histéria dos nimeros complexos.



Que, em sua forma algébrica, um nimero complexo se escreve
como a + bi, em que a e b s&o nimeros reais e i = \/-1, e que,
portanto, é possivel incluir o conjunto dos niimeros reais no conjunto
dos nimeros complexos escrevendo o nimero real . como o, + Oi.

Que no nimero complexo z = a + bi, o nimero real a é dito a parte
real de z e é indicado por Re(z) e o nimero real b é dito a parte
imaginaria de z e é representado por Im(z).

Que os nimeros complexos z tais que Re(z) = 0 s&o ditos imaginarios
puros enquanto os nimeros complexos w tais que Im(w) = 0 s&o os
ndmeros reais.

Que dois nimeros complexos z e w s&o iguais se, e somente se, a
parte real de z for igual a parte real de w e se a parte imaginaria de z
for igual a parte imaginaria de w.

A definir a norma e o conjugado de um nimero complexo que sao
indicados \ Z\ e z, respectivamente.

Que a norma do nimero z = a + bi, escrito na sua forma algébrica, é
onumeroreal | z|=ya® +b> e que, portanto, o Ginico complexo que
possui norma igual a zero € o nimero 0.

Que o conjugado do nimero complexo z = a + bi, escrito na sua
forma algébrica, € o nimero complexo z=a —bi e que, portanto,
um ndimero complexo é igual ao seu conjugado se, e somente se,
sua parte imaginaria for igual a zero.

Que é possivel estender aos nimeros complexos as operagdes de
adicao, subtracdo, multiplicacéo e divisdo que eram definidas para
0s nUmeros reais, mantendo as mesmas propriedades que elas
possuiam.

Que existe uma relag&o entre a norma e o conjugado de um ndimero
complexo, dada por |z|" = zz.

Que se z e w s&o nimeros complexos, entéio z+w =z+w , zw = zw
e|zw|=|z

{w-

Que é possivel estender a potenciagdo aos nimeros complexos,
mantendo as mesmas propriedades da potenciagdo de ndmeros
reais.

Que sob existem quatro poténcias distintas de i, se o expoente for um
ndmero inteiro, e elas sdo 1,i,-1 e —i.

Matemética Elementar I
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Rtividades de avaliagdo

Lista 01

1. Determine a parte real e a parte imaginaria dos seguintes nameros

complexos:
a)z=2-3i
b)z = /2- J3i
c)z=9

d)z= V-2
e)z=0
z=1-i
gz=2i-3
Solugao

Dado o nimero complexo z = 2 — 3i, sua parte real € 2 e sua parte
imaginaria € —3, uma vez que podemos escrever z = 2 + (-3)i. Assim,
Re(z)=2elIm(z) =-3.

2. Dado o nimero real x, em que condigdes o nimero complexo z = 2 + (x-3)i,

€real?

Solugao

O ndmero complexo z = 2 + (x-3)i sera um ndmero real se, e somente
se, x = 3. De fato, para que um nimero complexo seja real é necessario

e suficiente que sua parte imaginéria seja zero. Assim, devemos ter a
igualdade x — 3 = 0 ou, equivalentemente, x = 3.

3. Dados os nimeros reais x ey, em que condicées 0 nimero complexo

z=2-x)i+ @B +y)éreal?

Solugao

O ndmero complexo z = (2 — X)i + (3 + y) serda um numero real se, e
somente se, x = 2 e y for um ndmero real qualquer; e serd um nimero

complexo puro se, e somente se, y = -3 e x for um nimero real, diferente
de 2.

4. Determine os valores dos nimeros reais x e y, sabendo que os nimeros

complexos z=(x + 5) + (y — 2)i e w = 3 — 2i sdo iguais.
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Solugao

O ndmero complexo z = (x + 5) + (y — 2)i sera igual ao nimero complexo
w = 3 — 2i se, e somente se, x = -2 e y = 0. De fato, para que tenhamos
z = w, devemos ter as igualdades x + 5 = 3, ou equivalentemente, x = -2,
ey—2=-2o0u, equivalentemente, y = 0.

5. Determine os valores dos nimeros reais X e y para que 0s nimeros
complexosz=2+ (X —3)iew = -3 + (2 — y)i sejam iguais.

Solugao

Os nimeros complexos z = 2 + (x — 3)i e w = -3 + (2 — y)i nunca serao
iguais, quaisquer que sejam os valores de x e de y. De fato, dois nimeros
complexos para serem iguais precisam ter a mesma parte real e a mesma
parte imaginaria. Como Re(z) = 2 e Re(w) = -3, os himeros complexos z
€ W nunca serao iguais.

6. Determine os valores de x e de y para que 0s nUmeros complexos z e w
sejam iguais.

a)z=(x-3)+2iew=2-(y+5)
b)z=3iew=2+(Xx-y)
c)z=2+3iew=X-4)+2-V)
d)z=0ew=(2-3x)i+Qy-3)
e)z=3+5iew=02x-1)+3i
Nz=3+2iew=x+y)+X-V)
7. Determine os valores dos nimeros reais x e y, para que o nimero complexo
a)z=(2-x)+ (3 -2y)i seja um namero real.
b) z = (x? + X) + 5i seja um imaginario puro.
c) z = 3 + (y*— 1)i seja um namero real.
d) z=(x* + x) + (y> — 1)i seja igual ao nimero complexo w = 0.
e)z=(x*+x)+ (v + 2)i seja igual ao nimero complexo w = -1 + 3i.

8. Dé exemplo de um nimero complexo ztalque z= z, onde z é o conjugado
dez.

9. Determine a norma e o conjugado dos seguintes nimeros complexos:
a)2+ 3
b)2-3i
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1.
C) _gl
Q)5+ %i
10. Sabendo que z = (x — 3) + (y — 2)i e |z| = 0, determine os valores dos

ndmeros reais x e v.

11. Verifique, por meio de exemplos, a proposicao 4.3.

Lista 02

1. Determine o nUmero complexo z, sabendo que
a)3z+2i=-2z+ 3-05i
b)3zi=z+2
2. Determine o valor dos nimeros complexos z e w, sabendo que:
{3z —w=2-i
2z-3w=3+2i

3. Mostre que se z € um nimero complexo e z € o seu conjugado, entdo

a)Re@) = %(z +2)

b) Im(z) = %(2—2)

. ~ 4 1
4. Mostre que, para todo nimero complexo n&o nulo z, tem-se z ' = —z .

Y4

5. Mostre que, se z € um nimero complexo n&o nulo e |z| € sua norma,

= . 1 . NP . .
entdo o nimero complexo W = —z € unitario, ou seja, possui norma 1.

K
6. Se z &€ um namero complexo talque z= 1 e| z| =1, mostre que o nimero
1+ 2 & imaginario puro.

1-2z
7. Escreva na forma algébrica os seguintes nimeros complexos:

5421
1-2i

a)

9 + 61

b) -3i

c)l



8. Seja z = a +bi um nimero complexo na sua forma algébrica. Calcule
—z, 0 conjugado do oposto de z, e —z, 0 oposto do conjugado de z, e
verifique se eles sao iguais.

9. Determine o nimero complexo z tal que zi+ 3z=2-1.

10. Determine a forma algébrica do inverso do nimero complexo z = 4 + 2i.

Lista 03

1. Verifique na prética a proposi¢ao 4.4, ou seja, escolha nimeros complexos
~ . 2 -
z (trés ou quatro) e verifique que |z|" =zz.

2. Verifique na pratica a proposi¢cao 4.5, ou seja, escolha pares de nimeros
complexos ze w (dois ou trés) e verifique que eles satisfazem a proposicao
45,

3. Verifique na prética a proposi¢éo 4.6.
4. \Jerifique na pratica a proposicao 4.7.

5. Prove que se z e w s&o nimeros complexos, entdo |z+w |=|z|+| w|. Dé
exemplos em que vale a desigualdade e outros em que vale a igualdade.

6. Calcule as seguintes poténcias:

a) i200 d) i- 50 g) i- 502
b) i91 e) i- 128 h) i— 150
C) i52 f) i87 1) i- 3001
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Gapitulo

Representacao geomatrica e
forma trigonométrica de um
nimero complexo







Introducgao

Ja vimos, na Geometria analitica, como associar cada ponto de um plano a um
par ordenado de nimeros reais. Com isso, o plano passa a ser visto como o
conjunto de todos os pares ordenados do tipo (a, b) em que a e b s&o nimeros
reais. Sabemos também que todo nimero complexo pode ser escrito, em sua
forma algébrica, como z = a + bi, em que a e b s&o nimeros reais.

O que pretendemos fazer € associar cada nimero complexo z = a + bi,
escrito em sua forma algébrica, a um par ordenado de nimeros reais. Mais
precisamente, ao parordenado (a, b). Comisso, obteremos umarepresentacao
geométrica para os nimeros complexos: pontos do plano ou vetores.

Dois dos responsaveis por essa representagdo, em sua origem, foram
Argand e Gauss. Por isso, o plano no qual representamos os numeros
complexos é chamado de plano de Argand-Gauss.

Essa associagado entre nimeros complexos e pares ordenados permite
a utilizagdo dos numeros complexos no estudo de grandezas que séo vetoriais,
como é o caso, por exemplo, da corrente elétrica e da voltagem, na eletricidade.

1. Mais um pouco de historia

Acredita-se que Euler, por volta de 1749, ja imaginava os numeros
complexos como pontos de um plano. Em um artigo, ele afirmou que para
determinar certos nimeros complexos, bastava tomar um arco . em um
circulo unitario e encontrar seu seno e seu cosseno: 0 numero procurado
seria X = cosa + i sena.. Mas deve-se ao matematico inglés John WALLIS
(1616-1703) a primeira tentativa de associar os nimeros complexos a
pontos de um plano. A ideia de Wallis, além de nao ter feito sucesso,
nao conseguiu sequer exercer influéncia sobre seus contemporaneos. A
primeira tentativa exitosa de representar pontos do plano por nimeros
complexos € devida ao noruegués Caspar WESSEL (1745-1818) que,

Matemética Elementar I 10
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Anote:

Se z = a + bi € um nimero
complexo na sua forma
algébrica, entdo Re(z) = a
elm(z) =b.

trabalhando com segmentos de reta orientados — vetores —, teve a
idéia de associa-los a nimeros complexos. Wessel introduziu um eixo
imaginario perpendicular ao eixo real e interpretou os vetores no plano
como numeros complexos. Ele definiu, geometricamente, as operagodes
usuais com vetores, estendendo-as naturalmente e de maneira satisfatéria
aos numeros complexos. Outra interpretacdo geométrica, diferente
daquela dada por Wessel, foi a do matematico amador suico Jean Robert
ARGAND (1768-1822). Argand interpretou o nimero /—1como uma
rotacdo de um angulo reto no plano, justificando essa interpretagcdo com
base no fato de que duas destas rotacées, ou seja, 0 produto v/—1./—1=-1
€ equivalente a rotagao de dois angulos retos, ou melhor, uma reflexao.

Carl Friedrich GAUSS (1777-1855) interpretou os nimeros complexos
como pontos de um plano desde cerca de 1796 e utilizou essa interpretacao
em 1799 quando provou o teorema fundamental da algebra de uma forma
diferenciada. Em 1811, Gauss escreveu em uma carta enviada a Bessel que,
da mesma forma que nimeros reais podiam ser interpretados como pontos
em uma reta, nimeros complexos podiam ser interpretados como pontos em
um plano. Por volta de 1815, Gauss ja dominava completamente essa idéia,
mas sua disseminagcao s6 veio a ocorrer por volta de 1831 quando Gauss
publicou sua segunda memadria e expressou seu ponto de vista de forma
l6gica e precisa.

Mas a representagéo geométrica dos nimeros complexos como pontos
ou vetores do plano, emborafacilitassem os calculos com esses nimeros, ainda
ndo era inteiramente satisfatéria. Ainda ndo se tinha a importante definicao
de par ordenado, que s6 veio com o matematico inglés Sir William Rowan
HAMILTON (1805-1865). Em 1835, Hamilton define os nimeros complexos
como pares ordenados de nimeros reais, definindo a adicdo e a multiplicagao
de tal maneira que valem todas as leis da algebra, como conhecemos hoje.

2. O plano complexo

Sabemos que a cada nimero complexo z € possivel associar dois nUmeros
reais que o determinam totalmente: sua parte real, Re(z), e sua parte imaginéria,
Im(z). Estes nimeros podem ser representados na forma de um par ordenado,
como (Re(z), Im(z)). De maneira semelhante, a partir de qualquer par ordenado
(a, b) de nimeros reais é possivel obter um nimero complexo z, fazendo sua
parte real igual & abscissa do par e sua parte imaginaria igual a ordenada do
par, ou seja, 0 nimero complexo z = a + bi.

Assim, estabelecemos uma correspondéncia biunivoca entre os pontos
de um plano e os nimeros complexos. Estabelecida essa relagdo, o plano
cartesiano passa a ser chamado de plano complexo ou plano de Argand-



Gauss. O eixo das abscissas € chamado de eixo-real e o eixo das ordenadas
€ chamado de eixo-imaginario. Isso porque a parte real do nimero complexo
€ representada no eixo horizontal (eixo das abscissas) e a parte imaginaria do
ndmero complexo é representada no eixo vertical (eixo das ordenadas).

eixo-imaginario

'y

eixo-real

Os pontos A, B, C e D, anteriores, representam os nimeros complexos
1+ 3i, 2i, -3 e -2 - 2i, respectivamente.

Como se percebe, a partir da representagao escolhida:

* Os numeros complexos reais pertencem ao eixo horizontal ou
eixoreal;

* Os numeros imaginarios puros, ou seja, aqueles cuja parte real é
zero, pertencem ao eixo vertical ou eixo-imaginario;

» Cadapontodo planocomplexoou plano de Argand-Gauss representa
um Unico nimero complexo e, reciprocamente, para cada nimero
complexo existe um Unico ponto do plano que o representa.

NUumeros complexos e vetores

Podemos também, utilizando essa mesma representacdo, pensar cada
ndmero complexo z = a + bi, escrito na sua forma algébrica, como um vetor do
plano: o vetor de origem em O(0,0) e com extremidade no ponto (a, b).

A A

be ———=-9(a,b) be ———-9(a,b)

wegm——— — ———
y
Vg —————— =
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Atencao:

\océ saberia representar
no plano de Argand-Gauss
o conjugado de z?

Antes de continuar a
leitura, pense um pouco e
experimente fazé-lo...

Representagao geométrica do conjugado de um nimero

complexo

Seja z = a + bi a representacao algébrica de um nimero
complexo. Vimos que z pode ser representado no plano
de Argand-Gauss como o par ordenado (a, b) ou, ainda,
com o vetor de origem no ponto O, de coordenadas
(0, 0), e extremidade no ponto de coordenadas (a, b),
conforme na figura ao lado.

Imaginario

By
=

Sabemos que o conjugado de z = a + bi € o nimero complexo z=a
— bi. Assim, a representacdo geométrica de z e Z em um mesmo plano fica

como nas figuras a seguir.
1° quadrante 2° quadrante

3° quadrante

> Real

Como se percebe, o ponto que representa Z — o conjugado do nimero
complexo z — é o simétrico, em relagéo ao eixo-x ou eixo-real, do ponto que

representa o niUmero z.

Interpretacao geomeétrica da norma de um nimero complexo

Acabamos de ver a interpretagdo geométrica do
conjugado de um namero complexo z = a + bi, escrito
na sua forma algébrica. Sua norma também pode ser
interpretada a luz da geometria.

Na representacdo de z = a + bi como um vetor
do plano, apresentada ao lado, podemos perceber

|z|= Va* +5

VP ———————



claramente, a partir do teorema de Pitdgoras, que a norma de z pode ser
interpretada como o comprimento do vetor que o representa.
De fato, denotando por d o comprimento do vetor que representa o

numero complexo z e usando o teorema de Pitagoras, temos que d = y/a? + b*
.ouseja, d=|z|.

Pare e pense!

Vocé seria capaz de elaborar atividades ou exercicios que verifiquem ou abordem o
que foi apresentado até o momento e que sirvam para verificar sua compreensio do
assunto? Primeiramente, experimente elaborar algumas atividades, depois veja a Lista
01 de exercicios.

3. Forma trigonométrica de um niamero complexo

Vimos que o nimero complexo z = a + bi, escrito na sua forma algébrica,
pode ser representado no plano de Argand-Gauss ou plano complexo pelo par
ordenado (a,b) ou por um vetor de origem em (0,0) e extremidade no ponto
(a,b). Vimos ainda que, de acordo com o teorema de Pitagoras, a norma de
Z, dada por +/a’+b*, pode ser pensada como o comprimento do vetor que
representa z.

Se z # 0, esse vetor que representa z forma com o eixo-x, ou eixo
real, um angulo 0 que varia de 0° ou 360° (ou de O rad a 27t rad) e tal que

sen(0) = b e cos(0) = 4 Desde que z = a +bi, temos que
Z

z|
« z=|z|cosB+|zlisend

ou, ainda,

A ‘ z ‘(cose +isenf)’

O angulo O (0 <6<2n) é chamado de argumento principal de z e é
indicado por arg(z). A express&o z=|z|(cos6+isenf) € chamada a forma
trigonométrica ou forma polar do nimero complexo z.

Observe que, na igualdade z =|z|(cos6+isend), podemos substituir
0 angulo 6 por 0+ 2km, com keZ, que obteremos o mesmo numero
complexo z.

Aforma trigonométrica escrita com 0 fora dointervalo[0, 2 7t [é chamada

forma trigonométrica secundéria do nimero complexo z e o angulo 0,
neste caso, é dito argumento secundario do nimero complexo.
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Saiba Mais:

Costuma-se usar a
notagéo eiq no lugar de
cos0 +isend. AsSsSim, O
nimero complexo
z=|z|(cosB +isend) também
pode ser escrito como
z=|z|¢”. Portanto, quando
0=m, teremos a igualdade
e™+1=0.
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Igualdade de nUmeros complexos escritos na forma
trigonométrica

Sejam z= | z |(cos9 +isenf) e w= | W |(cos8+isen8) nlmeros
complexos escritos na forma trigonométrica.

E facil ver que esses dois niimeros complexos sdo iguais se, e somente
se, |Z|=|w| e 0=9+2kn,comkeZ.

Em palavras, dois niumeros complexos s&o iguais se, e somente se,
suas normas forem iguais e seus argumentos forem congruentes, ou seja, se
a diferenca entre eles for um mudltiplo inteiro de 2.

Pare e pense!

Vocé seria capaz de elaborar atividades ou exercicios que verifiquem ou abordem o
que foi apresentado até o momento e que sirvam para verificar sua compreensao do
assunto? Primeiramente, experimente elaborar algumas atividades, depois veja a Lista
02 de exercicios.

Produto de dois nimeros complexos escritos na forma
trigonométrica

Sejam z=(cosO+isend) e w =(cosI+isend) nidmeros complexos
unitarios, isto €, com norma igual a 1, escritos na forma trigonométrica.

Pare e pense!
Vocé saberia dar uma representagao geométrica para o produto z.w? Antes de conti-
nuar a leitura, pense um pouco e experimente fazé-lo...

Sabemos que z.w é um nimero complexos de norma igual a 1, uma
vez que
|Z.w|:|z|.|w|:1.1:1

Assim, para determinarmos a forma trigonométrica do produto z.w,
basta determinarmos seu argumento.

Supondo a forma trigonométrica de zw igual acosy +iseny,
queremos determinar a relagéo entre y,0 e 9.

Pare e pense!
Vocé saberia dizer qual é essa relagao? Antes de continuar a leitura, pense um pouco
e experimente fazé-lo...



Temos que
z.w = (cos 0 +isen0).(cosJ +isend)
= (cosBcosJ —senbsend) + (senJ cos O + senBcos 3)i

=cos(0+9)+i(sen(0+9)
Assim, devemos ter

e cosy =cos(0+9):e
. seny =sen(0+39)

e, consequentemente, y =0+ 9.

Portanto, para multiplicarmos dois niUmeros complexos unitarios, basta
somarmos seus argumentos. E como proceder se os nimeros complexos ndo
forem unitarios?

Pare e pense!
Vocé saberia responder? Antes de continuar a leitura, pense um pouco e experimente
fazé-lo...

Suponha que os nimeros complexos z € w ndo sejam unitarios, mas
. . . . Z ., W
sejam diferentes de zero, e sejam 7'=— e w'=——.

2| [w]

Sabemos que z' e w' sdo unitarios e que possuem 0S mMesmos
argumentos de z e w, respectivamente, uma vez que se z =|z|(cos8+isend) e
w =|w [(cos § +isen3) s&o as formas trigonométricas de z e w, respectivamente,
entdo % _ (cos0+isenb) € L (cos 3 +isend).

z w
Temos, portanto, que
z'w'=cos(0+93)+isen(0+ 3),
0 que nos da
Z.W .
———=cos(0+9)+isen(0+9),
|2} w]

ou, ainda,

ZW = | z || W |(cos(9 +3)+isen(0+9) .

Logo, provamos a seguinte proposi¢ao:
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Proposi¢cdao. Produto de numeros complexos escritos na forma
trigonométrica. Se z=|z|(cos®+isenf) e w=|w|(cos9+isend) sdo
nameros complexos escritos na forma trigonométrica, entdo o produto z.w
€ dado por zw = | z || w |(cos(6 +3)+isen(6+9) .

Em palavras, para multiplicarmos dois nimeros complexos, escritos
na forma trigonométrica, basta que multipliquemos suas normas e somemos
seus argumentos, pois o produto desses nimeros sera o nimero complexo
cuja norma € o produto das duas normas e o argumento do produto sera a
soma dos dois argumentos.

Quociente de dois numeros complexos escritos na forma
trigonométrica

Sejam z = | z |(cos9 +isenf) e w= | W |(cos8+isen8) as formas
trigonométricas dos nimeros complexos z e w e suponha que w = 0.

. . z .
Queremos determinar o quociente —, ou melhor, queremos determinar
w

. . Z ~ .
0 mddulo e o argumento do nimero complexo —, em fungéo dos mddulos e
w
dos argumentos dos nimeros complexos z e w.

Pare e pense!
Vocé saberia determinar esse quociente? Antes de continuar a leitura, pense um pou-
co e experimente fazé-lo...

z (cosy +iseny) a forma trigonométrica de z.

Seja z_
w w

Sabemos que (;)W = z e, portanto, da se¢ao anterior, segue que
) V4 .
. | z |(cos9 +1isen0) = ‘ — ‘| W |(c0s(\|/ +9)+isen(60+9) .
W

E assim devemos ter.




e, consequentemente, podemos escrever

= ﬂ(cos(@ -9)+isen(0-9) |

z
wo [ w]
provando a seguinte proposi¢cao:

Proposicdo. Quociente de nimeros complexos escritos na forma
trigonométrica. Se z=|z|(cose+isen9) e w=|w|(cosS+isen8)
sao numeros complexos escritos na forma trigonométrica, com w #

0, entdo o quociente %, de z por w, € o nimero complexo dado por
w

i:ﬂ(cos(e—S)+isen(6—9) .

w

|

Em palavras, para determinarmos a forma trigopnométrica do quociente
entre dois nimeros complexos, basta encontrarmos o quociente entre as
normas dos nimeros complexos —na ordem da divisdo que estamos realizando
— e a diferencga entre os argumentos dos nimeros complexos — também, na
ordem em que estamos dividindo. O quociente das normas e a diferenca entre
0s argumentos serao, respectivamente, a norma e o argumento do quociente
que estamos procurando.

Poténcias e raizes de nimeros complexos escritos na forma
trigonométrica — Féormula de De Moivre

Nesta secdo deduziremos as igualdades conhecidas como férmulas de De
Moivre para determinar as poténcias e as raizes n-ésimas de um nimero
complexo escrito na forma trigonométrica.

Poténcias

Sejam z=|z|(cosB+isend) € N um ndmero natural (n > 1). Queremos
determinar a forma trigonométrica do nimero complexo z".

Pare e pense!
Vocé saberia determina-la? Antes de continuar a leitura, pense um pouco e experi-
mente fazé-lo...

2

Sabemos que z' = z e que, paran > 1, 2" é o produto de z por ele
mesmo, n vezes. Por exemplo, z> = z.z, 2 = z.z.z = z>.z e assim por diante.

Matemética Elementar I
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Vimos na secao anterior como efetuar o produto de dois nimeros
complexos escritos na forma trigonométrica. Assim, se escrevermos
z=|z|(cosB +isend). teremos:

2 . 2 . .
« 2’ =|z| (cos®+isenb)’ =|z| (cos26 +isen26)
3 . 3 .
A =\Z\ (cos 0 +isend)’ 2‘2‘ (cos30+isen30)

e assim por diante.

De maneira geral, para calcular a n-ésima poténcia de z, temos a
férmula

z" =|z|"(cos n6) +isen nh),

conhecida como formula de De Moivre.

Raizes

Nosso objetivo nessa secéo € determinar todas as raizes n-ésimas de um
numero complexo dado.

Iniciaremos definindo a raiz n-ésima de um ndmero complexo para, em
seguida, tentarmos determinar as raizes quadradas e as raizes cubicas de um
namero complexo.

Defini¢do. Se n € um ndmero natural, com n > 1, dizemos que o nimero
complexo z é uma raiz n-ésima do nimero complexo w se, e somente se,
Z"=w.

Raiz quadrada de um nimero complexo
Dado o ndmero complexo w =| w |(cos B +isenf) queremos determinar todos
0s nameros complexos z tais que z2 = w.

Pare e pense!
Vocé saberia determind-los? Antes de continuar a leitura, pense um pouco e experi-
mente fazé-lo...

Seja z 0 nimero complexo dado por z = ‘ Z‘(cosaﬂsena) e suponha
que z2 = w. Assim, pela férmula de De Moivre, devemos ter

| w |(cos®+isend) =|z|*(cos20: +isen2ar).



De acordo com a igualdade de nimeros complexos escritos na forma
trigonométrica,

2" =|w|
200=0+2km, ke Z,

ou ainda
2] =] wl
0
a=—+km keZ
2
Para determinarmos os argumentos principais das raizes de w,
atribuimos a k, valores inteiros ndo negativos. Assim,
6 . 6
« parak =0, teremos z=,/|w ‘(00554—156115);
* parak =1, teremos z=/|w \(cos(g + 1) +isen(g +7) ;
0 0
* parak =2, teremos z=.,/|w|(cos(=+2m) +isen(—+2m) ;
P VI wl(eos( +2m) +isen(Z +2m)
0 0
* parak = 3, teremos z=,/|w|(cos(=+3n) +isen(=+37) ;
P V| w(eos +3m) +isen( +3m)

0 0
* parak =4, teremos z=,/ —+4m)+isen(—+4n) ;
p z ‘ W ‘(cos(2 ) 1sen(2 )

e assim por diante.

Note que os angulos 9, 9, 9, . . s&o, todos, congruentes
e, portanto, para qualquer k inteiro e par, os ndmeros complexos

z= /‘ W ‘(COS(Q +km)+ isen(ﬁ + k) S@0,todos, iguais. Note aindaqueosangulos
2

9, . 9.3.. 9, 5. sdo, todos, congruentes e, portanto, para qualquer k
2 2

inteiro e impar, os nimeros complexos , — /‘ W ‘(COS(QJrkn)Hsen(QJrkn) séo,
2 2
todos, iguais.
Assim, todo nimero complexo w, ndo nulo, possui exatamente duas
raizes complexas dadas por , - [wlicos® +isen?) € 7 —.Tw COS(QJF
 =[wl(eos +isen) € 7, = [wl(eos;
isen(g +m) - €M que |W| e 0 so, respectivamente, a norma e o argumento

do nimero complexo w.

Matemética Elementar I
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Graficamente, os afixos de z, e z, dividem o circulo de raio /| w| em dois
semicirculos, ou seja, os vetores que representam os nimeros complexos z, € z,
encontram-se em semirretas opostas de uma mesma reta passando pela origem
do plano de Argand-Gauss e formando com o eixo real um angulo de © rad.

2
Raiz cubica de um nimero complexo

Dado o numero complexo w =|w |(cos6 +isenf) queremos determinar todos
0s nimeros complexos z tais que z3 = w.

Pare e pense!
Baseado no que foi feito anteriormente, vocé saberia determina-los? Antes de conti-
nuar a leitura, pense um pouco e experimente fazé-lo...

Seja z o nimero complexo dado por z = | z |(cos oL +1senat) e suponha
que z3 = w. Assim, pela férmula de De Moivre, devemos ter

‘ W \(cos@ +isenB) = ‘ z \3(c0s30c +isen3a) .

De acordo com a igualdade de nimeros complexos escritos na forma
trigonométrica,

3
2| =[w|

3ao=0+2kn, ke Z,

ou ainda
2| =yTw]
a:9+@,keZ.
3 3

Para determinarmos os argumentos principais das raizes de w,
atribuimos a k, valores inteiros ndo negativos. Assim,

e parak =0, teremos z=,3/‘ w‘(congriseng);
0 2= 0 2=n
* parak=1, teremos z =3/ 22 fisen(—+ 25
p z ‘W‘(cos(3 3) 1sen(3 3)

0 4n 0 4n
e parak =2, teremos z =3/ Ty fisen(= + 22y ¢
p z ‘w ‘(cos(3 3 ) 1ser1(3 3 )



0 orn 0 on
e parak =3, teremos z =3 cos(—+—)+isen(—+—) ;
p z=3J|w|( (3 3) (3 3)
0 8= 0 8=
e parak =4, teremos z =3 cos(—+—) +isen(—+—) ;
p z=3/|w|( (3 3) (3 3)

e assim por diante.

Note que temos trés raizes diferentes, a saber, as obtidas para
k=0,k=1ek=2 Todas as demais s&o iguais a alguma dessas. De
fato, qualquer namero natural, quando dividido (divisdo euclidiana) por
3, deixa resto 0, 1 ou 2.

Assim, todo nimero complexo w, ndo nulo, possui exatamente trés rai-

6 . 0 0+2m
zes complexas dadas por zlzi/‘w‘(cosg—ﬂseng), z, =3/| W |(cos( 3 )+
isen(9+32”) e z3:z/\w\(cos(9+34“)+isen(e+34“), em que |w| e 0 sdo,

respectivamente, a norma e o argumento do nimero complexo w.

Essas trés raizes sao tais que seus afixos encontram-se sobre a
circunferéncia de raio igual a 3/| w| e seus argumentos diferem, de z, para z,,
de z, para z, e de z, para z,, de 27 rad. Assim, a circunferéncia fica dividida
em trés partes iguais. 3

Raiz n-ésima de um nimero complexo

Dado o nimero complexo w = \ W \(cose+isen6) queremos determinar todos
0s numeros complexos z tais que z" = w.

Seja z o nimero complexo dado por z =|z|(coso +isena) e suponha
que z" = w. Assim, pela formula de De Moivre, devemos ter

‘ w ‘(cos@+isen9) = ‘ z ‘“(cosnoc+isennoc) .

De acordo com a igualdade de nimeros complexos escritos na forma
trigonométrica,

n
2| =|wl

na=0+2kn, ke Z,

ou ainda
7] =4[]
T a2 ez

n n
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Para determinarmos os argumentos principais das raizes de w,
atribuimos a k, valores inteiros ndo negativos desde 0 até n-1, obtendo, assim,
n raizes n-€simas.

Assim, as n raizes n-ésimas de w =| w (cos 6 +isenf) s&o dadas por.

6 . 6
o Z, =4 w‘(cos;+1sen;)

6 2m . 6 2rn
. =1/ —+—)+ —+—
z, w \(cos( ) +isen( )

0 27 0 2r
o Z.=1/lw|(cos(—+2—)+isen(—+2—
s =3 w( (rl rl) (Il rl)

0 2r 0 27
o 7, =1/|w|(cos(—+3—)+isen(—+3—
=y w( (n rl) (n n)

_ 0 n 2™ 4 isen(® s (1) 2"
. zn—m(cos(n+(n l)n)+1sen(n+(n l)n)_

Essas n raizes n-ésimas sao tais que seus afixos encontram-se sobre
a circunferéncia de raio igual a ;/ w| dividindo essa circunferéncia em n
partes iguais.

Pare e pense!

Vocé seria capaz de elaborar atividades ou exercicios que verifiquem/abordem o que
foi apresentado até o momento e que sirvam para verificar sua compreensdo do as-
sunto? Primeiramente, experimente elaborar algumas atividades, depois veja a Lista
03 de exercicios.

Sintese da Capitulo

Nesta Unidade vocé aprendeu. ..
* Um pouco mais sobre a histéria dos nUmeros complexos.
* A marcar nimeros complexos no plano de Argand-Gauss.

* Que os nameros complexos podem ser representados por meio
de vetores, cujas origens se encontram na origem do plano de
Argand-Gauss.

* A representar geometricamente o conjugado de um ndmero
complexo no plano de Argand-Gauss e a dar uma interpretacéo
geométrica para a norma ou médulo de um nimero complexo.



* A definir o argumento de um namero complexo como o angulo
orientado que o vetor que o representa forma com o eixo real e que
esse angulo ndo é Unico.

* Que todo numero complexo pode ser representado em fungéo
de sua norma e de seu argumento e que essa representagéo é
denominada de forma trigopnométrica do nimero complexo.

* Apassar da forma trigonométrica para forma algébrica e vice-versa.
* A decidir quando dois nimeros complexos escritos na forma
trigonométrica sdo ou ndo iguais.

* Que o produto de dois nimeros complexos escritos na forma
trigonométrica pode ser obtido multiplicando-se as suas normas e
adicionando-se os seus argumentos.

* Que o quociente entre dois niUmeros complexos escritos na forma
trigonométrica, sendo o denominador diferente de zero, pode
ser obtido dividindo-se suas normas e subtraindo-se os seus
argumentos.

* A férmula de De Moivre para calcular a n-ésima poténcia de um
namero complexo escrito na forma trigonométrica.

* Adeterminar a n raizes n-ésimas de um nimero complexo néo nulo.

Lista 01

1. Se z=a+ bi, o ponto (a, b) que representa z no plano de Argand-Gauss ou
plano complexo também é chamado de afixo de z. Represente no plano
cartesiano (plano de Argand-Gauss) o afixo dos seguintes nimeros

complexos:
a)z=1-2i b)z=-2+ 3i
c)z=2-2i d)z=3+i

2. O sistema cartesiano de eixos coordenados divide o plano em 4
quadrantes (regides do plano). No ponto (a, b), os sinais da abscissa e
da ordenada variam de acordo com o0 quadrante em que se encontram,
da seguinte maneira:

Matemética Elementar Il
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Abscissa (a) | Ordenada (b)

| + +
Il - +
1l - -
v + -

Faca o que se pede:

a) Dé exemplo de um nimero complexo no primeiro quadrante e de ou
tro no terceiro quadrante.

b) Diga em que quadrante se encontram os nimeros complexos 2 —ie
-3-2i.

c) Em que parte do plano se encontram os nimeros complexos -3i e -3

d) Geometricamente, com vocé pode interpretar o produto de um nime
ro real pelo nimero complexo i? E o produto de um ndmero imagina
rio puro pelo nimero complexo i?

3. Para cada nimero complexo z, determine o seu conjugado z e represente
ambos, z e z, no plano de Argand-Gauss. Use um plano diferente para
cada item.

a)l+3i
b)-1-2i
c)-1-5i
d) -2i
e)-3
f)3-2i

4. Represente no plano de Argand-Gauss os nimeros complexos z = 2 +
3i e zi e determine o0 &ngulo entre eles. Faga 0 mesmo para os nimeros
complexos 1+ 3i, -1 -2i, -2ie -3.

5. Dado z = 1 + 2i, represente no plano complexo os nimeros ze iz .
6. Represente no plano de Argand-Gauss o que se pede:
a) Todos os nimeros complexos z = a + bi tais que | z|=4.

b) Todos os niimeros complexos cuja parte real € o simétrico da parte
imaginaria.



. X 4
c) Todos os nimeros complexos z tais que z :ﬁ _
z

d) Todos os numeros complexos z tais que Im(z) =0 e | z | =3

Lista 02

1. Determine a forma trigonométrica do nimero complexo z =1 + .
Solugao

A forma trigonométrica do nimero complexo z = a + bi é dada por

a
e cosf=—.

zZ= | z |(cos€)+isen6) . sendo senb = b |
z

[2]

Assim, para o nUmero complexo z = 1 + i, temos que:

|z|=v1+1=42 .
. costL:—z-
2 27
1 2
. sen9=—=_
25 i
Portanto, z = 2 ( +1 —) e sua forma trigonométrica ou polar &

e
z=4+/2(cos—+isen—).
V2( 2 4)

Note que % € o argumento principal z e que para qualquer &ngulo do tipo

§+ 2kn, com k e Z, teremos outra representagéo de z.

2. Determine a forma trigonométrica do nimero complexo z =1 —1.
Solugao
Temos que z = p(cos 0 +isend) em que:
p:|Z|:'V1+l I\/E’

o senf= =_—1=——2;

N

1 2
© cosf=— = =2

V2 22
Assim devemos ter o argumento principal de z dado por 9=?TTc e,

consequentemente, z= V2 (cos%t +isen %) )

Matemética Elementar I
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3. Determine a forma trigopnomeétrica do nimero complexo z = -1 — .
Solugao

Temos que:
o Jz|=yED2HEn? =42

b -1 A2
o SENl=—x==—=

V2o o2 2
. cose—i—_—l——ﬁ
222

Assim, a forma trigonométricade zé z = V2 (cosS—TE +isen 5_7:) .

4. Determine a forma trigonométrica dos seguintes niUmeros complexos:
a)z=-1+i b)z=1- i

5. Escreva na forma algébrica os seguintes niimeros complexos:

2n . 2
a) z=2(cos %Tn +isen %Tn) b) z= 3(cos—7c +isen —n)

St . S5m S0 . S5m
= 4 = z =(cos— +isen—
c) z=(cos 3 isen—) d) ( 4 4 )

Lista 03

1. Dizemos que o nimero complexo z € uma raiz cubica de i se, e somente
se, 3 = i. Determine todas as raizes clbicas de i.
Solugao

Seja z = |z|(cos 6 + isen6) a forma trigonométrica do nimero complexo z.
. 3 .
Nestas condigoes temos que z* = | z|" (cos 36 + isen36) .

. . . - T, T
Por outro lado, a forma trigonométrica do nimero i € cos—+isen— e

assim, devemos ter
. |z|3=1 |z|=1:e
. 39:g+2kn,k=0,1,2,3,...

ou melhor,

« 30="42k™ k=0,123 ...
6 3
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Para
e k=0,temos g-";
6
e k=1 temos g=" 42T
6 3 6
e k=2 temos p=T 447 _2F;
6 3 6
+ k=3, temos e_g 2n;
« k=4, temos g="1+8%_ ", oz
6 3 6
e k=5, temos g=",10 " 2" .
6 36
€ assim por diante.
Como se percebe, para k = 3, 4, 5, ... os angulos passam a ser

. T 5t 9n A U
congruentes aos angulos 5 6 e o e, logo, s6 temos trés nimeros

complexos z, tais que z3=i. S&o eles:

51t \f}l

51 .
e zZ=cCcOoS—+isen—=——+—i.¢€
6 6 2 2

o . 9m .
e Z=COS— t+1sen—=-1

6 6
. De maneira geral, dizemos que o nimero complexo z € uma raiz n-ésima
dei (n=2, 3,4, ..), sez" =i Determine as raizes quartas de i.

. Determine as raizes cubicas de -1, sabendo que se z é uma raiz clbica
de -1, entdo 23 = -1.

, 1 1 . .y

. Dado o nimero complexo z=—--, determine suas formas algébrica e
. L. —1 1

trigonométrica.

. Determine geometricamente, no plano de Argand-Gauss, 0s seguintes
conjuntos:

a)A={zeC:|z|=3}
b)B={zeC;|z|=0}
c)C={zeC;|z|<2}
d)D={zeC;|z-i|=3}
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6. O conjunto { z= p(cosg+ iseng), p R } representa, no plano de Argand-
Gauss, qual figura geométrica?
7. Represente na forma algébrica os seguintes nimeros complexos:

1 T . N
a) 2(cosm+isent)  b) 3(cos 37“ +isen 37“) c) ) (cos g Fuen g)

8. Determine as raizes quartas de 1.

9. Qual o menor inteiro ndo negativo n tal que (1+i)" € um numero: (a) real
negativo; (b) imaginario puro.

10. Use a férmula de De Moivre para expressar sen20 € cos26 em fungéo
de sen® € cosH.

. 1 . "
11. Escreva o nUmero complexo = na forma trigonométrica.
—1

Solugao
Temos que:
1 1+i  1+i l_l _2(£_£) \E 57—+1s n7—n)
1-i 1-G) 2 2 2 2'2 2772 4

12. Sejam pum numero real e z=p(cosO +isend) € w =p(send +icosO)
ndmeros complexos. Calcule:

a) z +iw b)iz+w c)z—iw d)iz -
w.

Solugao
(@) Como z=p(cosO +isend) e w =p(send +icos0), temos que:
Z +iw = p(cos 0 + isenB) + i p(send +icos 0)
= p(cos 0 +isenB) + p(isend — cos 0)
= 2pisend .
13. Represente geometricamente todas as poténcias de z = % + gi :
Solugao
Para o numero complexo z do problema, temos z = cos% +isenl .

4
Assim, usando a férmula de De Moivre, obtemos:

1 T . T
* z =Z=COSZ+ISCHZ

) 2n . 2n T, T
¢z :COST"’ISGHTZCOSE‘FISCHE



3 3t . 3n
e 7  =cos—+isen—
4 4
4 4 . 4n .
° z =cosj+1sen7:cosn+1senn

5 St . Sm
e z :COSI'FISCHT

6 6m . 67 3t . 3m
Z’ =Ccos— +isen— =cos— +isen—
4 4 2 2

7 T . n

e 7' =cos— +isen—

4 4

3 8t . 8 .
z" = cosj + 1sen7 =cos 27 +isen2n

o 7z’ :cos9—n+isen9—n:cos(ﬁ+2n)+isen(ﬁ+2n):z] =z
4 4 4 4

* g0 = cos% + isen% = cos(g +27) + isen(g +2n)=2"

e 7' = cosl—n + isenl—n = cos(3—n +2m) + isen(3—n +2m)=2°
4 4 4 4

e assim por diante.

V2 2.

Portanto, existem 8 (oito) poténcias distintas de z=—+—ie sdo elas:

Geometricamente, elas encontram-se representadas na figura ao lado.

14. Seja z um nuimero complexo unitario e argumento igual a 1 rad. Verifique
se existe algum ndmero natural n, comn > 1, tal que z" = z.

15. Determine quais s&o os nimeros complexos z tais que z" = n, para algum
ndmero natural n, comn > 1.

Matemética Elementar I 25
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Tabela Trigonométrica

Angulo sen cos tg Angulo sen cos tg
1 0,017452 0,999848  0,017455 46 0,71934 0,694658 1,03553
2 0,034899 0,999391 0,034921 47 0,731354 0,681998 1,072369
3 0,052336 0,99863 0,052408 48 0,743145 0,669131 1,110613
4 0,069756 0,997564  0,069927 49 0,75471 0,656059 1,150368
5 0,087156 0,996195 0,087489 50 0,766044 0,642788 1,191754
6 0,104528 0,994522 0,105104 51 0,777146 0,62932 1,234897
7 0,121869 0,992546  0,122785 52 0,788011 0,615661  1,279942
8 0,139173 0,990268 0,140541 53 0,798636 0,601815 1,327045
9 0,156434 0,987688 0,158384 54 0,809017 0,587785  1,376382
10 0,173648 0,984808 0,176327 55 0,819152 0,573576  1,428148
11 0,190809 0,981627 0,19438 56 0,829038 0,559193 1,482561
12 0,207912 0,978148  0,212557 57 0,838671 0,544639  1,539865
13 0,224951 0,97437 0,230868 58 0,848048 0,529919 1,600335
14 0,241922 0,970296  0,249328 59 0,857167 0,515038 1,664279
15 0,258819 0,965926 0,267949 60 0,866025 0,5 1,732051
16 0,275637 0,961262  0,286745 61 0,87462 0,48481 1,804048
17 0,292372 0,956305 0,305731 62 0,882948 0,469472  1,880726
18 0,309017 0,951057 0,32492 63 0,891007 0,45399 1962611
19 0,325568 0,945519  0,344328 64 0,898794 0,438371 2,050304
20 0,34202 0,939693 0,36397 65 0,906308 0,422618  2,144507
21 0,358368 0,93358 0,383864 66 0,913545 0,406737  2,246037
22 0,374607  0,927184 0,404026 67 0,920505 0,390731  2,355852
23 0,390731 0,920505 0,424475 68 0,927184 0,374607  2,475087
24 0,406737 0,913545 0,445229 69 0,93358 0,358368 2,605089
25 0,422618 0,906308 0,466308 70 0,939693 0,34202 2,747477
26 0,438371 0,898794  0,487733 71 0,945519 0,325568  2,904211
27 0,45399 0,891007 0,509525 72 0,951057 0,309017 3,077684
28 0,469472 0,882948 0,531709 73 0,956305 0,292372  3,270853
29 0,48481 0,87462 0,554309 74 0,961262 0,275637 3,487414
30 0,5 0,866025 0,57735 75 0,965926 0,258819  3,732051
31 0,515038 0,857167 0,600861 76 0,970296 0,241922 4,010781
32 0,529919 0,848048 0,624869 77 0,97437 0,224951 4,331476

33 0,544639 0,838671  0,649408 78 0978148  0,207912  4,70463
34 0,559193 0,829038  0,674509 79 0981627  0,190809  5,144554

35 0573576  0,819152  0,700208 80 0984808 0,173648 5671282
36 0,587785  0,809017 0,726543 81 0987688  0,156434  6,313752
37 0.601815 0,798636  0,753554 82 0,990268  0,139173 7,11537
38 0.615661 0,788011 0,781286 83 0,992546  0,121869  8,144346
39 0.62932 0777146  0,809784 84 0,994522  0,104528 9,514364
40 0,642788  0,766044 0.,8391 85 0996195 0,087156  11,43005
41 0,656059 0,75471 0,869287 86 0997564  0.069756  14,30067
42 0.669131 0,743145  0,900404 87 0,99863 0.052336  19,08114
43 0,681998 0,731354  0,932515 88 0,999391 0,034899  28,63625
44 0.694658 0,71934 0,965689 89 0,999848  0,017452  57,28996

45 0,707107  0,707107 1 90 1 0 -
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