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Apresentacao

A origem do estudo das equagdes diferenciais e as técnicas de resolugao da-
tam da época do surgimento do Célculo Diferencial e Integral no século XVII,
envolvendo personagens histérios e famosos como Isaac Newton, Gottfried
Leibniz e muitos outros. A partir dai, o campo de estudo das equacdes dife-
renciais vem se desenvolvendo, com a formulac&o e resolugdo de inilmeros
problemas nas mais diferentes areas das ciéncias.

As equacgdes diferenciais, por definicdo, sdo equagdes que envolvem
funcdes e suas derivadas, e por isso elas sdo divididas em duas classes distin-
tas. As Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO) envolvem apenas derivagao
de fungdes ordinérias e as Equagdes Diferenciais Parciais (EDP) trabalham
com derivadas parciais de fungdes de varias variaveis.

Este livro trata apenas da primeira classe de equacgées, onde estuda-
remos as equagoes diferenciais ordinarias desde a sua definicao, tentando
ajudar o aluno a entender a sua natureza e o seu significado. Algumas vezes
preferimos ser ocasionalmente informais nas provas e demonstragdes de re-
sultados, mas compreensiveis, pois hao pretendemos construir uma estrutura
matematica logicamente impecéavel, com teoremas, provas e demonstragbes
que desafiem a capacidade do leitor.

O nosso principal objetivo € procurar interpretar o significado das equa-
¢coes diferenciais e aplica-las a problemas de cinematica, eletricidade, decaimen-
to radiativo, crescimento populacional, cinética quimica, ecologia, epidemiologia
e outras areas, com uma variedade de problemas resolvidos e propostos.

O Autor






Gapitulo

Equacoes Diferenciais
Ordindrias






Objetivos

o Definir as Equagdes Diferenciais Ordinarias.
e |dentificar uma Equacéao Diferencial Ordinaria.
¢ Analisar as solugées de uma Equacéo Diferencial Ordinaria.

Introducao

A origem do estudo das equagdes diferenciais e as técnicas de resolugdo
datam da época do surgimento do Caélculo Diferencial e Integral no século
XVII, envolvendo personagens histéricos e famosos como Isaac Newton, Got-
tfried Leibniz e muitos outros. A partir dai, o campo de estudo das equacgdes
diferenciais vem se ampliando, com a formulacao e resolucdo de inimeros
problemas nas mais diferentes areas do conhecimento.

Estudaremos as equacdes diferenciais desde a sua definicao, tentando
ajudar o aluno a entender a sua natureza e significado. Algumas vezes, para
facilitar o entendimento, faremos simplificacées ousadas, sem, no entanto
desprezarmos a exatidao dos conceitos e o rigor matematico. O nosso prin-
cipal objetivo é facilitar a compreenséo, a interpretacdo e as aplicacdes das
equacgoes diferencias ordinarias. Para isto apresentaremos exercicios resolvi-
dos e propostos versando sobre aplicagdes nas ciéncias fisicas biolégicas e
humanas.

1. Equacgodes Diferenciais Ordinarias
1.1 Definicao

Uma Equacado Diferencial Ordinaria (E.D.O.) de ordem n é definida

como uma relagdo da forma F (x , v,y , vy’ ..., y) = 0 envolvendo uma
2
funcdo y = y( x ) e suas n primeiras derivadas y' = Q; y' = ZJ; e
_d'y ~ . afx o
yn = — onde afungdo F é sempre suposta ser continua.
X

A palavra ordinaria significa que a fungdo y = y(x) depende somen-

Equacdes Diferenciais Ordinrias
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te de uma variavel independente x. Havendo duas ou mais variaveis in-
dependentes, a equacdo é chamada de Equag¢ao Diferencial Parcial
(E.D.P.). Um exemplo de tais equagdes € a conhecida equacéo de Laplace:
O f(xy) () _,
ox? oy’ '
O grau de uma E.D.O. é o maior dos expoentes que esta elevada a
derivada de maior ordem contida na equagé&o.

Exemplo:

1. Z—y = 3x + 1 é uma equacéo diferencial de primeira ordem.
X

Aqui temos

y = & =3x+1 ouy -3x+1=0.
dx

Portanto, F(x,y,y) =y -3+1=0

2
2. d_g’ +y = 0 é uma equacéo diferencial ordinaria de segunda ordem.
dx

2
Neste caso, temos que y' = Q y' = d_{ e assimy” +y =0 ou ainda

x dx

F(x,y,y" )=y +y=0.

2

d’ d’

3. £y —-y= 4 € uma E.D.O. de terceira ordem e de grau dois.
dx’ dx’

d 8
4, (a’_yJ =x’¢" éumaE.D.O. de primeira ordem e grau oito.
x

Uma fungdo y = f( x ) com derivadas até a ordem n é uma solu¢ao de
uma ED.O. F(x,y.vy .,V ..., y") =0 se, e somente se, a substituicdo da
fungdoy = f(x) e de suas respectivas derivadas na equacgao, a tornarem uma
identidade em x, ou seja, y e suas derivadas satisfizerem a igualdade F(x .,y
VLV, L yn)=0.

Exemplo:

Afuncdoy = e* é solucdo da equacao y” + 4y" - 5e* =0, poisy = e*;
y =e*;y'=e*;y"=e* oqueimplicadizerque y” + 4y” - 5e* = 0, acarreta que
e +4e*-5e*=0 ¢ uma identidade em x.

E facil observar no exemplo anterior que, ndo somente a funcdoy = e
é solucdo da equacao dada, mas também séo solugdes as funcéo da forma
y =e* + k, com k constante. Nesse caso, dizemos que afungdo vy = e* é



uma solucdo particular, pertencente a uma familia de fungdes que sao solu-
¢des da equacéao diferencial.

De um modo geral, podemos apresentar a solugéo de uma equagao
diferencial ordinaria F(x,y .y .y", ..., y") =0 de duas formas:

i) A solugao geral, que é uma expressao que depende de um ou mais para-
metros e engloba todas as solugdes da equacao. Representa uma familia
de curvas chamadas curvas integrais ou primitivas.

. _d .
Por exemplo, a solugéo geral da equagéo diferencial d—y = 2x éa
X

familia das fungdes f(x) = x? + C constituida de todas as parabolas com con-
cavidade para cima e vértice sobre 0 eixo v, pois para cada valor da parametro

C temos uma solugéo da equagéo.
y A

XV

N

Figura 1 - Gréafico da solugéo geral f(x) = x? + ¢

ii) A solugao particular que é uma fungao especifica dentro da familia de
fungdes que compdem a solugdo geral. Para se obter essa fungéo é neces-
sario que sejam atribuidas condigdes iniciais que permitam determinar va-
lores particulares para as constantes. De uma maneira geral, para se obter
uma solugéo particular de uma equagao diferencial F(x,y,y',y", .....y")
=0, com condigbes iniciais:y, = f(x,); v, = f(x,) v," = (%) ... ;
y," = f(x,). onde x, € D, devemos encontrar a solugéo geral para em
seguida aplicar essas condi¢des.

Equacdes Diferenciais Ordinrias
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Exemplo:

Encontre a solugao particular da equacao diferencial Y - x+1,sa-
bendo que essa curva passa no ponto P,(0, 1) ou equivalen‘tigmente satisfaz
a condigéo inicial y(0) = 1.

Solugao:

Veja que a equagéo % = x + 1 pode ser resolvida fazendo-se
X 2

dy = (x+1)dx,oqueimplicadizerque y = _[(x+1)dx ,ouainday = % +x+C
que é a solucdo geral. A condi¢&o inicial dada é que a fungéo procurada deve

passarnoponto P (0,1),ouseja,y =1, quandox = 0, que substituindo
2

0
na solugao geral teremos que 1= Y +0+C,logo C = 1.

2
Logo a solugéo procurada éy = % +x+ 1

Exemplo 2:

Uma curva, que é o graficoda fungdo y = f(x), é tal que em todos os
seus pontos, a inclinagdo da reta tangente € igual ao dobro do valor da abscis-
sa do ponto. Exprimir essa condi¢&o por meio de uma EDO.

Solugao:
Sabemos que a inclinagdo da reta tangente ao grafico da fungao

y = f(x)em qualquer ponto P(x , y) é dada por % Se a inclinagao é igual
X

ao dobro da abscissa, entdo % = 2x.
X

Exemplo 3:

Obtenha uma EDO de segunda ordem cuja solucdo geral seja
y=f(x) = c,e*+c,,comc, ec,constantes.

Solugao:

Sey=ce+c,, entho y =c.e* ey’ =c,e* oqueimplicadizer que
y' =y, logo y'—y = 0 é aequacao diferencial procurada.



. Identifique a ordem e o grau das equagdes diferenciais abaixo:
a) (V'Y -3w+xy=0

. Verifique quais das fungdes abaixo sdo solugdes da equacgéo diferencial
y-y =0

a) f(x) = e
b) f(x) = senx
c) f(x) = 4.ex

2

d) f(x) = x? + 1.

. Escreva a equacéo diferencial determinada pelas condigdes especificas:

a) Em qualquer ponto de uma curva y = f(x) ainclinagdo da reta tangente
€ igual ao cubo da ordenada do ponto.

b) Ataxa de decomposi¢ao do radio € proporcional & quantidade Q presen-
te em cada instante.

c) Massa vezes aceleragao é igual a forca.

. Mostreque afungdo y = 2+ e éuma solucdo da equacéo diferencial
de primeiraordem y" + 3x2.y = 6x2.

2+Inx

. Verifique que y = € a solucdo da equacado diferencial

X
x2y + xy = 1 comvalorinicial y(1) = 2.

. Para quais valores ndo nulos de k afuncédo y = senkt satisfaz a equacao
diferencial y* + 9y = 07

. Verifique que para todos os valores de k da questdo anterior , todas as
fungdes da familia y = Asen kt + B.cos kt sdo também solugdes da
equacgao.

Equacdes Diferenciais Ordinrias
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8. Para quais valores reais de r afuncdo y = e satisfaz a equacao
diferencial y~ + y - 6y = 0?
9. Quais das fungdes abaixo séo solugdes da equagao diferencialy" + 2y +y =07

ay=et
b)y = e
c)y = te!

d vy =t2e



Gapitulo

Equacoes Diferenciais
Ordinrias de
primeira ordem







Objetivos

e Estudar as equacgdes diferenciais ordinarias de primeira ordem em todas as
suas formas, com aplicagdes diversas.

e Conhecer as equagdes Diferenciais Ordinarias com variaveis separaveis.
e Trabalhar com equagdes Diferenciais Homogéneas.

e Estudar equagdes Diferenciais Exatas.

e Resolver equacdes Diferenciais Ordinarias Lineares.

1. Definicao

Uma equacdo diferencial ordinaria de primeira ordem € uma equa-

¢ao cuja forma geral é F(x , y ,y) = 0, ou % = f(x , y) ou ainda
X

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0.

As equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem constituem um
grupo de equagdes que envolvem apenas derivadas de primeira ordem. Sao
as de maior aplicacdo em todos os ramos do conhecimento. Elas podem se
apresentar de formas diferentes. Aqui estudaremos algumas delas.

1.1 Equagoes Diferenciais Ordinarias com variaveis separaveis

As equagbdes com variaveis separaveis sdo equagdes de primeira ordem con-
forme descrita acima, onde f(x , y) ou P(x, y) e Q(x , y) séo fun¢des de apenas
uma variavel ou o produto de fatores de uma sé variavel ou constantes.

Para se obter a solugéo geral desse tipo de equagéo, devemos agrupar
cada uma das variaveis envolvidas, no caso x e y, com seus diferenciais, pos-
sibilitando assim a integracao. Isto justifica o nome equagdes diferenciais com
variaveis separaveis.

\ejamos os seguintes exemplos de como resolver esse tipo de equacao:

dy
DNy = = -x
)ydx

Equacdes Diferenciais Ordinrias
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Multiplicando ambos os membros da equacdo por dx obtemos
ydy = - xdx , ou ainda xdx + ydy = O.

Integrando essa igualdade teremos
2 2

dex+'fydy:c. Segue que x? + y? =coux?+y?=2c.Entdo

x> +y* =2c éasolucio geral.

2)(y+xy)dx + (x-xy)dy =0
Colocando em evidéncia o fator comum y no coeficiente de dx e o fator
comum x no coeficiente de dy, temos y(1+x)dx + x(1-y)dy = 0.

1+ 1-
Dividindo agora por xy teremos que al dx + Y dy = 0. Integrando
X y

temos IHTxdx+jl_7ydy =c ou J% + Idx + I% - Idy = ¢. Portan-

toasolugdogeral € In|x| + x +InJy|-y=cou Inxy| +x-y=c.

3)4xy?dx + (x?+1)dy=0
Para se obter a separacao de variaveis é necessario que dividamos toda

a equagao pelo fator y2(x2 + 1), no que resulta em _* dx+idy —0. que
X +1 ¥’
integrandoobtemosJ. 4x dx+I Ld —¢ ou 2J‘ 2x dx+J 2y = ¢
x2+1 y2 4 ’ X2+1 y ay

1
Calculando essas integrais temos que 2.In(x*+ 1)- — =c, que é a solu-
1

¢&o geral. Esta solugdo pode ser escrita na forma explicitay = ———————
In(x~+1)" —c
Hxdx + ye gy =0

Multiplicando a equacéao por e chegaremos a x e dx + ydy = 0. Inte-
grando esta equagéo teremos Ixexz dx + 'f ydy =c ou %J' 2xe” dx+ I vdy =c

2 ’ ~
Resulta que e* +y?=2c que é a solugado geral

-2
e}’

dy
5 =
)dx x*+4

Multiplicando ambos os membros dessa equacdo por e¥dx obteremos
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dx
x'+4

e¥dy = dx . Integrando temos J. e¥dy = I
x*+4
Alintegral do primeiro membro é imediata, ou seja Iezydy = 5 e¥ + ¢

Para resolver a integral do segundo membro, observe que

dx dx lIL
J.—x2+4 = xz = 4 x 2
4—+1) Z1+1
4 2

Fazendo agorau = % ,teremos que du = % ou ainda dx = 2du, portan-
_ 2du _dledu _ 1 _ 1 X
to = = = _ = —.arctgu + ¢, = —.arctg — + cC
jx+4 4u+1 ZIu2+1 Phb 2T AR TG
1 1
Portanto, deveremos ter 5 e¥+ c = 5 arctg g + C,, ou ainda

X . X 1
e¥= .arctg ) + c. Asolugdo geral é portanto y = 5 In| arctg E | +c.

6) cos’ y.senxdx + seny.cos xdy = 0, sabendo que y = 0, quando x = 0.

Dividindo a equag&0 por cosx.cos?y obtemos ———dx + Se"y dy=0.

cosx cos’ y

que integrando obteremos j

senx . . J- seny dy=
cosx cos’ y

Para resolver a primeira integral, fazendo u = cosx teremos que

du = - senx dx ou ainda senxdx = - du, e assim

dx = |—— =-InJu|+c, = -In|cosx| +c,

J- senx —du
coS X u

Na segunda integral, fazendo v = cosy teremos que dv = - senydy ou

seny dy = - dv, Iogoj enyd J._dVZ—J.v_zdvzl+CZ:

s*y v v cos y

+C

2

Portanto, a solug&o geral da equagéo é -In| cosx | + secy = c.

Sey=0,quandox =0, entdo-In|cosO | +secO=c.Resultaquec=1e
a solugao procurada é - In| cosx | + secy = 1 ou secy = 1 + In| cosx | ou ainda
na forma explicita y = arcsec(1+ In|cosx | ).

19
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d
7)ydx = 1y talque y(1) = 1.
X

nx

Se multiplicarmos essa equacgéo por y>xInx teremos xInxdx = y2dy , que
integrando obtemos I xInxdx = I yZdy.

Para se resolver a integral do primeiro membro dessa equagéo, devemos

1
usar integracdo por partes, tomando u = Inx e dv = xdx. Assim, temos du = —dx

X
x’ . x’ x° dx  x? x°
ev = — edaiteremos que lenxdx: —Inx- |——=—1Inx - —.
2 2 2 x 2 4
3
Como o segundo membro da equagao é _[ yidy = y_’ a solucao
2 2 3 3
geral da equagao sera x—.lnx IR C.
2 4 3
17 1 I 7
Parax = 1temosy=1,entéo —Inl- — = —+¢ = c=-—,
2 4 3 12
x2 x2 3 7
. ~ . Yy
e assim obtemos a solugédo particular — Inx - — = — - —.
2 4 3 12

1.2 Aplicagoes Geométricas
Seja P(x, y) um ponto qualquer de uma curva y = f(x).

y 4 n

Figura 2 — Segmento de um ponto na curva y = f(x)
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Observando a figura, verificamos que:

Niga = & é ainclinagdo da reta t tangente a curva no ponto.
X

1 x
2)- —— = - — éainclinagdo da retan normal a curva no ponto.

Iga dy
3) Se fixarmos esse ponto como sendo P(X, . V,). entédo a equagéo da reta
tangente acurva emPeéy -y, = % (X - %)

X
4) Sob as mesmas condi¢des, a equagao da reta normal & curva no ponto P
édadapory -y, = - ﬁ(x - % )-
dy
A partir dessas observacoes, podemos definir :

pr— —— —
a) Segmento tangente: TP cuja medidaé TP = VIM +MP

Mas MP = y e tga =;4=P:>T =tgla=d—J;=y.Z—;,portanto
dx
d 2 . 2
TP = (y—x] +y° = TP =yl +(§J
dy dy

b) Segmento subtangente:
TM cuja medidaé¢ TM =y —

¢) Segmento normal:

PN cuja medida é PN = \/W2+M_N2
dy

Se tga = ﬂ,entéo MN = ytga = MN = y —
PM dx

— s oY dyY
portanto PN = |V +y | — | =|y|. 1+ =
dx dx

21
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d) Segmento subnormal:

: . — dy
MN cujamedidaé MN = vy —
dx

e) OT é o valor da abscissa do ponto onde a reta tangente corta o eixo x, que

pode ser um nimero real qualquer. Fazendo y = 0 na equagéo da reta tangente,

dy dx dx
teremos que -y, = 5 OT-x,) = OT - x, = -v,. E = OT =X, -V,. d_y

f) OQ é o valor da ordenada do ponto onde a reta tangente corta o eixo v.

Entéo, fazendo x = 0 na equacéo da reta tangente, teremos OQ - vy, =

dy dy
E(—XO),IogoOQ =y, - XO'E'

Exemplo 1:

Encontre a equagdo da familia de curvas cujo comprimento da subnor-
mal é constante e igual a .

Solugao:

Se o comprimento da subnormal é igual a 7, teremos v. Y=g
dx

ou ydy = x.dx. Integrando esta igualdade obtemos'[ ydy = I;zdx ou

2

y?= X + c. Asolugdo geral é portanto y*> = 27.x + 2c, que é uma

familia de parabolas.

Exemplo 2:

A ordenada do ponto em que a reta tangente a uma curva no ponto (X,
y) corta o eixo y € 2xy. Determine a equagao da curva.
Solugao:
1-2x
X

Considerando as variaveis obtemos de = d_y. Integrando esta

~ X . «
equacadotemos In|x|-2x=In|y|+couln| — | = 2x *+ ¢ que é a equacao geral.
y

, . X
Usando exponencial podemos apresentar asolugdo geralnaforma — =e**ou
y
y = x.e>ec



Exemplo 3:

Encontre a equagéo da familia de curvas cuja reta normal em qualquer
ponto passa na origem.

Solugao:
. ., dx
Aequagéo daretanormalaumacurvaqualqueré y - y, = - d—(x - X, )-

Sey,=x,=0teremosy =- Z—;xouxdx+ydy:O.Teremos jxdx + Iydy =0
2 2

ou > + By =c. Entdo x? + y? = r?, onde r? = 2c é a familia de curvas procu-

<

rada e s&o todas as circunferéncias centradas na origem.

Exemplo 4.

Ache a familia de curvas que, em qualquer ponto, a medida do segmen-
to OT seja média aritmética de OM e a constante

Solugao:

Figura -3

— oM N dx x+n X+
Se OT=OM+7 entaox-y. &= . Teremos x dy - y dx =

2 dy 2 2
xer ) dy. Segue que y dx = ( % ) dy, que separando

dyouydx=(x-

as variaveis teremos Q =2 dx. IQ =2 j ! dx . Integrando ambos
Yy  x-x y X—r

os membros da igualdade, teremos que In|y | =2 In| x - 7z | + c. Concluimos
entdo que y = k.e?"x- 7 1 é a familia de curvas procurada.

Exemplo 5:

Encontre a equagéo da curva cujo comprimento da subtangente seja o
dobro da abscissa do ponto de contato, e passa no ponto P (1, 2).
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Solugao:
— X
Sabemos que o comprimento da subtangente é TM =y. o En-
y
— dx dx
tdo, TM = 2x implica que . - =2xou 2 Yy _ & . Integrando, temos
y X

2 IQ = J'@,ouzm|y|=|n|x|+lnc.Assimteremos In]y?|=In]cx|eou y?=cx,
y X

que ¢é a solugdo geral. Como a curva procurada passa no ponto P (1, 2),

entdo 22=c.1, o que implica que c = 4, portanto y? = 4x é a solu¢do desejada.

1.3 Trajetérias Ortogonais

Seja F(x,y, A) = 0aequagao de uma familia de curvas que depen-
dem do parametro A . Definimos as trajetérias ortogonais dessa familia, como
uma outra familia de curvas que cortam as curvas da primeira segundo um
angulo reto.

Exemplo: Encontre as trajetérias ortogonais da familia de hipérboles
Xy = k.
Solugao:

Derivando a equagdo x.y = kcomrelagao a x teremos que x.y'+y = 0.
Y

Segue que Yy = - =, 0 que nos permite afirmar que a declividade da familia
X
de hipérboles em qualquer ponto € @Y
dx X

Se as trajetdrias ortogonais sdo perpendiculares a essa familia de cur-
vas, entdo a declividade dessas trajetérias sdo inversas e simétricas da decli-

vidade da familia de hipérboles. Logo, % =2 ou ydy = xdx. Integran-
X

do esta equacéo teremos .[ydy = dex, e assim y? - x? = k que é a familia de

curvas ortogonais a familia dada.

1.4 Aplicagbes Diversas

VVamos agora aplicar a teoria das equagdes diferenciais ordinarias com
variaveis separaveis em Cinematica, Eletricidade, Decaimento Radioativo,
Dindmica Populacional, Aquecimento e Arrefecimento, etc. Embora os pro-
blemas que apresentaremos sejam bastante simples, € necessario que te-
nhamos algum conhecimento sobre mecénica newtoniana, que é a teoria do



movimento. As relagcées fundamentais da mecéanica estdo contidas nas trés
leis do movimento de Newton, que enunciaremos a seguir.

1. Quando né&o existem forgas externas agindo sobre um corpo, ele permane-
ce num referencial inercial, em repouso ou em movimento, com velocidade
constante.

2. Ataxa de variagao do movimento de um corpo em relagao ao tempo é igual

a resultante das forgas externas que agem sobre o corpo, ou seja, > F =

%, onde ¥ é o momento (quantidade de movimento). A quantidade de
t

movimento, ¥, é o produto da massa do corpo m pela velocidade v. Quan-
do a massa do corpo é constante, entdo >, F = m. @ m.a, onde a =
dv . dt

— é aaceleracao.

dt

3. As forgas sempre existem aos pares: quando um corpo A exerce uma forga
F,s sobre um corpo B, este exerce sobre aquele um forga igual e oposta
FBA =" FAB'

Exemplo 1:

Uma bola de golfe de massa 0,2 Kg recebe uma tacada que Ihe imprime
uma velocidade de 180 Km/h. Supondo que a bola permanece em contato
permanente com o chéo e que a forgca de atrito que atua sobre ela é de 10
newtons (N), qual a distancia percorrida pela bola até ela parar?

Solu¢ao:
Antes de comegarmos a solucionar o problema vamos lembrar que

uma for¢a unitaria agindo sobre um corpo de massade 1Kg provoca uma
aceleragédo de 1 m/s?, ou seja, 1 unidade de forga = 1Kg.1 m/s2.
Esta combinagdo de unidades 1Kg.1 m/s?, é chamada de newton, ou
seja aunidade deforcaé 1N = 1Kg.1m/s?
dv dv

Usando asegunda leide Newton, temosque 2. F = m. m ou0,2 — =-10.
t t

O sinal negativo indica que a for¢a atua no sentido contrario ao deslocamento. Se-

gue que dv = - 50 dt; Integrando temos Idv =-50 .[dt eassimv=-50t + c,.

Como a velocidade inicial da bola é de 180 Km/h = 50 m/s, parat=10
temos que v = 50, o que resulta em c, = 50, e assim v(t) = - 50t + 50 metros
por segundo que é a velocidade da bola a cada instante t.

Quando a bola para, temos v(t) =0, logo t = 1 segundo. Mas, se s(t) é

0 espaco percorrido pela bola em um tempo t, entdo ? = v(t) no que resulta
t
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uma nova nova equagao ? =-50t + 50. Entdo ds = (- 50t + 50) dt. Integrando
t

esta equacéo temos Ids = I(—SOt +50)dt . Segue que s = - 25t + 50t + c,.
Como para t = 0 temos que o espago percorrido € s = 0, concluimos que ¢, = 0.

Portanto, o espago percorrido pela bola em qualquer instante t € s(t)
= - 25t + 50t, e no instante tigual a 1 segundo teremos s(1) =- 25 + 50 = 25
metros que € o deslocamento da bola.

Exemplo 2:

Um bote esta sendo rebocado a uma velocidade de 6,1 m/s. No instante
t = 0 em que o cabo do reboque é largado, um homem no bote comega a
remar, no sentido do movimento, exercendo uma forga F = 10 Kgf. Sabendo
que o peso do bote com o homem é 200 Kgf e que a resisténcia ao desloca-
mento, em Kgf, € R = 2,6v, onde v é a velocidade em m/s, ache a veloci-
dade do bote no fim de 30 segundos.

Solugao:

Antes de partirmos para solucionar o problema é necessério que faga-
mos algumas consideragdes.

A forga mais comum na nossa experiéncia cotidiana é a forga de atra-
¢ao que a terra exerce sobre todos os corpos, que chamamos de peso do
corpo. Podemos determinar o peso de um corpo com 1 Kg de massa, medin-
do a acelerag&o desse corpo em queda livre, quando a Unica forga que atua
sobre ele é o préprio peso. A aceleragao da gravidade €, conforme sabemos,
9,8 m/s? com sentido para baixo.

O peso P da massa de 1 Kg seréa portanto P=m.a=1Kg.9,8 m/s?=9,8 N.

Em algumas situagbes praticas, no lugar da unidade de massa, é
fundamental que usemos a unidade de for¢a, que é o quilograma-forca.
O quilograma-forga (Kgf) €, por defini¢do, o peso do quilograma (massa) padrao
em um lugar em que a aceleragéo da gravidade seja 9,8 m/s?. Assim, a relagéo
entre essa unidade de forga e o newton serd 1 Kgf = 1Kg. 9,8 m/s?=9,8 N.

Uma vez que 1 Kg pesa 9,8 N num lugar em que a aceleracéo da gra-
vidade é 9,8 m/s?, o peso de um corpo com massa de 1 Kg, medido em Kgf
é 1Kdf.

Agora podemos comegar a solucionar o problema, observando primeiro
que as forcas que atuam sobre o bote, apds o cabo do reboque ser largado,

sdo a forga exercida pelo homem e a forga de resisténcia. Aplicando a se-



gunda lei de Newton teremos m.ﬂ = F- R, ousegja, 200@ =10-2,6vou

dt dt
4 ~0,05-0013v.
dt
dv dv
Segueque ——— = dt eportanto | ———— = | dt
9ueq 0,05-0,013v P I 0,05-0,013v I
Para a primeira integral, fagamos u = 0,05 - 0,013v, du = - 0,013dv ou
ainda dv = - du .
0,013
d
Entéo - 1 j—u:
0,013 u
Segue que - . InJu|=t + ¢ ou ainda
gue g 0,013 ul
In] 0,05 - 0,013v|=-0,013(t + c).
Portanto 0,05 — 0,013v = ¢ """ 0u 0,013v = 0,05 - """ . Tere-
-0,013¢
mos v = 0,05 e o001
0,013 0,013
Quando t = 0, sabemos que v = 6,1, que substituindo na equacgao en-
-0,013¢
contramos = 225 logov= —— -225. """,
0,26

2 5

A velocidade do bote ao final de 30 segundos € v(30) = 2,32 m/s.

Exemplo 3:

Um circuito elétrico é constituido por uma resisténcia Rde 8 Q e esta
sujeito a uma forga eletromotriz (f.e.m.) E = 4 volts. Sendo o coeficiente de
auto-indutancia L = 0,2 henries, encontre a intensidade da corrente elétrica i
noinstanteemquet = 0,01s.

Solucao:

Quando a intensidade i de uma corrente elétrica sofre uma variacao, ela
produz uma variagao no fluxo magnético, o qual, por sua vez, da origem a uma
for¢a eletromotriz induzida que, de acordo com a lei de Lenz, se opde a varia-

céo da corrente. Esta f.e.m. de auto-indutancia se exprime em funcdo da varia-
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di
¢ao da intensidade de corrente, pelarelagéo e = -L. E ,onde L é aconstante

do circuito que se denomina coeficiente de auto-induténcia. O sinal negativo
traduz o fato de que a f.e.m. induzida se op&e a variagdo da corrente. A unidade
pratica de auto-indutancia correspondente ao volt e ao ampére é o henry.

Pela lei de Kirchhof, temos que i= 2/ em. = E;e = iR=E+e

R

di
ouainda-e + iR =E = L.E +R.i = E, onde L,Re E s&oconstantes.

L
Y1 T
)E
W
R

Figura 4 — Circuito elétrico

Para solucionar essa equacao diferencial L.? + R.i = E fagcamos
t
j . 1 j 1
L% -E-RiouLdi=E-Rydt= 4 _=—dt= [ _=—q.
dt E-Ri L E-Ri L

Fazendo na primeira integral u = E — Ri, teremos que du =-Rdi ou

1 1 1
di = - — du, de onde tiramos que - —. jldu = — _[dt. Resolvendo am-
R R ‘u L

. . . R
bas as integrais obtemos que In|E - Ri| = - Z.t + C.

Quando t = 0, temos i = 0 o que implica que C = In|E|, que subs-

R
tituindo na equagédo anterior temos In|E - Ri| = - I.t + In|E| ou ainda
: __R E-Ri,_ R E-Ri _ _& R
In|E - Ri| - In|E| = - Z.t = In| | =- Z.t = 7 el ou E.efzt =

. . R __E R
E-Ri=Ri = E - E'e o :N_E(l_eizt)



Que é a equagdo que exprime a intensidade i de corrente, t segundos
apos ser fechado o circuito, e que graficamente pode ser vista na figura.

i A

~ Y

Figura 5 — Gréfico da intensividade da corrente em fun¢éo do tempo

NocasoemqueE=4,R=8;L=0,2et=0,01temos que i=0,16 amp.

Exemplo 4:

A lei de variagdo da temperatura de Newton afirma que a taxa de va-
riacdo da temperatura de um corpo é diretamente proporcional a diferenga
de temperatura entre o corpo e 0 meio ambiente. Se um corpo a temperatura
de 50 °C é colocado em um meio onde a temperatura € de 100 °C, e se apés
5 minutos a temperatura do corpo é de 60 °C, determine sua temperatura
depois de 20 minutos.

Solugao:

Alei de Newton pode ser traduzida pela equagao diferencial il_T =-Kk(T
t

- T ), onde T _ € atemperatura do meio, e se admite constante, k € uma cons-
tante positiva que depende da propriedade fisica do corpo. O sinal negativo

se explica pelo fato que o calor flui da fonte mais quente para a mais fria, e

assim, paraT >T_ teremos % < 0 o que quer dizer que o corpo esta es-
t
friando, enquanto que T < T _ acarretara aquecimento do corpo, ou ar 0.

dt
Entdo, se a temperatura do meio é 100 °C, entao CZ—T =-Kk(T - 100) ou
t

dT = -K(T - 100)dt = L = kdt = | T =k fa
T 00

Integrando, temos In| T - 100| = -kt + ¢, = T = C.e’™ + 100.

SeT=50parat =0,enttoC = -50;e T=60parat = 5, temos que
k = 0,045, portanto T = -50.¢ " + 100.
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Assim, podemos agora obter a temperatura do corpo em t = 20 min,
queserd T = -50.¢" + 100 = T =795°C.

Um outro modelo que se enquadra na classe de modelos matemati-
cos caracteristicos de equagdes diferenciais com varidveis separaveis € o
crescimento populacional, que se baseia na premissa de que uma populagao
cresce a uma taxa proporcional ao tamanho da populag&o.

Admitamos ser P a populagao de uma cidade, e esta cresce ao longo
do tempo t a uma taxa proporcional a P, isto €, apP _ k.p,ondek >0échamada
dt
de constante de proporcionalidade .

. 1

Assim, d_P:k.P = —dP=kdt = jldpzj‘k,dt = InP=kt + r,
dt P P

logoP = ekt*" = P = ekt er=P =C.ek ,come’ = C.

Exemplo 5:

Suponhamos que a populacdo de uma cidade dobrou nos ultimos 20
anos, passando de 20.000 habitantes em 1990 para 40.000 em 2010. Faga
uma estimativa de sua populacéo para as proximas trés décadas.

Solugao:
t 0 20 30 40 50
P 20.000 40.000 ? ? ?

Veja na tabela acima , que consideramos t = 0 em 1990, como ponto
de partida de nossa estimativa, e t = 20 para o ano de 2010.

Entéo:

SendoP=C . e, entdoparat=0,temosP=C .e%logoP=C.1=C.
A constante C corresponde sempre ao valor de P na data zero.
Assim, P = 20000.e !

Para t = 20, P = 20000 e *** = 40000 = 20000 e %

el =2=20k=In2=k = 1;—02 = k = 0,034657.

Agora, a funcéo esta completa onde P = 20000 e °934657t e podemos
fazer a estimativa da populacao para qualquer periodo.

Em 2020, t=30 = P =20000 00345730 —, P =56568 habitantes.
Em 2030, t=40 — P =20000 e 003465740 —, P =79998 habitantes.
Em 2040,t=50 = P =20000 e 003465750 —, P =113.135 habitantes

E conveniente observar que essa estimativa é feita com base nos dados
que tomamos , e que o crescimento populacional de uma cidade pode sofrer
influéncias que modifiquem esse resultado.



Na fisica nuclear temos também um exemplo que tem caracteristicas
semelhantes aos modelos anteriores, quando se afirma que a massa de
um elemento radioativo decai a uma taxa proporcional a massa presente

em cada instante. Admitindo ser M a massa desse elemento, temos que
amM
dt

gativo indica a perda de massa do elemento.

= -k.M, onde k >0 é a constante de proporcionalidade e o sinal ne-

A equacao diferencial para esse modelo é semelhante a equacéo do
modelo de crescimento populacional, e assim, podemos dizer que

am u
—=-kM = M=C.e".
dt

Exemplo 6:

Se uma substancia radioativa perdeu 30 % de sua massa em 15 anos,
em quantos anos perdera 60% ?

Solu¢ao:
MM, 70%M,  40%M,
t 0 15 ?

Suponhamos que existiam inicialmente 100 gramas da substancia. Se
houve uma perda de 30% em 15 anos, entao restam 70 gramas, e queremos
saber em quanto tempo restardo 40 gramas.

Assim, temos M = C.e ¥, de modo que:
M=100para t = 0, implica que C = 100
M=70parat = 15, entdo 70 = 100.e *"” = ¢ " = 0,7 ou ainda

—-0,35667
-15

-15k=In0,7 = k= = k=0,023.

Agora temos a fungdo M = 100.e "%

, € para saber o tempo em
que a massa do elemento se reduzira a 40 gramas devemos fazer M = 40,
no que implica 40 = 100.¢ " = ¢** =04 = -0023t=In 04 =
-0,9163
-0,023

Portanto, o tempo sera de aproximadamente 40 anos.

Exemplo 7:

A meia-vida do radio-226 é de 1590 anos . Se uma amostra de radio tem
hoje uma massa de 100 mg, calcule:
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a) sua massa daqui a 1000 anos .

b) em quantos anos essa massa estara reduzida a 30 mg.
Solugao:

a) Se M éamassaderadioM = M .e* = M = 100.e"".

A meia-vida de um elemento radioativo € o tempo necessario para que
sua massa se reduza a metade .

Entdo, 50 = 100 e 1%k — ¢ 5%k =05 = 1590k =In 0,5

= -0,0004359.
Em 1000 anos teremos M = 100 e ~000043591000 —, \] = 100 e —043%°
M = 65 mg.

b) Para saber o tempo em que a massa se reduzird a 30 mg, devemos
fazer M = 30, no que implica em 30 = 100 g ~0000435% —, g -0000435%t = (9 3 -

0.0004359t = 0.3 = t=. _n0.3

—2  =t=2.762anos.
0,0004359

Outro tipo de problema cuja solugdo recai em uma equacgao diferencial
com variaveis separaveis é o problema de misturas.

Um problema tipico de mistura envolve um tanque de capacidade fixa
preenchido por uma solugdo completamente misturada de alguma substan-
cia. Uma solugédo de uma dada concentragdo entra no tanque a uma taxa fixa
e a mistura, bem agitada, sai a uma taxa fixa que pode ser diferente da taxa de
entrada. Se y (1) for a quantidade de substancia no tanque no tempo t, entao
y’(?) é ataxa na qual a substancia esta sendo adicionada, menos a quantida-
de na qual ela esta sendo retirada. A descricdo matematica da situagéo leva
frequentemente a uma equacéo diferencial com variaveis separaveis. Esse
mesmo raciocinio podemos usar para modelar outros tipos de fenémenos |,
como ; reagdes quimicas, descarga de poluentes em um lago ou injecéo de
medicamentos na corrente sanguinea.

Exemplo 8:

Um tanque contem 20 kg de sal dissolvidos em 5000 litros da agua.
Agua salgada que contem 0,03 kg de sal por litro entra no tanque a uma
taxa de 25 L/min. A solugao é misturada completamente e sai do tanque a
mesma taxa. Qual a quantidade de sal que permanece no tanque depois de
meia hora?
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Solugao:
Suponhamos que y(t) é a quantidade de sal depois de t minutos. Nos
foi dado que y(0) = 20 e queremos saber o valor de y(30). Se Z’_y é ataxa
t

de variagao da quantidade de sal, entao:
dy _ .
i (taxa de entrada) - (taxa de saida).
t

Ataxa de entrada é a taxa na qual o sal entra no tanque, logo:

Taxa de entrada = (0,03 kg/L).(25 L/min) = 0,75 kg/min

Taxa de saida = (2 kgL (25 Umin) = 2 kgimin
5000 200
Engo. ¥ =o075- 20 o & 100
dt 200 di 200

Resolvendo essa equacao diferencial, que € de variaveis separaveis,

temos que:
1 :Ld; = J'

1
———dy
150 — y(¢) 200

150-y

1 .
dy=.[ﬁdt e dai

JIn|150-y] = —— +C
200
Quando t=0, temos que y = 20, isso implica dizer que C =-1n130, o que
t
acarretaque-In [150-y|= — -In 130 =
200

t n | 150 — y| _ ¢

= [150-y| =130
200 130 200

-In130+In|150 -y = -

e- 200

Como y(t) é continua, y(0) = 20 e o lado direito dessa equagao nunca é
igual a zero, entdo concluimos que 150 - y(t) & sempre positiva, 0 que implica
dizer que |150 - y| = 150 -y, portanto:

y(t) = 150 - 130.e V00

Em meia hora, temos que t = 30 = y( 30 ) = 150 - 130.e 3020
logoy(30) = 38,1kg.
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Para refletir

1. Resolva as seguintes equacgdes diferenciais:

’ d 2x
a) y'=y? b) L -2
dx 4y
c) vy = x d) y=xy
t
g ¢ nY__w
dt y 1+y2 dx 2.1ny

2. Encontre a solucdo da equacdo diferencial que satisfaz a condicao inicial dada:

a) y=y>+1 y(1)=0

) DX x> 0.y(1) = -4
dx  xy

dx
xe'.—=t; x(0) = 1.
c) 0 x(0)

d .
3. Encontre uma equagdo da curva que satisfaz d_y = 4x3y e cujo intercepto y é
X

iguala 7.
4. Encontre uma equagdo da curva que passa pelo ponto P (1, 1) e cuja inclinagdo
2

Y

da reta tangente em qualquer ponto P(x,y) é —-.

5. Resolva o problema de valor inicial y" = y.senx; \)/C( 0) =1

6. O crescimento do nimero de bactérias em uma determinada cultura é proporcio-
nal a quantidade presente. Se existem 1.000 bactérias presentes inicialmente e a
guantidade dobra em uma hora, quantas bactérias existirdo em 5 horas ?

7. Em uma reacdo quimica a taxa de conversdo de uma substancia é pro-
porcional a quantidade de substdncia ainda ndo transformada. Apds 10
minutos, um terco da quantidade original da substancia foi convertido,
e 20 gramas foram convertidas apds 15 minutos . Qual era a quantidade de
substancia no inicio?

8. Se trinta por cento de uma substancia radioativa desaparece em 15 anos ,
qual a vida média dessa substancia?

9. Um tanque contém 200 galdes de dgua salgada na qual existem 3 kg de sal por
galdo. Deseja-se diluir esta solu¢do adicionando-se agua salgada contendo 1 kg de
sal por galdo , que flui no tanque a taxa de 4 galdes por minuto, e sai a mesma taxa
. Em quanto tempo o tanque conterd 1,5 kg de sal por galdo?

10. Uma curva passa pelo ponto (0, 5) e tem a propriedade de que a inclinagdo da reta



Equacdes Diferenciais Ordinrias

tangente a curva em qualquer ponto P(x,y)é o dobro da ordenada de P. Encontre
a equacao dessa curva. Encontre também as trajetdrias ortogonais dessa curva.

11. Encontre as trajetdrias ortogonais das seguintes curvas:

a) y=kx?

b) x?2-y2=k
c)y=(x+k)1?
d) y=ke™

12. Suponha que vocé acabou de servir uma xicara de café recém-passado a uma tem-
peratura de 952 C em uma sala com temperatura ambiente de 202 C. Sabendo que
a taxa de resfriamento do café é proporcional a diferenca de temperatura com o
meio ambiente, em quanto tempo o café estara a uma temperatura de 552 C?

2. Equacgoes Diferenciais Homogéneas

Se n € um namero natural, dizemos que uma fungao de duas variaveis f(x ,
y) € homogénea de grau n quando f(tx , ty) = t".f(x , y) para todo nimero real t.

2 2

X -y

Tomemos por exemplo a fungéo f(x,y) =

2 N2 202 2 x> —
fx ) = W —OF L T YD) 0 T oy
(x)(ty) t°xy Xy
portanto essa fungéo é homogénea de grau zero.

Afungdo f(x,y) = x3 + xy> é homogénea de grau 3, pois

flx.ty) = (&) + (X)ty Y = €0 + xy?) = £.f(x.y).

Uma equagéo diferencial ordinaria do tipo P(x ,y)dx + Q(x,y)dy =0
€ dita homogénea, quando as duas fungdes P(x,y ) e Q(x , y ) forem homo-
géneas de mesmo grau.

Aequacao diferencial (x*+y?)dx + x*dy = 0é homogénea pois as duas
fungdes P(x,y) = x2+y? e Q(x,y) = x? sdo homogéneas de grau dois.
Teorema

Uma equacgéo diferencial ordinaria homogénea P(x, y) dx + Q(x, y) dy =
0 se reduz ao caso de variaveis separaveis mediante a substituicdoy = x. v.

Prova

Se y = xv,entdo dy = x.dv + v.dx que substituindo na equacgao
temos que
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P(x,xv)dx + Q(x,xv)(xdv + vdx) = 0 ou
[P(x,xv) + v. Q(x,xv)]dx + xQ(x, xv).dv=0.
Dividindo essa igualdade por x[P(x,xv) + v.Q(x,xv)] obtemos

@ O(x,xv)

+

X P(x,xv)+O(x,xv) '

Suponha agora que as duas fungdes P e Q sejam homogéneas de

. dx ,
graur, e assim — + x'O(£1,4v)

dv =0ouainda
X X'[P(EL+v)+O(£1],+v)]

dx O(£1,+v)
X ¥ P(£1,+v)+ O(£1,%v)

dv =0, conforme sejax >0 ou x < 0, que

€ uma equacéo diferencial com variaveis separaveis.

Exemplo 1:

Encontre a solucao geral daequagdo xdy = (x+y)dx

Solugao:

xdy=(x+y)dx = (x+y)dx-xdy=0onde P(x,y) = x+y e

Q(x,y)=-x,sdotaisque P(tx .ty ) =tx +ty=t(x+y)=tP(x,y)e

O(tx,ty) = -(x)=t(-x) = tO(x,y) , ouseja, P e Q sdo ambas
homogéneas de grau um.

Fazendo y = xv,temos dy = xdv + v dx, que substituindo na equa-
¢&o encontraremos (x + xv) dx - x(xdv +vdx)=0ouxdx-x*dv=0.

Dividindo essa equacé&o por x?, temos que d dv = 0, que integrando

X
dx

obteremos _[— Idv =C = In|x|-v=C = In|x|—Z = C, de onde tira-

X X

mos a forma explicita para y = x(In| x| - C).

Exemplo 2:

Resolva a equacdo 2xydy = (y>—x?)dx.

Solugao:

2xydy = (y*=x2)dx = (y*=x?)dx - 2xydy = Oonde temos que

P(x.y) = y"=x* e Q(x.,y) = - 2xy.

P(tx.ty) = (ty P -(x) = (y*-x°) = tP(x.y) e

Q(tx, ty) = -2(tx)(ty) = (- 2xy) = 2 Q(x,y), de onde concluimos
que as duas fungdes sdo homogéneas de grau 2.



Fazendo v = xv,temos dy = xdv + vdx, na equacao resultara que
[(xv)!=x?]dx - 2x(xv) (xdv + vdx) = 0 ou
X(1+v?)dx + 2x%vdv = 0.

Dividindo a equagédo por x3( 1+ v?) resultara

dx dx 2
— ¢ 2v2.dv20 = —+.[ vzdv:C,ouseja,
X 1+v X I+v
Ln|x|+In]1+v?|=InK = In|x]||1+Vv? = InKde onde tiramos

2
[x].@Q+v?) = K:>|x|.(1+(§} )= K= x*+y?=K|x]|.

Exemplo 3: o
Ache a solugéo da equagéao (Xx. e + y)dx-xdy=0talque y(1) = 0.
Solu¢ao: ~ ~

y —ty y

P(Xx,y) = xe* +y=P(ix,ty)=txe® +ty=t(x.e* +y) logo
P(tx.ty) =tP(x.y)

Qlx,y) =-x = Q(ix.ty) = -(x) =1(-x) = tQ(x.y)
Portanto, ambas s&o fungdes homogéneas de grau um.

Fazendo y = xv, temos dy = x dv + v dx, e substituindo na equacéo te-

XV

remos que (X e * +xv)dx-x(xdv+vdx)=0,ouaindax e’ dx-x*dv =0,
X d ,

de onde resulta — - €' dv = 0, que integrando temos j—x - Ie dv=C=
X X

In|x| - e = C.
b4

Substituindo v = J , teremos a solugao geral In| x| - e = C.
x y
Quandox=1ey=0teremos que C=-1,sendoentdoln|x|-e* = -1

a solugdo particular desejada.

|Para refletir

1. Verifigue se as fungdes abaixo sdo homogéneas, e especifique o grau de homoge-
neidade, quando for o caso:

4
a)f(x,y) = x3+2x2y—x—
y
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b)f(x,y) = 4/x+ y(2x-3y)

x2y2_xy3
C)f(X,y) = (4x_3y)2

d)f(x,y) = sen
xX+y

2. Use uma substituicdo apropriada para encontrar a solugdo geral das equagdes dife-

renciais :
a)(x—y)dx + xdy = 0 f)-ydx+(x+\/5)dy=0
_ - d
b)xdx + (y—2x)dy =0 g)x—y-y= x2+y2
cy(x+y)dx + x>dy =0 dx
Wy, x
9L _L P dx x y
dx x+y p
dy 2x+y i)—y=1h1.
e) —=—— dx x x
dx x+2y

3. Encontre uma solucdo particular para cada equagdo homogénea:

dy s
—— = y+xe*; com y(1)=1.
dx

a) x

b) (x*+2y?)dx = xydy; com y(-1) = 1.

c) 2x2—y =3xy +y%5 com y(1)=-2.

3. Equagodes Diferenciais Exatas

Dizemos que uma equacdo diferencial ordindria do tipo P(x, y) dx
+ Q(x, y) dy = 0 é exata quando existe uma fungdo f(x , y) com derivadas
parciais de primeira e segunda ordem tal que sua diferencial total seja igual
ao primeiro membro da equagao, ou seja, df(x, y) = P(x, y) dx + Q(x, y) dy.
Nesse caso, teremos que f(x, y) = k sera a solugcéo geral da equagao diferencial.



Para exemplificar, tomemos a fungao f(x , y) = X.y cujas derivadas par-

Ciais sdo g =ye g = X, de modo que sua diferencial total df(x, y ) = @ dx
ox oy X

+ Zi dyoudf(x,y)=ydx+xdy.
V

Assim, dada a equacéo diferencialydx + xdy =0, temos que P(x,y) =y
e Q(x,y)=xque é uma equagao diferencial exata e sua solugéo geral sera
f(x,y)=kouxy=k, comkreal.

Para resolver equacdes diferenciais exatas, temos dois pontos que de-
vem ser observados:

1. Verificar se uma determinada equacgéao é exata
2. Como encontrar a sua solugao geral.

O seguinte teorema nos fornece condicbes para dirimir essas
davidas.

Teorema
UmaED.O. P(x,y)dx+Q(x,y)dy = 0,onde P(x,y),Q(x.,y) e

suas derivadas parciais sdo funcdes continuas, & exata se, e somente se,
oP 00

oy Ox
Prova:
. ” oP 0
Inicialmente admitiremos que P, Q , 6_ e 8_Q s&o fungdes continu-
)y X

as e que aequacdo P(x,y)dx+ Q(x,y)dy =0 é exata, para provar que
oP 00

Gy_éx'

Sendo a E.D.O. exata, existe uma fungéo f(x,y)tal que

d =g dx+g dy=P(x,y)dx+Q(x,y)dy logoP(x,y) = g e
ox oy ox
2 2
Q(x.,y) = g,demodoquea— = ﬂ e Y = af,
oy d  dyox  ox  Oxdy
2 2
Mas, a—P e a—Qséocontinuas,eassim of = ﬂ = 6_P:8_Q

oy  Ox oyox  OxOy dy ox
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oP
Agora, admitiremos que P, Q, — e 8_Q sao fungdes conti-

oy ox
00

OP : .
nuas e 6_ :6_ para mostrar que existe uma fungao f( x , y ) tal que
)y X

df(x.y) = P(x,y)dx+Q(x,y)dyeassimgarantindo que a E.D.O. é exata.
o

Comegamos fazendo 8_ = P(x,y)oqueacarreta of = P(x,y)dx,
X

donde f(x ,y)
determinada.

IX P(x,y)dx + ¢(y),onde ¢@(y) é uma fungéo a ser

I _ Oy _oP

Mas, oy oy UXOI;(;J/)dx+¢(y)} LO o x+¢'(y) e como
a_P:a_Q % = x_d + ! = _ '

ay Ox e ay J-xo ox x ¢(y) Qx.y) Q(Xo’yo)+ o'(y).

Comoqueremos que Zl =Q(x,y).podemosfazer-Q(x,.v,) + ¢'(y) =0
v

ou ¢'(y) =Q(x,.y)ouainda ¢(y) = | O(x.y)dy.

Portanto, existe uma funcdo f(x,y) = Lx P(x,y)dx + Ly O(x,y)dy,

tal @ dx + Zl dy =P(x,y)dx+Q(x,y)dyo que provaqueaE.D.O.
v

Ox
é exata.

Exemplo:
Resolva as seguintes equagdes :
1) (2x-y+1)dx - (x+3y—-2)dy =0

Temos P(x,y) = 2x—-y+1 e Q(x,y) = -(x+ 3y—2)como
oP o0

— =-1 = —= entdo aequagao é exata.
oy ox
of :
Mas 6_ = 2Xx-y+1 = Of = 2x-y+1)dx, e assimtemos
X

quef(x.y) = [(2x—y+Ddx + p(y) = X=xy+x + p(y). onde @(»)
€ uma funcao a ser determinada.

Ademais, Zi =Q(X,y) = -x+ @'(y) =-x=3y+2 = ¢'(y) ==3y+2
v

2

o0 que implicaem ¢(y) = _[(—3y+2)dy =- %y +2y
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Portanto, a solu¢do geral sera f(x,y)
onde k € R.

2) (2xcosy)dx = x?senydy

X2 =Xy + X — %yz +2y + Kk,

Temos que (2x cosy)dx - x?senydy = 0, de modo que

P
P(x,y) =2xcosy, Q(x,y) =-x?seny sendo 6_ =-2xseny = a—Q ,
oy ox

logo a E.D.O. é exata.

Mas gl =2xcosy = 0f=2xcosydx = f(x,y)= IZxcosydx,Iogo
X

f(x.y) = x2cosy + @(y).

Sendo zi =Q(x,y)entdo-x?seny + @'(y) =-x*seny = ¢'(y) =0,
y

de onde concluimos que ¢(y) = C e asolugéo geral da equagéo sera
f(x,y) = x*cosy +C = k , com ke R.

|Para refletir

1. Verifique se as seguintes equagGes diferenciais sdo exatas. Em caso afirmativo, encontre a
sua solugdo geral :

a) (2x—y)dx - (x+6y)dy =0

b) (2x—1)dx + (3y+5)dy =0

c) (5x+4y)dx + (4x—8y*)dy = 0

d) (seny—ysenx)dx + (cosx+xcosy—y)dy =0
e) (2y’x—5)dx + (2yx*+6)dy = 0

f) (x=y)(x+y)dx + x(x=2y)dy = 0

g) (y*—y*senx—x)dx + (3xy>+2ycosx)dy =0
h) (33 +y?)dx+3xy’dy = 0

1
i) (ylny—e™)dx + (— +xIlny)dy =0
y

2x x2
i) — dx- —5dy=0
i) y I y

dy
) x — = 2xe* -y + 6x?
) e y

m) (3x?y+e¥)dx + (x3 +xe'—=2y)dy =0
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2. Encontre a equagdo da curva que passa pelo ponto A(1,1) e satisfazaequagdo (x+y)?
dx + (2xy + x2 -1)dy = 0.

3. Determine o valor de k para que seja exata a equacao diferencial
(2xy? + ye*)dx + (2x®y + ke*-1)dy =0

4. Mostre que qualquer equacdo diferencial separavel de primeira ordem da forma h(y ) dx

- g(x)dy = 0 étambém exata.
4. Equacao Diferencial Ordinaria Linear

Definimos uma equagéo diferencial linear de primeira ordem como toda
d
equacao diferencial da forma f.(x) d_y + £,y =f,(x), onde f(x) (a, b) ->R,
X
comi=1,2, 3sdofungbes continuas. Sef,(x) # Oparatodo x € (a, b), entéo

&y, L)L)
dx  fi(x) " fi(x)
f2(x) G

i © 0T
Quando em uma equagcéo diferencial linear de primeira ordem tivermos

Q(x) = 0 ou P(x) e Q(x)constantes, entdo essa equacao podera ser
reduzida a uma equagao de variaveis separaveis.

,0u ainda

podemos escrever essa equagao na forma

Q +P(X)y = Q(x), onde P(x) =
dx

Teorema
A solugéo geral de uma equacao diferencial linear de primeira ordem

D P(x)y=Q(x) & dadapory = ¢ 1" UQ( ol " C}
dx

Prova:
Para encontrar a solugéo geral para uma equacgéao diferencial da forma

d . ~ «
d_y + P(x).y = Q(x), vamos multiplicar toda a equagéo por uma fungéo ade-
X

quada , e ainda desconhecida I(x ), a qual chamaremos de fator integrante.
Teremos:

dy
I(x). [—+P(X)y O(x)] = 1(x). —x+|(X) P(x).y=1(x). Q(x).

Se impusermos uma condigéo de I( x ) ser uma fung¢ao tal que I'( x)
=1(x).P(x), entdo poderemos afirmar que I(x).y + I'(x).y = I(x).



Q(x). o que implicara pela regra da derivada do produto de duas fun¢des que
[I(x).y] = 1(x).Q(x).

Integrando a Ultima equagdo temos I(x) .y = j](x) O(x)dx+C ou

y I 1(x).0(x)dx+C] que € a solugdo geral da equacéo diferencial

1()

considerada.

O problema de encontrar a solugao geral esta parcialmente resolvido,
visto que essa solugéo geral apresentada esta em fungao do fator integrante
I(x) que ainda ndo conhecemos.

Para contornar esse impasse, observemos a condigao imposta inicial-
mente, de que esse fator integrante € uma fungéo tal que I'(x) = I(x) . P(x),
|
ou % = [.P(x) oque implicaem Yd[ = P(x)dx . Integrando esta igualda-
x

1 "
de. temos | 74 = | P(x)dx ouin|1|= [ P(x)dx logo I(x) = A7
Assim, asolucdo geral paraaequagéodiferencial linearde primeiraordem

1[ome™ e+

dy .
$+ P(x).y = Q(x) estacompleta,sendo y = f“ o
ouy = e—jP(x)dx e J.P(x)dx

[[oex

Exemplo 1:

dx+C].

Encontre a solugao geral da equagéo diferencial Z—y +3x° Y= 6x”
Solugao: X
O primeiro nosso passo é encontrar o fator integrante 1( x ), sabendo
que P(x) = 3x2 e Q(x) = 6x?
Para isso devemos calcular IP(x)dx = J.3x2dx =x .
J' P(x)dx 3

X

Entdo, I(x)= e =e

Calculemos agora _[ 1(x).0(x)dx = je"3 6x°dx .

3 du P 2 3 5
Fazendou = e* ,temos que d—= e’ 3x" = 2.du=¢e" .6x°dx, por-
X

tanto Il (x).0(x)dx = I2du =2u=2e"

A soluc&o geral da equagéo sera entdo y = %[J' 1(x).0(x)dx+C] ou
X

3
=X

y = ].Seguequey=2+C.e

Equacdes Diferenciais Ordinrias
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Exemplo 2:

Encontre uma solugéo para a equagéo diferencial x2y" + x.y = 1, onde
x>0ey(l)=2.

Solugao:

Veja que esse € um problema com valor inicial, que deveremos en-
contrar uma solugéo particular que satisfagam as condi¢des indicadas.

. .o 1 1 .
Aequacdodadax?.y +xy=1éequivalenteay + —y= — Temos entéo
X X

1
uma equagéo linear onde P(x)= — e Q(x)= —
X X

Temos IP(x)dx:Jldx = In|x| = Inx,pois x > 0
X

P(x)dx
P gy e = x| Segue que

Assim, I(x) =
[1(x).0(x)dx = jx.izdx = jldx =Inx.
X X

Portanto , a solu¢éo geral da equagéo é y = %,[J.I(x).Q(x)dx +(C] ou
I(x

1 Inx+C
ainday = —.[Inx+C] = y= —
X X
_ _ In1+C _
Como y(1) = 2,temosque 2 = = C=2
Inx+2 . . .
Portanto, y = € a solucao particular desejada
X
Exemplo 3:

Uma particula de massa 10 kg desloca-se em um plano impulsionado por
umaforga variavel com otempo, conforme aleide formagao F(t)= (100sent)N.
Sobre a particula atua ainda uma forga de atrito de valor F, = 10v N,
onde v é a velocidade da particula em um tempo t, expressa em m/s. Sabendo
que em t = 0 a particula esta parada na origem, calcule:

a) A velocidade da particula em um tempo t.
b) O espaco percorrido em um tempo t.

Solucéo:

(a) Pela segunda lei de Newton temos que m.a = ZF ou m.ﬂ =

dt
F(t) - F,,onde o sinal negativo na for¢a de atrito tra duz o sentido contrario

ao movimento.



Portanto, 10. Ligs 100.sent-10v = @y v = 10sent, que é uma

dt dt
equacdo diferencial linear de primeira ordem onde P(t)=1e Q(t)=10sent.

O fator integrante é I(t) = ej o - ej “
sera dada por v(t) = e UlOSent.e’dt+ Cl] ouv(t)=e-'[5e'(sent-cost)
+C, ]

1

Quando t = Otemos v = Qe assimteremos que C, = 5, sendo a
velocidade em cada instante dada por v(t) = e~'[5e!(sent - cost) + 5]

= €', e portanto a solugéo geral

(b) Sabendo que v(t) = ﬁ = e '[5e'(sent - cost)+ 5] temos
queds =et[5et(sent-cost)+5]dt = s(t) = I[S(sent —cost)+5¢e” ]dt ,
logos(t)=5(-cost+sent)-5e"'+C,

Quando t = 0, temos s(0) = 0de onde tiramos que C, = 10, e
portanto s(t) = 5(-cost+sent) -5et + 10 metros.

Exemplo 4:

Suponha que emumo circuito elétrico simples aresisténciaseja R = 12 Q
e ainduténciaseja L = 4 H . Se uma pilha fornece uma voltagem constante
de 60 V e o interruptor for fechado quandot = 0, entdo a corrente comeca
com I(0) = 0. Encontre I(t) e o valor da corrente depois de 1 seg.

Solucao:
Sendo L = 4; R =12 e E = 60, entdo temos que:

dl
dt L L dt 4 4 dt

ComoP(t) = 3 e Q(t) = 15, entéo:

jP(r)dt

J'P(t)dt = J3dt =3t => e = ¢’ é o fator integrante.

j 1(1).0(t)dt = j e15dt =5¢" .
Portanto, a solugéo geral dessa equacéao é

It) = %[je“lsm]:%[s.e”w] oul(t) =5+ C.e™.
e e

Sel(0)=0,entdo0=5+C. e = C=-5el(t)=5(1-¢7 )=
| = 475A.

Equacdes Diferenciais Ordinrias
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1.

f)

g)

Rtividades de avaliagdo

Encontre a solugcéo geral das equagdes abaixo:

dy _ ~dy _
~ =5 )= =x +
dx y )dx y
L4 +2y =0 jJxdy = (xsenx - y)dx
dx
3Q+12y= k)cosx@+ysenx=1
dx dx
xd—y +2y =3 I)Q + ycotgx = 2cosx
dx dx
dy +y=g@3 dy = y3
Yoy y=ex m)Xx—=— + 4y = x3 + X
dx ) dx
Q=y+ex n X2y + x(x + 2)y = e*
dx

0) Xy + 2y = eX + Inx
Xy +xy =1

p) (1 +Xx)y -xy=x+x?

h)y = 2y + x2 + 5

2.

Uma equacéo diferencial ndo linear da forma % + P(x).y = Q(x).y" écha-
X

mada equacao de Bernoulli em homenagem ao seu descobridor , 0 ma-
tematico francés James Bernoulli. Observe que paran=0ou n = 1,a
equacao se torna linear .

Mostre que para outros valores de n, a substituicdo u = y " transforma
uma equacao de Bernoulliem uma equacao linear de primeira ordem . Use
esse método para determinar a solugao geral das equagdes :
a) Xy +y =-xy?

. _ )
b) v+ —y = —

X
c)y+y:x.ygc.

. Em um circuito simples, uma pilha fornece uma voltagem constante de 40

V,aindutanciaé 2 H, aresisténciaé 10 Q2 e I(0) = 0. Encontre a fungéo
I(t) e calcule o valor da corrente depois de 0,1 seg.

. Emum circuito simples, um gerador fornece uma voltagem E(t) = 40.sen 60t

volts, a induténcia é 1 H, a resisténcia € 20 QO e 1(0) = 1A. Encontre a
funcéo I(t) e determine o valor da corrente depois de 1 seg.
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Objetivos

o Estudar as equacdes diferenciais lineares de segunda ordem em todas as
suas formas, e suas aplicagoes.

e Resolver equagdes lineares de segunda ordem incompleta.
e Trabalhar com operadores diferencias lineares.

o Estudar equagdes diferenciais lineares de segunda ordem homogéneas a
coeficientes constantes.

e Aprender equagdes diferenciais lineares homogéneas de ordem superior.
e Fazer aplicagcbes de equacdes diferenciais de 22 ordem.

1. Definicao

Uma equacao diferencial ordinaria linear de segunda ordem é uma

2
equacéo da formaf (x) c(z;y +f,(Xx) % +f,(x)y = f(x) ondef(x)(a,b)
X

2
X
— R,com i = 1,2, 3, 4sao fungdes continuas.

Se f(x) # 0 para todo x € (a,b), entdo podemos escrever essa
dzy + fz(x) d_y + f3(x) y = f4(x).

*  fi(x) dx  fi(x) S1(x)

S5 (%) S3(x) S (%)
—_ = —— fi = —~= ob-
fw ST e T e

teremos a forma mais usual de uma equacéo diferencial linear de segunda
2

d’y dy
ordem: 7 + P(X)E + Q(x)y = f(x).

equacéo na forma

Fazendo P(x) =

Para se determinar todas as solucdes de uma equacao diferencial ordina-
ria de segunda ordem, desde que tais solugdes existam, € um problema arduo.
No entanto, exceto para poucos tipos de equacao, é impossivel expressar tais
solucdes em termos de fungdes conhecidas. Portanto, o estudo sistematico das
equacdes diferenciais de segunda ordem deve ser dirigido no sentido de ana-
lisar o comportamento geral de suas solugcdes, na falta de teorias especificas
para exibi-las. Estudaremos apenas as equacodes diferenciais lineares.
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1.1 Equagodes de Segunda Ordem Incompletas

Ha quatro tipos de equagdes diferenciais ordinarias lineares de segun-
da ordem incompletas, que apresentaremos e mostraremos como encontrar
suas solucoes.

dzy
1° Tipo: > = f(x)
dx

Para encontrar a solugéo geral desse tipo de equagéo, devemos lem-
d’ y d (dy

_ dy ) _
PR dxj = f(x). Segue que d(de = f(x)dx, que

. . dy
integrando obtém-se = 'f f(x)dx + C,.
dx

brar que

Fazendo I f(x)dx =F(x), teremos que % = F(x)+C,
X

Multiplicando os membros da igualdade por dx, temos que
dy =(F(x) + C,)dx.

Integrando esta equagédo obtemosy = f[F(a:)+ Co]dz + C,que ¢ a
solucao desejada.

Exemplo 1: 5

) L dy

Encontre a solug&o geral da equagéo 0 = 3x?
X

Solugao:

, dy d’y _du . du
Sefizermos — = u(x),teremos —35- = — oqueimplicaem — = 3x?,
dx dx* dx dx

logodu = 3x2dx = u = j3x2dx =x3+C,

d
Agoratemosa]—i:=u(x)=x3+C1 = dy = (x?+ C,)dx, de

onde tiramos que y = I(x3 +C))dx = y-= XT + C,x + C,

Exemplo 2: )

Encontre uma solug¢do y(x ) para a equagéo 7 = 2, de modo que
X

y'(0) = 1e passe peloponto P(0, 2).



Solugao:
Seguindo a mesma linha de raciocinio do exemplo anterior, fagamos

dy d’y  du o du
—— =u(x), de onde teremos > = ——oqueimplicaem — =27 =
dx dx dx dx
dy
u= jzndx, logou(x) = 27x + G, = —- = 27x + C,
x

Uma das condigdes iniciais dadas, € que y'(0) = 1, o que acarreta

d d
dizer que quando x = 0 teremos d_y = 1= C, = 1, portanto d_y =2rzx + 1
X X
Multiplicando por dx ambos os membros da equacdo, teremos

dy = (27x + 1)dx eassim y = [Qzx+Ddx =y = 7% + x + C,
Como a solugdo que queremos deve passar pelo ponto P(0, 2), entdo
y = 2quandox = 0,eassim C,= 2, logo y = 7x* + X + 2.
2

2 Tipo: &2 = (y)
dx

2

Para resolver esse tipo de equacdo devemos fazer Y p, O que

d’y dp _dp d d g
implicaraem —5- = @ @ @ p. @ segue que p. @ f(y).
dx dx dy dx dy dy

Multiplicando ambos 0s membros por dy, resulta que p.dp = f(y).dy.
Integrando esta equagéo obtemos: 5

jp.dp = J.f(y)dy ou p? = jf(y)dy + C, ou ainda
p = +,F(3)+2C, ., onde F(y) = 2.[ f(»)dy.

d d
Mas, p = d_y = d_y = +,/F(y)+2C, queé uma equagéo
X X

diferencial ordinaria com variaveis separaveis.

Exemplo 1:
- L dly
Solucione a equagéo —- = -w’y.
X

Solucao:

dy _ dp _ - .
Sendo d_ = p, temos que p. P -w?y = p.dp =-w?ydy, que inte-

X 2 2

grando resulta em Ip.dp =—w2_[y.dy = p? = . W?.yz + C, ou ainda

Equacdes Diferenciais Ordinrias
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P=+JK’-w’y’ onde K* = 2C,

. dy 2 2 2 L
Entdo — = £, K" —w”y~ que separando as variaveis temos

dy = £ dx

dy
. — : . —
VK? = (wy)? I VK? =(wy)’

, . 1 w
Resolvendo essas duas integrais obtemos — . arcsen?y =+t x+C,
w

: K
de onde tiramos que y = —.sen(x wx + w.C,)
w

= iJ-dx

Exemplo 2: )
Encontre a solugéo geral de e = 4y?
X
Solugao:
dy _ dp _ 4 = ays
Fazendo — =p,temosque p. — = 4y3 = pdp = 4y-=3dy de
dx dy

2
modo que dep =4.Iy‘3dy = % = 2y2+ C, = p=1nw’ -4y,

com w?= 2C,

dy
Entdo — = 4w’ —4y~> é uma equagio com variveis separaveis,

dx
e podemos escrever L = +tdx = I d—y =+ jdx, ou
WZ 4y72 'WZ _4y72
2.2
J' &y =+x+01:>'[%=ix+clouainda WY 7% =4x+C,
Wz_i Jwiy -4 w

que é a solucao desejada.

d’y dy
3° Tipo: - f(x. 2
PO dx’ (x dx)

d

. . ~ y
Para solucionar esse tipo de equacao, devemos tomar _d = p que
x

substituindo na equacao, em geral, resulta em uma equagao diferencial de
primeira ordem.

Exemplo: 2
d
. 2. il = x3

dx? dx

Encontre a solugédo da equacao  x.
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Solugao:

d’ 2 d
A equagao pode ser escrita na forma d); + —.d—y = x?, efazendo
d d X X ax
d_y = p obteremos d_p + —.p = x?que é uma equacao diferencial linear
x x X

2
de primeira ordem, onde temos P(x) = — e Q(x) = x?
X

2dx

O fator integrante dessa equagéo é I(x) = A7 = A2 iy
. _ 1 1 2 2 _
Assim, p = Tx).[jl(x).Q(x)dx+Cl] = x—z.[fx xdx+C] =
1o, 1 1 C
—x'dx + Lp=—x5+ =L
x* J X P 5 x?
dy 1 C 1
Como — =p, entdo — = — x5+ — = dy=[— x5 + —% ]dx, logo
dx ° a5 T e Tyl 19, log
1 x26 1
y=] [®+ S ld=y =3 IR
'y dy
4° Tipo: = fly, —
po: —3 (v dx)

A solugdo desse tipo de equagcdo deve seguir um método se-

d
melhante ao utilizado no modelo anterior, fazendo-se d_y = p, € assim

d’y d o
—i} . A d—p . Y - p. d—p.Assim a equacao ficara na forma
dx dx dy dx dy

dp _ dy . ) . .
p. — = f(y, — ), que, em geral, € uma equacéo com varidveis separaveis.
dy dx

Exemplo: 72
Y 2y L 0

Resolva a equacéo -
dx’ dx

Solugao:

d d’
Fazendo d_y = p, temos p 2} =p. f{—p que substituindo na equacéao
X x ly

reSUltap.Z—p—2yp=0:>dp:2ydy:p:.’.2ydy:p:y2+02.
'y
d d
Sendop = _y’ teremos LA y: + 2= dy - dx, onde
dx dx y2+02

J‘ dy :J' dx = l.arctgl=x+k:>y=c.tg(c.x+c.k).

Yy +c ¢ ¢
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|Para refletir

1. Determine a solucdo das seguintes equacdes diferenciais:
a)y” = e+ cos2x
b)y” -4 =(y)?
gy’ =y
dy”-2yy‘=0
e)2yy” =(y")?*-1
f)y”=10(y")?+b?]*

2. Operadores Diferenciais Lineares

O estudo de espagos vetoriais reais pode ser descrito como uma ge-
neralizagao de algumas idéias da Geometria Analitica, mas essa concepgao
muda, t4o logo estas idéias sejam utilizadas para estudar fungdes definidas
em espagos vetoriais. As fungdes mais simples, porém mais importantes,
que aparecem no estudo de espacos vetoriais sdo conhecidas como trans-
formacoes lineares.

Uma Transformagao linear ou Operador linear de um espago veto-
rial VV em outro espaco vetorial W é umafungédo L:V — W que associa
cada elemento v € V a um Unico elemento L(v) € W, satisfazendo as
propriedades:

P.1L(v, +v,)=L(v,)*+L(v,)
P.2 L(kv,) = kL(v,). VkeR

Transformagdes lineares que envolvem derivadas de fungdes e suas
poténcias, sdo chamadas de Operadores Diferenciais Lineares, que repre-

sentaremos por D = —

(X L . .
O estudo de tais operadores leva naturalmente a teoria das equacgoes
diferenciais lineares.

Seja | um intervalo da reta, e para cada inteiro ndo-negativo n seja
C (1) o espaco vetorial de todas as fungdes com valores reais que tenham
derivadas de ordem n continuas em |.

Uma transformagédo linear L: C "( | ) —» C( | ) se diz um ope-
rador linear de ordem n em | se puder ser colocado na forma
L=a (x)D" +... +a,(x)D + a,x),ondeos coeficientesa(x), i=0,1,2,...,n
s&o fungdes continuas em I e a (x) n&o é identicamente nula em |.

Um operador diferencial, quando aplicado a um conjunto de fun¢des
ye C"(x), nos permite definir naturalmente uma equacao diferencial linear



de ordem n em um intervalo |, como L[y] = [a (X)D" +...+ a,(x)D + a,(X)]y = f(X)
oua (X)D"y +..+a,(X)Dy + a,(x) y = f(x), onde f(x) &€ uma fungdo continua em I.

Sef(x) = 0entdo dizemos que a equacéo diferencial linear L[y] = 0
€ homogénea.

A seguir estudaremos as equagdes diferenciais lineares homogéneas a
coeficientes constantes, isto €, equagbes daformaa D"y +..+a Dy+a;y=0
onde a, i=0,1,2,..,ns&oconstantes reaise a_# 0. Tais equacbes apa-
recem com freqUiéncia em problemas fisicos e justifica o lugar que elas ocupam
na teoria das equagdes diferenciais.

Consideremos ooperador L=a D"+ .... +a,D + a D°, ondeD°=1;

d d" . :
D=—,;....;D"=—+ e a,i=0,1,2, .., nséo constantes reais e

dx dx

n
] d'y dy L
a,# 0.Entédo, ooperador L[y]=a ——~+....+a, —— +a, €0 polinbmio
dx dx

P(r)=ar"+.... +a r+a;, chamado polindmio auxiliar ou polinbmio carac-

teristico do operador L[y ] gozam das mesmas propriedades.
Exemplo 1:
Escrevaaequagcédo (D*+D + 4)y = e* nanotagdo usual.

Solugao:
(DP+D +4)y=e* = Dy)+D(y)+4dy=e"
d’y dy
Mas, D*(y) = —-: D(y) = ——: portanto podemos representar a
dx dx
2 d
. y 4 — x o , — ax
equacao na forma — + — +t4y=e*ouy” +y +4y=e
dx dx
Exemplo 2:
Calcule 3D?+2D + 2)(senx).
Solugao:

Temos (3D?+2D + 2)(senx) = 3D?(senx) +2D(senx) + 2senx =
-3senx + 2cosx + 2senx = -senx + 2COS X.

Para refletir

1. Calcular cada uma das expressdes seguintes:
a)(D2+D) €
b)(3D2 + 2D + 2)senx
c)(xD - x)(2Inx)
d)(D + 1)(D - x)(Zex+ Cos X)

Equacdes Diferenciais Ordinrias
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2. Escreva cada um dos operadores diferenciais lineares na forma a,(x)D" +.....+ a,(x)D + a, (x)
a)(D2 + 1)(D - 1)
b) xD(D - x)
c)(xD2 + D)2
d)D2(xD - 1)D

3. Mostreque D(xD) # (xD)D.

4. Decomponha cada um dos operadores diferenciais lineares num produto de fatores irredu-
tiveis de ordem menor, isto é , em fatores que ndo admitem mais decomposigdo .

a)D2-3D+2
b)2D2 + 5D + 2

c)4D2 +4D + 1
d)D3-3D2 + 4

e)4D4 + 4D3 -7D2 + D -2
fijD4 -1

5. Em cada um dos casos, verifique se a fungdo dada é solugdo da equagdo diferencial
axy” +y =0 ;y=In(1/x)
b)(1-x2)y" -2xy +6y=0; y=3x2-1.
)x2y’ -xy +y=1; y=1+ 2Inx.

3. Equagodes Diferenciais Lineares de 22 Ordem Homogé-
neas a Coeficientes Constantes

Uma equacéo diferencial linear de segunda ordem a coeficientes cons-
tantes € uma equagdodotipoL[y]=(D?*+a,D+a,)(y) = 0,onde a, e
a, sao constantes.

Observe gue a equacao polinomial auxiliar correspondente ac operador

. o oA _ 5 _
diferencial linear L[y] = 0 ép(r) =0ou r? + a,r + a,= 0, de modo que
essa equagao pode ter duas raizes reais, uma raiz real com multiplicidade ou
duas raizes complexas conjugadas.

Para encontrar a solugdo geral da equagéo L[y] = O devemos estudar
o polinémio auxiliar p(r) quanto ao nimero de raizes, e por isso devemos
considerar trés casos.

Caso I: O polindbmio auxiliar possui duas raizes reais e distintas.

De (D? +a,D +a,)(y) = 0 segue-seque (D-a)(D-b)y =0
onde a e bsé&oduas raizes reais distintasde p(r) = r2 + a,r + a,
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d
Fazendo (D-b)y = u,teremos (D-a)u =0 ou d—u -au=0
x

L du
Separando as variaveis e integrando teremos que I— = a.fdx ou
u

Infu| = ax+c ouainda u=c,e®, onde c, = e°

d
Como (D-b)y = u = c,.e®, entdo temos que d_y -by =c e

X
que € uma equagcao diferencial linear de primeira ordem com P(x) = -b e
= ax i — jP(x)dx — —bjdx - —bx

Q(x)_= c,e>e fatorintegrante I(x) = e = e = e

A solucdo geral da equacéao sera portanto y = L_[ J’ 1(x).0(x)dx +c]
I(x)

(a—b)x
e
- b - b (a=b)> —c @b
logo vy = = .[je “ce”dx +c,] = cye X[Ie“ ‘dx +c,]=c,e™ [ o
c e” c
+c,Jy=—"—.e* —— +c,e™ = y = c.e*+c,e, comc,= —'—,
24 .
a->b e a—>b

que é a solugao geral desejada.

Exemplo 1:

Encontre a solugéo geral da equagéo diferencial y” - 5y" + 6y = 0
Solugao:

O primeiro passo para se solucionar esse tipo de equagao é tomar a

equacao auxiliar e determinar as suas raizes . Essa equacgao diferencial tem
equacao caracteristicam?-5m + 6 =0, cujas raizessdo o =2e [ =3.

A solugéo geral da equacéo diferencial € portantoy =c,. e* +c, e™
ouy =c,. e’ +c,. e

Exemplo 2:

Encontre a solugao geral da equacgéo diferencial y”"+ 5y = 0

Solugao:

Equacgéo auxiliarm? + 5m = Ocujasraizessdo ¢ = 0e f = -5

Portanto, a solugo geral da equacéo diferencialéy =c . e’ +c 5 e
ouy=c,.+c,. e

Exemplo 3: ) o &y dy

Encontre a solugdo da equagao diferencial 2 3; +2y =0

cuja inclinagdo da reta tangente no ponto P(0,2) é 3.
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Solugao:

A equacao auxiliar dessa equagdo € m? - 3m + 2 = 0, cujas raizes
séo a = 1e B = 2 portanto a solugéo geral da equagéo diferencial é
y=c, e +c,. e

Para determinar a solug&o particular que passa pelo ponto P(0,2)e
tem nesse ponto inclinagcao 3, devemos fazer :

0 0

e = ¢c.+c,6 =2

+
c 1 2

Dx=0ey=21logo 2=c,.e 5
. dy_ X 2x _ 0 0 _
||)E—3:>cl.e +c,.2¢e"=3= c,.e *+c,.2e = 3,logo

c, +2,=3

e | CIFC, =2 ¢ =1 o« 2% 4 .
iii) = = y=¢ + e éasolugcdo
¢ +2c,=3 c, =1

particular da equacao que queriamos determinar.
Caso ll: O polinbmio auxiliar possui duas raizes reais e iguais.

No desenvolvimento do primeiro caso, chegamos a uma equacao dife-

d
rencial de primeira ordem d_y - by = c,.e ® com fator integrante I(x ) = ¢™.

X
Multiplicando essa equagcdo por seu fator integrante, obteremos
Wy o d

e’ o be”™ vy =c,e@ou ainda 7 (€"y) = cpe e

Se as duas raizes forem iguais, ou seja a = b, entéo %(e*“y) = C,
que separando as variaveis obteremos I %(ebry) = coj dx = e™y=c,x

+Cc, ouy=(c,x+c) e™ que é a solucdo geral desejada.

Exemplo 1:

Encontre a solugao geral da equagéo diferencial y"+ 6y +9y = 0.

Solugao:

Aequacéo caracteristica da equacao diferencial € m? + 6m + 9 = 0
ou(m + 3)2 = 0,cujalnicaraiz é a = -3.

—3x

Asolugéo geral seraportanto vy = (c,.+ Cc,.x)e

2

Caso lll: O polindmio auxiliar possui duas raizes complexas.

Sejam ¢ = a+b.i e f = a-b. asduas raizes conjugadas do poli-
némio auxiliar p(r) =r2 + a,r + a,.Como elas séo distintas, a solugéo
geral da equagéo sera



y=c,. e® +c,. " e 4 ¢ e ou ainda

, =>y=c,.

— ax _ibx ax _—ibx — ax ibx —ibx
y=c,.e%e” +c, e"e™ >y=¢e[c,.e” tCc, e ]

Pela férmula de Euler da teoria das funcdes de varidveis complexas e”
= CcOos X + i.sen x podemos reescrever essa expressao como:

y = e“.[c,.(cosbx + isenbx) + c,.(cosbx - isenbx)]

y e“.[(c +c,)cosbx + i(c,-c,)senbx]

Encontramos entdo uma solugdo complexa da equacgao considerada.
Verifique, como exercicio, que se y = u + iv € uma solugéo complexa de uma
equacao diferencial linear homogénea com coeficientes constante, entao
também u e v sdo solugdes (reais) desta equacdo. Além disso a.u + b.v tam-
bém é solucéo.

Das consideragdes acima concluimos que a solugéo geral da equacao
considerada tem a formay = e*. [k, cos bx + k, senbx ], onde k, =c, +c, e
k, =c,—c,.

Exemplo 1:

Encontre a solugdo geraldaequagédo y“ - 4y* + 13y = 0.

Solu¢ao:

O polindmio auxiliar m2—4m + 13 = 0 possui duas raizes complexas
a=2+3ie f=2-3i logo temos a =2 e b = 3 de modoque a
solugéo geral sera

y = e**. [k, cos 3x + k,sen 3x]

Caso Particular: O segundo membro da equacgao diferencial é
uma constante

Analisaremos agora um caso em que a equagao diferencial linear de
segunda ordem é ndo homogénea, e tem como segundo membro uma cons-
tante, sendo portanto da forma

(D?2+a,D+a,)(v)=k
Passando-se essa constante k para o primeiro membro e adicionando

com o termo em y, iremos obter uma equacéo da forma D’y + a, Dy + (a,
y —k) =0, que com um pequeno artificio recairemos nos casos precedentes.

dvy 1 du dy 1 du
Fazendou=a y-k, teremosque — = —. — = = —. .
2 T a, dx  dx* a, d¥’

d’u a, du

A equacéo diferencial passa a seragora —. —- + —. +u=20
a, dx a, dx

que é uma equacao diferencial linear homogénea.

Equacdes Diferenciais Ordinrias
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Exemplo:
) o dy dy
Encontre a solug&o geral da equagéo > -4— + 2y = 4
) dx dx
Solugao:
) dy  dy
VVamos escrever a equagéo na forma — -4—— + (2y—4) =0, para
dx dx
1 du d’ 1 d’u
em seguida fazermos u = 2y — 4. Teremos dy - - 2 2} =—.—.
dc 2 dx dx 2 dx
1 2
Substituindoestesvaloresnaequacaoinicial, temos — . d L; -2. du +u=0
d2u du ~ ) ; dx . dx
ou e 4. . + 2u = 0, que é uma equagao homogénea de se-
X X

gunda ordem, cujo polinémio auxiliar & p(r) = r? - 4r + 2, que possui
duas raizesreais a = 2+ \/5 eb=2- \/E.Asolucéo geral é entdo
u=c, e c,. eCx

Como 2y—4 = u,entioy = —u+2 =

1

2
_ | (2+2)x (2-V2)x

y = E(Cl.e +C,e )+ 2.

|Para refletir

1. Ache a solugdo geral de cada uma das equagdes diferenciais .
a)y' ' +y -2y=0
b) 3y” -5y + 2y = 0
c) 8" + 14y’ - 15y =0
dy’ -2y=0
ey’ +4y +8 =0
f)y"+4y =0
g3y’ +2y=0
h) 4y” - 4y’ + 3y = 0
iy’ -2y +2y=0
j)oy” - 12y’ + 4y =0
k)y’ +2y' +4y =0
)2y -2+2y +y=0
m) 9y” + 6y +y =0




2. Encontre as solugdes para os problemas de valor inicial dados .

27 7 7 7
a) 2y" -y -3y=0 ; y(0)=2 ev(0)=-5

27 ’ 1 , 1

b) y' -8y +16y=0 ; y(0)=— e y(0)=-—
2 3
c) 4y" -4y’ +13y =0 ; y(0)=0 e y(0)=-2
d 9y” -3y -2y=0 ; y(0)=3 e y(0)=1.
3. Ache uma equagdo diferencial linear de segunda ordem a coeficientes constantes cuja solu-

¢dogeral é:
ay=c, e’ + czezx
b)y=c,e™ +c, e

o y=(c, + czx)efsx

d) y = c, sem2x + c,cos 2x

4. Equacoes Diferenciais Homogéneas de ordem superior

A técnica usada para resolugcdo de equagdes diferenciais lineares ho-
mogéneas de segunda ordem com coeficientes constantes, pode ser estendi-
da para a resolucao de equagdes de mesmas caracteristicas , com ordem su-
perior a dois. Essa afirmagao se justifica pelo fato de um operador diferencial a
coeficientes constantes na forma de um polinémio diferencial, ter as mesmas
propriedades operatérias dos polindmios algébricos .

Por outro lado , sabemos que todo polindmio algébrico de grau superior
a dois pode ser fatorado como produto de polinémios de graus um e dois, com
ou sem multiplicidades, propriedade esta que pode ser aplicada aos polino-
mios diferenciais.

\ejamos por exemplo, como encontrar a solugéo geral da equagéo di-
ferencial

(D*-2D*+2D?-2D+ 1)y =0

primeiro decompomos o operador em fatores lineares e quadraticos,
obtendo-se uma equacao equivalente

(D-1)?2(D?+1)y=0

de onde tiramos duas equacgdes de segundaordem (D - 1)2y =0 e
(D2 +1)y =0, que resolvidas separadamente obtemosy = (c,+c,x) e" e
y = c,senx + c,cos X, respectivamente como solugéo.

Assim, a solugao geral da equagéo diferencial dada é :
y =(c,*+c,x)e'+ c,senx + c,COSX.
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Observe que essa solugao geral, pelo fato de a equagéo ser de ordem
quatro, € composta por uma combinagcdo de quatro solugdes particulares
e’ ,xe", senxecosx.

Para os casos de equagbdes com multiplicidade de raizes, a solugao
geral deve ser obtida conforme os seguintes exemplos.

Exemplo 1:

(D-1)°y=0

Solugao:

Essa equagéo tem equagao auxiliar (m—-1)> = 0, com uma Unica raiz
real « = 1 e multiplicidade 5, de tal forma que a solug&o geral da equagao
diferencial é

— X X 2 X 3 X 4 X
y=c,e +c,xe" +c,x?e" +c,x*e" +c,x*e" ou

y= e (c,+c,x+c,x*+c, x?+c,x*).
Exemplo 2:

(D2 +1)?y=0

Solugao:

A sua equagdo auxiliar & (m =2+ 1)2 = 0 que possui duas raizes
complexasm, = i em,= —i,com a = 0 e b = 1, e multiplicidade 2, de
modo que as solugdes particulares da equacao diferencial serdo sen x, cos X,
X.SEN X € X.COS X.

Portanto, sua solugdo geral é

Yy =C,Senx+C,Cos X + C,X.sen X + C, X.COS X Ou

y=(c,+c;x)senx+(Cc,+C,X).COSX .

Exemplo 3:

(D7 -4D>+4D)y =0

Solugao:

Aequacéo caracteristica dessa equacao diferencialé m’-4m>+4m3=0

oum3(m*-4m?+4)=0

m3 = 0= «a =0 com multiplicidade 3, logo as fungdes resultantes
dessa primeira equagao caracteristicasdo e’ , x. ™ e x2 e"".

Daequagdo m* - 4m?2 + 4=0,queimplicaem (m?2 - 2)2 =0 temos

m2-2=0=>m2=2=m=-+42 e m= 42, ambas com multiplici-

dade 2, resultando nas solugcdes patrticulares e x e e e x e
A solugao geral sera portanto
— 0x 0x 2 Ox J2x 2x —J2x —2x
y=c,e "+ c,xe +c,x?’e +c, e +c xe " +c e +c.Xx.e

- Vax —2x
ouy=c, +Cc,Xx+C,X,*(C, +c x)e " +(c,+cCc X)e



|Para refletir

1. Encontre a solugdo geral de cada uma das equages diferenciais:

277

a)y” +3y’" -y -3y=0

b)y” + 5y” -8y - 12y =0

c)dy” + 12y” + 9y’ = 0

dy” +6y” +13y' =0

e)2y” +y’ -8y -4y =0

fly” +3y" +y +3y=0

gly™ -y’ =0

h)y™) - 8y” + 16y = 0

i)y + 18y” + 81y = 0

Ay -8y -y + 2y =0

hy™ =0

m)yV + 2y +y =0

n)y V) + 6y (V) + 15y + 26y” + 36y’ + 24y = 0.
2. Ache equacdes diferenciais lineares que tenham como solucdo as seguintes fungoes :
a) 2

b) 3¢** cos2x

c)x(2x + 1)senx

d)3+4x-2e

e) x%sen x. cos X

f)x2 e**sen’x

3. Verifique se a afirmagdo seguinte é verdadeira: O conjunto de todas as solugdes de uma equa-

¢do diferencial linear homogénea é um espago vetorial, com a soma de fungdes e o produto de
um numero real por uma fungdo usuais.

5. Aplicagoes

As equacdes diferenciais lineares de segunda ordem sdo de grande
utilidade em véarios ramos das ciéncias, principalmente na matematica e na
fisica. Apresentaremos a seguir algumas dessas aplicagdes na resolugao de
problemas dos mais variados modelos.

5.1. Aplicagoes Geométricas

Exemplo 1:

Determine a equagéo de uma curva que passa pela origem e pelo
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ponto P,(1,1)de modoque 2yy "= (y)?em cadaum de seus pontos
P(x.y).

Solucao: 5

ly _ dy _dp _dp dy dp
Fazendo-se —— = p, teremos que >~ = — =p.—,
dx dx dcx dy dx dy

d
_py = p2

que substituindo na equacgéo inicial resulta 2p.

Separando as variaveis obteremos Z.d—p = Q = Z.I d—p = J. Q

P y
e resolvendo essa integral teremos 2In|p| = In|y| + In|c, | ou ainda

Inp? =Injc.y] = p?=cy = p=1/c1y.

d
Mas,d—i;=p=\/cl_y Ty=\/_dx = Iy/dy— clfdx

ou2.y% = \/Z(x+cz) = y= —cl(x:cz)

Usando o fato de a fungéo passar na origem encontramos c, = 0, e
o fato de passar no ponto P,(1, 1) nos leva a concluir que c, = 4, portanto
teremos y = x 2 como solugdo particular.

Exemplo 2:

Ache a equag&o de uma curva que passa pelo ponto (0, 2), onde tem
uma tangente horizontal, e em todo ponto (x, y ) temos sempre v = .

Solugao:

Se y“-y =0, entdo a equacdo auxiliar m?—1=0tem duas raizes reais
a =-1e B =1 oqueimplicadizer que asolugdogeraléy = c.e* +c,e .

Como a curva passa pelo ponto (0, 2), entdo ¢, + ¢, = 2, e se aincli-

d d
nacéo da tangente d_y = c,.e* - C,.e *nesse ponto &€ horizontal, entéo d_y
x x

¢ +e, =2
encontramos ¢, = ¢, = 1,
¢ —C =

Portanto, resolvendo o sistema {
e a solugao particular procuradaé y = e*x + e*,

Exemplo 3:

Encontre a equagédo de uma curva que passa pelo ponto P(3,2)e
cuja tangente nesse ponto tem inclinacédo de 45°, sabendo-se que o raio de
curvatura em um ponto qualquer é o dobro do comprimento da normal no

mesmo ponto.
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Solugao:

Antes de iniciar o processo de resolugao do problema, devemos relem-
brar que em um ponto qualquer (x , y ) de uma curva, o raio de curvatura €

dzy
dx?

€ que o comprimento da normal no mesmo ponto é

afy2
N = y, 1+ =] .
g (dxj

Se o0 enunciado nos diz que em qualquer ponto da curva, o raio de cur-
vatura é o dobro do comprimento da normal, entao

d’y
dx* e ,
. Y dy
de onde tiramos que 2y. =1+ =
e & dx’ (dxj
F d—y— t dzy_ d_p bstituind
azendo I p, teremos que e p. Q' que substituindo na
i dp
equagdovem2yp— =1 + p2
dy
L 2 pd,
Separando as variaveis obteremos J-p_pz = _[ dy =>1+p?=cpy
I+p

dy dy ’ .
Como — = p temos que 1 + | —— | .= c,.y e pelas condi¢cbes
dx dx

iniciais dadas, para y = 2, Y. tg45° = 1 resultaque c, = 1eassim

s dx

tomos 1.+ (dy)

emos — | =
dx y

Separando novamente as varidveis nessa equacao, obtém-se

b _(a impli 2. )y—1= =
I\/ﬁ jx,noquelmplcaem h% X+c, =V

2
(x+c,) .
4

1.
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Se a curva passa pelo ponto P( 3, 2 ) entdo c, = - 1, logo

—1)? .
= u + 1 é asolugao particular.

5.2. Aplicagodes Diversas

Exemplo 1:

Deduzir a equagéo da velocidade e do movimento para uma particula
de massa m, que esta caindo verticalmente de uma altura x:

a) Desprezando a resisténcia do ar.

b) Admitindo que a resisténcia do ar é proporcional a velocidade.
Solugao:
Graficamente temos:

X=X, T
Y=Yo
p=m.g

Figura 6 — Movimento em queda livre

a) Se p é o peso da particula, entdo pela segunda lei de Newton m.a =

2
d’x oum.ﬂ:p:m.g:>%:g:>dv:g.dt:>v:g.t+c1

m.
dt? dt

Parat=0temos v =v, logo c, = v, = v =gt + v,

dx dx
— => — =gt+y, = dX
dt dt

Mas v (gt + v,)dt

Integrando ambos os membros temos que x

1
—gt? + vt + x,,
que é aequacdo do movimento. 2

Se o corpo for langado verticalmente para cima, o sentido do movimen-
to é inverso ao sentido da aceleragcdo g, € a equagéo do movimento sera

— 1 2
x——Egt + vyt + X,



b) Se a resisténcia do ar R é diretamente proporcional a velocidade da par-

ticula, entdo R = k.v, onde k > 0 é a constante de proporcionalidade,e pela

. k
segunda lei de Newton temos m.ﬂ =p-R=m.g-kvou 4 + —wVv=g,
dt dt  m .
que é uma equacéo diferencial linear de primeira ordem onde P(t) = —, Q(
i _[P(x)dx Et "
t)=geofatorintegrante é I(t) = e = em .
k k

Asolugéo geral év = L.[J‘I(t).Q(t)dt-i-c] ouv= eigt[ ng ) e;l + Co]
(1) k

Quandot=0,v=v, = c,=v, - % e a velocidade da particula em
_k, _k,
uminstante t sera v = v, e " + %(1 e m)

_k

—t
Para a equagao do movimento temos que v = ? =v,.e " +% 1-em )
L t :
logo separando as varidveis e integrando obtemos

k
—t m —t
x= - om + M8 pp Zem )yt
k k k
my ~ m'g
Quandot=0,temosx=x, logoc, = x, + — - En e aequacao
k
. , -t m —t m
do movimento é x = x_+ 20 (1l-em™ )+ E(t + —e™ - — ).
’ k k k

Exemplo 2:

Uma forca constante atua sobre um volante de Férmula 1 de tal modo
que sua aceleragao angular seja de 2 rad/seg 2. Se € é o angulo descrito
pelo volante ao longo de um intervalo de tempo t, ache:

a) Afungdo @ =f(t), supondo que o volante parte do repouso.
b) Ao fim de quanto tempo sua velocidade sera de 1000 rotagdes por minuto?
¢) Quantas voltas tera girado ao final do primeiro minuto?

Solugao:

2 2

(a) Aaceleragao angular é rad/seg? onde

29=20u ﬂ=2,
dt dt

dt*

onde nesse caso V € a velocidade angular.
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Assim, dv = 2dt = v = 2t+c ou ﬁ=2t+c1.

. . ro
Para t = 0, a velocidade angular € zero, o que implica que ¢, =0 e

a9 _ o

dt
Novamente separando as variaveis e integrando, temos J do = Jtht

de onde tramosque @ =12 + c,. Parat = 0 temos & = 0, pois se con-
tam os &ngulos a partir do instante inicial, e assim ¢, = 0. Portanto, a fungéo
procuradaé 6 =f(t) = t2

( b ) O nimero de rotagdes por minuto é representado por N, e sabe-

-se que a velocidade angular é ? = — = 2t = 27N , € para
t

60

1000~

N = 1000 temos entdo que t = , 0 que implica dizer que t=52,4 segun-

dos € o tempo em que a velocidade sera de 1000 r.p.m.

(c) O angulo em radianos, que o volante giroué & = t2e durante o primeiro

minuto & = 602 = 3600. O ndmero de voltas (n ) é n, = i = 3600
2 2
= 573 voltas.
Exemplo 3:

A atracido que um corpo A exerce sobre uma particula de peso p é pro-
porcional a sua distancia a esse corpo. Quando a particula esta localizada em
O, auma distancia AO = 10 cm abaixo do corpo A, a atracdo de A sobre a
particula é exatamente de mesma intensidade e oposta ao seu peso p. Ache:

a) A equagao do movimento da particula, supondo que ela foi abandonada
sem velocidade inicial no ponto A.

b) Qual é a duragao da oscilagcéo da particula ?
¢) Qual a sua velocidade quando ela alcanga o ponto O?
(Despreze a resisténcia do ar e tome G= 980 cm/ seg?.)

T

10 cm

|

Solugao:

- P

Figura 7 — Atrag&o entre dois corpos
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(@) Observando a figura verifica-se que a forca atrativa para A é
F = - kx orientada para cima, no sentido inverso do peso da particula. Pela
segunda lei de Newton temos

m. 4% =p-kx = d’x =g—£.x.
dr’ dr’ m
No ponto Otemosp= 10koumg = 10k = k=8 = 98 m.
10
2 2
Assim, 4° =980 -98x ou 9* +98x - 980 = 0.
dr’ dr’
d’u d’x

Fazendo u = 98 x - 980 resulta que e = 98. e € que a equagao

1 0 du 98u=0 30 de ordem doi
assa a ser —. +U= = + U = VU uma equacao de oraem dois
P 98 dt* dt? quae

com equaco auxiliar m? + 98 = 0 cujas raizes complexas sdo m = ii.\/ﬁ ,
de modo que a solugdo geral da equagéo é u = k,.cos Jost + k,.sen Jost.

Como u = 98x - 980 entdo 98x - 980 = k,.cos Jogt + k,.sen Jogt
o que implica que x = %(kl.cos Jost + k,.sen \/ﬁt) + 10.

dx
Parat =0 x =0 bemcomo v = —,logo k; =-980 e k, = 0,

portanto a equagcéo do movimento sera x = 10 - 10.cos Jost.
2

98
(c) Noponto O, temos x = 10eassim 10 = 10 - 10.cos Jost logo t =

(b) O periodo de oscilagdo da particulaé T = = 0,63 segundos

L, portanto a velocidade quando a particula atinge esse ponto é

298
dx

v = — = 10.4/98 sen(+/98 —%_ ) = 99 cm/ seg.
dt 2./98

Exemplo 4.

\Vamos considerar um pequeno objeto de massa m fixo em uma mola
elastica de comprimento |, que esta suspensa por um suporte rigido horizontal
como na figura. Uma mola elastica tem a propriedade de que ao ser esticada
ou comprimida de uma distancia Al, que é pequena comparada com o seu
tamanho natural |, ela exerce uma forga restauradora de médulo k. Al, onde
a constante k é chamada de constante de elasticidade.
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Observe que a massa e a mola podem estar em um meio qualquer,
como no ar ou em um liquido, e vamos nos referir a esse tipo de sistema
como um sistema massa-mola-amortecido, e que tem aplicagcdes diversas.
Um exemplo muito caracteristico desse tipo de sistema sdo os mortecedores
de choque, que podem ser encontrados nos automoveis.

J S S S S

Figura 8 — Problema da mola elastica

A posicao de equilibrio da massa é o ponto em que a massa ficara sus-
pensa, se forgas externas n&o agirem sobre ela. Em equilibrio, o pesop = m.g
€ equilibrado exatamente pela for¢a restauradora da mola, isto €, m.g = k. Al.

Fagamos x = 0 para indicar esta posicéo de equilibrio e tomemos o
sentido para baixo como positivo, com x( t ) sendo a posicdo da massa no
instante t. Para se determinar x(t) , devemos calcular a forga total que atua
sobre a massa, e essa forga € a resultante de quatro forgas distintas, p, F, F,
e F, onde:

@ Aforca p = m.g é o peso da massa puxando para baixo, considerada
positiva por estar no mesmo sentido de x(t).

(i) Aforca F, é a forca restauradora da mola, que € igual e oposta ao alonga-
mento ou compresséo Al +x damola, isto € F =-Kk(Al +x). Observe que a
forgca restauradora sempre atua em um sentido tal que tende a fazer o siste-
ma voltar a sua posicao de equilibrio : se a massa esta abaixo da posicao de
equilibrio entdo x >0 e assim F =-k(Al+x) <0 se amassa esta acima da
posico de equilibrio, x <0 e consequentemente F =-k(Al+x)>0.

(iii) Aforca F_é o amortecimento que o meio exerce sobre amassa m. Estaforca
age sempre no sentido contrario ao sentido do movimento e € diretamente pro-

. . . dx : e,
porcional ao médulo da velocidade — . Se a velocidade é positiva, isto é, se a
dt



. . . X ) .
massa se move no sentido para baixo, entdo F_=- o . Z sera paracimae se
t

a velocidade é negativa, a massa se deslocando para cima, entdo essa forgca

a

X
F =-a. E sera negativa, agindo para baixo.

(iv) Aforca F é a forga externa aplicada @ massa m. Essa forca também
devera ter um sentido dirigido para cima (F < 0) ou para cima (F > 0), sendo
sempre uma fungao do tempo.

Pela segunda lei de Newton

2
m.f;;=p+Fr+Fa+F
d*x dx
m—— = mg -k(Al+x) -a. = + F(t
” g -k( ) ” (t)
2
m 92X = KAl k(AT+x) - a. % + F(t)ouainda
dt dt
2
m.df + a.@ + kx = F(t)
dt dt

Essa equacédo diferencial linear de segunda ordem pode ser usada
como solugdo de qualquer problema envolvendo um sistema massa-mola,
que pode variar conforme as condicdes do sistema.

a) Movimento Harménico Simples

VVamos considerar inicialmente o caso mais simples do movimento livre
nao amortecido ou movimento harménico simples, onde a forgca de amorteci-

mento é nula, e ndo havendo for¢ca externa, a equacao diferencial se reduz a

2 2 2
m'd_jc +kx=0ou d—f + x =0 ou ainda d—f + w2x = 0 se fizermos
dt dt m dt

W2=£.
m

A equagéo auxiliar é r 2 + w? = 0 que tem duas raizes complexas
a = wie f =-w.i,de onde concluimos que a solugéo geral da equagéo sera
X = C,.cos wt + c,.sen wt ou em uma forma mais simples x = A.cos(w.t- ¢)

ondeA= 2 +c2 etgp = 2.

&
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Sendo -1 < cos(wt-¢ ) < 1 entdo x varianointervalo[-A,A],
portanto o0 movimento da massa € periédico, ou seja, se repete em cada inter-

2
valo de tempo il .
w

Nesse tipo de movimento harménico simples, A é chamado de amplitu-

. .. . 2r .
de do movimento, ¢ é o &ngulo de fase do movimento, T = — é o periodo
w

1 wo A .
natural, sendo f = — = 2— ciclos/segundo a frequéncia natural do sistema.
V4

Observe que quanto maior for o valor de k, maior sera a freqliéncia, o
que indica que quanto mais rigida for a mola, mais rapidamente o corpo oscila.

Afigura abaixo mostra a forma tipica de x = A.cos(w.t- ¢ ).

X A

~V

-A

Figura 9 — Movimento harménico

b) Movimento Amortecido

Agora, se incluirmos o efeito do amortecimento entdo a equagéo dife-

2
+a.ﬂ+k.x=0.

rencial que nos da o movimento da massa é m. " y
t t

Aequacdo auxiliar passaaser mr?+ «a.r + k = 0, cujas raizes séo

—a+~\a’ —4km e

2m

—a—~a® —4km

2m




Portanto, hatrés casos ase considerar,dependendodovalorde « ?-4km
ser positivo, negativo ou nulo.

Caso | (Superamortecimento)

Quando a constante de amortecimento « for tdo grande, de modo que
a? > 4km, isso implica dizer que a2 - 4km > 0 e as raizes da equagéo
auxiliar seréo reais e distintas, sendo portanto x(t) = ¢,.e™ +c¢,.e™ a solu-
¢ao geral da equacao.
Caso Il (Subamortecimento)

Se a constante de amortecimento for suficientemente pequena de modo

que setenha a? < 4km, entdo as raizes serdo imaginarias, € nesses casos

at

a solugdo geral da equagéo sera x(t) = e_ﬁ(cl.cos ut + c,sen ut)

— N4km— a’ -

onde u ou ainda x(t) = Ae " cos(ut - @)

2m ) . o
Esse segundo caso ocorre muito frequentemente em sistemas mecéni-
cos e representa uma vibragdo com atrito.

Caso lll (Amortecimento Critico)

Dizemos queaformade amortecimentoécriticoquandoocorre « 2= 4km,
e nesse caso teremos duas raizes reais e iguais de modo que a solugéo geral
273

da equac&o diferencial € x(t) = (c, +c,t) e .

Exemplo 6:

Um péndulo de peso p, ligado por um fio de comprimento | = 2,45 m a um
eixo O, move-se verticalmente. Esse péndulo vai oscilar e suas oscilagdes sao
amortecidas em consequéncia da resisténcia do ar e do atrito do eixo. Despre-
zando essas causas de amortecimento e admitindo g = 9,8 m/s 2, calcule:

a) seu deslocamento

b) seu periodo

¢) sua freqliéncia
Solucao:

(a) Graficamente temos:
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mg.cos 6

Figura 10 — problema do péndulo
Chamaremos o arco PQ descrito pelo péndulo de x(t) por depender

do tempo, e de F a for¢a tangencial que faz o péndulo subir. Assim temos que

2

F = -m.g.sen @ de onde tiramos que m. df = -m.g.sen &. Segue que
t
d’x
= -gsen 6.
ar’ 9
Supondo que @ é suficientemente pequeno, podemos admitir en-
tdo que send = 0 = ; no que resulta a equagéao df = - & ou ainda
t
2
d f + & x=0,
dt [ 7
Usando os dados iniciais temos que f + 28 v =0 =
dx dt 2,45
+4x =0.

2
Sua equagéo auxiliar &€ r2+4 = 0 com raizes imaginariasr = £ 2i.
Portanto a soluco geral da equacéo sera x(t) = c,.cos 2t + c,.sen 2t.

(b) Operiodoé T = 277[ = .

L ) . 1
(c) Como a frequéncia é o inverso do periodo, entdo f = )



1. Rezsolva 0 problema de valor inicial

%+16x:0 . x(0)=10 e x(0)=0
t

2. Uma massa presa a uma mola de coeficiente de elasticidade k = 3,27 N/
cm é solta de um ponto a 8 cm abaixo da posicao de equilibrio com uma
velocidade direcionada para cima de 25 cm/seg. Determine a fungcao x(t)
que descreve o movimento livre subseqlente.

3. Se um peso de 10 kg distende uma mola em 2,5 cm, de quanto ira disten-
de-la um peso de 32 kg ?

4. Qual o periodo do movimento harmdnico simples de um peso de 8 kg atado
a uma mola cuja constante vale 6,25 N/m ?

. . e . « 2
5. Se um movimento harménico critico é descrito pela fungdo x = TSem

(2t + @), determine seu angulo de fase ¢ quando x(0) = - l e
X(0) =1 2

6. Uma massa de 750 gramas, atada a uma mola, provoca nesta uma disten-
sao de 1/3 m. Encontre a equagdo do movimento se o peso for solto a partir

do repouso, de um ponto 0,25 m acima da posicao de equilibrio.
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