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Apresentacao

O livro aborda os tépicos centrais que compdem a disciplina de Algebra Line-
ar, organizados em 8 capitulos, trazendo aspectos conceituais, exemplos e
solucoes, finalizando com atividades de avaliacdo.

O Capitulo 1 é dedicado ao estudo das matrizes e sistemas de equa-
¢coes lineares abrangendo os conceitos, técnicas e resultados basicos, envol-
vendo matrizes e abordando a resolugcdo de sistemas de equacdes lineares
utilizando-se de matrizes e de determinantes.

O Capitulo 2 trabalha espacos vetoriais e subespacos vetoriais introduzindo
o conceito de espaco vetorial e de subespaco vetorial de um espaco vetorial, iden-
tificando entre os conjuntos numéricos conhecidos os que séo espagos vetoriais.

No Capitulo 3, que trata de bases e dimensoes, sdo apresentados os con-
ceitos de dependéncia linear e independéncia linear e de base e dimensao de
um espaco vetorial, concluindo com o estudo das matrizes de mudanga de base.

O Capitulo 4 trata de aplicagdes lineares e explicita o conceito de apli-
cacao linear ou transformacgéo linear e de isomorfismo de espagos vetoriais,
estabelecendo relagdes entre matrizes e aplicagdes lineares.

O Capitulo 5 aborda autovalores, autovetores e diagonalizagao e envol-
ve 0 estudo do processo de diagonalizagéo de matrizes Am x n com entradas
em R, estabelecendo relagées entre a diagonalizagao de A e a existéncia ou
nao de vetores especiais de Rn. A ultima se¢éo apresenta a aplicacéo da dia-
gonalizag&o na resolugéo de sistemas de recorréncia.

O Capitulo 6 é dedicado ao tema referente ao produto interno e se cen-
tra em estudar a estrutura linear do Rn e tem como objetivo transportar es-
pacgos vetoriais as nogées de comprimento, &ngulo e ortogonalidade vistas
em Rn, apresentar o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt e utilizar
projecdes ortogonais para resolver problemas de aproximagao.

O Capitulo 7 intitulado Teorema espectral e aplicagées apresenta as
propriedades das matrizes reais simétricas, isto €, matrizes reais tais que A
= At e o Teorema Espectral (toda matriz simétrica é diagonalizavel sobre os
reais), aplicando-o em formas quadréaticas, cénicas e quadricas.

O dltimo capitulo aborda conicas e quéadricas discorrendo sobre a apli-
cacao do Teorema Espectral ao estudo das conicas e quadricas.

Esperamos que ao percorrer os temas abordados nesse livro, o aluno
se prepare adequadamente para as disciplinas futuras, e com isso tenha um
bom desempenho escolar.

O autor
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Matrizes e sistemas de
equacdes lineares
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Objetivos

e Apresentar os conceitos, técnicas e resultados basicos sobre matrizes.
e Conceituar determinante se utiliza-los na resolugéo de sistemas lineares.

e Resolver sistemas de equacgdes lineares utilizando-se de matrizes e de
determinantes.

Introducao

Uma matriz de ordem mxn sobre um conjunto K, que se I1& uma matriz m
por n sobre K- onde n e m s&o inteiros positivos- € uma tabela de elementos de
K, chamados entradas ou elemento da matriz, dispostos em m seqliéncias hori-
zontais, chamadas linhas da matriz, e n seqliéncias verticais chamadas colunas.

E usual representar matrizes por letras maitisculas, por exemplo, A,
neste caso os elementos da matriz A, sempre que possivel, sdo denotados
genericamente por a,,1<i<m,l1< j<n, onde o primeiro indice indica a li-
nha, e o segundo indice, a coluna em que o elemento se situa.

a, ... a,

Assim A=| : "-. : |. Abreviadamente usa-se também as

a a

ml mn

notagoes A= (a5) mm 0 Ay para representar uma matriz A de ordem mxn.

Os elementos de uma matriz podem ser nimeros reais ou complexos,
funcoes, outras matrizes, etc.

1. Conceitos Elementares

Igualdade de Matrizes

Duas matrizes A e B sdo iguais se ttm a mesma ordem e seus elemen-
tos correspondentes s&o iguais, isto &, A = (@) € B=(by) .. sd0iguais se
m=r,n=se al,j:bij ,<i<m,1<j<n
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Algumas matrizes especiais
Matriz quadrada: uma matriz que tem o nimero de linhas e de colunas
iguais a n é denominada uma matriz quadrada de ordem n.

a a

11 1n

Numa matriz quadrada A= de ordem n chamamos

a a

nl nn

de diagonal principal aos elementos a; comi=jE€{1,..,n}
Matriz identidade de ordem n: é a matriz quadrada | de ordem n cujos
elementos da diagonal principal sdo todos iguais a 1 e os outros elementos
séo todos iguais ao 0.
Por exemplo, a matriz identidade de ordem 3 com elementos em

1 00
Oel={0 1 0

0 0 1

Matriz nula: a matriz nula de ordem mxn, denotada por 0, é a matriz de or-
dem mxn na qual todos os elementos iguais ao 0 .

Matriz linha: é qualquer matriz de ordem 1xn, ou seja, qualquer matriz com
uma Unica linha.

Matriz coluna: é qualquer matriz de ordem mx1, ou seja, qualquer matriz
com uma Unica coluna.

Matriz diagonal: € uma matriz quadrada na qual os Unicos elementos nao
nulos est&o na diagonal principal, isto A= (aij) & matriz diagonal se, e somen-
te se, a,=0quandoi=#j. A matriz diagonal 4 = (@), naquala,=cquandoi=j
€ denominada matriz escalar.

Matriz transposta de uma matriz dada: dada uma matriz A:(a,-,-)m' a ma-
triz 4' = (b, tal que,by = a;, Vi € {1,..,m}e vje{l,.,n} é chamada
matriz transposta da matriz A.

Matriz simétrica: umamatriz A = (a;) o na qual a; = a; Vi, j €{1,...,n}
€ dita uma matriz simétrica, se os elementos situados simetricamente em re-
lacdo & diagonal principal s&o iguais, ou seja, A=At .

Matriz anti-simétrica: uma matriz A= (ay) . na qual, a; =—a; Vi, j
€{1,..,n} isto é, os elementos situados simetricamente em relag&o & dia-
gonal principal s&o opostos e os elementos da diagonal principal s&o nulos
é dita uma matriz anti-simétrica.

Matriz triangular superior: Uma matriz, 4 = (a;) .. na qual a; = 0 V4
> g €{1,...,n} éditauma matriz triangular superior, isto &, os elementos
situados abaixo da diagonal principal sao nulos.
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Matriz triangular inferior: Uma matriz. A = (a;) .. na qual a; = 0 Vi
< gy €1{1,..,n} istoé, os elementos situados acima da diagonal principal

s&o nulos € dita uma matriz triangular inferior.

2. Operagdoes com matrizes
Adicao
A soma de duas matrizes de ordem mxn, A = (a;) e B = (b;) é a matriz
de mesmaordem A+ B = (c;),ondecy = a; +b,;Vi € {1,...m}
eje {1,...,n}

Propriedades da adi¢cao
Quaisquer que sejam A, B, C matrizes de mesma ordem, temos que:

1. A+B+C)=(A+B)+C,isto é, aadigao é associativa.
2. A+B=B+A,isto é, a adicdo é comutativa.

3. A+0=0+A=A, onde 0 é a matriz nula de ordem mxn, isto &, 0 é o elemen-
to neutro da adicéo.

4. Existe uma matriz denotada por -A, tal que A+ (-A) = 0.
A demonstragéo destas propriedades é deixada como exercicio.

Multiplicagcao por escalar
Se k & um escalar, ou seja, nimero real ou complexo, o produto deste

escalar por uma matriz A = (a;) .. € a matriz kA = (b;) sun, onde
by =kay;i€{l,.mleje{l,..,n}.

Propriedades da multiplica¢ao por escalar
Quaisquer que sejam as matrizes A e B, de mesma ordem, e quaisquer
gue sejam os escalares k e /, temos que:

k(A+B)=kA+kB

k+DA=kA+/A.

0A =0, onde 0 & a matriz nula da mesma ordem que A.
k(/A) = (k1)A.

A demonstracéo destas propriedades € deixada como exercicio.

Multiplicagao
O produto de duas matrizes A= (ajt )Jmxn e B= (brs Jnxp € a matriz

11
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Observagoes

1. O produto de duas matrizes é possivel apenas quando o nimero de
colunas da primeira matriz for igual ao nimero de linhas da segunda matriz.

2.4B = (¢, OndeA=(a) eB=(,) , entio
bi]‘

¢ = Zaikbki = (a”'"am) :
= b.;) — produto de uma matriz linha por uma

matriz coluna —Vi € {1,...m},j €{1,...,p}

Propriedades da multiplicagao
Quaisquer que sejam as A, B, C matrizes, de ordens compativeis com
as multiplicagdes indicadas, temos que:

1. ABC) = (AB)C, isto &, a multiplicacao é associativa.

2.A(B + C)=AB +AC, isto &, a multiplicagdo é distribuitiva & esquerda.

3.(A+B)C =AC + BC, isto &, a multiplicag&o é distribuitiva a direita.

4. Al=AelA=A, onde a matriz | € a matriz identidade de ordem com-
pativel com a operacao indicada, em cada caso.
A demonstracao destas propriedades é deixada como exercicio.
Observagoes.

1. A0 = 0e OA =0, onde, em cada caso, 0 é a matriz nula de ordem
conveniente.

2. Em geral dados A e B, matrizes de ordens compativeis com os pro-
dutos AB e BA, AB # BA.

Por exemplo:
—1 -2 -1 -3

seA=<O eB(2,1,3),entﬁoAB<0 0 0 |eBA=(10).
4 8§ 4 12

3. E possivel se terABl= OOsem que AO= 8 ouB=0. 00
Por exemplo, se A=<1 O) e B=<1 1> entdo AB=<O O)'

3. Sistema de Equacgdes Lineares

Um conjunto de equagdes lineares
@ X% .. +a,x,=b 1< j<n
a,x,+..+a, x =b

AT e ,onde a; €ll ,b el ,1<i<m

a,x, +..+a,x, =b

mn--n m
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€ denominado um sistema de equagdes lineares com m equagdes e n
incégnitas.
O sistema (1) pode ser escrito na forma de equagéo matricial AX=B,

all aln xl bl all tee aln
: =|: |,onde A=| : -. i |@amatizdos coeficientes
a, - a, )\x, b, a, - a,,
I bl
X =| : | éamatrizdas incognitas e B=
T b

€ a matriz dos termos independentes

Podemos representar o sistema (1) por sua matriz aumentada, ma-
triz obtida acrescentando-se a matriz A, dos coeficientes, a matriz B, dos
termos independentes.

a, ...qa, b
Ou seja, pela matriz :

ml mn ~m

3.1. Solugao de um sistema

Uma solugdo do sistema acima é uma n-upla de nUmeros reais
(z.,...,2,) que satisfaz a todas as equagdes do sistema.

Sistemas equivalentes
Sistemas que tém as mesmas solugbes sdo ditos equivalentes. Por

x+2y=5 {3x—y=1 {x+0y=1

exemplo, os sistemas {2x _3y——4’ Ox+y=2

x—2y=-3"
sao equivalentes, pois os trés ttm como Unica solugdox=1ley = 2.
Observe que no Ultimo sistema a solucéo esta evidente.

3.2. Uma técnica para resolver sistemas

Uma das técnicas usadas para resolver um sistema consiste em substituir
cada sistema por outro que lhe seja equivalente até conseguir um sistema
equivalente ao primeiro no qual a solugao esta evidente.

, , 3x+6y=15 o
\/ejamos como resolver o sistema usando esta técnica.

2x-3y=-4

13
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Para tornar mais claro o processo vamos dividi-lo em etapas e ao lado de
cada sistema vamos por a sua matriz aumentada.

12 Etapa
Inicio do processo.

Sistema Matriz Aumentada
1 {3x+6y=15 (3 6 15)
20— 3y =—4 2 —3—4
22 Etapa

Substituimos o sistema (1) por outro equivalente que tenha 1 como coe-
ficiente de x na primeira equac¢do. Para isso substituimos a primeira equa-

¢ao por outra obtida multiplicando-a por E

Sistema Matriz Aumentada
2{x+2y=5 (1 2 5)
20— 3y=—4 2 —3—4
32 Etapa

Substituimos o sistema (2) por outro equivalente que tenha 0 como
coeficiente de x na segunda equagéo. Para isso substituimos a segunda
equacao de (2) por outra, obtida somando-se a ela a primeira equagao mul-
tiplicada por —2..

Sistema Matriz Aumentada
3{x+2y=5 <1 2 5)
Ox—T7y=—4 \2 —7—-14
42 Etapa

Substituimos o sistema (3) por outro equivalente que tenha 1 como coe-
ficiente de y na segunda equagao. Paraisso Sl.ibStitUTmOS a segunda equagao
de (3) por outra, obtida multiplicando-se ela _7

Sistema Matriz Aumentada
r+2y=>5 (1 2 5>
(4){0:1:—y=2 02 2
5° Etapa

Substituimos o sistema (4) por outro equivalente que tenha 0 como co-
eficiente de y na segunda equagao. Para isso substituimos a primeira equa-



¢ao de (4) por outra, obtida somando-se a ela a segunda equag¢ao multiplica-
da por 2.

Sistema Matriz Aumentada
=+ =
(5){3: Oy_l (1 0 1>
Ox+y=2 01 2

Observe que no Ultimo sistema a solugao é evidente, x = 1ey =2, che-
gamos assim ao final do processo.

No exemplo acima fomos obtendo sucessivamente sistemas novos,
equivalentes ao sistema dado inicialmente, aplicando em cada etapa “opera-
¢cdes elementares” as equagdes do sistema.

Note que estas operag¢des sdo todas reversiveis, isto é, apds cada eta-
pa podemos recuperar o sistema anterior usando uma operagao elementar
semelhante a operac&o usada na etapa.

E importante observar também que, o que fizemos acima, é equivalente
a aplicarmos “operagdes elementares” sobre as linhas das matrizes aumen-
tadas dos sistemas obtidos em cada etapa e, na Ultima etapa recuperarmos o
sistema, sistema no qual a solugdo € evidente.

3.3. Operagodes elementares sobre linhas de uma matriz

As operagbes elementares sobre linhas de uma matriz sdo. Permutacdo da
i-ésima linha pela j-ésima linha.

Esta operacao sera representada simbolicamente por: L, <> L, Substitui-
¢ao da i-ésima linha pela linha obtida multiplicando-a por um escalar k n&o nulo.

Esta operacéo sera representada simbolicamente por. L, — kL, . Subs-
tituicdo da i-ésima linha pela linha obtida somando-se a ela a multiplicagcao
por um escalar k ndo nulo da j-ésima linha.

Esta operacéo seré representada simbolicamente por: L, — L, + kL,

~ , 3x+6y=15 ]
Na resolugdo do sistema observamos que as matrizes

2x-3y=-4
ampliadas dos vérios sistemas obtidos apenas sofreram operacoes elemen-
tares sobre suas linhas, com o objetivo de serem transformadas numa matriz

na “forma escada”.

3.4. Matriz na forma escada

Uma matriz mxn é uma matriz “linha reduzida a forma escada”, ou simples-
mente esta na forma escada, se satisfaz as condicdes:

flgeba Lingar
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1. O primeiro elemento ndo nulo de cada linha é 1.

2. Em cada coluna que contém o primeiro elemento n&o nulo de alguma linha,
os demais elementos séo iguais a 0.

As linhas nulas, linha na qual todos os elementos s&o nulos, caso existam,
aparecem abaixo de todas as linhas n&o nulas.

Se L,,...,L s&oaslinhasnaonulaseseoprimeirondonulode L ;i 1,...,7;
ocorra na j, —ésima coluna, entéo j, < j, <...<j,.
Observagao

O item 4 da definicdo acima pode ser reescrito como segue: “A quanti-
dade de zeros que precede o primeiro elemento n&o nulo de uma dada linha
€ menor do que a quantidade de zeros que precede o primeiro elemento ndo
nulo da linha seguinte”.

Exemplo 1

S30 linha reduzida a forma escada as matrizes:

11003 100
11003
00102[,/010]e .

00102
00015 001
Nao sdo linha reduzida a forma escada as matrizes
11003 11103
(00202)6(00102).
00015 00015

3.5. Matrizes linha-equivalentes

Sejam A e B matrizes mxn. Dizemos que B é linha—equivalente a A, se
B foi obtida de A por um nimero finito de operagdes elementares sobre linhas.

Para indicar que B é linha-equivalente a A usamos a notagéo ALl B.
Proposigao: Sistemas de equacdes lineares com matrizes ampliadas
linha—equivalentes sdo equivalentes.

Proposi¢ao: Toda matriz é linha—equivalente a uma Unica matriz linha
reduzida a forma escada.
Posto de uma matriz

O posto de uma matriz A é definido como o nimero de linhas ndo nulas
da Unica matriz linha reduzida a forma escada que é linha—equivalente a A.

Exemplo 2 1120
Determine o postodamatriz 4=|2 11 3
1324
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11200 11 24 11 200 112 07
A=[2113 | S0 410 -] -3 3 | o0 -1 -3 | 003 3]
(1324) 1 3 24 o 2 04 Lo 20 4)
10 -1 3 -1n|1'__,:'n'1'
heheridtd L lpl 3 ‘ {01 3-3[— o1 3-3
02 0 4] 00 -6 10) " ji
1o 0 2| 1o o 2
.:' | .:'
_"i;'l'_';._||| i -3 "'—"';.. ol o >
loog 1 = | TR
l i) . i
Entdo o posto de A é 3.
Exemplo 3
xX+y+2z=0
Resolva osistema {2x+y+z=3 .
x+3y+2z=4 1120
Note que a matriz ampliada do sistemaé 4=|2 11 3 | que élinha
1324
10 0 4
3
equivalenteamatrizi 0 1 0 2 |. E, portanto, o sistema dado é equivalente
00 1 )
3
4
x+0y+Oz:E

ao sistema ! Oy + y+0z=2 | cuja solucao é evidente.

Ox+0y+z=—
YRS

3.6. Resolugao de sistemas por escalonamento

Nos ultimos exemplos usamos o que é usualmente chamado de “méto-
do de escalonamento” para resolugcédo de sistemas lineares, que em resumo,
consiste de trés procedimentos que sao:

1°. Determinamos a matriz ampliada do sistema.

17
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2°. Usando operagées elementares convenientes, determinamos a matriz linha
reduzida a forma escada a qual a matriz ampliada do sistema é equivalente.

3°. Determine o sistema que tem como matriz ampliada a matriz obtida no
segundo procedimento.

Exemplo 4
x—2y-3z=0
Resolva o sistema < x+4y—z =-1.
2x-y+z=0
1-2-30
A matriz ampliada do sistemaéA=|1 4 —-1-1].
2-1 1 0

A matriz linha reduzida a forma escada a qual A é linha equivalente é a

matrizB=|1 0 0 _—5

48

0 10_—7
48

001L

16

O sistema que tem B como matriz ampliada é

x+0y+0z=—

Ox+y+0z=—
Y 48

Ox+0y+z=1i

Cuja solucao esta evidente.

Exemplo 5

xX+y+z+3t=1

Resolva o sistema
X+y—z+2t=0

. . . 11 131
A matriz ampliada do sistema é A= :
11-120

A matriz linha reduzida a forma escada a qual A € linha equivalente é a

matizB=|11 0

001

| — Nw
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x+y+OZ+5t=E

O sistema que tem B como matriz ampliada é 1 1
Ox+0y+z+—t=—
2 2

Neste sistema temos muitas solugdes, na verdade infinitas solu-
¢bes, que sao

2 Y
, Vy,tell
dadas por z:l—lt
2
Exemplo 6
x+y+z=1

Resolvaosistema Jx— -z =2 .

2x+y+z=3

1 1 11
A matriz ampliada do sistemaéA=|1-1-1 2 |.
2113

A matriz linha reduzida a forma escada a qual A é linha equivalente é a
matrizB=(1000
0110
0001
x+0y+0z=0
O sistema que tem B como matriz ampliada é {0x+y+z=0 . De-
Ox+0y+0z=1

vido a Ultima igualdade ser um absurdo, o sistema é impossivel, isto &,
nao tem solucao.

3.7. Discussao de um sistemam x n

Como vimos nos trés altimos exemplos, um sistema de m equagdes e
n incégnitas, pode ser.

1. Compativel (ou possivel ) e determinado, isto €, tem uma Unica solugéo.
2. Compativel e indeterminado, isto €, tem uma infinidade de solucdes.
3. Incompativel (ou impossivel), isto é, ndo tem solugéo.

flgeba Lingar
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Teorema
1. Um sistema de m equagdes a n incégnitas admite solugdo se, e somente
se, o posto da matriz ampliada, p, . for igual ao posto da matriz dos coefi-
cientes, p.Istoé, p =p..
2. Se o sistema tem solugéo, isto €, p, = p. = p .e se n=p, a solugo & Unica.
3. Se o sistema tem solugéo, isto &, p, = p. = p, e se n>p, entdo as n-p
incégnitas sao livres e as p incégnitas restantes sdo dadas em funcao
delas.O numero n-p € chamado de grau de liberdade do sistema.
Demonstragao
A demonstracio sera deixada como exercicio.
Exemplo 7
mx+2y=6
Discuta e resolva o sistema < 3x—y =-2 , onde m & um ndmero real.

x+y=0

Suponha inicialmente m # 0 .

Neste caso, usando operacdes elementares sobre as linhas da matriz
ampliada do sistema A, obtemos a matriz linha reduzida a forma escada
-1

10
2
B=l01 % que é linha-equivalente a matriz A.
00 10+ m
2 -1

10
2

Sem=-10,entaoB=|, ; 1 | .Portanto p,=p, =2en=2.
2

000

E dai o sistema é compativel e determinado com

solucéox—_le _1
2 Ty

—_—

10 —

10+ m

2
Sem=#-10B= |91 L | com + () - Portanto
2

10+m
2

00
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p, =2 e p.=3,eosistema é incompativel.

Vejamos agora o caso m = 0.

0 2 6
Neste caso, A= 3_1-9 usando operacdes elementares sobre as
110

linhas da matriz ampliada do sistema A, obtemos a matriz linha reduzida a

1 0-3
formaescadaB=|, | 3 | queélinha equivalente a matriz.
0 010

Portanto p, =2 e p, =3, e o sistema é incompativel.

4. Determinante

Dadaumamatrizquadrada A = () ... ,vamosindicarpor Ay; 7 € {1,...,n};
a matriz quadrada de ordem n - 1 obtida de A pela supressao da linha i e da

colunaj.

A toda matriz quadrada A = (ay) . esta associado um namero real
a4y,

chamado “determinante de A", denotado por det 4 ou |d|ou | ¢ 1 i ede-

nl nn

finido indutivamente como segue.

Sen=1,istoé, A= (an).. detA=qa,,.

Se n > 2, klkIklkIklkl, onde j é fixo escolhido arbitrariamente no conjunto
{1, ,n} expressao acima é conhecida como desenvolvimento de Laplace
segundo a linha i.

Observagao

Pode-se provar que:

sen>2,detAd= Z(—l)”j a, det 4, , 6rdé g, defispondmkidhno escolhido.
i1

arbitrariamente no conjunto {1,...,n}. A expressao acima é conhecida
como desenvolvimento de Laplace segundo a coluna j.

21
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4.1. Propriedades dos determinantes

1. Uma matriz quadrada que tem uma linha (coluna) nula tem determinante nulo.

2. Permutando-se duas linhas (colunas) de uma matriz quadrada A, obtemos
uma matriz quadrada que tem determinante igual a —detA.

3. Uma matriz quadrada que tem duas linhas (colunas) iguais tem determi-
nante nulo.

4. Multiplicando-se uma linha (coluna) de uma matriz quadrada A por uma
constante k obtemos uma matriz quadrada que tem determinante igual a
kdetA.

5. Se uma matriz quadrada A = (a;)

nrn

é tal que a, =b, +c;,onde b; ec;

sdo constante para algumi € {1,...,n} e paratodo; € {1,....n}entdo

detA = detB + detC, onde

6. Se A e B sdo matrizes quadradas de mesma ordem, entao
det(AB) = (detA)(detB).

5. Sistemas de Equagodes Lineares Homogéneos
Um sistema de m equagdes lineares a n incégnitas
a,x,+...+a,x, =b
a,x, +..+a, x, =b, ) )
. ,ondeaijeD,bieD,ISszeIS]Sn
a,x +..+a, x =b,

é dito homogéneo quando os termos independentes s&o todos nulos.

Entdo um sistema homogéneo pode ser escrito na forma de equacgao
X, 0 a
,onde A=

matricial AX=0 ou



T 0
é a matriz dos coeficientes X =| : | é a matriz das incégnitase 0 = :
T, 0

€ a matriz dos termos independentes.

Observacgoes
1. Sobre um sistema homogéneo m x n.

Um sistema homogéneo é sempre compativel, admitindo pelo menos a
“solucao trivial”

x,=0,.,x, =0.

n

A matriz ampliada tem o mesmo posto que a matriz dos coeficientes,
se este posto for igual ao nimero de incégnitas, o sistema sera determinado
possuindo apenas a solugao trivial. Se o posto for diferente do nimero de in-
cégnitas, o sistema sera indeterminado possuindo infinitas solugdes.

Sobre um sistema homogéneo n x n.

Se detA# 0, o sistema admite apenas a solugéao trivial.
Se detA =0, o sistema admite infinitas solu¢oes.

-1 03

-10
=| 5 10 |eD=
1)

0-24

determine, se possivel, as expressdes: AB + C, BC, CB, D - BA,
AB +BAe CB'.

000 100 000
2. Dadas as matrizes 4=|000[,B={000|eC={020
003 000 000

a) Determine x, y, z, e Rtais que xA + yB + zC = 0.

b) Determine x, y, z, e Rtaisque xA+ yB + zC = |.

flgeba Lingar
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-3 0 0
c) Determine x,y, z, e Rtaisque xA+ yB + zC = [ 0 -1 0} .
0 0-2

y X’ +x 6 B 2 6
= e = H H -
3.Se N 13 1) »determine xeyell tais que A=B.

23
4.Se A= [1 4] , determine uma matriz B tal que AB = I.

5. Determine todas as matrizes que comutam com:

1 01 110
a) A={0-10|. p) B=| 011
0 01 001

6. Determine uma matriz quadrada A, ndo nula, tal que A* =0.

7. Demonstre as propriedades da adicdo de matrizes.

8. Demonstre as propriedades da multiplicacdo de escalares por matrizes.
9. Demonstre as propriedades da multiplicagdo de matrizes.

10. Discuta e resolva o sistema:

x+y—-z=0 2x+y—-3z=0
a){x+2y+z=0 b) {x+y—-z=0
—x—y+2z=0 —x+y+3z=0
x-y—-z=0
3x+y+3z+t=0
2x+y+2z=0
c) d)Jx+y+2z-t=0
3x+2y+3z=0
x—y—z-5t=0
x+y+z=0
x+y+2z-t=0  (x+2y+3z=0
e)3x+y+3z+t=002x+y+32z=0
x—y—z=5=0 |3x+2y+z=0
N x+2y-122=0  4x 3y =z =0
¥=y+z=0 x—-y+2z-t=0
2x-3y+5z=0




x-y+z=0
11. Dado osistema < x—3y+7z=0 \Verifiquesex=2,y=3,z=1¢&
2x-3y+5z=0

solugdo. O tem solugéo Unica? Em caso negativo obtenha outras solugdes.

3x+6y+3z=0
12. Determine os valores de k os quais o sistema < x+2y+z=0 &
a) Compativel e determinado. X+ky+z=0
b) Compativel e indeterminado.
c) Incompativel.
x+2y—-z=0

13. Determine os valores de k para os quais o sistema {2x—y+3z=0
x+ky—6z=0

tem infinitas solugdes, e obtenha sua solug&o geral.






Gapitulo

Espacos vetoriais e
subespacos vetorials






Objetivos

¢ Introduzir o conceito de espago vetorial.

¢ |dentificar entre os conjuntos numéricos conhecidos os que sao espagos
vetoriais.

e Apresentar o conceito de subespaco vetorial de um espaco vetorial.

1. Espagos Vetoriais

Neste capitulo vamos estudar os espacos vetoriais bem como os su-
bespagcos de um espago vetorial. Em poucas palavras um espacgo vetorial
€ um conjunto onde temos definidas uma “adicdo” e uma “multiplicagao por
escalar’ que satisfazem determinadas propriedades, e um subespago de um
espaco vetorial € um subconjunto do espago vetorial que ainda é um espago
vetorial com as operagdes herdadas do espago.No final da unidade estuda-
mos 0s espagos vetoriais finitamente gerados.

Iniciaremos apresentando um dos exemplos mais simples de espaco
vetorial, o espaco euclidiano [J >, que & usualmente identificado com o plano.
O produto cartesiano R*={(a,b) | a,b € R}.

'y

flgeba Lingar

29



30

MIRANDA, J. M. de

A*“adicdo” do U ? , € uma regra que a cada par de pontos (a,, b ) e (a, b,)
associa o elemento (a: + a.) e (b; + b.) denotado por (a, b,) + (a, b,) e deno-
minado soma dos elementos (a, b) e (a, b,).

A “multiplicag&o por escalar’ € uma regra que a cada par de elementos
c € R,(a,b) € R? associa o elemento (ca,cb) € R* denotado por c. (a,b).

E de facil verificacdo que quaisquer que sejam u, v, w pontos do plano e
a, b nUmeros reais:

Du+v=v+u.

iNUu+v)+w=u+(v+w).

idbv)=(@b)w

iv)(@+b)v=av+bv

v)a(v+u)=av +au.

vi) (0, 0) e R* étalque (0.0)+v=v.

vii) qualquer que seja (x, y) € R? o ponto (x, -y) € R* é tal que (x, y)+(-x.
v)=(0.0)

vii)lv=v

Conjuntos, como o do exemplo acima, onde estao definidas uma “adi-
¢ao” e uma “multiplicagdo por escalar satisfazendo propriedades analogas as
acima citadas é o que chamamos um "espaco vetorial sobre os reais”.

Observagao. Sempre que nos referirmos ao Espaco Vetorial [] %, salvo men-
¢ao em contrario, a adicao e a multiplicagc&o por escalar sdo as definidas acima.

1.1. Definigao de espago vetorial

Um espago vetorial (sobre os reais) € um conjunto ndo vazio V' no
qual temos definido uma adicdo (que associa a cada par u,veV o ele-
mentou +v €V ) e uma multiplicagéo por escalar (que associa a cada par
aell,veV oelementoav € V') que gozam das oito propriedades abaixo:

Quaisquer que sejam u,v,welV ea,b el
DuU+v=v+u.

iNu+v)+w=u+(v+w).

iii) (bv) = (ab)v.

iv) (@ + b)v = av +bv

v)au+v)=au+av

vi)30 e VtalqueO+v=v



vilVueVid—-ueVtalqueu+ (-u)=0

vii)lv=v

Exemplos de espagos vetoriais

1. O conjunto []"que é formado pelos vetores coluna (zi,...,2.)com
X,,....,x, €l , &um espago vetorial com a adi¢&o definida por
(z1,.c0s20) + (Y1, y) =(z1 + 41, ...,21 +y1) e a multiplicagdo por escalar
definida por a(@,...x.) = (azy,...,az.).
A verificagdo que as operagdes acima tornam o [ " um espaco vetorial
€ deixada como exercicio.

2. O conjunto, M, (R), das matrizes com n linhas e m colunas sobre J , é
um espaco vetorial com a adicdo e a multiplicagdo por escalar definidas abaixo:
AdlCéO (ai_]-) + (bu) = (Cij) onde Ci; = ai; + bw,l = 1, vy ] = 1,...,m_

Multiplicag&o por escalar. @ (a:,) =(d.,;) onde

d,.’j =aq, i=1,..,nj=1,..,m.

Averificacdo que as operagdes acima tornam M, x» (R)um espaco ve-
torial & deixada como exercicio.

3. O conjunto [J , dos nameros reais, € um espago vetorial com suas opera-
¢des usuais de adicao e multiplicagao.

4. O conjunto P, (RR) dos polinémios de grau menor ou igual n juntamente
com o polindmio nulo € um espago vetorial com as operagdes usuais de
soma de polindmios e de multiplicagdo de um ndmero por um polinémio.

5. S%, o conjunto das funcdées de Sem R, é um espaco vetorial com as
operagodes definidas a seguir.

Adigao: ¥ [ g € S%(f+9) (1) = f(a) +g(x), vz ES.
Multiplicagcao por escalar.

V/ESReVaER:(a, )(z) =af(z), vz ES.

A verificacdo de que as operacdes acima tornam S~ um espaco veto-
rial é deixada como exercicio.

Observagoes
1) Os elementos de um espacgo vetorial sdo chamados vetores.
2) O vetor 0 da propriedade vi) é Unico e é denominado vetor nulo.

3) Na definicdo de espacgo vetorial dada anteriormente os escalares sao ni-
meros reais, mas os escalares podem ser elementos de um “corpo” K como

flgeba Lingar
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por exemplo o corpo [ dos nimeros complexos. Neste caso temos a defini-
¢ao de um espacgo sobre K.

Teorema
Se u e v sdo vetores de um espaco vetorial V e ¢ € um numero real,
entao:

a)0u=0ec.0=0.

b)u+v=0implicau=-v.

c) (D). u=-u.

Nos itens acima o representa o namero real zero e 0 representa o vetor
nulo de V.

Demonstra¢ao:
a)ou +ou = (0 +0)u=0.u= (ou +ou)+[-(ou)] = ou + [-(ou)] = ou + {ou
+[-u)}=0=o0u + 0==0u=0
cO0+c0=c(@0+0)=c0=-0)+(.0+c0)=-(.0)+c.0=][-(c.0)
+c0]+c0=0=0+c0=0=c0=0.
P)u+v=0=@Uu+VN+(-V)=0+(-V)=u+[v+()]=v=u+0=-v=>
u=-v
OFv+v=(Cv+1lv=(-1+1)v=0v=0=(-Lv=-v

2. Subespacgos Vetoriais

O conjunto V ={(a,2a)| @ € R} é um subconjunto do conjunto [ *
tal que (a, 2a) + (b, 2b)=(a + b, 2 (a + b)) e c(a, b) = (ca, 2ca). Em particu-
lar (0,0) € Ve(—a,—2a)=(—1) (a,2a) € V. Como as demais proprieda-
des de um espaco vetorial s&o satisfeitas por quaisquer elementos do] >, V/
€ um espaco vetorial se consideramos a adicdo e multiplicagdo por escalar
como sendo as mesmas do L[] * (restritas a V). Em situacdes como esta o
subconjunto é denominado um subespaco vetorial do espaco vetorial [ *.

O conjunto V tem como representacdo geométrica a reta do plano que
passa por (0,0)¢(1,2).



2.1 Definigao de subespago vetorial

Um subespaco vetorial de um espaco vetorial VV € um subconjunto U de
V tal que:

a) o vetor nulo de V pertence a U;

b) se u e v s&o vetores de U , entdo u + v é também vetor de U;

c) se ¢ é um numero real e v € um vetor de U, entdo c.v é também vetor de U.
Observagodes:

1) Um subespaco vetorial U de um espaco vetorial \/ é ele préprio um espago
vetorial com a adi¢&o e a multiplicagdo por escalar de V restritas ao conjunto U.

2) A condico i) da definicio de subespaco vetorial pode ser substituida pela
condigéo U # ¢.
Exemplos de subespacos vetoriais

1) Se V é um espaco vetorial , entdo o préprio V e o conjunto cujo Unico ele-
mento é o vetor nulo de V sado subespacgos de V , os subespacos triviais de V.

2)Se c€ R,U={(a,ca)|a € R} é um subespaco do espaco vetorial R

3) 1/ = {[: ﬂ| a.be f} é subespago vetorial de M., (R).

HU={fcR*|f(x) =f(—2),Vv € R}é subespaco vetorial de [ " .
5 U= (zye R|y=| x| ndo é subespaco vetorial do [] *.

Teorema
Sejam U e V subespacos vetoriais de um espaco vetorial W.

Entdo:i) U NV é subespago vetorial de W.
i) U+V={u+v|u€Uev €&V ésubespaco vetorial de W.
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Demonstra¢ao
i) O vetor nulo de W pertence ao U e ao V, consequentemente ao U N V.

Sejamu,ve UnV.Entdio,ue Ueu,ve V.

Como U e V sdo subespacosde Wentdou+ve Ueu+veV.
Assimu+velUnV
Sejamace|ReueUnV.Enthio,ueUeu,ueV.

Como U e V sdo subespaco de Wentdoau e Ueau e V.
Assimau e UNnV.

Observag¢oes

1. O subespaco U + V do teorema anterior € denominado subespago soma de
Ue V. quando U N V = {o subespago U + V é denominado soma direta de
UeV, eédenotado por UV .

2. Quando um espago vetorial W=U @V, onde U e V s&o subespagos veto-

riais de W, dizemos que W se decompde como soma diretade U e V.
Porexemplo R’=(z,,2€R*|2=0®1,9,2€ R’ |y=2=0
Combinagao linear de vetores e espacos vetoriais finitamente gerados.

Sejam v,,..., v, vetores de um espaco vetorial /. Chama-se uma combina-
céolinearde v,,...,v, . qualquervetordeVdotipo ¢,v, +...+¢,v, , onde c,,...,c,

n'n

s$80 nUmeros reais.

Exemplos

1. Qualquer que seja o vetor (a,b € R, a,b—al,0+b0,1) ou seja ab é
combinacdo linearde 1,0e 0, 1.

2. O polindmio 1 + 2z + 3z* € P, (R é combinac&o linear dos polinémios 1, X, X2.

Teorema
Seja S um subconjunto ndo-vazio de um espago vetorial V.

Ent&o, o conjunto <S > de todas as combinagbes lineares de elementos
de S é um subespaco vetorial de V.

Demonstragao:
Como S =f ,escolhavel. Entdgo 0=0ve,
Sejamu=ay, +ay,+..av ev=by, +byv,+ .. bv c(S)
Completando se necessario com coeficientes nulos, podemos supor que

0s vetores que comparecem nas combinagdes lineares u e v s40 0s mesmos.
Entiou+v=(ayv, +ay,+..+av +bv +byv, +. . +bv)=



=(@yVv,+bVv)+(@yVv,+byv)+..+(@v +bv)=(a+b)v, +(a*Db,,
+.+@+b =e(S)

Finalmente, selamu=ayv, +a,v,+ .. +av e <S> eaell

Entdioau=a(ayv, +ay,+..+av )=a(@yv)+a@y)+..taf@v)=

= (aa v, * (@a,V, * ... + (aa V. e (S)

Observagoes

1. O subespago do teorema anterior € chamado o subespago de V gerado por
S, e o conjunto S é denominado conjunto de geradores de <S> )

2. Se S é um subconjunto finito, digamos S = {v1,vs,...,v.} 0 subespaco ge-
rado por S & denotado por <vl,v2,...,vn> :

Exemplos

1.R*=((1,0),(0,1)

2.U={(a, 2a) | a e R é subespago do R? gerado por {(1, 2)}, isto é, U = (1, 2).
3. O subespago do P, (R) gerado pelos vetores 1, x e x* € P, (R).

Definicao de espago vetorial finitamente gerado
Um espaco vetorial V é dito espaco vetorial finitamente gerado, se exis-
te um ndmero finito de vetores V;,Vs,...,V, tais que V = <V1,V2,---,Vn>-

Exemplos

1.R*=(1,0,0) (0, 1,0), (0, 0, 1. De fato, (a, b, c) =
=a(1,0,0)0+b(0,1,0)+c(0,0,1).va,b,ceR.

2.Pn(R)=(1, x x% %3 ..., xn)

3. P(R) nao é finitamente gerado.

1. Mostre que sdo espacos vetoriais com as operagoes definidas na secéo:

2. Seja C o conjunto dos nimeros complexos. Definaaem C a adi¢éo pon-
do (a +ib) + (c +id) = (a + ¢) + i(b + d) e a multiplicagdo por escalar pondo
cla+ib)=ca+ich,c €ER.

Prove que C é um espaco vetorial com estas operacoes.

a) P,R

b) M.xn(R)

c) R”
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Prove que P(RR) o conjunto dos polinémios, & um espaco vetorial com as
operacoes usuais de adicao de polindbmios e multiplicagdo de um escalar
por um polinémio.

4. Prove que o vetor nulo de um espaco vetorial é Unico.

6.

Se u,v,w s&o vetores de um espagco vetorial V7 tais que u+w = v+w, mostre
queu=v

Sejam V' um espago vetorial, v € Vea € R.

Mostre que:
i) a0 = 0.

i)av=0=a=0ouv=0.

7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

Prove que a comutatividade da adigado, na definicdo de espaco vetorial, é
uma consequéncia das demais condi¢oes

Prove que o conjunto PR dos polinémios com coeficientes reais é um
espago vetorial com as operagdes usuais de adigao de polindmios e

Verifique que o que foi dito a respeito dos exemplos é verdadeiro.

Prove que os Unicos subespacos vetoriais do L ? so retas que passam
por (0, 0) ou {(0, 0)} ou o préprio [ * .

A unido de dois subespacos de um espaco vetorial € um subespaco vetorial?

SeAéumamatrizm X n.mostreque N(4) ={X e M...(R) |A-X =0}
& um subespaco vetorial de M, (R). Note que N(A) € o conjunto das
solugdes com sistema linear homogéneo A- X =0.

Verifique que (z,y,2€ R* |z =0ez,y,2€ R*| y =2 =0 s&o subespa-
cos vetoriaisdo [1° e que

Seja W um espaco vetorial, e sejam U e V subespacos vetoriais de W.
Mostreque W=U®V < UNV={eW=U+V

Ache subespaco do R gerado pelos vetores (1, 2 e 5,'0).

Prove que W ={(z,y,2)€ R*|z+y+2=0} é um subespaco do R’
finitamente gerado.

Sejam u e v vetores n&o nulos do R? tais que u € {(v).

Prove que R2 ={u)®{v).



Gapitulo
Bases e Dimensoes






Objetivos

e Apresentar os conceitos de dependéncia linear e independéncia linear.
e Estudar os conceitos de base e dimensao de um espaco vetorial.
e Estudar matrizes de mudanca de base.

1. Dependéncia Linear

Iniciamos esta unidade trabalhando com os conceitos de dependén-
cia linear e independéncia linear. No segundo tépico estudamos os con-
ceitos de base e dimensao e concluimos demonstrando que todo espago
vetorial finitamente gerado tem base. No terceiro e Gltimo tépico introduzi-
mos a nogao de coordenadas de um vetor numa base dada e de matriz de
mudanca de bases.

Seja VV um espaco vetorial.

Um subconjunto S de V € linearmente dependente (LD) se existem ve-
tores v,,v,,..v. €S e escalares ndo todos nulos c,,c,,...,c, €Ll , tais que
ey, +e,v, +..+cv =0-

Um subconjunto S de V que nao é LD é dito linearmente independente
(LD.Assim, SéLlse V v,v,,.v. €S,;¢,0,,...,c, €],
ey tev,+a+cey, =0 = ¢ =c,=...=c =0.

Observacgoes

1. Se V é um espaco vetorial, a afirmacéo:
.
Zcivi =0 com c, el ndo todos nulos e v, eV ;i=12,..,r
i=1

E equivalente a dizer que um dos vetores é combinac&o linear dos demais.
.
i = &,
De fato, se ¢, =0 paraalgumj e {1, 2, ..r,v. = > At
J#i=l1
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2. Dizemos também que v,,v,,...,v. sdo LD ou LI para significar que
{v1,v,,...,v, € LD ou LLI.

Exemplos
1. Seja VV um espaco vetorial.
a) Se v é vetorde V, entdo: { é LD se, e somente se, v € o vetor nulo de V.

b) Se u e v sdo vetores ndo nulos de V, entao: u, v sdo LD se, e somente se,
u € multiplo de v.

2 -
2.Em PR x+1,x+2,x" —1séolLl ¢ +c,—c, =0

Com efeito, ¢, (x +1)+¢,(x+2) +c,(x* =1) =0 implica {¢, +2¢, =0
e portanto ¢, =c¢,=¢, =0, ¢, =0
3.No R’ séo LD os vetores (-1, 2), (1, 2) e (2, -4).

4. No [1°, trés vetores sdo LD se, e somente se, ligando-se quaisquer dois
destes pontos obtemos retas co-planares.

Teorema
Sejam VV um espaco vetoriale v,,v,,...,v, elementos de V.

Entdo qualquer subconjuntode U = <v1,v2,...,vn> contendo mais que n
elementos é linearmente dependente.
Demonstragao

Basta mostrarmos que dados u,,u,,...,u,,u,,, €U eles s&o linear-
mente dependentes.

i=12,..,n+1 u,=d v +..+d v, com a’le el,vVj=12,..,n

Isto &, que existem c,c,,...,c,,c,,, €l ndo todos nulos tais que

cu, +c,u, +...+c,u,., =0.Qualquer que seja

n+l

n+l m n n+l
Assim cu, +c,u, +...+c, U, = Zci Zdﬁvj = Z(Z d_/[ci jv,- .
i=1

i=1 j=1 j=1

n+l1

O sistema homogéneo (Z d,x;=0:j=1,2,...,n) tem mais incognitas
i=1

que equagoes, portanto tem solugdo nao trivial, isto é, existem reais

n+l
n3o todos nulos tais queZdﬁcl. =0:7=12,...,n.
i=1

C5ChyenesCpsC

no - n+l

Dai cu, +cu,+...+c, u, ,=0.

n+l



3. Corolario

Se um espaco vetorial VV é gerado por n elementos, qualquer subconjun-
to de V. com mais que n elementos € linearmente dependente.
Exemplo

P;R é gerado por {1, x', x>, x’}. O conjunto {1 +x, x°, x + x>+ 2x’} é line-
armente dependente. De fato, /(1 +x) + IX* + -1)(x +x?) + 2( + 2x*) + (-1)(1 +
3x2+ 3x%) = 0.

2. Base de um Espacgo Vetorial

Um subconjunto ndo vazio S de um espago vetorial V € uma base de V
se é verdade que:

a) S é linearmente independente.
b) S gera V.
Exemplos
1.8={E E,..E}ondeE,=(10..0.E=01..0)..E =00..1),
é base para R"
2.8={1 X, X,.... x }, é base para P,(R).

3.8={4)]i=1,2,...,n j=1,2,...m},onde A} é€ a matriz cujas entradas
s&o nulas exceto a entrada situada na linha i e na coluna j que éiguala 1, é
base para M,..(R).

Teorema

Se §= {vl,vg, ..., U, } & base de um espaco vetorial \/, entio cada vetor
v de V tem uma Unica expresséo da forma v =cv, +c,v, +...+c,v, ,onde ,
C;yCysennsC, €L

Demonstragao
Como S geraV, entdo cada vetor da V tem uma expressdo como acima.

\ejamos agora que ela € Unica. Para isso suponhamos que um dado
vetor v de V tem duas expressdes do tipo acima, digamos

v=cyv,*+cVv,+..+cv ev=dyv, +dyv,+..dv onde
c,C,...c.ed,d,..deR

Assim,cv, +cyv, + ... +cv =dyv, +dyv,+..dv, edai(c,d)v, (c,d)v, ..
(c,d)v,

(c,—d)v,*+(c,—-d)v,+ ...+ (c,—d)v =0.

Como S € linearmente independente, temos que ¢, =d,, ¢, =d c =d

LRI n"
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Teorema

Seja V um espaco vetorial finitamente gerado. Se um subconjunto nao
vazio B, de V é linearmente independente, entdo ele esta contido em uma
base de V.

Demonstragao

Digamos que V & gerado por m elementos, entdo qualquer conjunto
com mais que m vetores € linearmente dependente. Portanto B, n&o pode ter
mais que m elementos.

Segue dai que existe um subconjunto B de V contendo B, maximal
com relagao a propriedade de ser linearmente independente (Isto €, B con-
tém B, € LI e n&o est4 contido propriamente em nenhum subconjunto LI de
V). Caso contrério, teriamos subconjuntos de V linearmente independentes
contendo B,com um numero arbitrariamente grande de elementos, o que
n&o é possivel.

Vejamos que B é uma base de V. Basta mostrarmos que B gera V.
Digamos que B = {vy,v,...,0,, k<m.SejaveV —-B ,entdo B v = v,.,v ,v
Bu{v=w,...,v.,vé LD. Entdo existem a,,a,,...,a,,bell ndo todos
nulos tais que a,v, +a,v, +...+a,v, +bv=0. ComoBéLl entdo b # 0.En-
tho v = (51, + (), +...+ (52)v, € (B) ecomo B (B),temos que B
gera V.

a
b

Corolario
Todo espaco vetorial V finitamente gerado e ndo-nulo tem uma base.

Demonstragao
Seja v um elemento n&o-nulo de V. Como {v} é LI, existe uma base
de V que o contém. Portanto V tem uma base.

Teorema
Seja V um espaco vetorial ndo-nulo e finitamente gerado.

Entdo quaisquer duas bases de V tém o mesmo nimero de elementos.

Demonstra¢ao
Sejam {u, ws,...wn} €{v1,0s,...0.} bases de V.

Como {ui, us, ...um}gera Ve {v,vs,..0.} ¢ Ll,entdo n =< m.
Como {v1,0s,..0.} gera Vl € {u1, us, ..., f & LI, entdo m < n.

Assim n =m.
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Dimensao
Seja VV um espaco vetorial finitamente gerado n&o-nulo.

Adimenséo de V é o nimero de elementos de uma base de V.
A dimenséo do espaco nulo é definida como sendo 0.
Denotamos por dimV a dimenséo do espago vetorial V.

Exemplos
1.ComoE,=(1,0...0),E,=(0,1...,0)...E = (0, 0,...,1) formam uma base para
0",dimd" =n.

2. dim P, (R)=n+1 pois {1, x', *..., x"} & base para P,(R).
3.={4i1i=1,2,..,nj=1,2,..,m} onde A’ é a matriz cujas entradas
s&o nulas exceto a entrada situada na linha i e na coluna j que éiguala 1, é
base para M,«.(R).Logo dim M, (R)=n.m..

Teorema
Seja VV um espacgo vetorial com dimenséo n positiva.

Entéo:
a) Qualquer subconjunto de n vetores LI € uma base de V.

b) Qualquer subconjunto de n vetores n&o-nulos que gera VV é uma base
de V.

Demonstra¢ao
a) Seja S subconjunto LI de V. com n elementos. Entao S esta contido numa base
B de V.Como dimV = n, entdo o nimero de elementos de B & n. Portanto S = B.

b) Seja S = {v1,7,...,C V — 0um conjunto que gera V.

Suponha que S é LD.

Ent&o um dos vetores de S, digamos v, , € combinag&o linear dos demais.
Assim {v1,vs,...,v.-1} gera V.

Se {v1,v,,...,v.-1} é LD, podemos eliminar mais um vetor de S e ainda conti-
nuar com um conjunto de geradores de V.

Deste modo podemos eliminar vetores de S até chegar a um conjun-
to LI de geradores de V com menos que n elementos. O que é um absurdo

pois dimV = n.
Teorema

Sejam U e V subespacos vetoriais de um espaco vetorial W de dimen-
sdo finita.

Entdo dim (U+V =dimU+dimV—dimUNV .
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Demonstra¢ao

Vejamos o caso UNV #{0}. O caso UNnV ={0}¢é deixado como
exercicio.

Seja B = {w,w,...,w,} basedeUN V..
Entdo existem vetores u,,u,,...,u, €U ev,v,,..,v, €V tais que

BU {u,u,,...,uié base de Ue BU{v1,v,,...,v, é base de V.

Afirmagéo: BU {u,us,...,w.} U{v1,0,,...,0.} é base de U +V .
Portanto dim(U+V) =s + t +r = (s+i)+(s+r) — r=

=dimU +dimV —dimU NV

Prova da Afirmacéao:
YweU+V ,w=u+v,ondeuclU evel

P

5 t
nell >u= Zajw. +ij.=rj ,ondea, b e R i=12,. s, j=12, 1
i=1 1=l
N t r
w=u+v=2(a,.+ci)wi+2bjuj+2dkvk
i=1 =1 k=1

ity

3 "
vel =v= qui +Z:J'£_v_‘_ Jondec, d, e R,i=12,... 5 k=12,
=1 k=1

Assim BU {u1,us,...,w.t U{v,vs,...,0.} gera U+V.

Finalmente vejamos que B U {w.,ws, ..., u} U{v1,0s,...,0,} € LL.

S t r S t r
Zaiwi + ijuj +devk =0=> Zaiwl. +ijuj = Z(—dk)vk.
im1 = =1 -1 = =1

N !
Dai ) aw,+ Y bu,eUNV, o0 queimplica
i=1

j=1
s t N
Zaiwi+2bjui22eiwi.
i=1 j=1 =l
Edai a,=¢Vi=1l,..,seb =0V j=1,..,1.

S t r S r
Assim 0= Zaiw[ +ijuj +devk =Zaiw[ + devk e,
i=1 =1 k=1 i=1 k=1

consequentemente, a, =oVi=1,..s ed, =0Vk=1,...,r.



3. Coordenadas de um Vetor

Seja V um espago com base ordenada (base com uma ordem prescri-
ta) B={v,,...,v.}.

Sabemos que cada vetor v de V tem uma Unica expressao nesta base
n

V= zciv,», onde ¢,,...,c, €l . Assim v &€ completamente determinado por
i=1

cl,...,_ ¢, (nesta ordem).

Chamamos de vetor de coordenadas de v com relacdo a base
Cl n

ordenada B ={vi,..,v.} a matriz | : eM, (0)tal que v:Zcivl.. Usa
i=l1

c

n

mos a notacao [v]. para representar o vetor de coordenadas de v com

relacdo a base ordenada B.

Exemplos
1.SejaB={(1.1). (3. 4)}ev=(2 3).Bébase doR?e[v], = (_Tl)

De fato, (2, 3)=-1.(1, 1)+ 1.(3. 4).

2. SejaB ={(1, 0), (0, 1)} a base candnica do R?.
Entdo Vv = (x, y) e R% temos v =x. (1, 0) +v.(0, 1),
isto &, [v], = 1).

y
o 10)(01)(00)(00)} .
3. SeJaB—{<O o/\o o/\1 o)\o 1 a base candnica de M, ,(R).
z

= _(T Y _|Y
Entéo, Av = <z t> eM, ,(R). [v], = 21
¢
Teorema (Mudanga de base)

Seja VV um espaco vetorial. Sejam B ={v,,...,v.} e C={u,,...,u.}
bases (ordenadas) de V.

SeVj=1,.,n; Vv, =al +...+a com a,...,a,; €Ll , entdo

njun

[U]C = Mg[U]B; 07Ld€ Mg = (aii)nxn'
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Demonstragao

Se [v], ~| .entdo v=>byv, +...+bv, .

Portanto, v="bv, +...+b,v, = b, [Z an”ij+~-~+bn [Z ainuij =

i=1 i=1

=(aubi+ ...+ auwb)ui+ ...+ (@ubi + ... + Gub.) .
(a11b1 +...+ CL]nbn)

Assim,[v], = : :<an al”).(bfl)—Mg.[fu]B.

(@ubi+ ... +anb)) & 4 \p,

Amatriz M é chamada matriz de mudanga da base B para a base C.

Rtividades de avaliagdo

1. Em cada item determine se os vetores do espaco vetorial V s&o LI ou LD.

0)(1,2,3),(4,5,6)¢(6,9,12) em V = R*.
b)z—1,2°+1lex’ —2°—z+3em V=P (R).

g MG Ly)ely ¢ Jemv =iz

L —
2

2. Um subconjunto de um espaco vetorial que contém o vetor nulo é LI ?

3. Se um subconjunto S de espago vetorial V é LI, entdo qualquer subcon-
juntode Sé LI?

4. Se um subconjunto S de espaco vetorial V € LD , entdo qualquer subcon-
juntode Sé LD ?

5. Prove que trés vetores no [ * sdo LD.Generalize este resultado para [] "
6. Encontre n vetores LIem [ ".

7. Encontre n.m vetores LI em M.,..,(R).

8. A unido de subconjuntos LI de um espaco vetorial é LI ?

9.Se {u,v}{v,w}{w,u} sdo subconjuntos LI de um espaco vetorial V, en-

tao {u,v,w}téLI?
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10. Mostre que dois vetores do [ *s&o LD precisamente quando eles s&o
representados por segmentos de reta paralelos.

11. Sejam z,=(2,1),2.=(4,3) e x5 = (7,3).
a) Mostre que {x, 2.} é base para 2

b) Determine {z., x, xs).

12.S8e 2, =(1, 2, 3)ex,= (4, 5, 6)

a) determine x, de modo que {z1, T», T3) # R® .

b) que condi¢éo deve satisfazer x, para que (x 1, T2, zsy=R’.

13. a) Ache uma base para o subespaco do [ * formado pelos vetores do tipo
(a+b,a—b+c, b, c) onde ab e c saonimeros reais .

b) Qual a dimensao do subespago do primeiro item.
14. Sejam z,=(1, 2, 2),2,= (2, 5, 4),2,= (1, 3, 2),2.= (2, 7, 4)exs = (1, 1, 0)

a) (7, 11, 12)6(1’1,372, T3y L4, fL‘5>7

b) Qual a dimens&o de {z1, T, T3, T4, Ts5) ?

15. Ache a dimens&o do subespaco de P;(R) gerado por

a)x,x+lex—1.

b) 2, 1+2° zex’ -2’
16. a) Ache uma base para o subespaco do P;(R) formado pelo polind-
mio do tipo ax® +bx+2a+3b,ondea,bell.
b) Qual a dimensao do subespago do item anterior?
17. a ) Ache uma base para o subespago:
a)V={4eM,.,R)|A="A}do M.(R)
b) Ache uma base para o subespaco P,(R) gerado por z,z+ lez—1.
18. Sejam v, = (2, 1),v, = (4,3) ewvs = (7, 3).
a) Mostre que B—{v,, v,} ébase para o R*..
b) Determine [vs],..
c) Determine M/, onde C é a base canénica do [1°.

19.Se v, = (1, 2, 3)ev.= (4, 5, 6)
a) determine v; de modo que B = {v, v,, vs} sejabase do R*.

b) determine [v],, onde v = (z,v,2) € R’.
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20. a) Ache uma base B para o subespaco:

V={Ae M., (R)|A="'A}do M».»(R)

(2 3)
b) Ache [U]Bondev—<3 1)



Gapitulo 0

Aplicacdes lineares
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Objetivos

e Estudar o conceito de aplicagao linear ou transformagao linear.
¢ Estudar o conceito de isomorfismo de espagos vetoriais.

o Estabelecer relagdes entre matrizes e aplicagdes lineares.

1. Introducao as Aplicagoes Lineares

Iniciamos esta unidade introduzindo o conceito de aplicac&o linear e
apresentando o teorema do ndcleo e da imagem. No topico seguinte trabalha-
mos com o conceito de isomorfismo de espacos vetoriais.Finalizamos estabe-
lecendo relagdes entre matrizes e aplicagdes lineares.

Sejam V e W espacos vetoriais
Uma aplicacéo T :V — W é dita uma aplicacéo linear se:
1.T(w+v)=T(u)+T(v);Vu,v € V.
2.T(au) =aT (u);Vu € VeVva € R.
Observagoes
1. Se V e W séo espacos vetoriais, entdo 7 :V — W é dita uma aplicacao linear
se, esomente se, T'(au+ bv) = aT (u) +bT (v);Vu,v € V,Va,b € R
2. Se V e W séo espacos vetoriais, entdo 7T :V — W é dita uma aplicacao
linear, entdo 7'(0) = 7(0.0) = 0.7(0) = 0..
Exemplos
1. Se V e W sao espagos vetoriais, entdo O : V — W tal que
O(v) =0,Vv € V, é uma aplicacao linear, a aplicacéo linear nula.

2. Se V é um espago vetorial, entdo LV — Vtalque I(v) =v,Vv €V, é
uma aplicagao linear, a aplicacao linear identidade.

3. T:R’ - R*dada por T (a,b,c) = (a,b)é uma aplicacéo linear. De fato,
T((a,b,c)+ (d,e,f))=T((a+d,b+e,c+f)=(a+db+e)=(ab)+(de) =
=T((a,b,c))+T((d,e, f))

T(r(a,b,c))=T((ra,rb,rc)) = (ra,rb) = r(a,b) =rT((a,b,c)),
V(a,b,c),(d,e, f) € R*eVr e R.

51
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T(X) =AX,vX € M,.(R), é uma aplicacio linear.

5. T-R2 — R dada por T(a,b) =a+b+1,V (a,b) € R* no é aplicacio
linear por 7(0,0) = 1.

Teorema
Sejam V e W espacos vetoriais.

Se V tem base {v1,2,,...v.} . entdo uma aplicacio linear 7:V — W

fica univocamente determinada por T({v,,...,v.}) ={T (v.),..T (v.) }.

Demonstra¢ao

VvelV,v= Zn:aivi Assim T(v) = T(Zn:aivi) = Zn:T(aiv[) :iaiT(vi).
i=1 i=1 i=1

i=1

Exercicio

Determine a aplicagao linear

T:-R* - R*tal que T(1,0) = (2,3)eT(0,1) = (4,5).
Solucéo:

T(z,y) = T(x(1,0) +4(0,1)) =2T(1,0) +yT(0,1) =
z(2,3) +y(4,5) = (2z + 4y, 3z + 5y)

2. Nucleo, Imagem, Homomorfismos e Automorfismo

Sejam U e V espacos vetoriais. Seja T uma aplicagcéo linearde Uem V.
Onlcleode T é o subconjunto de U definidocomo N(T) ={v € U| T(u) =0}.
Aimagem de T é o subconjunto de V definido como T'(z,y) = (z +y,x— ).
Exemplos
1. Seja T:R* — R*, a aplicagéo linear dada por T'(z,y) = (z+y, 2 —7v).
Entdo N(T) ={(z,y) € R*| T'(z,y) = (0,0)} ={(0,0)}.

Agora T(R)*={(a,b) € R?| (a,b) = T(x,y)3 (z,y) € R*}.

a/:l._|_y x:a;rb
= — _|_ —
(a,b) =T (z,y) & (a,b) = (z+y,z y)@{b:x_y@{y:aQb

2. Se U e V sédo espacgos vetoriais e O:U — V é a aplicagdo nula, entdo
N(T)=UeO(U)=1{0}

3. Se U é um espago vetorial e 1:U — U é a aplicagdo identidade, entéo
N(T)={0}eI(U) = U.
Assim, T (R?) = R%.



Observagoes

Seja T uma aplicagéo (linear) de Uem V.

1. T éinjetora se T(u) = T(v) implicaru = v.

2. T é sobrejetora se a imagem da aplicagao T, T(U), coincidir com V.
3. T é bijetora se € injetora e sobrejetora.

Teorema
Sejam U e V espagos vetoriais. Seja T uma aplicagao linearde Uem V.

Entéo:
a)ondcleode T, N(T), é um subespagco vetorial de U.

b) aimagem de T, T(U), é um subespago vetorial de V.
c) T é injetora se, e somente se, N(T)= {0}.

Demonstragao
Deixamos como exercicio as demonstracdes dos itens a e b.

\ejamos a demonstrag&o do item c.
c) Suponha T injetora.
Temosque ue NI < Tu)=0=Twu)=T0)<=u=0.
Logo N(T) = {0}.
Reciprocamente , suponha N (T) ={0}.
Tw)=Tv)<Tu-v)=Tw)-Tv)=0=TO)<u-v=0u=v.
Assim T € injetora.
Exemplos
1.Seja T:P,(R) — P,(R),tal que T (p(z)) = p(z)',Vp(z) € P.(R)
T nao € injetora, seu nucleo é o conjunto dos polinomios constantes.
2.Seja T:R* - R’ tal que T ((z,y)) = (x,0,v),V (z,y) € R..
N(T) ={(0,0)}.. Portanto T & injetora.

Teorema (Teorema do nlcleo e da imagem)
Sejam U e V espagos vetoriais. Seja T uma aplicagdo linear de U em V.

Se dimU é finita , entdo dimU = dimN(T) + dimT(U).
Demonstragao

Suponhamos que N(T) #{0}. Ocaso N(T) ={0}.é deixado como
exercicio.

Seja{w,us,...u,} base de N(T). Entdo existem w1, Unt s, ..., Unin €U
tais que {1, ws, ... Un, W1, Wnsa, ..., Unin | € Dase de U.
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Assim,

a. €l

n+22°°" “n+m

a

n+l?

n m
YueU ,u :Zaiui +Zan+jun+j ,onde a,,a,,...,a,,a
i=1 j=1

Dai,

VueU,T(u)= T(Zn:aiu[ +ianﬁunﬁ] = Zn:aiT(u[)+ia,1+jT(un+j) =
= i=1 =

i=1
=>a,, T(w,,) Ouseja \T (), T (), T(warn) } gera T(U)..

J=1

Basta agora provarmos que {7 (w,+1), T (wn+2), oy T (wnim) } € LI .

0.

ijT(un+j) =0,comb, ell ,j=1,...,m. Implica T(ijun”j
j=1 j=1
Ou segja,

m

m n
Zbiun+j e N(T). Assim ijun+j = Zaiui ,onde a,a,,...,a, €[]
i=1

=1 =1
Como {1, %s, ..U, Uns1, W2, oy Ui}, & LI, temos que

a=..=a,=b=..=b =0

n

Entd0, {w1,%s,...%n, Uns1, Uns2, ooy Unin ) € base de U, {ui,us, ...} &
base de N(M e {T(w,+1),T (wns2),...,T (w,:n) } € base de TU
Assim dimU =n + m = dimN(T) + dimT(U).

Coroléario
Sejam U e V espacos vetoriais de mesma dimensao. Seja T uma apli-
cacédo linear de U em V. Ent&o as afirmagdes abaixo séo equivalentes.

a) T é sobrejetora.
b) T é injetora.
c) T é bijetora.

Demonstragao
Neste caso dimV =dimU =dim N(T)+dim7T(U)
Tinjetora & N(T) ={0} & dimN(T) =0 & dimV = dimU = dim T (U)
o V=T(U) & Tsobrejetora.
Exercicio
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Sejam a,, ..., 8, reais ndo todos nulos. Seja H = {(xl, L) E ZI"": X = ﬂ}/
i=l

Mostre que dmH=n-1.

Solugéao ,

H=N(T),onde T:R" —» R é dada por T(x,, ..., X ) = Zaix,.
i=1

Como T nao é a aplicagcao nula, entdo T é sobrejetora.
Assim, n=dimR" =dimH +dimT(R")=dimH +1,
edai dmH =n-1

Isomorfismos e automorfismos
Sejam U e V espacos vetoriais.

Uma aplicagéo linear T de U em V bijetora € chamada um isomorfismo.
Se U =V, um isomorfismo de U em V é chamado um automorfismo.
Exemplos

1. A aplicacao identidade | : U — U é um automorfismo qualquer que seja o

espaco vetorial U

2.T:R"—>P _(R) dadaporT(a, ...a)=a +ax+. .. +ax" éumisomor-
fismo.

3.T:M,_,,R)—>R™ dadaporT((@)) = (@, - a, @, --a,,). € umisomorfismo.

4. T:R*>R3 dadaporT(x,V,z2) = (X—V, X—Z, Z—Y), ndo é um isomorfismo.

3. Matriz de uma Aplicagao Linear

Sejam U e V espacos vetoriais de dimenséo finita.
Sejam B ={u,,...,u.} basede Ue C ={v,,...,v,.} basede V.
Seja T: U — V uma aplicacao linear.
Entdo T u, :iaﬁ.vf LV i=1...n
-1

A matriz (aij) € M,.x.(R) é chamada matriz da aplicagéo linear T em
relagdo as bases B e C e é denotada por [T]BTC. Nocaso U=VeB=C
usamos a notaczo [T'],.

Note que as colunas de [T]B‘C sdo os vetores de coordenadas em rela-
¢ao a base C das imagens, por T,dos vetores da base B.
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Exemplos
1.Seja T:R* - R% tal que T((z,9,2)) = (x +y,x—2),V (z,y,2) €ER’. Se
B e C s&o as bases canénicas de R* eR?, respectivamente, entio

(121

2. Sejam U e V espacos vetoriais de dimenséo finita. Sejam B e C bases de U

eV, respectivamente.

Se O é a aplicacéo linear nula U em V, entdo [O],.=0, matriz nula mxn,
onde m =dimV e n =dimU.

3. Se B e C sao bases do espaco vetorial V de dimensao finita e | € a apli-
cacao identidade de V, entdo [I]B,C = M?a matriz de mudanga da base

B para C.

Teorema
Sejam U, V, W espagos vetoriais de dimenséo finita.

Sejam T:U - VeS:V - W aplicagbes lineares.
Se B, C, Dsaobases de U, ¥, Wrespectivamente, entao
[S ° T]B,D = [S]C,D'[T]B.C'

Demonstra¢cao
Sejam B ={u,,...,u.},C ={vy,...,vn} e D={w,...,w,}
Se[T o =las]e[ S, =[bul entdo S - T'(u,) = S(T'(u;)) =

- - g

[ s i P P om
.'1'| E.r.rl_ll'I Eza__},.'ﬁ'[l'l} E{a,_.ﬁ'iEJ’J},ub] E Zn’f“.-.r_;
-1 1 [ [ . |

L, 1= .

L

A

Loga [."r' :'ll].-:..'- = Ixi."?_.__cru .\ = ["r] L [ !'] o

Corolario
Sejam U e V espacos vetoriais de mesma dimensao n.

Se T:U — V é um isomorfismo, entdo [T'],. & invertivel e
[T]e=[T").s.

Demonstra¢ao
[T],e. [T ]s=T>T"],=[I],=1I., matriz de identidade n X n .
[T, [T)e=[T"-T]. =[I],=1I.. matrizde identidade n X n.

Logo[T ], ¢ inversivel e [T ], = [T ']..5



Teorema
Sejam U e V espacgos vetoriais de dimenséo finita com bases B e C,
respectivamente.

Se T : U— V éuma aplicagao linear, entdo
vu € UIT ()] =[Tlse.[uls.
Demonstra¢ao

Sejam B = {ul,...,un}, C= {vl,...,vm} eD= {wl, ...,wp}
Se[Tlsc=laylel S, =[bul entdo S« T'(u;) = S(T(u;) =

w R w rid i i _-" ol
-I"'-[E.‘:’u W a5 ) Eu:__'{fEh}_u'L_] E ZE‘-‘“{FI ]wl.
-1 | [

-1 r [ I W |

P !
Logo ["’- ’ ;r].g.” | ,Zb;'ﬂ" J - [‘r]’ [ !.] il

1. Verifique se a aplicagao ¢ linear.

a)T:RRP>R talque T(x, v, z)=x+4y—-2z,V (X, v, 2) € R®.

b) T:P,(R) — P,(R). tal que T(a + bx + cx?) = ax + bx* + cx’, Va + bx + cx’ €
P.R).

c)T:P,(R) - R3 tal que T(a + bx + cx?) = (a, b, c), Aa + bx? + cx®, Va + bx +
cx? € P,(R).

dT:RR>R%talque T(x, y) = (2x—1,x +y), V(x, y) € R%

2. Determine o nacleo e a imagem das aplicagées lineares da questao 1.

3.8¢ja T:R’ -~ R%tal que T(1, 0, 1) = (1, 1),7(0, 1, 0) = (2, 1)

T(1,1,2)=1(0,0).

a) Encontre T(x, v, 2).

b) T & sobrejetora ?

c) T é injetora?

4.2)Ache um operador linear do [J * cujo nucleo seja gerado por (1, 1, 1).
b) Ache uma base para a imagem do operador da atividade 1.

5. Ache uma aplicag&o linear 7' : £* — I 1al que

dim N(7T) = 2edim T'(R*) = 2.
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6. Ache uma aplicacao linear T:[1> —[1° tal que
T(R?) =((1,2,0),(2,1,0)).
7. Seja T:R* — R* o operador linear cuja matriz em relagéo a base

B={(1.0),.4)}elT],=(; )

a)Ache a matriz de T em relag&o a base candnica.
b) T & um automorfismo?

8. Se T é uma aplicagao linear de um espacgo vetorial U em um espago
vetorial V.

a) Prove que N(T) é um subespago vetorial de U.
b) Prove que a imagem de T € um subespaco vetorial de V.

9. Seja T € uma aplicagéo linear de um espago vetorial U em um espago veto-
rial V, ambos de dimensé&o finita. Prove que, T é bijetora se, e somente se,
T(B) € base de V sempre que B é base de U.

10. Prove o teorema do nicleo e da imagem no caso N (7T) = {0}.



Gapitulo

Autovalores, Autovetores
e Diagonalizago







Objetivos

e Estudar o processo de diagonalizagédo de matrizes A x n com entradas emL

o Estabelecer relagdes entre a diagonalizagao de A e a existéncia ou ndo de
vetores especiais del] ” .

¢ Aplicar a diagonalizag&o na resolugéo de sistemas de recorréncia.

1. Autovalores e Autovetores

Seja A uma matriz n x n sobre [J . Diz-se que X € M,..(R), X#0é
um autovetor de A, se AX = cX para algum c € [J . Neste caso o escalar c é
chamado o autovalor associado ao autovetor X.

Exemplo 1
2 1 X
SeA= 5 4l como proceder para encontrar um autovetor X =
y

de A?
Inicialmente procuremos os autovalores de A.
Devemos determinar os valores de ce[] tais que AX =cX.

Portanto,{zxﬂ} =cx _ {(2—c)x+y=0

2x+4y=cy 2x+(4—c)y=0'

Agora, sendo X =0, segue-se que det (2 ; ¢ A 1 ) =0,
—c

ouseja, 2-c)(4-c)—2=0=>c?—6c+6=0=>c=3+ 43 ou
c=3-43.

Assim os autovalores de As&o 3 + +/3 ou3—-+/3.

Determinados os autovalores, podemos encontrar os autovetores.
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a) Autovetores associados ao autovalor 3 + NE)
Para isto basta a equagao matricial
2x+y =3+ \/5) X
2x+4y=(3 +\/§)y '
Portanto y=(1+ NE) )x,comx €[] ,x# 0.Entdo é autovetor associado

AX = (3 + +/3)X. isto &, {

. _ X
a3+ \/5todovetordot|poX—[(H\E)XJ,comx ell ,x#0.

b) Autovetores associados ao autovalor 3 - V3
Para isto basta resolver a equagao matricial

2x+y =3 - \/g)x
2x+dy=(3 -3y

Portanto y=(1- NE) )x,comx €[] ,x# 0 .Entdo é autovetor associado

X
a3—\/§todovetordotioX: ,comx €] ,x#0.
i [(1—ﬁ)xJ

AX = (3- +/3)X, isto &, {

Observagao: O nimero de autovetores associados a um autovalor infinito.
Na verdade, se c é autovalor de A, entédo

V_={X e M,.(R), X=0/AX =cX} é um subespaco vetorial de M,..(R)o
qual é chamado autoespaco associado a c.

De fato,

0eV,pois AO=c0=0

VX, X, €VeA(X +X,)=A.(X) +AX,) =X+ cXo =c(X, + X)),
ouseja X, +X,€V.

vXeV.eVae R:4(aX) =adX = a(cX) =c(aX)ousejaaX € V..
Mnx1(R),X#0

A Equagao Caracteristica.

A procura de autovetores associados ao autovalor ¢ esta condicio-
nada a existéncia de solucdo X € M.,..(R), X = 0 do sistema homogéneo
(A—cl) X=0. E como sabemos, tal sistema tem solugéo X =0 se, e somente
se,det(A-cl)=0.

Aequacao det(A—cl) = 0 é denominada a equagao caracteristica de A
€ as suas raizes s&o os autovalores ou valores caracteristicos de A.

Observe que ndo necessariamente existe autovalor para A, conforme
mostra o préximo exemplo.
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Exemplo 2 0 1
Seja/-\=(1 _Oj.Entéodet(A—cI)=cz+1¢0,Vc el .

Portanto, A ndo possui autovalor .
Exemplo 3

Seja Auma matriz n x n sobrel] . Se A? =0, prove que c = 0 é o Unico
autovalor de A

Demonstra¢ao:
Seja ¢ um autovalor de A.

Temos AX = cX, X #0. Assim, A2X =AcX =cAX =c*X e
portanto ¢2X = 0.
Logo c =0, pois X #0.

Exemplo 4

Seja A uma matriz n x n com a propriedade de que a soma dos elemen-
tos de cada linha tem o mesmo valor s. Mostre que s € um autovalor de A.

a,; - a; 1
Solugao: SejaA=| ¢ -, ! |esega X=
anl an 1
a; +---+a,, S 1
Entéo AX = : =|:|=s
a, +--+a, S 1

Portanto, s € um autovalor de A.

1.1. Diagonalizagao

Seja A uma matriz n x n com entradas em [] . A é dita diagnalizavel
sobrel] se existe uma matriz P n x n invertivel com entradas em [ tal que P-
1AP =D, onde D € uma matriz diagonalem [ .

Matrizes diagonais séo de facil manipulagéo.

¢, 0 0
Porexemplo,se D=| 0 . 0 |ekelientio
) -0 ¢,
¢ 0 0
o . 0
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Por outro lado, se A é diagonalizavel, isto €, PAP =D para alguma
matriz P sobre[] .

Dai D? = (PAP ) (PAPY) = (PAZPY), ..., D¥ = (PAPY) e portanto
Ak = (P1D*P).
Por isso, as matrizes diagonalizaveis sdo desejaveis. No final deste t6-

pico aplicaremos a propriedade acima para resolver sistemas de recorréncia.
Também existem aplicagdes em sistemas de equagdes diferenciais.

VVamos agora determinar condi¢cdes necessarias e suficientes para que
uma matriz Ap x n sobre I seja diagonalizavel sobre [ .

Comegaremos com um exemplo bastante sugestivo.
Exemplo 1

4 -2 4 -2\ (1 1 4 -2
SejaA=( J.Observamosque ( j (j=2(je[ J
1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 i 1 AT .
(J =3 (J .Assim X, = (J eX, = (J sdo autovetores da matriz

A, associados aos autovalores 2 e 3, respectivamente.

I 2
SeP=(X1X2)=(1 1J,entélo

AP =A (X, X)) = (AX,AX) = (2X,3X)) =(X; X)) G 2} "

P € uma matriz invertivel, caso contrario, a equagao PX = 0 teria uma
solucéao

0
X= (aj;ﬁ ( J e assim aX, +bX,=0,istoé, X, e X, seriam LD.
b) (0
Portanto P'AP = D. Isto é, A é uma matriz diagonalizavél.

Teorema
Seja A uma matriz n x n sobre [] .

Entéo:

Sec,, ..., c, s&o autovalores distintos com autovetores associados
X, .. X, entdo{X, .., X } & um conjunto LI de M,..(R).

b) A é diagonalizavel sobre [] <> Atem n autovetores LI em M., (R).



Prova
a) Suponha {X,, ... X} LD.
Assim, existe um indice i com i<n tal que {X, ..., X} éLl mas
X, ... X, X, }éLD.
Logo existemd,, ..., d, d,, € U, ndo todos nulos tais que:
d X, +.+dX +d, X, =0 ()

i+17 N+l
Multiplicando a igualdade (1) por A obtemos:
Ad X, +..+AdX, +Ad, X, =0.
Dai d,AX, +..+dAX, +d AX,  =0.
Etambémd, c X, +..+dcX, +d, c X, =0 ()
Multiplicando (1) por c,,, e subtraindo do resultado (1) , obtemos
-c)d X, +..+(c,,—c)dX =0.
Como {X,, ..., X} LI, temos que (c,, —c,)d,= ... = (c,, —c)d = 0.
Masc,, #cC, ...C,,#C, portantod, =...=d =0. Entao d . X,, =0¢e
portantod,, = 0.

(Ci+1

i+1

Assimd, =...=d =d_, =0, o que & uma contradicdo, pois
X, .. X, X, }eLD.
Concluimos que {X,, ... X } é LI.

1 i+1:

b)(=) Inicialmente. Suponha A seja diagonalizavel, isto €, que exista
uma matriz P n x n com entradas em [J tal que PAP = D onde D é diagonal
em[]. Seja c,, ..., c as entradas da diagonal principal de D e X,, ..., X as
colunas de P.

Entéo ¢ 00

A(X, o X) = (X, . X)[0 . 0] =(cX ..cX)e
0 -0 c,

portanto,

AX,=c X, AX,=¢c,X, ..,AX =c X . Isso mostra que X, ..., X s&o
autovetores da matriz A associados aos autovalores c , ..., .. Vejamos que

X,, ... X_s&o elementos linearmente independentes de M,.. (R).

a,
SeaX +..+aX =0coma, ... a el] enthoX=| : | &solucdodo
sistema PX = 0. a

n

Como amatriz P = (X, ... X ) éinvertivel, P*PX =P0. Entdo X =0, isto
é,a=..=a =0.

(<) Reciprocamente, suponha que A tenha n autovetores X, ..., X LI
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em M...(R), e sejamc,, ....C_ 0s autovalores associados (c, € associado a X,

i=1 ..n).
SejaP=(X,...X).Como{X,, ... X }€éLl Peéinvertivel, pois PX =0 tem
0
apenas a soluggo trivial X=| : |. ComoAX =cX ;i=1..nAP=A(X, .. X )=
0
¢, 0-- 0
(AX, .. AX) = (©X,..cX)=(X,..X)| 0 0=
0 -0 c,
¢, 0-- :
PD,ondeD=| 0 . 0
0 -0 c,

Donde PAP =D, ou seja, A é diagonalizavel .
Observagao

A demonstragao do item b do dltimo teorema, nos fornece um procedi-
mento padréo para diagonalizar matrizes, a saber.

1°. Encontre os autovalores ¢, ....c de A.

2°. Encontre os autovetores X,, ..., X de A associados ac,, ....C, . respecti-
vamente.

c 0--- 0
3. P'AP=D,onde P=(X,..X)eD=| 0 . 0
0 -0 ¢

n

Vale ressaltar que existem matrizes n x n que n&o sao diagonalizaveis.
Para isso, basta que A ndo tenha n autovalores L.

Exemplo 2 .
Considere a matrizA = (0 J . A equacao caracteristica é

det (A—cl) =0, isto é, (1 -c?) = 0. Portanto, o autovalor de A é somente

1 0
c = 1. De modo que se existisse P invertivel tal que, PAP = (0 1] , teriamos

1 0 1 0
A=P (O J pi= (0 J o que néo é verdade. Portanto A ndo é diagonalizavel.

Os préximos dois exemplos nos ddo uma mostra da diagonaliza-
¢ao de matrizes.



Exemplo 3

Suponha que em uma populagéo de gatos e ratos observou-se que em
cada ano o numero de gatos € igual a quatro vezes o nimero de gatos menos
duas vezes o nimero de ratos do ano anterior. Além disso, o nimero de ratos
€ igual a soma do numero de gatos com o nimero de ratos do ano anterior.
Se o nimero de inicial de gatos e ratos é 100 e 10, respectivamente, ache o
numero de cada espécie depois de n anos.

Solugéo: Seja g, e r. o nimero de gatos e de ratos, respectivamente, depois

de n anos.Entdo
=4g -2r
{gn+l gn n,g0=100,l"0210.
I"n+1 = gn + I"n

Para resolver o sistema (de recorréncia lineares) acima vamos usar sua
forma matricial.

4 -2
X ., =AX onde X = (g“} X, = (g““J ,A=( JeX0= [100)
n n n rn n rn+1 1 1 10

Assim, X, =AX,, X, =AX, =A’X, ..., X =A"X, e portanto se soubermos
calcular A", teremos resolvido o problema.
Por outro lado, sabemos que A é diagonalizavel (V. Exemplo 1)

1 2 20
P1AP =D, onde P = eD= }
1 1 0 3

22 -1 2
Como A = PDP, A”:PDnP-lz[ J(z 0]( J:

1 1){o 3")(1 -1
_(2n 23m) (-1 2 _(23"-2" 227-23"
2» 30 )Lt -1 3m-2n 2273t )
t-20 n_23") (100
Finalmente, X = AX, = 23" -2" 22"-23 _
3n2n 227-3" )10

200.3"-100. 2" +20. 2" -20.3" )  (180.3" -80. 2" Dai
100.3" ~100. 2" +20.2"~10.3" ) { 90.3" - 80.2" ) al

g,=180.3"-80.2" er =180.3"-80.2" ern=180.3”—80.2”.
Exemplo 4

A seqléncia dada pela relagéo de recorréncia x,,, = x, +x,_, .n=>1 x,
=0ex,=1Istoé (0,11 2 3,5, ..) é conhecida como Sequéncia de Fibo-
nacci (Ver nota histérica a seguir).
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Podemos determinar o enésimo elemento desta seqiiéncia usando dia-
gonalizag&o de matrizes, como segue.

. N . X =X_ +
Fazendoy =x_,,obtemos osistemade recorréncia { ntt = %0 TV ,que

Yn+1 = Xn

pode ser descrito pela equagdo matricial X ,,, = AX, ,onde X :( . j
Y

n+l
X, 11
X = eA= .
) (y] (1 0]
, 1
Assim, X, =4X,,... X, , =4"X, e X, = o

+\/_ 1—\/_

. Portanto, A € diagonalizvel

15

étalque P AP .Um
15

Os autovalores de A sdo

1+xf1f]

eamatriz P=

5-45

m‘g

célculo facil determina P = 10
ﬁ 5+\/§
5 10
s 1)) 0 [ s 1
X =4x-"2 2 510 Uz
{ 1 J ﬁ) 5 5445 \0
5 10
(1+\/§)n+l 1 \/g)rﬁ—l £
172 2 5
) (1+x/§)n 1\/_ V5
2 2 5
1 + 1- n+
. £[(*f’”— [) ']
Portanto, X, =( ! ] = e assim
yn+1 i[(l-i_\/’)n (I_I)n]
5 2 2

J5 1+f

LoVS )y

—x, =210

yn+]

2
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1. Ache todos os autovalores e autovetores das matrizes

1 2 -1

15
a)(3 3] b)l1 o 1
4 —4 5

2. Se Ae B s&o matrizes n x n, mostre que AB e BAtém os mesmos autovalores.
Sugestao: Seja c um autovalor de AB.Separe em dois casos 1)c =0e 2)
c# 0. Se c =0,entdo det AB = 0 = det BA e portanto ¢ também é autovalor
de BA.Agora,se c# 0 e X & um autovetor de AB, entdo ABX = cX. Portanto,
BABX =BcX =cBX e BX#0,pois BX=0=ABX=0=cX=c=0.

3. Ache matrizes que diagonalize:

1 2 -1
a)(l 5) by[1 0 1

33
4 -4 5

0 A
4. Para quais valores de a e b a matriz (b ?)J é diagonalizavel em {?

5. Seja A uma matriz diagonalizavel e seja S uma matriz que diago-
naliza A, isto é, S'AS = D onde D é diagonal. Prove que T diagonaliza
A< T=CSondeAC = CA.

6. Seja TP (U ) » P_ () o operador diferenciagéo, isto €, T(a, + a,x + ... + nax")
=a, + ..+ na x"'. Mostre que os autovalores de T s&o zero. Quais os auto-
vetores?

7. Prove que A e A'tém os mesmos autovalores.

8. Resolva o sistema de recorréncia:
{xn +1 = _12yn

com x,=0 e y,=1
— 0 0
Yot _‘xn+7yn

9. Um casal de coelhos adultos gera mensalmente um casal de coelhos, que
se tornam adultos dois meses apds o0 nascimento. Suponha os coelhos
imortais. Comegando no més zero com um casal de coelhos (que tera pro-
le apenas no més 1), quantos casais serdo gerados no més n?

Sugestdo: C,=1,C,=1eC =C_,+C
10. A é semelhante a B, se existe S invertivel tal que S*AS = B. Se A é inverti-
vel e semelhante a B, entédo B é invertivel e A é semelhante B.

n-1°
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11. Se A é semelhante a B, entdo A2 é semelhante de B2.

12. Se A é diagonalizavel e B é semelhante a A, entdo B também é
diagonaliavel.z

1 23
13.SejaA=|2 4 5|.Encontre P tal que P'= P e PAP é diagonal
3 56

cujas entradas da diagonal principal s&o autovalores de A.

Fibonacci

Leonardo Pisano, nasceu em 1170, e mor-
reu depois de 1240. Também conhecido como
Leonardo de Pisa ou Leonardo Fibonacci, foi o
primeiro grande matematico da Europa Crista
medieval. Ele representou um papel importan-
te revivendo matematicas antigas e fazendo
contribuicGes significantes.

Liber Abacci (Livro do Abaco, 1202), seu
tratado em aritmética e algebra elementar, in-
troduziu o sistema hindu-arabe moderno de
numeros usando dez simbolos. Seu trabalho
original mais importante estd em analise inde-
terminada e teoria do nimero. A SEQUENCIA
de FIBONACCI é nomeada por ele. Mis practica
geometriae (Pratica de Geometria, 1220) deu
uma compila¢do da geometria do tempo e tam-
bém introduziu alguma trigonometria.

A sequéncia de Fibonacci

Uma sequéncia de Fibonacci é uma SEQUENCIA na qual cada termo é a soma dos
dois termos que o precedem. Foi nomeada assim porque Fibonacci foi o descobridor.
A sucessao de Fibonacci, que tem 1 como seu primeiro termo é:1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
34,55,...

Os numeros também podem ser chamados ndmeros de Fibonacci. Esta equagdo é
uma relagdo de recursao, ou relagdo de recorréncia que relaciona termos diferentes de
uma sequéncia ou de uma série. Sequéncias de Fibonacci se demonstraram util na teo-
ria do numero, geometria, teoria de fragdes continuas, e genética. Elas também surgem
em muitos fenémenos aparentemente sem conexdo, por exemplo, a SECAO DOURADA,
uma forma avaliada em arte e arquitetura por causa de suas agradaveis proporgdes, e o
arranjo espiral de pétalas e galhos em certos tipos de flores e arvores.




Gapitulo 0

Produto Interno







Objetivos

e Estudar a estrutura lineardo 1 M.

e Transportar espagos vetoriais as hogdes de comprimento, angulo e ortogo-
nalidade vistas em [ N.

e Apresentar o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt .
e Utilizar projecdes ortogonais para resolver problemas de aproximag&o.

1. O Produto Interno (escalar) em R"

Neste tdpico inicial lembraremos as principais propriedades do produto
escalarem[] ",

Sejam X =(z1,...,z.)eY = (yl,...,yn)em R".

O produto escalar de X e Y é definido como sendo o nimero real
XY=xy, +. . +XV.

Podemos verificar faciimente as seguintes propriedades:

VX, Yel"; X.Y=Y.X.

VXell” ; X.X>0e X.X=0=X=0;

VX, Y, Zell"eVa,Bell ; @X+BY).Z=aX.2)+B(Y.2).

1.1. Norma ou comprimento

A norma ou comprimentode X e [J" é o ndmero real ndo negativo

IX]= JX.X.

Note que o simbolo | | também é usado para valor absoluto de

ndmero real.

Seae [l eXell"entdo|aX|=JaX.aX = \/az(xlz 4ot x,0) =
\/?\/xlz + -+ + x° =|a||X| (oprimeiro| |& o valorabsoluto de o).

flgeba Lingar
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1.2. Ortogonalidade
O vetores X e Y e [] "sao ditos ortogonais (ou perpendiculares) quando
X.Y=0.

A definicdo acima é justificada pelo fato que em [ ° e [ *vale:

XY =|X||Y]|cosb, onde 6 é 0 angulo entre XeYcomO0<0<n E,
portanto vetores perpendiculares tem seu produto interno igual a zero.

Exemplo 1
Sejam X =(1,2,0,1)eY =(—1,0,3,1) Entao:

XY =1(-1)+2(0)+0(3)+1(1)=0
[ X+Y]P=02+22+3?+22=17
[ X[P=12+22+0°+12=6
[YPP=(-1P+0*+3?+12=11.
Observagao
No exemplo acima, | X +Y |>=| X |? +| Y |>. Na verdade, sempre que
XY =0 teremos | X+Y |?=|X[?+]|Y |~
Com efeito,
[IX+Y P = X+Y).(X+Y) =X . X+X.Y+Y . X+Y.Y=|X[?+]|Y|% Este
fato & conhecido como Teorema de Pitagoras.
Exemplo 2
Vetor Projecao

Dados dois vetores arbitrarios X #0 e Y € U ", generalizando a nogao
de projecéo do plano [ *, definimos a projecdo de Y na direcdo de X como o
vetoraX,a el ,talqueY=aX+Ze Z.X=0.

b

// y-aX= Z
/ !

VVamos determinar o € U de tal modo que (Y - aX). X =0.

Entdo, YX -0 (X.X)=0 Edal o=~ L = X'Z.
XX [X|
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Portanto vetor projecéo de Y sobre X, denotado Pr oj B Y ,éovetor

X .Y
X = (2T )X. Istoé Proj ¥ = i
| X| X ‘X‘

Por exemplo, se X = (1,2,1)eY = (1,0,2), temos

o[ xy ) _(11+2.041.2 (1, 1
PfOJXY_[I bt IZ}X{ EFEEE ](1’2’ v (31 3)

Z=Y-Proj ¥ =(102)- (% 1, %)Z(% -1 %)

Z. X=—=1-12 + 1%=O

1
2
|X.Y]|=3

XY = + 22 + B B+ 00 + 2° =56 =430

Note que | X . Y|<| X || Y |. Esta desigualdade é conhecida como

“Desigualdade de Cauchy-Schwartz”.

Proposi¢cao (Desigualdade de Cauchy-Schwartz)
Se X,Yell” entao | X.Y|<|X]|Y].

Demonstra¢ao
Podemos supor X = 0. Pois, se X =0, entdo X . Y = 0. No exemplo 2,
vimos que podemos escrever Y=o X+Z ondeX.Z=0ea = );'z .
Portanto, [Y |?=|aX?+|Z|? jaAque oaX . Z=a (X.Z)=0.
Segue-se que| Y 2> | aXPP=|a]?| X [*= %

Dai | X.YJP<|X]P|Y]|? .eportanto X.Y |<|X]||Y].

Outra importante propriedade da norma em[] " é a desigualdade triangular.
Proposicao (Desigualdade triangular)

Se X,Yell" entdao | X+Y|<|X]|+|Y]|, VX Yell"

Demonstragao
[ X+Y]P=(X+Y)(X+Y)=XX+X.Y+Y X+Y.Y=



75°) \IRawon, 1 . de

[ XPP+2(X.Y)+|Y ]2
Mas, X .Y <|X.Y|<|X]||Y]
Logo. [ X+ Y P<[XP+2. [ X[.[Y[+][YP=(X[+]Y][F
Donde | X+Y|< | X]|+]|Y].
Observagao
Se X e Y sao vetores n&o-nulos, entéo
[ X. Y] =|X[|Y]| ©&Y=0oX
para alguma € U, a ndo nulo.
De fato, se Y =aX, a €[], a ndo nulo. Entdo
| X Y] =X aX]| = |a||X[e
I XTIY =X [TaX]=][X[[ea|[X]=]a|| X[ .
| XY= X]]Y].
Reciprocamente, se | X.Y| = | X||Y |. Sabemos que
Y = aX+Z,onde X.Z=0. Logo,
| XY= X. @X+Z)=]aX.X|=|a|| X].
Portanto,
|X[1Y|=|a|]|XPelY]|=|a]|X]|.Poroutro lado,como
Y = aX+ZeX.Z=0, segue-se que
Y| =]laX|+|Z]|=]a]||X]|+|Z|eassimZ=0,ousejaY = aX.

2. Espa¢os munidos de produto interno
2.1. Produto interno

Seja V um espacgo vetorial real. Um produto interno em V é uma
fungdo ( )V xV —[] que satisfaz as seguintes propriedades:
a){v,u)={(u,v).
b)(vv)>0e({v,v)=0<v=0.

S){(av+pPuw)=a(v,w)+p{u w).

Para quaisquerv,u,we Vea,pell.

Exemplo 1

O produto escalar definido no tépico anterior € um produto interno em
1 n, este produto interno € chamado de produto euclidiano e o [J " munido des-
te produto interno é chamado espaco euclidiano[]1 ™.

Norma de um vetor
Seja V um espago vetorial real munido de um produto interno { ).



Para v € V, definimos a norma de v como sendo o nimero real ndo
negativo | v| = \/(v,v).

Propriedades da norma
Seja V um espago vetorial real munido de um produto interno { ). Entao
a horma tem as seguintes propriedades:

i) ‘v’veV;v|ZO.E,

v| =0 v=0.
iiyVvelVeVacell = |av| = |a||v|.
Ademonstracao das duas propriedades acima é deixada como exercicio.

Projecao de um vetor sobre outro vetor
Seja VV um espaco vetorial munido de um produto interno { ).

Dados u, v e V comu = 0. A projecdo de u sobre v € o vetor

proj,v= [<u, V>]u

2
[

Note que <v— projuv,u> =0e <v—pr0juv,pr0juv > =0.

Teorema (Desigualdade de Cauchy-Schwartz)
Seja V um espaco vetorial real munido de um produto interno { ).

Entdo, Vu,ve V, | v)|<ul|v].

Demonstra¢ao
Se u =0 arelacao é obviamente satisfeita .

Suponhamos agora que u néao é nulo.

V|2 :<V,V>:<V—W+W,V—W+W>:

Se w= proj v,

:<v—w,v—w>+2<v—w,w>+<w,w>:

2
:|v—w|2 +|w|2 .Dai |v|2 2|w|2 Assim M |u|2 S|v|2-
juf

2
Portanto, <L|"‘;> g|v|2 ou<u,v>2 £|u|2 |v|2.
u

Finalmente ‘<u,v> ‘S|u| |v| )
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Teorema (Desigualdade Triangular)
Seja V um espago vetorial real munido de um produto interno { ).

Entdo,Vu,veV,|u+v|<|u|+|v|VuveV

Demonstra¢ao
[u+tv]PP=(u+vu+v)=(uu)+2{u,vy+{(vv)=
SluP+2.(u v+ vE<[uP+2[{u V)l +|v]
Mas, [{u, v)|<|u|]|V].

Logo, |[u+Vv [ P<|uP+2. |u||v|+]|Vv]*.

Donde |u+v |* <(|u|+|v|),0queimplica | u+v|<|w|+|v]|.

Exemplo 2
V =P _(J) o conjunto dos polinémios em x com coeficientes reais de
grau menor que n. Isto, & PH(D )={a,+tax+..+a x"'/aell}

Definamos (f, g ) = Z:f(xi)g(xi ). onde Xx,, ..., X s&o reais todos
i=1
distintos. Podemos tomarx, =1, ..., x =n.

Vamos verificar as condi¢des para produto interno.

n

(f.gy=>Y f(x)ex) =Y gx)f(x)=(g.f)
i=1

i=1
(f f)= Z:f(xi)2 >0. Além disso, se (f, f) =0, entao
i=1

Z:f(xi)2 =0.Logof(x,)=0=...=f(x ) e portanto f tem n raizes. Como
n> gréﬁlde f segue-se que f(x) = 0. E claro que se f= 0, entdo (f, f) = 0.

Verifique que (af + g, h)=a(f h)+B(g. h), Va,pel,Vfge
PO).
Observagao

Diz-se que uma fungédo ( ):V xV — { é um produto interno sobre um
espago vetorial complexo V, se:
a){u,v)= <V, u>_
b)(v,v)>0e(v,v)=0<v=0;
c){au+bv,w)= a (u,w)+ b (V,W);

quaisquer que se_jam os vetores u,v e w pertencentes a V e a,b nime-
ros complexos, sendo z denota o conjugado do nimero complexo z, isto &, se

z=c+id, entdo z =c —id.



Exemplo 3

Dados X = (z1,...,z.)eY = (y1,....,y.) €C,, (X,¥)= D "Xy, . éum

i=1
produto interno sobre o espago vetorial [ " = {(x,,...,x,)/ x,,...,x, €l } Deixa-
mos para o aluno verificar que temos de fato um produto interno. Este produto

interno é chamado produto interno canénico de [1 .

3. O Processo de ortogonaliza¢cao de Gram-Schmidt

3.1. Definigoes

Se V é um espago munido de um produto interno { ), os vetores u, ve V
sao ditos ortogonais quando (u, v)=0.

Um conjunto de vetores A — V é dito ortogonal, se dois quaisquer veto-
res de A s&o ortogonais.

Se A c V é ortogonal e cada vetor de A tiver norma 1, A é dito orto-
nornal.

Exemplo 1

Um Conjunto Ortonormal em [ 3
Sejamv,=(0,1,0),v,=(1,0,1)ev,=(1,0,-1). Entdo(v,, v,) =0(v,,

Vy) =(V,, v;). LogoA={v,, v, v;} € ortogonal. Observe que

[v,|=11v,|= NORE | v, |. isto & A n&o é ortonormal. Entretanto, pode-

mos facilmente obter, a partir de A, um conjunto ortonormal. Com efeito,
Vo V3

B= {vl,—,—} € ortonormal. (Verifique!).

Vol |V3 |

Duas importantes propriedades de conjuntos ortogonais s&o dadas pela
seguinte proposicao.

Proposigao
Se{v,, ..., v} & um subconjunto ortogonal de V, entdo {v,, ..., v} é L.
Se{v,, ..,v}é uma base ortonormal deVev eV, entio

VE(V V) v+t (Vv V)V

Demonstragao

Suponhaayv, +...+av =0ondea, ..,a ell.

Entdo(ayv, +..+av,v)==0Vi=1 ., rAplcando as proprieda-
des do produto interno, obtemos
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a,(v,v)+..++a(v,v)+.. +a(v,v)=0 Mas <vj, v)=0Vj=i
Portanto, a (v, v,)=0 .. a =0, pois(v, v,)>0.

SejaveV.Enthov=ayv, +..+av  pois{v, ..,V }geraV.Repetindoo
argumento do item a), vemos que (v, v,)=a(v, Vv,). Mas, (v, v,) = 1. Assim,
a=(Vv,vyev=_Vv, vV, + . +(V,V ) V.
Exemplo 2 . .
B={v.,v,, v;},onde v, =(0,10), v, = (—,O,—] e

172 73 1 2 \/5 \/5

1 1
V.= | —,0,——= |, é uma base ortonormal do [ °.
’ (ﬁ V2 }

Para encontrar as coordenadas de um vetor v e L1 > em relacdo a base
B. ndo precisaremos resolver o sistema v =xv, + yv, + zv,. Basta calcular
(v, v, (V,v,) eV, v,). Porexemplo,sev=(1,1, 1), entdo(v,v)=1,

1
(V,v,)=~2 e(v,v,;)=0. Portanto [V],= 7
0

O processo de ortogonalizagcdo de Gram-Schmidlt.

E um processo para obter uma base ortonormal do espago vetorial V a
partir de uma base qualquer de V.

Se dimV = n, como vetores ortogonais sdo necessariamente LI, para
conseguirmos uma base ortogonal de V basta apresentarmos n vetores or-
togonais.

\Jamos comecgar com dimV = 2.

Seja {u,, u,} uma base de V. Nosso objetivo € transformar a base {u,, u}
em uma base ortogonal.

Para isso fagamos v, = u..
(uy,vy)

2
|V1|

Seja agora, v, = u, — proj Lt Sy

n), A

1-

Entédo (v, v,)=(u, - VY
v
u,,v) _ 3 .
(uy, v, )= |2 (Vv = (U, v,)—(u, v,)=0. Temos assim
Vi

uma base ortogonal de VB={v,, v.,}.
Porindugéo, se {u,, u,, ..., u } € umabasede V ,entdo v, =u,

V.=U-—
i i

i ()
#vj ; Vi, 2<i<n, formam uma base ortogonal de V.

2
=1 .
J |VA] |



Deste modo, conseguimos ortogonalizar a base {u,, ... , u}, ou seja,
usando os vetores u,, ..., U conseguimos uma base ortogonal {v.....,v }. Nor-
malizando cada um dos vetores obtidos temos uma base ortonormal

M Y lgey
|V1 s ,Vn .

Observacao

O processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt garante a existéncia
de uma base ortonornal em todo espacgo vetorial finitamente gerado munido
de um produto interno.

Exemplo 3

Seja {u,, u,, u;},ondeu, = (1,1, 1), u,=(0,1,1)eu,=(0,0,1)
uma base de V.

VVamos aplicar o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt para
obter uma base ortonormal dol * .

1°passov, =u, =(1,1, 1)

CEIMY) 2 (—2 1 1]
2°passov,=u,——2v =011)-=(111])=| —,—,—
2zlvlzl()z().%.%s
3°passo:v3=u3_<u3°V21> 1_<113,V22> -
v [Vl

21 1) 1 11
0L)—2 | —= — —|-=(@L)=]0—,—|.
0Ly (3 3 3) 3 (WD ( 2 2}

Desta forma encontramos a base ortogonal {v,, v,, v,}. Portanto

W |m\»—‘

Vl VZ V3
m’|v_2’ v,|| € base ortonormal.

4. Complemento Ortogonal

Em todo este tdpico V denota um espacgo vetorial real munido de um
produto interno.

Definicao

Seja S um subespaco de V. O complemento ortogonal de S é definido
como o subconjunto St ={ve V/(v,s)=0V s e S}de V.
Observacao

S*é um subespaco vetorial de V e St n S = {0}. Ademonstracao destes
fatos é deixada como exercicio.



S IRMNDA L. e

Exemplo 1
SejaV=03eS={a(l, 2 3) a e} Vamos encontrar S*. Seja
V=(x,)z) € St. Entdov é ortogonala (1, 2, 1) e, portantox + 2y + z=0.
Assim,z=—(xx+2y)ev=(x,y—(x+2y)==x(1,0—-1)+y(0,1,-2) x(1,0,—1)+y(0,1,—
2). Concluimos que S* ={z(1,0,—1) +y(0, 1, —2) /z, y € R}.
Podemos observar mais ainda: [] =S + S*. Com efeito, se
V= (x, 3 z) €3 resolvendo o sistema

xyz)=a(l,2,1)+b(l,0-1)+c0 1,-2)=(a+b 2a+ca—b-2c)
+2y+ —Jy— —X—
w’b:SX 2y zec:y X—z
6 6 3
Como jatemos St S={0} entdo [l é soma diretade S e S* e es-
crevemos [13=S ® S*.

encontramos a =

Este ndo é um fato isolado.

Projecao de um vetor sobre um subespaco
SejaveVeWum subespaco de V,onde dimV =n. Pelo Processo

de Ortogonalizag&o de Gram-Schmidt W tem uma base ortogonal {v,, ..., v}.
- (v, W)

A projecéo de v sobre W € definida como proj,v = Z S v, eW .
Note que = |V"|
(V=proj,v V) =(V,V,)={proj,v,v,)=(Vv,v)—(v,v,) =0,
pois (v, v,)= 0,

V j=i. Portanto, v — proj,,ve W-e v = proj,v+\ - proj,v)e W ®W+

Exemplo 2
Neste exemplo vamos determinar a proje¢ao de um vetor sobre um su-
bespagodol] 3.
Seja W={(x,v,2)ell3/x+y+z=0}.SeueW,entdo
u=Xxv.z2)=(xy-x+y)=x10 -1)+y (O, 1,-1). Portanto,
u, =(1,0,—-1) eu,=(0, 1, 1) formam uma base para W. Usando o Proces-
so de Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt encontramos v, =u, e v, = u, —
—= Ly, =(0,1,-1) - % (1,0, —1)= (_Tl, 1, _Tl) que formam uma base

ortogonal para W.
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Verifique que (z,v,)=(z v,)=0e, portanto z = (%, %, %) e W+,

Teorema

Seja S um subespaco vetorial de um espaco vetorial finitamente ge-
rado V munido de um produto interno ( ). Entdo V = S @ St e dimV = dimS
+ dimS+.

Demonstra¢ao
Seja {u,...., u} uma base ortonormal de S, isto €, <ui,uj> =0,i#je

lul=1Vvij=1 ..r
Seja v e Vum vetor arbitrarioe seja  w=(v,u,)u, + ... +{v,u)u.
EntéOWES eVvVi=1 ..r,{(v—-w, u) (vu)=(w,u)=
(v,u)— <Z<v updu; L u) =) - Z(V,uj) (u,u)=
(v,u)—({u)y=0, pois u, ui>—Ose|1¢je<ui, uy=1.
Portanto, v—w e S*.
Comov=w + (v—w), entdo V=S + S* . Temos também que
SN St={0},assimV=S® S
Dai temos também que dimV = dimS + dimS*.

Exemplo 3

Aplicando o Teorema
Seja W areta de equagéo y = 2x em [] 2, obtenha uma equagéo para W-.
Considere o produto interno de [] 2 sendo o canénico.

Inicialmente, observe que W = {(x,2x)/x ell} e, portanto W é gera-
do pelo vetor v = (1, 2).

Isto significa que dim W =1. Logo, pelo teorema podemos concluir que
dimW " =1, pois dim[J > = 2. Assim, qualquer vetor n&o-nulo ortogonal a
W . isto é, ortogonala v = (1, 2) gera W™

Tome u = (2, -1).
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Entao W' ={t(2,-1)/tell}que uma reta dada pelas equacdes
x=2t, y=—t:t €ll oupelaequagdo y:_—zx.

A seguir apresentaremos uma interessante interpreta¢ao do vetor proje-
¢ao, com aplicagdes na resolucao de problemas praticos.

Teorema (Teorema da Melhor Aproximagao)
Se W é um subespago de Ve v eV, entdo

|v— proj v|<|v-x|VxeW,istoé, proj v éovetorde W
w w
que melhor aproxima v.

Demonstragao
Sex e Wev eV, podemos escreverv—x=v— proj v + proj v —X.
w w

Como v - proj LV € W+, segue-se que
(proij—x,v— proij)=O e portanto
|V—X|2=|V—projwv | + |pr0ij — x|% Logo,
|v—xJ? £|v—pr0ij 2.

E dai |v—proij [<]v=x].

O Método dos Minimos Quadrados

Em muitos problemas fisicos nos deparamos com sistemas lineares do
tipo AX = B com m equagdes e n incognitas que n&o tem solugéo, isto &,
AX = B é inconsistente. Nestes casos podemos encontrar uma solucao
aproximada do sistema. Isto &, encontrando X € M.,..(R) talque |AX -
B| seja minima. FreqUentemente isto ocorre em problemas fisicos.

A origem do nome minimos quadrados vem do fato de estarmos procu-

al

rando um minimo para |AX —B|. Pois,se AX—-B=| : |, entdo

a

| AX — B| é minimo quando | AX —=B2=a; +...+a_ for minimo.
Problema

Encontre X, e[l ” tal que | AX,—B|<|AX-B| v X €] ", onde
Ae M,.(R)eBel".

Quando necessério identificamos o vetor Y = (y1,...,y.) € R’

Y1
com a matriz coluna | :
Yr



Solugao

Seja W o espago-coluna de A, isto é,

W={AX/X € M1 (R)} ={x X, + .. +x X /X, ... X €[]} onde
X, ... X, séo as colunas de A.

Ora, estamos procurando um vetor X, € [ ”. Observe que o Teorema
da Melhor Aproximagao ja nos mostra que o vetor de W que melhor aproxi-
ma B é projWB . Assim, X, € solugdo de AX = proj WB .Para isto, pode-

mos inicialmente encontrar uma base {v,, ... , v} ortonormal de W e calcular

A

proj WB = Z(B,vl) v, . Em seguida resolvemos o sistema AX = proj . B
e encontramos X,. Uma alternativa melhor para resolver o problema, pode
ser obtida do sequinte fato. Y e Wt < AtY = 0.

Com efeito, se AX = projW B, entédo B-AX € W* e, portanto
A(B-AX)=0,isto é, AAX =A'B.

Nosso problema se reduz a encontrar uma solugéo do sistema
A'AX = A' B. Veja que ndo precisamos encontrar proj WB , 0 que simplifica
bastante o nosso trabalho.

O sistema A'AX = At B é denominado o sistema normal associado de

AX = B. Observe também que se A'A for invertivel, entdo X = (A'A)* At B. Don-
de AX=A(A'AY*A'B e portanto proj WB =AAA)TA'B.

Exemplo 4: Solugao de Minimos Quadraticos

Xx—-y=2
Seja {2x +3y=-1 €& facil ver que este sistema n&o tem solugéo.
4x+5y=5 (Verifique)

Na notacio matricial o sistema se escreve:

1 -1 2
AX=B.ondeA=|2 3 ,x=(x}e5= “1].
45 Y 5

O sistema normal associado é A'AX = At B, temos:

1 -1
1 2 4 21 25
AtA:(1 3 sj 23 :[25 35}e
4 5
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2
1 2 4
wos(!, 2 Y -(2)
5 20
. 21 25)(x 20 20 20
Ficamos com = eportantox=—ey= —.
25 35)\y 20 11 1
20/11Y ) o N
Donde X = 50/11 € a solugdo de minimos quadraticos.

Agora, encontre proj WB =A(A'A)* At B e coloque a sua solugéo no
nosso férum.

Rtividades de avaliagdo

1. Sejam X e Y em [l ". Prove que
I X+YP+[X=YP=2(XP+[Y]).
2. Dé exemplo de vetores X e Y em [J 3 tais que:
a)|X+Y[<|X[+]Y]
bYIX+Y[=|X]|+]Y]
3. Dados dois vetores ndo-nulos X e Y em [J ". Encontre condicbes necessa-
rias e suficientes paraque | X +Y | = | X|+]Y|.
4. SejaW ={(x, vy, z) e [13/x +y + z=0}. Encontre uma base para W e uma
base de W-*. Descreva os elementos de W-*.
5. Sejau=(x, y)ev=(X,y)emll 2 Defina
(U, V)=2xX' =Xy =Xy + 2yy".
Prove que isso define um produto interno em [ 2.

6. Seja u=(a, b, c) el]® um vetor unitario, com abc = 0. Determine t de
modo que v = (-bt, at, 0)e W = (act, bet, —1/t) sdo taisque (u,v)=0=
(u,w)={v,w). ( {..)€éocanbnico).

7. Seja VV um espaco vetorial real com produto interno { ). Prove que

vuveV|u-=v|]<u=-v|.

8. Num espacgo vetorial real V com produto interno, o cosseno do angulo



. " , . u,v
entre dois vetores ndo-nulos u e v é definido como cos(u, v) = {wv)

[ullv

Prove se u e v sdo ortogonais e nao-nulos, entéo:

cos?(u, u—v) + cos?(v,u—v)=1.

9. Se V é um espago vetorial real com produto interno, prove que
|uljv+]|v]ue]|u|v—]|v]|usao ortogonais.

10. Seja v=(1,-2,3) e W o subespago de [ 3 gerado por

u=(1 2 3)eu, = (0, -4 5). Sabemos que [1 > = W @ W+. Determine ve-
tores

weWezeWtaisquev=w+z
11. Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz para provar que

(acosH + bsenf)* <a2+b? Va b, 0ell.

12. Seja V um espaco vetorial real com produto interno. Mostre que se u e
v sdo vetores ortogonais em V taisque |u|=|v]|=1. Prove que |[u—v |

=2,

13. Seja W a intersecao dos dois planos x +y + z=0e x -y + z=0. Encontre
uma equacao para W*. Determine também dimW-+ e dimW.

14. Ache o vetor projecdo de (3,4-2) sobre o subespaco de[] 3 que tem
-1 _ 1
base ortonormal v, = 3 (2,1,3) ev,= m(l, —4,1).

15. Seja L. " — [ " linear tal que |L(X)| = |X] (L € chamado ortogonal).
a ) Dé exemplos de alguns operadores ortogonais de [ 2.
b ) Prove que L & ortogonal < (L(X), L(Y) )=(X, Y)VX, Y e

16. Mostre que v, = (%3, %, 0), V2=<%, %, 0) e v, = (0, 0, 1) formam
uma base ortonormal para R3; em seguida escreva v = (1, -1, 2) como

combinag&o linearde v, v, e v,.

17. Use o processo de Gram-Schmidt para transformar a base
{u,u,utondeu,=(111),u,=(-110) eu,= (1, 2 1) emuma base or-
tonormal.

18. Seja {v,, v,, v;} uma base de V. Mostre que se v € V, entdo
VP = (Vv )2 (W, P2 4 (v 2,

19. Dé a solugao de minimos quadraticos do sistema AX = b onde
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1 -1

A=12 3 |eB=(2-15), encontrando inicialmente projWB, onde W é
4 5

o subespagco vetorial do [l *gerado por u, = (1, 2,4) e u,=(-/,3,5) e depois

resolvendo o sistemaAX = proj B.
w X+y+z=4
. . ” : —X+y+z=0
20. Ache a solugdo de minimos quadraticos do sistema el
X +z=2

(Sugestao: Use o método do sistema normal associado).

Erhard Shmidt (1876 - 1959)

Foi um matematico alemdo, Schmidt recebeu seu dotora-
do de Universidade de Géttingen em 1905, onde estudou sob
orientagcdo de david Hilbert, um dos gigantes da Matematica.
Mais tarde, em 1917, foi lecionar na Universidade de Berlim,
onde permaneceu pelo resto de sua vida. Schmidt fez impor-
tantes contribuicGes em uma variedade de campos matema-
ticos, mas é mais notavel por ter conseguido moldar muitas
das diversas ideias de Hilbert, num inicio conceito abrangente
(chamado espago de Hilbert), que é fundamental no estudo de espacgos vetoriais de
dimensoes infinita. Schmidt primeiro descreveu o processo que leva seu nome num
trabalho sobre equagdes integrais publicado em 1907.

. Jorgen Pederson Gram (1850 - 1916)

Foi um atuario dinamarqués. A educagdo elementar de Gram
' foi em escolas de aldeias suplementares com tutoria particular.
. Depois de concluir o segundo grau ele obteve o grau de Mestre
 em Matematica com especializa¢do na entdo sendo desenvolvida
Algebra Moderna. Em seguida Gram foi contratado como atudrio
. na Companhia Hafnia de Seguros de Vida, onde ele desenvolveu
" fundamentos matematicos de seguros de acidentes para a firma
. Skjorld. Ele trabalhou na Diretoria da Hafnia e dirigu a Skjold até
1910, quando se tornou diretor do Conselho Dinamarqués de Seguro. Enquanto tra-
balhavade atuario, ele obteve o Doutorado com sua tese intitulada "Sobre Desenvolvi-
mentos em Séries Ultilizando o Método dos Mpinimos Quadrados." Foi nesta tese que
primeiro formulou suas contribui¢cdes ao processo de Gram- Schmidt. Mais tarde Gram
passou a interessar-se por Teoria Abstrata de Numeros, tendo ganhado uma medalha
de ouro da Sociedade Real Dinamarquesa de Ciéncias e Letras por sua contribuicdo
neste campo. No entanto, ele também manteve um interesse, durante toda sua vida,
na inter-relagdo entre matematica tedrica e aplicada, que o levou a quatro tratados
sobre administracdo florestal dinamarquesa. Gram foi morto num final de tarde numa
colisdo de bicicleta a caminho de uma reunido da Sociedade Real Dinamarquesa.




Augustin Louis (Baron de) Cauchy (1789 - 1857)

Foi um matematico francés. A educagdo bdsica de Cauchy foi
adquirida de seu pai, um advogado e mestre dos cldssicos. Cauchy )
ingressou na Escola Politécnica em 1805 para estudar engenharia, Q
mas por causa de sua saude fragil, foi aconselhado e especializar
em Matemitica. Seu principal trabalho matematico comegou em =
1811, com uma série de solugdes brilhantes a alguns difices e im-
portantes problemas.

As contribuicdes matematicas de Cauchy nos 35 anos seguin-
tes foram brilhantes e inacreditaveis em quantidade: mais de
700 artigos, que preencheu 26 volumes modernos. O trabalho de Cauchy iniciou a era
da andlise moderna; ele trouxe a Matematica padroes de precisdo e de rigor impensa-
veis para os matematicos mais antigos.

A vida de Cauchy foi inextrincavelmente ligada aos tumulos politicos de sua época.
Por ser fortemente partidario da familia Bourbon, ele abandonou mulher e filhos em
1830 para seguir o rei Carlos X ao exilio. Por sua lealdade ele foi feito um bardo pelo
ex-rei. Mais tarde, Cauchy retornou a Franga, mas so veio a aceitar uma posi¢ao univer-
sitaria quando o governo abriu mao da exigéncia de um juramento de lealdade.

E dificil compreender Cauchy muito bem. Profundamente catético, ele patrocinava
trabalho de caridade para maes solteiras e criminosos bem como socoro para a Irlanda.
No entanto, outros aspectos de sua vida o colocam noutra luz. O matematico norue-
gués Abel o descreveu como "louco, infinitamente catdlico e fanatico," Alguns escrito-
res louvam suas aulas, enquanto outros dizem que ele falava incessante e incoerente-
mente e, de acordo com um relatdrio, uma vez ele dedicou uma aula inteira a extragao
da raiz quadrada por um método muito bem conhecido pelos seus alunos. De qualquer
forma, Cauchy é indiscutivelmente uma das maiores mentes da histéria da ciéncia.

Herman Armandus Schwarz (1843 - 1921)

i Foi um matematico alem3o. Schwarz foi o lider matematico
de Berlim da primeira metade do século vinte. Por causa de
sua dedicagdo ao ensino na Universidade de Berlim e de uma
propensdo para tratar com a mesma dedica¢do tanto fatos
importantes quanto triviais, ele ndo publicou muito abundan-
temente. Sua tendéncia era concentrar-se em problemas con-
cretos especificos, mas suas técnicas eram, muitas vezes, ex-
tremamente engenhosa e influenciaram o trabalho de outros
matematicos. A versdo da desigualdade que leva o seu nome apareceu num artigo
sobre superficies de area minima publicado em 1885.

T

i
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Gapitulo 0

0 Teorema Espectral
e Aplicacdes







Objetivos

e Conhecer as propriedades das matrizes reais simétricas, isto é, matrizes
reais tais que A=At

e Conhecer o Teorema Espectral (toda matriz simétrica é diagonalizavel
sobre os reais).

e Aplicar o Teorema Espectral em formas quadraticas, conicas e quadricas.

1. Matrizes Simétricas

Definicao: Uma matriz Areal n x n é simétrica, se A = At.

Exemplo 1: Uma Matriz Simétrica Real
1 1
SejaA= (1 2} .Entao At=A.

Para verificar se A é diagonalizavel, precisamos inicialmente encontrar

0s seus autovalores, que como sabemos s&o as raizes da equagéao caracte-

l-c 1
ristica: det (cl — A) = 0, ou seja, 5 =0 .. ¢?=3c + 1=0. Portanto,
—C
C,= & +2\/§ ec,= & _2\5 s&o os valores caracteristicos de A.

Agora vamos determinar os autovetores.

2
2

1. Associados ao autovalor ¢, = 3+\/§ ) (3 +\/§J
X+y= X
Devemos encontrar X € [] “tal que AX =c,X, isto &,
[3+\/§j
X+2y= y

2
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X
1 . «
E dai, y= { +2‘/§J x e 0s autovetores associadosac, sdo | 14./5 | com
(

>

2
x €[l . Por exemplo, v, = (1 \EJ
+

3—J§_

2

2. Associados ao autovalor c, =

Devemos encontrar X e [ * tal que AX = ¢, X. Resolvendo o sistema
AX'=c,X, obtemos

T 2
X:<((1 —ﬁ)/Z)x)x € R. Por exemplo, v, = (1_\/3].

Do que vimos na unidade 4, podemos concluir que A é diagonalizada

2 2 3+\/§
pelamatrizP== istoé,P*AP=D,ondeD=| — 0
1+4/5 1-4/5
3-4/5
0 -
2

Nao é evidente que isto sempre ocorra com matrizes simétricas reais.
Como preparagao para o Teorema Espectral, precisamos algumas proprie-
dades das matrizes simétricas. Observe que o Teorema Fundamental da
Algebra (todo polinémio de grau n sobre { tem n raizes em () nos garante
que toda matriz n x n em { tem n autovalores que podem ser reais ou com-
plexos. Em particular,uma matriz simétrica tem autovalores reais ou com-
plexos. O teorema a seguir nos mostra que os autovalores de uma matriz
simétrica sdo todos reais.

Antes, vamos lembrar um pouco de nimeros complexos.

Um numero complexo zé daformaz=a+ib,coma, b € U e deno-
tamos por [ o conjunto de todos os complexos. O simbolo i representa o
ndmero complexo tal que i* = —1.

Omoédulodez=a+ibé|z|=a’+b* .
Oconjugadodez=a+ibéz=a-ib.

Um nimero complexo z € real se, e somente se, z = Z.
Se z=a+ib,enthoz =(@+ib)(@a—-ib)=a?+b*=|z %
Para quaisquer complexos z e w, Z =72 Zw=zwe,

z
paraz=0,z'=

-
| 2|



Se A é uma matriz com entradas em {, denotamos por A a matriz
cujas entradas s&o os conjugados das entradas de A. E por A* a transposta
conjugada de A, isto &, A* = At

Nao é dificil ver que (A + B )* = A* + B*, A** = Ae (AB)* = B* A* (Ve-
rifique).

Agora o teorema.

Teorema

Seja A uma matriz real n x n simétrica. Entao:

a) os autovalores de A s&o todos reais.

b) autovetores de A associados a autovalores distintos séo ortogonais.
Prova

a) Seja c um autovalor de A associado a um autovetor X (possivelmente,
X e [C"). Entdo AX = cX e tomando a transposta conjugada, obtemos

X*A* = € X* Mas, A* =At=A, pois A é uma matriz simétrica real. Logo,

X*A = cX*. Agora multiplique por X e obtenha X*AX = EX*X = E(| X P+ +]
X
X [?onde X =

X

n

Por outro lado, X*AX e [Z e (X*AX)* = X*A*X** = X*AX.

Logo X*AX e I e assim X*AX=c¢c X*X=c (Ix, P+ .. +|x [Hel,
X
onde X=

X

Como X#0,entédo|x, |*+...+|x |?#0,donde ¢ €[] eportantoc e[l

b) Sejam X e Y autovetores associados a autovalores distintos ¢ e d
respectivamente. Entdo AX = cX e AY = dY. Assim, Y*AX = Y*cX = cY*X. Do
mesmo modo, X*AY = X*dY = dX*V.

Tomando transposta conjugada, deduzimos que (Y*AX)* = (cY*X)*, ou
seja X*A*Y** = ¢ X*Y** . X*AY = cX*Y. Portanto, cX*Y = dX*Y ..

(c—d) X*Y =0. Mas, como c—d =0, segue-se que X*Y =0 e assim X e Y séo
ortogonais.

O préximo teorema sera decisivo para a prova do Teorema Espectral.
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Teorema de Schur

Seja Auma matriz simétrica real. Entdo existe uma matriz P real orto-
gonal, isto é, Pt = P, tal que P'AP é triangular superior.
Prova

Provaremos o teorema por inducao sobre n, onde Aé nx n.

Se n =1, é claro que A é triangular superior. Suponha n>1 e seja ¢, um
autovalor de A. Pelo teorema anterior, ¢, € [l . Seja X, e I " um autovetor as-
sociadoac,. E claro que podemos supor | X, | =1 (aquivamos olhar [ " com
o produto interno candnico), pois m também € associado a c,. Usando o

1
processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, podemos conseguir uma
base ortonormal {X, ..., X }de [l ". Seja P, = (X, ... X ); entdo P, & ortogonal,
pois as colunas X, ..., X formam um conjunto ortonormal.

Agora, PAX, =P c. X, =c, (P,X)). Também XX, =0sei>1e

€

XX, =1 P PIAX, = c,Px) = | X X1 | =
X, = 1. Portanto, P'AX, = c,(P, X)) = : =10
X,'X, (')
_ _ _(¢& B
Como PAP =P A(X, ... X)) = (P;AX, PJAX, ... P/AX )= (0 AJ’
onde A, é (n—1)x (n—1) e B é um (n - 1)-vetor linha. Observe que
c, B t
(POtAPO)t = POtAt(POt)t = = PO‘APO, segue-se que 0 A =
c, B . (¢, O c, B 1
, OU seja = e portanto B=0e A'=A.
0 A, B A, 0 A,

Assim, por hipotese de indugéo, existe uma matriz P, ortogonal real tal
que P /AP, =T, é triangular superior.

1 0
Ponha P2 = (0 P J
1

1 0)(1 O 1 0 1 0
Entaio P,P, = . = ) = =1 .
0 P')Jl0 P 0 P'P, 0o 1.,) "

Seja P =P,P,. Entéo
PP = (POPZ)tPOPZ = PZt(POtPO)PZ = PZtIPZ = PZtPZ =1.



Finalmente,

0
PAP= (PP, AP,P,= P (P;AP) P,= P, (COI N J
1

1 0)(c, 0Y(1 0 10 1 0
P= t = t = Isto
1 P')lo A Jlo P 0 P'AP ) |0 T

mostra que P'AP é triangular superior.

Como recompensa pelo trabalho desenvolvido para provarmos os dois
teoremas anteriores, ganhamos quase que de graga o Teorema Espectral.
Teorema (Espectral)

Seja A uma matriz simétrica real. Entao existe uma matriz real ortogonal
P tal que P'AP é diagonal.

Prova
Pelo Teorema de Schur, existe uma matriz real ortogonal P tal que
P'AP =T é triangular superior. Entao Tt é triangular inferior. Mas,
Tt = (P'AP) = PAY(PY = P'AP = T. Isto mostra que T é triangular inferior e
também triangular superior. Portanto, T é necessariamente diagonal.

Corolario
Se A é real simétrica, entdo existe uma base ortogonal de R" consistindo
de autovetores.

Prova
Segue do Teorema Espectral que existe uma matriz real P tal que
P'AP = D,onde D é diagonal. Assim, AP = PD, pois P'= P1.Se P = (X,
..X)ed, ...,d s&oasentradas de D, entdéo AX =dX, e portanto X €& au-

tovetor de A e como P é ortogonal. Segue-se que {X,, ..., X } € uma base
ortogonal de [J ".

Exemplo 2 - Um Método para Diagonalizar Matrizes Simétricas.

SejaA, matriz simétrica nxn real.Para diagonalizar A, podemos adotar os
seguintes procedimentos:

a) encontre os autovalores e bases para os autoespagos.

b) agora ortogonalize, pelo processo de Gram-Schmidt, os vetores de cada
base dos autoespagos.

c) finalmente,ortonormalize a base encontrada no item ii)e obtenha base orto-
normal {X,, ..., X }com P = (X ... X ) ortogonal e P'AP = D diagonal.

1 2
Por exemplo,se A = (2 J. Entao:
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autovalores: 3 e —-1.

1 -1
autovetores: [1 j associadoa3e ( : J associado a —1. Os autoespacos
V, eV, témdimenséo 1.

ortonormalizando:

0)-(v8)-(3)
)-8k )

g by

PPt = |

30
PtAP=( J
0 -1

2. Formas Quadraticas

Uma forma quadratica real nas variaveis x, ..., X, € um polinbmio em x,
..., X, com coeficientes reais e no qual todo termo tem grau 2. Por exemplo,
q = ax? + 2bxy + cy? € uma forma quadraticaem x e y.

Observe que
a b)(x x) (a b)(x
g=ax?+2bxy+tcy’=(x V) = .
b ¢)ly y) (b ¢)ly

Em geral uma forma quadratica g em x,, ... , X Se escreve COmo
X

q=Y a;x;x; =XAX.onde X=| . |eA=(a).aell.

Fato Importante: Se q = X'AX é uma forma quadratica real. Entdo X'AX e

[ e portanto (X'AX)t = X'AX. Mas, também vale (XAX) = XIAX® = XIAX,
Portanto, q = % (XAX + XAX) = % (XAX + XAX) = X! (%(A +AY X,

Por outro lado, %(A+At) € simétrica, pois



(%(A +AY) = % (A + A = %(A + ),

Assim, toda forma quadratica real pode ser escrita g = X'AX onde A é
simétrica real. De agora em diante estaremos supondo g = X'AX onde A é si-
meétrica real. Isto nos permitira usar o Teorema Espectral para escrever g em
termos de quadrados.

Exemplo 3: Encontrando a Matriz de uma Forma Quadratica

1o L
2 X
Seja g=x"+xy+xz+z Entdiog=(x y2)| 0 0 0|y
Lo 1 |\2
2

Teorema

Seja g = X'AX uma forma quadrética real. Entao existe uma matriz real
ortogonal P tal que g=cx?+..+cx ? onde x, .., X' s&o as entradas
de X' =PXec,, .., c séo autovalores de A.
Prova

Seja P ortogonal tal que P'AP = D & diagonal, com entradas c, .., C..
Defina X' = P*X. Entao:
PX =Xe q=XAX=PX)APX = X"P'APX = (X)DX ==cx, 2+ .. +CcXx 2

Exemplo 4: Eliminando os Termos Cruzados

Seja q = x? + 4xy + y2. Queremos eliminar o termo 4xy. Com efeito,

1 2)\(x 1 2 X
g=(«x y)[2 1j(yJ=XtAX,ondeA=(2 Jex:(y)

Conforme vimos no exemplo 2, P = ( \5/2 - \/5/2 J ,
V22 2)2
t=P1 PAP = (3 0 )
0 -1
Portanto, g = 3x?-y?,onde X' = (;'J = PX.
2.1. O Sinal da Forma Quadratica
Diz-se que a forma quadratica g = X'AX é positiva definida, se g > 0
VXellnX#0;seq<0V Xell" X#0, gé negativa definida e se g assume
valores positivos e negativos, dizemos que q é indefinida. E interessante notar
que podemos determinar a natureza de q (positiva, negativa ou indefinida)

analisando somente os autovalores de A.
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De fato, se g = X'AX (A simétrica real). Fazendo X' = PX, P é ortogo-
nal real tal que PAP =D é diagonal sobre [J .Entdo, como ja vimos
g=cx2+..+cx ?ondec, ... c_sdo os autovalores de A (as entradas de D)
e X, ... X 's&o as entradas de X'. Agora, como X' = P'X e P'= P! & invertivel,
se X varia sobre todos os velores n&o-nulos de [] ", entdo X' também varia
sobre todos os vetores ndo-nulos de [1".

Assim,q>0V Xell"X#0 <q>0

vXelnX=0.

Desta maneira, é suficiente discutir o comportamento de g como forma
quadraticaem x, ..., X ' € podemos concluir.

geéposiva<>c >0Vvi=1,..n.

g € negativa < ¢, < 0.

g € indefinida < existec >0 ec < 0.
Exemplo 5: Determinando o Sinal da Forma Quadratica

Seja q = -2x? — y? — 27 + 6xz uma forma quadraticaem x, v, z.

-2 0 3
AmatrizdaformaéA=| 0 -1 0 | quetem autovalores -5, -1
el 3 0 -2

(Verifique). Portanto g é indefinida.

Finalizaremos com um critério muito diferente para a positividade
de uma matriz.

Teorema

Seja A uma matriz simétrica real. Entdo A é positiva definida, se e so-
mente se, A = B'B para alguma matriz real invertivel B.

Prova

Suponha A = BB, onde B é real invertivel. Entdo
g = XAX =XBBX = (BX)BX =|BX|?e portantoq >0V X €[] "com X =0, pois
sendo B invertivel, X0 = BX # 0.

Reciprocamente, suponha que A seja positiva definida. Entdo todos
os autovalores de A s&o positivos, também existe uma matriz real ortogonal
P tal que P'AP = D é diagonal cujas entradas s&o os autovalores de A, d,,
..., d_todos positivos. Defina VD a matriz real diagonal com entradas \/I
s \/a na diagonal principal. Entdo A = PDP", pois P! = P, e portanto A
= P+/D vD Pt= (/D P)/D Pt = BB onde B = /D P! é invertivel, pois VD
e P's&o invertiveis.
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1 1 3
1.DadaA=|1 3 1|.Encontre P, ortogonal real tal que P'AP seja dia-
gonal. 31 1

2. Seja P uma matriz 3 x 3 real. Prove que A é ortogonal < os vetores colunas
de A formam um conjunto ortonormal de [J 3. ([J 3 com o produto interno
canonico).

3. Se Aé uma matrizn xn e u e v sao vetores em [ " colunas. Prove:

{(Au,v) =(u, A'v)
(u, Avy={A'u,v)
4. Problema Resolvido 1. Se A é real n x n. Ento as seguintes afirmacgdes
s&o equivalentes:
(a)Aé ortogonal, isto &, Pt = P,
(b)JAX|=|X|, VX el
(c)(AXAY )=(X, Y)YV X, Yeln
Solucao:
(a = b) temos |AX| = \{AX, AY) = \/<X,A’AY> = m

Observe que a segunda igualdade acima vale pelo exercicio 3 e a Ultima
igualdade segue do fato que A'= A1,

(b = c) Suponha |AX| = |X| V X € U ". Precisamos mostrar que ( AX, AY )
=(X,Y). Com efeito,

(AX,AY )= i|AX+AY|2—i|AX—AY|2 = %|A(X+Y)|2_%|A(X—Y)|2 =
%|(X+Y)|—%|(X—Y)| = (X, Y) (Verifique todas as igualdades)

(c = a) Suponha (AX,AY )=(X, Y )V X, Y € . Entdo, pelo exercicio 3,
(X, AAY Y= (X, Y).

SUXAAYY—(X Y )Y=0

(X AAY -Y)Y=0

S(X (AA=-DY)HY=0

Portanto (A'A-1)Y=0,VY ell"eassimAA-1=0 .. AA=1.
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5. Problema Resolvido 2. Ache todas as matrizes ortogonais reais 2 x 2.

b
Solugao: SejaA= [a (J ortogonal real; portanto
C

b 1 0
AA=le| "t C||T 7= . oatci=l=p+d?eab+cd=0,
b d)lc d) (01

A primeira igualdade a? + c? = 1 nos garante que o ponto (a, c) € um ponto
do circulo x? + y? = 1. Assim, existe a € [ 0, 2n] tal que cosa. = a e sena = C.
De modo anélogo, existe B € [ 0, 2x] tal que b = cosp e d = senp.

Agora, ab+cd=0 = cosacosp+senasenp=0,isto é&,

cos(a—B)=0..a-B= J_r% ouo—fp= i%.Conclua que

A= (cos@ —senf) j A= (cosd send )
send cosd@ send —cosé

6. Determine se as seguintes formas quadraticas sao positivas,negativas ou

indefinidas.
a) 2x> —2xy+3y°
b) x* =2y +z° —3xz

. Seja A uma matriz real nxn positiva definida (X'4AX >0V X ell" )e

seja P uma matrizreal nx n .Prove que P’ AP também é positiva definida.

8.Seja ¢ = x> —8xy —5y” Encontre uma mudanga de variavel X = PX "' que

transforma g em uma forma quadréatica sem termo x'y"'.

9. Seja 4 uma matriz real simétrica 3 x 3 e sejam

m=min{X'AX;|X|=1}, M =max{X'4X:|X|=1} .Seja Puma matriz
ortogonal tal que P'AP = D seja a matriz diagonal cujas entradas da dia-
gonal principal séo os autovalores de A4 . Prove:

a)se X =PX'entdo X'AP=(X")DX"'
b)se X = PX'entdo | X|=|PX |=|X"| Em particular, | X|=1< |X|=1
c)m € o menor autovalorde 4 e M é o maior autovalorde 4.

3 21

2 3 1
10. Seja A= L1 4 .Encontre o valor maximo e o valor minimo da forma

quadrética X' AX sujeita & restricdo |X | =1.Encontre também os vetores

de [ ° em que o minimo e 0 maximo ocorrem.
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Objetivos

e Aplicar o Teorema Espectral ao estudo das cdnicas e quadricas.

1. Um Problema Fundamental

Um problema fundamental da Geometria Analitica é obter a superficie
representativa de uma dada equacéo.

Ja sabemos que a equagdo Ax + By + C =0, onde A, B e C s&o nime-
ros reais com pelo menos A ou B n&o-nulo representa uma reta e que

Ax + By + Cz + D =0 com pelo menos um dos coeficientes A, B ou C ndo-nulo
representa um plano. Nesta aula trataremos da equagéo geral de segundo
graueml[]2eem/[] 3,

Exemplo 1: A imagem geométrica depende do espago considerado

Sejay =x?ouy—x?=0. Entdo se considerarmos y = x> em [] 2, teremos
a seguinte imagem geométrica.

y1

Y Paribolz

Agora, em[] 3, aimagem geométrica é.
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A determinacdo da imagem geométrica de uma dada equacéo
pode ser feita através de uma discussdo da equacéo, onde destacamos
0s seguintes pontos:

I) Intersec¢ao dos eixos

Fazemos x=0=y,x=0=zey=0=ze obtemos as intersecgcdes com
0OS eiXos Z, y e X.

Il) Determinagao dos tragos sobre os planos coordenados.

Fazemos z =0, x =0 ey = 0 para obtermos os tragos com os planos xy,
yzZ e Xz respectivamente.

lll) Simetria

Simetria em relag&o aos planos coordenados. Uma superficie € simétri-
ca em relag&o ao plano xy se, para cada

P = (x, y, z) da superficie, existe outro ponto P’ = (X, y, —=2).

Simetria em relagcdo aos eixos coordenados. Para uma superficie ser
simétrica em relagdo ao eixo x, a cada ponto P = (X, vy, z), deve existir P’ =
x, -y, -2).

Simetria em relagao a origem. Se para cada P = (X, y, Z) da superficie,
P’ = (x, -y, —z) també pertencer a superficie, diz-se que ela é simétrica em
relagdo a origem.

IV) Segbes

Fazendo z = k, obtemos uma se¢éo da superficie paralela ao plano xy.
As outras seg¢des sdo obtidascomx=key =k
V) Esbogo da imagem geométrica

Finalmente podemos fazer um esboc¢o indicando a posicao da superfi-
cie em relacao aos eixos coordenados.

Vejamos um exemplo.
Exemplo 2: Discutindo uma equacgao.

Seja x? + y? —z = 4. Vamos discutir e construir a sua imagem geo-
métrica.



a) Interse¢des com os eixos.

Fazendo x=y=0; x=z=0 e y=z=0, obtemos: (0,0, 4), (0,+2,0)
e (+2, 0, 0) que s&o os pontos onde a superficie corta os eixos coordenados.
b) Tragos

Com o plano xy, basta fazer z = 0. Temos x? + y2 = 4, uma circunferéncia
de centro na origem e raio 2. Fazendo y = 0, obtemos x? = z + 4, que € uma
parabola com vértice em x =- 0 e z = —4. agora, se x = 0, temos a parabola y?
=z+4noplanoyzcomvérticey=-0ez=-4.
¢) Simetria

A superficie é simétrica em relagcéo ao plano yz (pois se x? + y? —z =
4, entdo x? + (—y)? — z = 4) e em relagéo ao plano xz (pois, se x> + y? —z = 4,
entdo (- x)? +y? —z=4).

VVemos que a superficie ndo & simétrica em relagdo ao plano xy,
pois em geral X2 + y> — z = 4 ndo implica x* + y> — (-z ) = 4, isto é, a su-
perficie € simétrica em relagéo ao eixo z. Também n&o existe simetria
em relagao aos eixos x e y.

Segoes

Para z = k, temos x? + y> = k + 4 — circulos crescentes com k > 0 e de-
crescentes para 0 < k < —4. Para k = -4, a sec¢ao se reduz a um ponto e se k
< —4, ndo existe secao, ou seja, ndo existe superficie abaixo do plano z = —4.
Paray = 4, temos x? = z + (4 — k?) — parabolas de vértice x =0 e z = —(4 — k?).
Observe que para qualquer valor de k existem secdes paralelas ao plano xz.

Analogamente, se x =k, as se¢bes paralelas ao plano yz s&o pa-
rabolas y? = z + (4 — k?).

Esbogo do grafico da imagem geométrica
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1.1. Conicas

Uma cdnica em [] 2 € uma curva que representa a equagado ax? + bxy
+cy?+dx +ey +f=0, onde aoub ouc é ndo nulo. Observe que a equacao
acima pode ser escrita em forma matricial da seguinte maneira:

b
a 95\ (x z
(z y) b < >+(d e)( >+f=OouXtAX+(d e)X +f=0onde
? C y y
b
a y X
A= b 2 ésimétricaex=( J
2 ’

O Teorema Espectral nos garante a existéncia de uma matriz real orto-
gonal P tal que P'AP = D é diagonal cujas as entradas da diagonal principal
s&o os autovalorres de A.

Fazendo X' = P'X ou X = PX', a cdnica toma a forma

PXYAPX +(d e)PX' +f=00uXDX +(d ePX +f=0.
Al 1 0
De modo que se X' = [XjeD= (a j,entéo
yl 0 CV

ax?2+cy?+dx +ey +f=0¢& aequacdo da codnica, que tem a van-
tagem de néo ter termos cruzados (isto é, termos em x'y’). Finalmente
podemos completar quadrados para eliminar os termos em x' e y'. Isto
tudo permite enquadrar a equagao da conica em uma das formas redu-
zidas, que seréo tratadas a seguir:

As Formas Reduzidas

2 2

Elipse: X—2+Z—2=1 @>0,b>0)
a

e
-
b

Yy

I
N




_ %2 y2
Hipérbole: —--=—=1 (a>0,b>0)
a

b

A ¥

-

E

Parabola: y>—dx =0 (d = 0)

o ]

Casos degenerados
2 2
Parderetasconcorrentes.(hipérboledegenerada)X_2_Y_zzo =y=1*
a~ b

X

o | o

v A
J

“y

Par de retas paralelas (parabola degenerada) ax’—b=0(a>0eb >0).

AT ¥
J

|
| o
e
Y
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Exemplo 3: Classificando conicas
Seja x? + y>—6x — 2y + 8 = 0. Entdo podemos escrever
X2 —6x +y>—2y=-8
S x=3P+(y-1¢=-8+9+1
SX=3P+(-1¢=2

Portanto, x? + y?> — 6x — 2y + 8 = 0 € uma circunferéncia (caso particular
de elipse) de centro (3, —1) e raio V2.

1
0 —
Sejaagoraxy—1=0temos X'AX-1=0,onde X = (X] eA= 1 2
y ~ 0
2
RIS L,
A é diagonalizavel por P = ‘/15 ‘51 ePAP= | 2 |
- 0 ——
V2o 42 2
Ponha X' = PX. Entdo X = PX e X'AX - 1= (PX)APX —i=X"PAPX -1
1
— 0 12 12 12 12
- t 2 I X__y__ — . X——y—:
X . 1 X —1. Logo, R 0..az o2 1, onde
o) L XY
Vo 2 A2 X V2 2 : . Xy
= = , Isto é, X = —+——=¢€
. 1 1 X Y 2 V2
y b y S 2 2
2 2 V2 V2
_x Y
V2 V2

Portanto xy — 1 = 0 é uma hipérbole com eixos y = x e y = —x e centro
na origem.
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2. Quéadricas

Uma quéadrica é uma superficie em [] 3 cuja equacéo é da forma:
ax’?+by?+czZ+dxyteyz+fzx+gx+hy+iz+j=0

d f
a J— J—
2 2
d 4, X
SeA= % 2 | eX =1V, entdo a equacdo da quadrica pode ser
e . 7
2 2

escritana forma X'AX+(@ h ) X+j=0.

Através da discussao das equagdes reduzidas, podemos obter
as imagens geométricas das quadricas em suas formas reduzidas e as
suas respectivas imagens.

2 2 2
. L. X V4
Elipsdide: —- + y_2 +—=1
a b c

2 2 2
Hiperbolcide de uma folha: ~— + Z—z =
a C

m
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2 2

y

Hiperboldide de duas folhas: —X—2 + - —=

a b?

2 2
Paraboléide eliptico: X—2 + Z =Z
a

I I A
Ehls |'Lﬂjllj;
i _'-,-J;{f@

X2 y2
Paraboldide hiperbdlico: ——- + el =Z
a



F
£

. y 2
Cone — +— =1z
a’ b’
I
i
h,:l_
Cilindro ) 5
o .. X y
a) cilindro eliptico —- + el =1
a

b) cilindro hiperbdlico
c) cilindro parabdlico

A equacao que define uma quéadrica também pode representar um con-
junto vazio (x* = —=1); um ponto, (x? + y? + zZ = 0); uma reta (x> + y> = 0); um
plano (z? = 0); dois planos paralelos (z? = 1) ou dois planos que se intersectam
(xy = 0). Estes s&o os casos degenerados.

Exemplo 4: Classificando quadricas
Seja 3x? + 2y? + 3722 + 2xz — 2 = 0. Na forma matricial a equagéo se
escreve:
30 1\/x
(z vy z)(O 2 O)(y)—Z—O.
10 3/\z

Os autovalores de A=

—_— O W
S b O
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0

v, = | 1 | formam uma base do autoespago associadoa2ev,=| 0 | €uma
0

base do autoespago associado a 4. Portanto, {u,, u,, u.}, onde

1 L
NG 0 2
u=| o [(Uu=|1|leu= (1) € uma base ortonormal de [1 e
1
_ 0 —
V2 V2
1oy L
2 00 2 2
assmPAP= |0 2 0| comP= 0 1 0 |.Fazendo X =PXou
1 1
00 3 0 —
V2o 2
2 00
X=PX, teremos (PX)APX' -2=0 .. X*|0 2 0|X-2=0
0 0
y2
X2+ 2y?2+372=2 - x'2+y‘2+z7 =1, onde
3
1 0 1 , X z
O 7RI TR
y'| = (1) 1 (1) y| istoé <y =y .
z — 0 — ||z 7= =, %
V2 V2 2 2
Portanto

3x2 + 2y? + 372 + 2xz — 2 = 0 é uma elipséide com centro na origem.

Rtividades de avaliagdo

1. Dadas as equacgdes:
a) x’+y +z° =25
b) —x*+)y* -z =4

Discutir as equagdes, determinando:



a) intersecdes

b) tragos

C) simetrias

d) secdes

€) esbogo da imagem geométrica.

. Identifique cada uma das cénicas:

a) 2x* +5y° =20

b) y* —8x—14y+49=0

. Dada a conica S5x*> —4xy +8y> =36 =0. Pede-se:

a)escreva naforma X' AX —36 =0 onde 4 é uma matriz simétrica2x2e

f)

b) elimine o termo xy e identifique a conica.

. Escreva a forma matricial da equacao

x* +2y* —z* +4xy —5yz + 2z = 3 e identifique a quadrica.

. Prove 5x* +2xy+2y” +5z° =1 é um elipséide com centro na origem.
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