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Carta ao Leitor

Caro leitor,

E com muita satisfacao que apresento esse produto educacional, gerado a partir
de muita pesquisa sobre a forma como o curriculo de Estatistica é abordado internacio-

nalmente e também na forma como é ensinado.

Ao longo da minha experiéncia como professor de Matematica no Ensino Médio,
percebi que muitos estudantes conseguem aplicar as formulas de Estatistica, mas apre-

sentam dificuldades em interpretar os resultados e, principalmente, como aplicé-los.

Em muitos casos, a Estatistica acaba sendo ensinada de maneira excessivamente
laboral, distante de investigagoes reais e da tomada de decisao baseada em dados. Isso pode
ser corroborado pela falta de uma progressao de dificuldade no curriculo de estatistica no

Brasil, que foca quase que exclusivamente na parte Descritiva e limita a parte Inferencial.

Portanto, este material surgiu justamente da tentativa de aproximar conceitos
mais complexos da Estatistica Inferencial, especificamente os Testes de Hipdtese, em um

contexto mais investigativo, acessivel e significativo para os estudantes do Ensino Médio.

Espero que esse material seja proveitoso para mostrar como conceitos que vao além

do nosso curriculo podem enriquecer a educacgao estatistica brasileira.
Obrigado,
Matheus Andrade.



1 Introducao

O presente material é parte integrante da pesquisa desenvolvida no ambito do
Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional (PROFMAT), vinculada a Uni-
versidade de Brasilia (UnB), e estéd associada a dissertacao intitulada “Abordagens para o
ensino de testes de hipotese no Ensino Médio: uma revisdo sistemdtica e implicacoes para

o curriculo brasileiro”.

O contetdo de Estatistica no Ensino Bésico brasileiro ¢ regido pela BNCC (Base
Nacional Comum Curricular) e apresenta pontos fortes e fracos na sua abordagem. O
documento defende uma progressividade dos contetidos de estatistica, desde a coleta dos
dados até a descricao e interpretacao dos mesmos. No entanto, ao ser comparada com

curriculos internacionais,

O Ensino de Estatistica no Brasil tem no seu ponto central os contetidos relacio-

nados a Estatistica Descritiva, como por exemplo:

Dados Estatisticos;

o Analise de Dados por meio de Graficos;

Medidas de Tendéncia central (media, mediana e moda) e

Medidas de Dispersao (amplitude, varidncia e desvio-padrao).

Entretanto, quando comparamos os assuntos abordados na BNCC com curriculos
internacionais, percebemos que a BNCC se mostra mais limitada com relacao ao avango

de assuntos mais complicados na estatistica, como por exemplo a Estatistica Inferencial.

Um estudo conduzido por Silva e Figueiredo (2019) averigou as principais dife-
rencas entre os curriculos de estatistica no Ensino Béasico dos Estados Unidos, Franca
e Espanha e percebeu o quanto a Estatistica Inferencial esta presente nesses curriculos.
Além disso, o mesmo estudo constatou como esses assuntos favorecem a aprendizagem

estatistica e como eles podem ser abordados progressivamente no Ensino Bésico.

Outro autor, Henry (2010) analisou o curriculo de Estatistica da Franga nos anos
90, percebeu que, naquela época, o foco do ensino em Estatistica era extramente pro-
cessual, descritivo e raramente permitia levantar questoes de inferéncia ou julgamento

estatistico.

-

E curioso notar como o curriculo atual de estatistica no Brasil muito se assemelha

com o que era ensinado a quase 30 anos atras na Franca, o que mostra como o Brasil pode
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estar atrasado no desenvolvimento de habilidades relacionadas & inferéncia estatistica e

ao raciocinio estatistico de maneira mais aprofundada

Portanto, este material tem por objetivo oferecer ferramentas pedagogicas, junta-
mente com o auxilio de recursos tecnologicos, que auxiliem no ensino de conceitos relacio-
nados a Estatistica Inferencial, adequado ao nivel de complexidade dos alunos do Ensino

Médio Brasileiro.

De maneira mais especifica, este material apresenta trés Sequéncias Investigativas,
cada uma sobre um Teste de Hipdtese diferente. Entretanto, para que os Testes de Hipo-
tese facam mais sentido para os estudantes de Ensino Médio, é necessario construir uma
Fundamentacao Tedrica, apresentada no préximo capitulo, sobre os principais conceitos
e relacionados aos Testes de Hipdtese e as principais Distribuicoes Estatisticas que as In-
vestigagoes estao fundamentadas, como a Distribuicao Normal, a Distribuicdo Uniforme

e a Distribuicao qui-quadrado.



2 Fundamentacao Tedrica

2.1 Teste de Hipotese: ldeias e Conceitos Gerais

De acordo com Bussab e Morettin (2017, p. 330), o objetivo principal do teste
estatistico de hipdteses é “fornecer uma metodologia que nos permita verificar se os dados
amostrais trazem evidéncias que apéiem ou nao uma hipétese (estatistica) formulada”.
Existem diferentes tipos de testes de hipdtese que servem diferentes propositos, todavia,
todos esses testes seguem um processo geral que podemos explicar de uma forma mais

simples a partir da seguinte sequéncia de etapas:

1. Associamos uma populagdo a uma variavel X e assumimos uma hipotese inicial sobre
algum parametro ou carecteristica populacional #. Essa hipétese recebe o nome de
hip6tese nula (Hy) e normalmente significa uma situagdo inicial ou uma situagao

sem indicio de uma mudanga significativa do esperado, sendo representada como

H(] 10 = 90, (21)
sendo 6y o valor assumido como verdadeiro.

2. A partir disso, definimos também uma hipdtese alternativa (H;), que representa o
evento que sera considerado aceitavel caso Hj seja rejeitada. Podemos representa-lo

como

H1 0 7é 90 (22)

Dependendo do contexto, também podemos representar essas alternativas da forma

Hl 19<60 ou H1 30>90 (23)

3. Como essas hipdteses representam suposicoes generalizadas sobre alguma caracte-
ristica de uma populacao, existe a probabilidade de cometermos erros. A literatura

define os dois principais erros como:

e Erro tipo I: ocorre quando rejeitamos a hipétese nula sendo ela verdadeira.

A probabilidade de cometermos tal erro é representada por «, sendo

a = P(rejeitar Hy | Hy ¢ verdadeira) (2.4)
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e Erro tipo II: ocorre quando nao rejeitamos a hipétese nula sendo ela falsa. A

probabilidade de cometermos tal erro é representada por /3, sendo

f = P(nao rejeitar Hy | Hy ¢é falsa) (2.5)

4. Por fim, coletamos os dados de uma amostra e analisamos se os resultados observados

fornecem evidéncias suficientes para rejeitar ou nao a hipdtese nula.

A forma como definimos qual hipdtese aceitar é a parte mais crucial desse tépico.
O objetivo principal do teste de hipéteses ¢ concluir se a hipétese Hy pode ser aceita ou
nao. Matematicamente, essa decisdo é tomada por meio da consideragao de uma regiao
critica (RC'). Caso o valor observado da estatistica pertenca a essa regiao, rejeitamos Hy;
caso contrario, nao rejeitamos Hp; e fazemos isso mostrando como a RC e o valor de «

estao diretamente conectados.

Primeiramente escolhemos um nivel de significancia, que na pratica representa
a probabilidade méaxima que aceitamos de cometer um erro tipo I, ou seja, rejeitar Hy
quando ela é verdadeira. O nivel de significincia é responsavel por determinar a regiao
critica, ou seja, se o resultado observado cair nessa regidao, rejeitamos a hipotese nula.
O nivel de significancia, o valor aceitavel de «, é um valor arbitrario, mas geralmente é

fixado em 10%, 5% ou 1%.

Por fim, o calculo que estabele uma regiao critica depende nao somente do nivel de
significancia, mas também da forma como uma amostra estd distribuida. Na pratica, fica
muito dificil para o estudante realmente entender testes de hipétese sem antes desenvolver
uma boa intui¢do sobre como as distribui¢oes funcionam, principalmente a distribuicao
normal. Ou seja, os conceitos de distribuicao probabilistica se tornam fundamentais na
compreensao dos testes de hipdtese, por isso iremos definir de maneira empirica e simpli-

ficada como uma distribui¢cao normal funciona.

2.2 Distribuicao Normal: Abordagem Empirica

Considerando uma populagao total como a area sob uma curva, se afirmamos que
esta segue uma distribuicao normal, entao tal curva teria um formato bem proximo de
um sino, tanto é que a curva normal também é chamada de bell curve (curva de sino),

conforme ilustra a Figura 1.

Pode-se observar que tal curva possui uma area mais concentrada perto da média,
1, que pode ser explicada de forma simplificada através da regra empirica 68 — 95 — 99, 7.
Resumidamente, se 68% da populagao estd aproximadamente a um desvio padrao distante
da média (—o ou o), 95% estd aproximadamente a dois desvios padrao distante da média

(—20 ou 20) e 99,7% estd a cerca de trés desvios padrao distante da média (—30 ou 30),
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Figura 1 — Representagao grafica da distribuicao normal padrao.

-3 —20 —0 % o 20 30

Fonte: Elaboracao prépria.

entdo assume-se que tal populacido segue uma distribuicdo normal, conforme mostra a

Figura 2.

Figura 2 — Regra empirica da distribuicdo normal.
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Fonte: Elaboracao prépria.

Com essa representacao empirica, é totalmente plausivel assumir que os estudantes
da educagao basica sejam capazes de fazer um esbogo de uma curva normal, levando em
conta que os conceitos de média e desvio padrao sao facilmente desenvolvidos. Em uma
abordagem mais avancada, tambem é possivel descrever a curva normal como uma funcao
densidade de probabilidade continua. Porém, seria necessario desenvolver conceitos mais
amplos, como o Célculo Diferencial, por exemplo. Por isso iremos focar na representacao
empirica e utilizar recursos tecnolégicas como ferramentas de auxilio para os proximos

passos.

Muitas vezes os alunos acabam aprendendo apenas a apertar botoes na calculadora
ou seguir um algoritmo pronto, sem perceber o que esta acontecendo por tras do teste.
Mas quando eles compreendem ideias como distribuicao dos dados, valores mais provaveis
e valores extremos dentro de uma distribuicao, comeca a fazer muito mais sentido discutir

regiao critica, nivel de significancia e até a propria loégica de rejeitar ou nao uma hipdtese.
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2.3 Distribuicao Normal e Teste de Hipdtese

Agora, unindo os conceitos de distribuicao normal, podemos ilustrar como um

teste de hipotese funciona a partir de uma situagao problema:

Exemplo 1. Uma mdquina automdtica criada para encher pacotes de arroz opera de modo
que o peso dos pacotes siga aproximadamente uma distribuicao normal, com variancia
conhecida iqual a 225 g*. A mdquina foi requlada para que a média da quantidade de arroz

nos pacotes seja 1 = 1000 g.

Periodicamente, a equipe de controle de qualidade coleta uma amostra aleatoria
de 25 pacotes para verificar se a producao continua sob controle, isto €, se a média po-
pulacional ainda pode ser considerada igual a 1000 g. Em uma dessas coletas, a amostra
apresentou uma média de x = 994 g. Com base nesses dados, haveria evidéncias suficien-

tes para afirmar que a mdquina estd desrequlada?

Vamos utilizar os passos estabelecidos para testar essa hipdtese:

Passo 1. Indiquemos por X o peso de cada pacote; entao,

X ~ N(1000,225),

o que significa que a amostra segue uma distribuicdo Normal com uma média

de 1000g e uma variancia de 225¢%. As hipéteses que nos interessam sdo:

Hy : 1n = 1000g
H, : 1 # 1000g,

pois a maquina pode desregular para mais ou para menos.

Passo 2. Pela afirmacdo do problema, 0% = 225, logo, para todo p, a média X de 25

pacotes tera distribuicao

_ 225
X ~ N (1000, ==
( ’25)’

Pois a distribui¢ao da média amostral segue uma propriedade muito importante:

_ 2
Var(X) = >

onde:

e 02 é a varidncia populacional;
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Passo 3.

Passo 4.

e n é o tamanho da amostra.

Como:
o« 02 =225
e n=25
temos:
— 225
Var(X) = —=9
ar(X) o
Entao:

X ~ N(1000,9)

E o desvio padrao da média amostral sera:

O'X—:\/§:3

Vamos fixar o« = 5%, como o nivel de significancia, e é a partir desse valor que
iremos determinar, com o auxilio de tecnologia, a regiao critica. A expectativa é
que a maior parte dos valores fiquem concentradas préximas a média de 1000g.
Conforme nos afastamos dessa média, os resultados passam a se tornar cada

vez menos provaveis caso a hipotese nula seja verdadeira.

Com o auxiligo de softwares ou calculadoras graficas, podemos construir o gra-
fico dessa curva normal e destacar as regides criticas do teste, ou seja, os valores
considerados suficientemente extremos para levantarmos suspeitas de que a ma-
quina nao esta regulada. Essas regioes correspondem a area sob a curva normal
nas extremidades, representando a probabilidade da Hj ser falsa, no caso a. O
nivel de significancia escolhido (a= 5%) foi dividido igualmente entre as duas
extremidades da distribuigao, ficando 2,5% em cada cauda da curva, conforme

ilustra a Figura 3.

Os pontos indicados por z., e ., representam os valores criticos da média amostral

que delimitam o inicio dessas regides criticas. Na pratica, isso significa que, se a média

observada da amostra ficar além de um desses limites, consideraremos esse resultado

improvavel demais sob a hipétese nula, levando a rejeicao de Hy.

No caso especifico do Ezemplo 1, a média da amostra foi de 994g. Precisamos

entao descobrir se essa média esta dentro da regiao critica ou nao, e para isso precisamos

descobrir primeiro quais sao os valores criticos z., e Z.,. Para encontrar tais valores,



Capitulo 2. Fundamentacio Teorica 13

Figura 3 — Representacao da regiao critica com a = 5%.

Fonte: Elaboragao prépria.

nos valemos novamente da utilizacao de softwares ou de calculadora grafica. Dentre esses

recursos podemos elencar os mais utilizados:

« GDC (Grafic Display Calculator);
e GeoGebra;

e Desmos;

o Excel;

 R;

e Python.

Pedagogicamente falando, o GDC, GeoGebra e Desmos sao os recursos mais co-
nhecidos, intuitivos e faceis de usar por alunos do Ensino Médio. A titulo de exemplo,
podemos mostrar como é simples calcular esses valores criticos em uma calculadora gra-
fica. Uma das GDCs mais usadas no mundo é, sem duvidas, a TI-8/ Plus da empresa

Texas Instruments.

Na calculadora grafica TI-84, os valores criticos podem ser obtidos por meio da
funcao invNorm, bastanto apenas inserir a média da populacao, o desvio padrao da amos-
tra e a area, em porcentagem, que delimita a regiao critica. Precisamos considerar que a
regiao critica estd dividida nas duas extremidades da distribui¢cao normal, chamadas de
“caudas esquerda” e “cauda direita”. Por isso, Na TI-84 Plus é necessario selecionar qual
a TAIL (cauda) que estamos calculando primeiro. Nesse caso, para cada cauda, inserimos

na calculadora os seguintes valores:

area = 0,025 (2,5%)



Capitulo 2. Fundamentacio Teorica 14

1 = 1000

o =

Os resultados aproximados sao:

Te, A 994.12

Z., ~ 1005.88

Ou seja, se a média amostral observada for menor que 994.12, ou maior que 1005.88,
ela estard na regiao critica e rejeitaremos Hy. Por fim, como a média da amostra foi de
9944, entao ela nao pertence a regiao critica, logo falhamos em rejeitar a Hy. Podemos
concluir que nao existe uma diferenca significativa entre a média da amostra e a média
esperada, portanto assumimos, com 5% de chance de estarmos equivocados, que a méaquina

nao esta desregulada.

Percebe-se que por mais que tenhamos envolvido diversos conceitos supostamente
avancados, com o uso de tecnologia e um entendimento basico de como uma distribuicao
normal funciona, fomos capazes de avaliar se uma maquina esta desregulada ou ndao. Em
termos de tomada de decisao, esse tipo de avaliacao é importantissimo, pois esse teste é
capaz de fornercer informagoes essensais a todos os envolvidos nessa fabrica que precisam

lidar com equipamos que podem ou nao estar funcionando mal.

A seguir, apresentamos outro exemplo envolvendo outra distribuicdo que funda-

menta a Sequéncia Investigativa I deste material, a Distribui¢do qui-quadrado (x?).

2.4  Teste Qui-Quadrado (x?) de Independéncia

No exemplo anterior, trabalhamos com médias e variaveis continuas, porém muitos
problemas de estatitica envolvem Dados Categéricos, ou seja, informagdes organizadas
em categorias ou grupos. Nesses casos, a ideia central deixa de estar associada a média
populacional e passa a envolver a comparacao entre Frequéncias Observadas e Frequéncias

Esperadas.

Por exemplo, podemos querer investigar se um dado é justo, se determinadas cores
de M&Ms aparecem com a mesma frequéncia em pacotes diferentes ou, de maneira geral,
se existe associacao entre duas variaveis categéricas. Para esse tipo de situacao, uma das
distribui¢coes mais importantes da Inferéncia Estatistica é a Distribui¢ao Qui-Quadrado
(%)

Assim como na distribuicao normal, também podemos interpretar a distribuicao

qui-quadrado a partir da ideia de regides mais provaveis e regives menos provaveis (regiao
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critica). Valores muito altos da estatistica y? indicam que existe uma grande diferenca
entre os resultados observados e os resultados esperados, fornecendo evidéncias contra a
hipotese nula. O Exemplo Pratico a seguir apresenta esses conceitos de forma mais clara

para alunos de Ensino Médio:

Exemplo 2. Uma escola deseja investigar se existe relacao entre a turma dos estudantes
e o sabor de refrigerante preferido durante o intervalo escolar. Para isso, um grupo de
estudantes entrevistou alunos do 1° e 2° ano do Ensino Médio, registrando qual sabor cada
estudante preferia entre Cola, Laranja e Limao. Os dados coletados foram organizados na

tabela abaizo:

Cola Laranja Limao Total

12 ano 18 10 12 40
22 ano 9 17 14 40
Total 27 27 26 80

Existe relagdo entre a turma dos estudantes e o sabor de refrigerante preferido?

Primeiramente, podemos observar os dados da Tabela 1. Percebe-se que os estu-
dantes do 12 ano parecem preferir mais o refrigerante Cola, enquanto os estudantes do 2°

ano aparentam ter uma preferéncia maior pelos sabores Laranja e Limao.

Entretanto, apenas observar diferencas nos valores nao é suficiente para concluir
que realmente existe relacdo entre a turma e o sabor preferido. Afinal, é normal que

pequenas diferengas possam ocorrer.

A grande questao é: essas diferencas sao grandes o sificiente para indicar uma
associacio entre as variaveis ou poderiam ter acontecido por acaso? Para responder essa

pergunta, precisamos primeiro estabelecer as hipéteses do teste:

Hy : Nao existe relacao entre a turma e o sabor preferido
H, : Existe relacao entre a turma e o sabor preferido
Se nao existir relagdo entre a turma dos estudantes e o sabor preferido, entao

esperariamos que as proporcgoes de preferéncia fossem aproximadamente semelhantes entre

0S grupos.

Entao, precisamos primeiro determinar quais valores seriam esperados caso nao

existisse relacao entre a turma dos estudantes e o sabor de refrigerante preferido.

Observe que, no total, 27 dos 80 estudantes preferem Cola. Isso significa que apro-

ximadamente:
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27
— =~ 33,75
80 ,75%

dos estudantes preferem esse sabor.

Se realmente nao existir relagdo entre a turma e o sabor preferido, entao esperari-

amos aproximadamente essa mesma propor¢ao dentro de cada turma.

Como cada turma possui 40 estudantes, o nimero esperado (E) de alunos do 1°

ano que preferem Cola seria:

27
E=40-— =135
80

Ou seja, esperariamos aproximadamente 13.5 estudantes do 12 ano preferindo Cola.

Podemos repetir esse mesmo processo para todas as categorias da tabela, conforme

mostra a Tabela 1.

Tabela 1 — Valores Esperados.

Cola Laranja Limao

12 ano 13.5 13.5 13
22 ano 13.5 13.5 13

Fonte: Elaboragao prépria.

Agora podemos comparar os valores observados com os valores esperados. Observe,

por exemplo, o caso do refrigerante Cola no 1° ano:

O=18

E =135

A diferenca entre esses valores é:

18 —13.5=4.5

Essa diferenca pode ser interpretada como um tipo de desvio entre aquilo que

observamos na pratica e aquilo que seria esperado caso a hipdtese nula fosse verdadeira.

O teste x? utiliza justamente essas diferencas para medir o quao distante os dados
observados estao da situacdo esperada. A estatistica utilizada no teste qui-quadrado é

dada por:
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2= Z 7(0 _EE> (2.6)

A primeira vista, essa expressdo pode parecer complicada. Entretanto, sua ideia
principal é relativamente simples: o teste busca medir o quao diferentes os dados obser-

vados estao dos dados esperados.

Na expressao:

« O representa os valores observados nos dados coletados;
o FE representa os valores esperados caso a hipdtese nula seja verdadeira;

» o simbolo Y indica que devemos somar os resultados obtidos em todas as categorias
da tabela.

Observe novamente o caso do refrigerante Cola no 1° ano:

O =18

E =135

A diferenga entre o valor observado e o esperado é:

18 —13.5=4.5
Isso significa que o nimero de estudantes observado ficou 4.5 unidades acima do
esperado.

Entretanto, apenas somar diferencas poderia causar um problema, pois diferencas
positivas e negativas poderiam se cancelar. Por isso, o teste eleva essas diferencas ao

quadrado:

(18 — 13.5)* = (4.5)* = 20.25

Por fim, o resultado é dividido pelo valor esperado:

20.25
—— =15
13.5

Esse processo é repetido para todas as categorias da tabela. No final, somamos

todos esses resultados para obter o valor da estatistica y?.

De maneira intuitiva, podemos pensar que:
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» pequenas diferencas entre valores observados e esperados produzem valores pequenos

de x*;

o diferencas maiores produzem valores maiores de 2.

Portanto, quanto maior for o valor de y?, maior serd a evidéncia de que os dados
observados nao seguem o comportamento esperado pela hipétese nula. Quanto maiores
forem essas diferencas, maior serd o valor da estatistica 2, indicando maior evidéncia

contra a hipétese nula.

Substituindo os valores da tabela na expressao, obtemos:

Y2412

Agora precisamos descobrir se esse valor é suficientemente grande para rejeitarmos

H,. Para isso, utilizamos novamente a ideia de regiao critica.

A distribuicao qui-quadrado possui um formato diferente da distribuicdo normal.

Ela assume apenas valores positivos e apresenta uma cauda mais longa a direita. Valores
de x? indi dados ob d ao relati Hxi d 1

pequenos de x* indicam que os dados observados estao relativamente proximos dos valores

esperados. Ja valores muito grandes indicam diferencas mais significativas entre os dados

observados e os dados esperados, conforme mostra a Figura 4.
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Figura 4 — Representagao da regiao critica na distribuicao qui-quadrado.

Regiao de nao rejeicao Regiao de rejeicao

Fonte: Elaboragao prépria.

Fixando um nivel de significancia de 5%, podemos utilizar softwares ou calculado-

ras graficas para determinar o valor critico da distribuicao qui-quadrado.

Nesse caso, considerando:

o nivel de significAncia o = 5%;

o graus de liberdade!:

gl=02-1)(3-1)=2

Obtemos o valor critico aproximado:

X? ~ 5.99

Agora representamos de forma mais especifica os valores obtidos na Figura 5.

L Intuitivamente, os graus de liberdade indicam quantos valores podem variar livremente apds parte das

informacoes ja estar determinada. N&o é tdo relevante para fins interpretativos e de conclusao.
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Figura 5 — Distribuicao qui-quadrado para gl = 2 e regiao critica com a = 5%.

O 2 4 X2 :‘ 5.99 8 1‘0

Fonte: Elaboracao prépria.

Como:

4.12 < 5.99,

o valor calculado nao pertence a regiao critica. Portanto, falhamos em rejeitar Hy.
Isso significa que os dados coletados nao fornecem evidéncias suficientes para concluir que

exista relagao entre a turma dos estudantes e o sabor de refrigerante preferido.

2.5 Teste x? de Aderéncia

No teste x? de independéncia, investigamos se existe associacdo entre duas varié-
veis categoéricas. Entretanto, existem situagoes em que nao estamos mais interessados em
verificar se existe uma associacao entre variaveis, mas sim em verificar se um conjunto de

dados segue um comportamento esperado.

Esse tipo de situacao é estudado através do teste x? de aderéncia, também co-
nhecido como Goodness of Fit Test. Nesse teste, comparamos frequéncias observadas com

frequéncias teodricas esperadas segundo algum modelo probabilistico.

De maneira geral, o teste busca responder a seguinte pergunta:
“Os dados observados estao suficientemente proximos daquilo que era esperado?”

Se as diferengas forem pequenas, entao os dados podem ser considerados compati-
veis com o modelo esperado. Entretanto, diferencas muito grandes podem indicar que os

resultados observados dificilmente ocorreriam apenas ao acaso.

Vamos ilustrar melhore esses conceitos com o proximo Exemplo 3.
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Exemplo 3. Um grupo de estudantes deseja investigar se um dado utilizado em jogos
de tabuleiro pode ser considerado justo. Para isso, o dado foi langcado 120 vezes e os

resultados obtidos foram registrados na tabela abaizo.

Face 17 2 38 4 &5 6

Frequéncia observada 1/ 18 22 20 25 21

Os resultados observados sdo compativeis com um dado justo?

Para responder essa pergunta, precisamos novamente estabelecer as hipdteses do

teste:

Hy : O dado é justo

H; : O dado nao é justo

Se o dado realmente for justo, entao todas as faces devem possuir aproximadamente
a mesma probabilidade de ocorréncia. Como o dado possui seis faces, espera-se que cada

uma delas apareca aproximadamente:

1

6

das vezes. Como o dado foi langado 120 vezes, o nimero esperado de ocorréncias

para cada face sera:

Ou seja, caso o dado seja justo, esperariamos aproximadamente 20 ocorréncias

para cada face. Conforme mostra a Tabela 2.

Tabela 2 — Valores Esperados

Face 1 2 3 4 5 6
Frequéncia esperada 20 20 20 20 20 20

Fonte: Elaboracao Proépria.

Comparando os valores observados com os valores esperados, percebemos que al-

gumas faces ficaram relativamente proximas do esperado, enquanto outras apresentaram
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diferencas maiores. Por exemplo, a face 5 apareceu 25 vezes, enquanto o esperado seria
20. J4 a face 1 apareceu apenas 14 vezes. Entretanto, uma analise superficial como essa

nao seria suficiente pra determinar se o dado é justo ou nao.

Novamente, utilizamos teste x?, pois ele mede justamente o tamanho total dessas
diferengas entre os valores observados e os valores esperados. A férmula utilizada é a

mesina:

(O - E)

X => =

Quanto maiores forem essas diferencas, maior serd o valor da estatistica x?, indi-

cando maior evidéncia contra a hipétese nula.

Por exemplo, para a face 1:

O=14
E =20
Logo,
14 — 20)?
(14-202 36 _
20 20

Esse processo é repetido para todas as faces do dado. Por fim, somamos todos os

resultados e apos realizar todos os calculos, obtemos:

2~ 3,5

Agora precisamos verificar se esse valor é suficientemente grande para rejeitarmos

a hipotese nula.

Novamente, fixamos um nivel de significancia de 5%. Como existem 6 categorias
possiveis no dado, os graus de liberdade do teste serao:
gl=6—-1=5

Utilizando softwares ou calculadoras graficas, encontramos o valor critico aproxi-

mado:
X(Q: ~ 11,07

Representamos essa situacao na Figura 6.
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Figura 6 — Distribuicao qui-quadrado para gl = 5 e regiao critica com a = 5%.

x?=3,5

Regiao critica

Fonte: Elaboracao prépria.

Como:

3,5 < 11,07

Concluimos que o valor calculado nao pertence a regiao critica. Portanto, falhamos
em rejeitar Hy. Isso significa que os dados observados nao fornecem evidéncias suficientes

para concluir que o dado seja injusto.

A seguir, iremos mostrar as trés diferentes Sequéncias Investigativas que podem

auxiliar os alunos a compreenderem esses conceitos de maneira mais didatica.
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3 Sequéncia Investigativa |: Existe relacao

entre a cor e o tipo dos M&Ms?

Objetivo

Os estudantes deverao investigar se diferentes tipos de M&Ms apresentam padroes
semelhantes de cores ou se determinadas cores aparecem com mais frequéncia em pacotes

de sabores especificos.

Ao longo da atividade, espera-se que os estudantes sejam capazes de:

1. Investigar se existe associacao entre duas variaveis;

2. Organizar os dados em uma Tabela de Contingéncia (Valores Observados);
3. Compreender a ideia de Frequéncia Esperada;

4. Utilizar o teste x? (Qui-quadrado) de Independéncia;

5. Interpretar resultados estatisticos para tomada de decisao.

Tempo estimado total: 90 a 110 minutos.

Problema investigativo:

Existe relagdo entre a cor dos M&Ms e o sabor do pacote?

Etapa 1: Coleta e organizacao dos dados

Tempo estimado: 15 a 20 minutos.

Em grupos, os estudantes deverao abrir os pacotes de M&Ms, separar os confeitos

por cor e registrar a quantidade encontrada em cada tipo de chocolate.
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Tabela 3 — Tabela de contingéncia para os dados observados.

Cor do M&M Chocolate Amendoim Total ‘

Vermelho

Azul

Laranja

Verde

Amarelo

Marrom

Total

Fonte: Elaboragao prépria.

Apos preencher a tabela, os estudantes devem identificar suas dimensoes:

Esta é uma tabela de por

Etapa 2: Formulacao das hipoteses

Tempo estimado: 5 minutos.

Antes de realizar qualquer calculo, é importante explicar as possiveis conclusoes

desse teste e definir os conceitos de Hipotese Nula (Hy) e Hip6tese Alternativa (Hy.):

Hy : Assume que as varidveis sao independentes.
H; : Assume que as varidveis sao dependentes.

Em seguida, os alunos devem reescrever as hipdteses no contexto desse problema

usando as variaveis “cor dos M&Ms” e o “sabor do pacote”:

Hol

Hll

Nota para o professor: De forma mais simples, a hipotese nula assume que as
cores aparecem de maneira semelhante nos dois tipos de pacote. Ja a hipotese alternativa

assume que o padrao de cores pode mudar dependendo do tipo de M&M.
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Etapa 3: Frequéncias esperadas

Tempo estimado: 20 minutos.

Agora precisamos pensar no que seria esperado caso a hipotese nula fosse verda-
deira. Ou seja, se nao existir relacdo entre cor e tipo de chocolate, quais quantidades

esperariamos encontrar em cada célula da tabela?

Para calcular cada frequéncia esperada, os alunos devem usar, para cada célular,

a seguinte formula:

E_ (total da linha)(total da Coluna)‘ (3.1)
total geral

Esses valores representam aquilo que seria esperado caso as variaveis fossem inde-

pendentes. Os estudantes devem colocar os resultados na Tabela 4.

Tabela 4 — Tabela de frequéncias esperadas.

Vermelho
Azul
Laranja
Verde
Amarelo
Marrom

Total

Fonte: Elaboracao prépria.

Etapa 4. Comparacdo entre observado e esperado

Tempo estimado: 20 a 25 minutos.

O teste x? compara aquilo que observamos com aquilo que esperariamos observar

caso a hipétese nula fosse verdadeira.

A estatistica utilizada é:
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em que O representa a frequéncia observada e F representa a frequéncia esperada.

De maneira simplificada, quanto maiores forem as diferencas entre os valores ob-

servados e esperados, maior sera o valor de y2.

Os alunos devem preencher todos os valores coletados na primeira coluna e todos
os correspondentes valores esperados na segunda coluna e efetuar os célculos nas demais

colunas.

Tabela 5 — Tabela para o cdlculo da estatistica x2.

(fo - fe)2

— _ 2
fo—fe (fo = fe) 3

Total

fo representa todos os valores da tabela de contingéncia.
fe representa os valores correspondentes da tabela de frequéncias esperadas.
O valor final da tltima coluna sera o valor da estatistica 2.
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Etapa 5: Graus de liberdade e valor critico

Tempo estimado: 15 minutos.

Para decidir se o valor de x? é grande o suficiente para rejeitar Hy, precisamos

encontrar o valor critico.

Primeiro, calculamos os graus de liberdade:

gl = (ntmero de linhas — 1)(ntmero de colunas — 1). (3.3)

No caso desta investigacao:

gl=(6-1)(2-1)=5.

Agora, usando uma tabela da distribuicao qui-quadrado, uma calculadora grafica
ou software, os estudantes deverao encontrar o valor critico para o nivel de significancia

escolhido.

a = 5%

Etapa 6: Tomada de decisao

Tempo estimado: 10 minutos.

Agora comparamos o valor calculado de x? com o valor critico.

Se:

<2

falhamos em rejeitar Hy. Nesse caso, os dados nao fornecem evidéncias suficientes

para afirmar que existe relacao entre a cor e o tipo dos M&Ms.

Se:
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> > X2

rejeitamos Hy. Nesse caso, os dados fornecem evidéncias de que existe relagao entre
a cor e o tipo dos M&Ms.

Etapa 7: Interpretacao usando o valor-p

Tempo estimado: 10 minutos.

Além da comparacao com o valor critico, também podemos interpretar o resultado
usando o valor-p. Esse valor ajuda a medir se os dados observados seriam pouco provaveis

caso nao existisse relagdo entre a cor e o tipo dos M&Ms.

Utilizando uma calculadora grafica ou software, os estudantes deverao encontrar

o valor-p:
p-valor =
Se:
P>«
falhamos em rejeitar Hy.
Se:
p < aq,

rejeitamos Hy.

Etapa 8: Discussao final

Tempo estimado: 15 minutos.

Ao final da investigagdo, os estudantes deverao responder:
1. Usando as evidéncias obtidas nesta Investigacdo, pode-se dizer que existe alguma
relagdo entre a cor e o tipo de M&M?
2. As diferencas observadas poderiam ter ocorrido apenas por acaso?
3. O tamanho da amostra pode ter influenciado a conclusao?

4. O resultado do teste prova definitivamente que existe ou nao existe relagao entre

as variaveis?
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4 Sequéncia Investigativa |l: Com saber se

um dado é realmente justo?

Objetivo

Nesta investigagao, os estudantes irao analisar experimentalmente os resultados
obtidos em lancamentos de um dado de seis faces, buscando verificar se os resultados

observados sao compativeis com um dado considerado justo.

Ao longo da atividade, espera-se que os estudantes sejam capazes de:

1. Compreender a ideia de distribuicao uniforme;

2. Comparar Frequéncias Observadas com Frequéncias Esperadas;

3. Utilizar o Teste x* de Aderéncia (Goodness of Fit Test);

4. Interpretar resultados estatisticos utilizando o valor-p;

5. Perceber que resultados diferentes podem surgir naturalmente em situagoes aleato-

rias.

Tempo estimado total: 70 a 90 minutos.

Etapa 1: Coleta dos dados

Tempo estimado: 15 a 20 minutos.

Em grupos, os estudantes deverao lancar um dado 60 vezes, registrando os resul-

tados observados para cada face na tabela abaixo.
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Tabela 6 — Tabela de frequéncias observadas.

Face do dado Frequéncia observada

1

Total

Etapa 2: Formulacdo das hipoteses

Tempo estimado: 10 minutos.

Antes de realizar qualquer calculo, é importante explicar as possiveis conclusoes
desse teste e definir de maneira geral como a Hipdtese Nula (Hy) e a Hipétese Alternativa

(H,.) se comportam nesse teste:

Hj : Os valores observados seguem a distribuigao esperada.

H; : Os valores observados nao seguem a distribuicao esperada.

Em seguida, os alunos devem reescrever as hipéteses no contexto desse problema:

H()Z

H12

Nota para o professor: De maneira mais simples, a hipotese nula assume que
todas as faces possuem aproximadamente a mesma chance de acontecer, ou seja, os valores

observados seguem a distribuicao esperada.
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Etapa 3: Frequéncias esperadas

Tempo estimado: 5 minutos.

Se o dado for justo, entao todas as faces devem possuir aproximadamente a mesma
probabilidade de ocorréncia. Os alunos devem preencher a tabela abaixo com o valor

esperado de cada face.

Tabela 7 — Tabela de frequéncias esperadas.

Face do dado Frequéncia esperada

1

Total 60

Fonte: Elaboragao prépria.

Nota para o professor:Como existem 6 faces possiveis, espera-se que cada face

apareca aproximadamente:

Como o dado foi langado 60 vezes, o nimero esperado de ocorréncias para cada

face sera:

E=—=10
6

Etapa 4: Comparando os resultados

Tempo estimado: 20 minutos.

O teste x% mede o tamanho das diferencas entre aquilo que observamos e aquilo

que esperariamos observar caso o dado fosse justo.

A férmula utilizada é:
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(O - E)

2 _
X = Z E
t i f dif i A lor de x?
uanto malores 1orem essas diierencas, malor sera O valor de x-.

Os alunos devem preencher todos os valores coletados na primeira coluna e todos
os correspondentes valores esperados na segunda coluna e efetuar os cdlculos nas demais

colunas.

Tabela 8 — Tabela para o cdlculo da estatistica x2.

(fo - fe)2

— _ 2
fo=1fe (fo—fe) 3

Total

fo representa todos os valores da tabela de contingéncia.
fe representa os valores correspondentes da tabela de frequéncias esperadas.
O valor final da tltima coluna sera o valor da estatistica 2.
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Etapa 5: Utilizando tecnologia

Tempo estimado: 10 a 15 minutos.

Assumindo que a Sequéncia Investigativa 1 foi realizada, nessa etapa é importante
mostrar para os alunos que também podem calcular o valor da estatistica y? com o
auxilio de calculadoras graficas ou softwares estatisticos. Ou seja, eles deverao ser capazes
de calcular:

0 valor da estatistica y?;
o os graus de liberdade;
e 0 valor-p do teste.

Nota para o professor:Um tutorial de como encontrar esses valores através da

calculadora grafica TI-84 pode ser encontrado no Apéndice A.

Etapa 6: Interpretando os resultados

Tempo estimado: 10 minutos.

Considere um nivel de significancia de:

a=5%
Se:

P> q,
falhamos em rejeitar H.
Se:

p < aq,

rejeitamos H,.

Os estudantes deverao interpretar o resultado encontrado no contexto do problema

investigado e escrever a conclusao final, afirmando qual hipotese deve ser aceita:
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Etapa 7: Discussao final

Tempo estimado: 10 minutos.

Ao final da investigagao, os estudantes deverao discutir:
1. Pequenas diferencas entre os resultados observados e esperados indicam necessaria-
mente que o dado é injusto?
2. O tamanho da amostra pode influenciar o resultado do teste?

3. Um dado perfeitamente justo produziria exatamente a mesma quantidade de ocor-

réncias para cada face?
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5 Sequéncia Investigativa lll: Qual M3o é a
Mais Veloz, a Dominante ou a Nao Domi-

nante?

Objetivo

Nesta investigacao, os estudantes irao comparar os tempos de reacao da mao domi-
nante e da mao nao dominante por meio de um experimento simples com régua, buscando
compreender como diferengas entre médias podem ser analisadas estatisticamente utili-

zando o teste t.

Ao longo da atividade, espera-se que os estudantes sejam capazes de:

1. Coletar dados experimentais relacionados ao tempo de reacao;
2. Comparar médias entre dois grupos;

3. Compreender intuitivamente a ideia de variabilidade amostral;
4. Introduzir o teste t para comparagao entre médias;

5. Interpretar resultados estatisticos utilizando o valor-p;

6. Discutir limitacoes experimentais e variabilidade natural dos dados.

Introducao

Para iniciar a investigacao, o professor podera apresentar um video curto mos-

trando testes de tempo de reacao realizados com pilotos de Férmula 1.

Por que pilotos de Férmula 1 precisam possuir tempos de reacao extremamente

rapidos?
Apos a discussao inicial, os estudantes deverao refletir sobre as seguintes questoes:

* A mao dominante possui necessariamente um tempo de reacdo melhor?
o Essa diferenca ocorre para todas as pessoas?

o Como poderiamos medir isso experimentalmente?
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Problema investigativo

Existe evidéncia suficiente para afirmar que a mao dominante possui um tempo

de rea¢ao menor do que a mao nao dominante?

Etapa 1: Coleta dos dados

Tempo estimado: 25 a 30 minutos.

Os estudantes deverao formar duplas para realizar o experimento do tempo de

reacao utilizando uma régua.

O professor poderd apresentar previamente um video demonstrando o procedi-

mento experimental.

Nota para o professor: E importante mencionar que o teste ¢ assume que a
variavel segue uma Distribuicao Normal, por isso nesse caso, e na maioria dos casos,
assumimos que a média do tempo de reacao de cada mao segue uma Distribuicao Normal
de Probabilidade.

O experimento devera seguir os seguintes passos:

1. Um estudante deverd segurar a régua verticalmente;

2. O outro estudante posicionara os dedos proximos a marca de 0 cm;

3. Sem aviso prévio, o primeiro estudante soltara a régua;

4. O segundo estudante devera tentar segurd-la o mais rapidamente possivel;

5. A distancia registrada no momento em que a régua for segurada devera ser anotada;
6. O procedimento devera ser repetido 15 vezes para cada mao;

7. Ao final, os estudantes deverdao registrar as distancias na tabela a seguir.
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Tabela 9 — Tabela para coleta dos dados experimentais.

Mao nao
dominante

Tentativa Mao dominante

10

11

12

13

14

15

Etapa 2: Visualizacdao dos Dados Coletados

Tempo estimado: 5 minutos.

Antes de realizar qualquer teste estatistico, os estudantes deverao observar os

dados coletados e discutir:

o As médias parecem diferentes?
o Existe muita variabilidade entre as tentativas?

o Apenas observando os dados, seria possivel ter certeza da conclusao?
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Etapa 3: Formulacao das hipoteses

Tempo estimado: 15 minutos.

Agora precisamos estabelecer as hipoteses do teste. Pergunte aos alunos como eles
acreditam que as Hipdteses (Nula e Alternativa) devem ser determinadas nessa situa-
¢ao (lembrando que a Hy em uma Distribuigdo Normal assume que nao existe diferenga

significativa entre os grupos):

Hoi

Hll

Nota para o professor: Como menores distancias representam menores tempos
de reagao, queremos investigar se a média da mao dominante ¢ menor do que a média
da mao nao dominante, ou seja, Hy : iy # ps € Hy @ i1 < o, sendo p; a média da mao

dominante e py a média da mao nao dominante.

Etapa 4: Utilizando tecnologia

Tempo estimado: 10 a 15 minutos.

Com auxilio da calculadora grafica TI-84 ou de softwares estatisticos, os estudantes

deverao realizar o teste t para duas amostras.

Nota para o professor: Um tutorial de como realizar tal procedimento através

da calculadora grafica TI-84 pode ser encontrado no Apéndice B.

Etapa 5: Interpretando os resultados

Tempo estimado: 10 minutos.

Considere um nivel de significincia de:

a = 5%

Se:

p < 0.05,

rejeitamos Hy.
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Caso contrario, falhamos em rejeitar Hy.

Os estudantes deverdo interpretar os resultados encontrados e escrever uma con-

clusao no contexto do problema investigado.

Etapa 6: Discussao final

Tempo estimado: 15 minutos.

Ao final da atividade, os estudantes deverao discutir:

1. O fato das médias terem valores diferentes garante necessariamente uma diferenca
significativa?

2. O tamanho da amostra influencia os resultados?

3. A variabilidade dos dados pode dificultar conclusoes?

4. Os erros durante o experimento podem afetar os resultados?

5. O experimento mede exatamente tempo de reacao?
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APENDICE A - Tutorial para Realizar o
Teste de Aderéncia x* na Calculadora Gréfica

T1-84

1. Insira os Valores Observados

e Pressione o botao STAT,;
e Selecione 1:Edit. . .;

« Insira as frequéncias observadas na Lista 1 (L1).
2. Insira as Frequéncias Esperadas

« Ainda no mesmo menu, insira as frequéncias esperadas na Lista 2 (L2).
3. Realize o Teste y? de Aderéncia

e Pressione o botao STAT;
» Navegue até o menu TESTS utilizando as setas do teclado;

e Desca até a opcao D: y2GOF-Test e pressione ENTER.
4. Defina os Parametros

« Lista Observada: (L1);
o Lista Esperada: (L2);

o Graus de liberdade (df): (nimero de categorias —1).
5. Visualize os Resultados

o Registre o valor da estatistica y?;

o Registre o valor-p obtido no teste.



APENDICE B - Tutorial para Realizar o
Teste t para Duas Amostras na Calculadora

Grafica T1-84

1. Imnsira os Dados

Pressione o botao STAT;

Selecione 1:Edit;

Insira os dados da mao dominante na Lista 1 (L1);

Insira os dados da mao nao dominante na Lista 2 (L2).

2. Acesse o Teste

e Pressione novamente o botao STAT;
o Utilize as setas para navegar até o menu TESTS;

o Selecione a opcao 4:2-SampTTest.
3. Configure os Parametros

e Input: selecione Data;

o List1: defina como L1;

o List2: defina como L2;

e Freql e Freq2: mantenha o valor 1;
« Hypothesis (H,):

fr < 2

Pooled: selecione yes.
4. Execute o Teste

o Selecione a op¢ao Calculate;

e Pressione ENTER.

5. Interprete os Resultados

44
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Observe o valor-p apresentado pela calculadora;

Compare o valor-p com o nivel de significancia adotado;

Caso p < a, rejeitamos Hy;

Caso p > «a, falhamos em rejeitar H.
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