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SILVA, Vitor Vasconcelos. AREA E VOLUME DE UMA ESFERA: Experimentac&o
Matematica com Recursos Manipulaveis e Digitais. Dissertacdo de Mestrado do
Programa de Pé6s-Graduacdo em Ensino de Matemética — Universidade do Estado
do Para, Belém, 2026.

RESUMO

Esta pesquisa investigou uma abordagem para o ensino do célculo da area e do
volume da esfera, fundamentada na Teoria da Instrumentacédo de Rabardel (1995)
gue norteou a construcdo das atividades e na Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica de Duval (2012). Para isso, foi aplicada uma sequéncia de
atividades baseada na resolucdo de problemas, integrando materiais manipulaveis e
recursos digitais, como o software Geogebra. Os conceitos de area e volume da
esfera, essenciais no curriculo de matematica do ensino médio, foram explorados
com o objetivo de favorecer a compreensdo geométrica e o desenvolvimento de
habilidades espaciais e de visualizacdo. A experimentacao foi estruturada em quatro
momentos principais: (1) reflexdo sobre os elementos que compdem a esfera, por
meio da manipulacdo de objetos fisicos; (2) exploracdo do significado espacial do
volume da esfera com apoio de materiais concretos; (3) construcdo de uma esfera
no Geogebra, estimulando a criatividade e a visualizacdo dinamica; (4) Construcao
da formula do volume da esfera pelos alunos; e (5) Deducao da férmula da area da
superficie da esfera pelos alunos.A andlise dos dados foi realizada a partir de uma
abordagem qualitativa, considerando as interagdes dos alunos com 0s instrumentos
de aprendizagem. Foram utilizados registros escritos, audios e imagens como fontes
de evidéncia. A Teoria dos Registros de Duval (2012), permitiu identificar padrées de
comportamento, estratégias de conversao entre registros e niveis de compreensao
dos conceitos geométricos abordados durante os tratamentos. Os resultados
ofereceram uma visdo ampla e detalhada do processo de aprendizagem,
evidenciando o papel dos artefatos como mediadores cognitivos e a importancia da
multiplicidade de representa¢des na constru¢cdo do conhecimento matematico. Com
base nos resultados da pesquisa foi elaborado um produto educacional na forma de
livro digital que esta disponivel em
https://educapes.capes.gov.br/handle/capes/180348 para livre acesso.

Palavras-chave: Volume da esfera; Sequéncia de atividade; Software Geogebra;
Solidos Geométricos de Revolugédo; Geometria Espacial.


https://educapes.capes.gov.br/handle/capes/180348

SILVA, Vitor Vasconcelos. AREA AND VOLUME OF A SPHERE: Mathematical
Experimentation with Manipulatives and Digital Resources. Master's Dissertation of
the Postgraduate Program in Mathematics Teaching - State University of Para,
Belém, 2026.

ABSTRACT

This research investigated an approach to teaching the calculation of the area and
volume of a sphere, based on Rabardel's (1995) Instrumentation Theory, which
guided the construction of the activities, and Duval's (2012) Theory of Semiotic
Representation Registers. To this end, a sequence of problem-solving activities was
applied, integrating manipulable materials and digital resources, such as the
GeoGebra software. The concepts of area and volume of a sphere, essential in the
high school mathematics curriculum, were explored with the aim of promoting
geometric understanding and the development of spatial and visualization skills. The
experimentation was structured in four main stages: (1) reflection on the elements
that compose the sphere, through the manipulation of physical objects; (2)
exploration of the spatial meaning of the sphere's volume with the support of
concrete materials; (3) construction of a sphere in GeoGebra, stimulating creativity
and dynamic visualization; (4) construction of the formula for the volume of a sphere
by the students; and (5) deduction of the formula for the surface area of the sphere
by the students. The data analysis was conducted using a qualitative approach,
considering the students' interactions with the learning tools. Written records, audio,
and images were used as sources of evidence. Duval's (2012) Theory of Registers
allowed for the identification of behavioral patterns, conversion strategies between
registers, and levels of understanding of the geometric concepts addressed during
the treatments. The results offered a broad and detailed view of the learning process,
highlighting the role of artifacts as cognitive mediators and the importance of the
multiplicity of representations in the construction of mathematical knowledge. Based
on the research results, an educational product in the form of a digital book was
developed and is available for free access at
https://educapes.capes.gov.br/handle/capes/180348

Keywords: Volume of the sphere; Activity sequence; Geogebra software; Geometric
Solids of Revolution; Spatial Geometry.
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Capitulo 1 - INTRODUCAO

Jean Piaget (1969), renomado psicélogo suico, destacou em suas teorias
sobre o desenvolvimento cognitivo a importancia essencial do ensino de geometria
na formacdo do pensamento l6gico, espacial e critico dos estudantes. Nesse
sentido, a geometria desempenha um papel fundamental na formacéo integral do
individuo, contribuindo para o desenvolvimento de capacidades cognitivas que
extrapolam o campo matemético. Dentre os diversos conceitos geométricos
abordados no ensino médio, o volume da esfera se destaca por sua aplicabilidade
em multiplas areas do conhecimento, como Fisica, Engenharia, Medicina, Biologia,
Geografia, Geologia, Astronomia, Ecologia e Ciéncias Ambientais.

Apesar de sua relevancia, o ensino da geometria espacial nas escolas ainda é
marcado por praticas pedagdgicas tradicionais, centradas na exposic¢ao teorica e na
aplicacdo mecénica de formulas. Como apontam Bissolotti e Titon (2022) e Neitzel
(2023), muitos estudantes tém acesso ao contetudo apenas por meio da lousa e do
livro didatico, o que limita a constru¢cdo de significados e favorece uma postura
passiva diante do conhecimento. Essa abordagem, alicercada na autoridade do
professor e na transmissao unidirecional de informacdes, dificulta a compreenséo de
conceitos tridimensionais, como o volume da esfera, cuja abstracdo exige
habilidades de visualizac&o espacial e raciocinio algébrico.

A lacuna identificada na literatura, onde a maioria das pesquisas sobre o uso
de tecnologias digitais no ensino de geometria se concentra em conceitos gerais,
sugere a importancia de investigar sua aplicacdo, que nesta pesquisa teve como
prioridade o desenvolvimento da compreenséo de area e volume da esfera. Essa
falta de aprofundamento é particularmente relevante considerando as dificuldades ja
bem documentadas no aprendizado desses conceitos tridimensionais,
frequentemente abordados de maneira abstrata.

A experimentacéo realizada nesta pesquisa evidenciou que tais dificuldades,
conforme apontado por Borsoi (2016 apud GABRIEL, 2023) e Chaquiam et al.
(2020), estdo fortemente associadas a auséncia de praticas investigativas e ao
distanciamento entre os conteudos geométricos e a realidade dos alunos. Marques
(2019) reforca que o ensino da geometria espacial, quando desvinculado da
manipulacdo de sélidos e da resolugcdo de problemas contextualizados, pouco
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contribui para o desenvolvimento da autonomia e da compreensao conceitual. Como
podemos ver em seus registros.
tais dificuldades podem estar associadas a forma pela qual vem se dando o
ensino de geometria espacial nas escolas, sendo que, no geral, os topicos
sdo trabalhados de forma desvinculada da realidade do aluno, com énfase
sobre a aplicacdo de férmulas aplicadas a figuras estéticas, ndo oferecendo
ao aluno a possibilidade de experimentacdo e manipulacdo dos soélidos

geomeétricos, pouco favorecendo a investigagdo mateméatica e a autonomia
na resolucdo de problemas. (MARQUES, 2019, p. 13)

Diante desse cenario, esta pesquisa investigou uma abordagem alternativa
para o ensino da area da superficie e do volume da esfera, fundamentada na Teoria
da Instrumentacdo de Rabardel (1995) e na Teoria dos Registros de Representacao
Semiotica de Duval (2012). A proposta foi desenvolvida por meio de uma sequéncia
de atividades baseadas na resolucdo de problemas, integrando materiais
manipulaveis e recursos digitais, como o software Geogebra. A experimentacao foi
realizada com estudantes do ensino médio de uma escola publica da regido
metropolitana de Belém do Paré e estruturada em cinco momentos principais: (1)
reflexdo sobre os elementos que compdem a esfera, por meio da manipulacdo de
objetos fisicos; (2) exploracdo do significado espacial do volume da esfera com
apoio de materiais concretos; (3) construcdo da formula do volume da esfera pelos
alunos; (4) construgdo de uma esfera no Geogebra, estimulando a criatividade e a
visualizacdo dinamica e (5) deducdo da formula da area da superficie da esfera a
partir das experiéncias vivenciadas.

A andlise dos dados € conduzida sob uma abordagem qualitativa, centrada
nas interacdes dos estudantes com os instrumentos de aprendizagem propostos.
Como fontes de evidéncia, utilizam-se registros escritos, audios e imagens coletados
durante as atividades. A interpretacdo fundamenta-se nos referenciais teoricos
adotados, buscando identificar padrées de comportamento, estratégias de
conversdo entre registros de representacdo e 0s niveis de compreensdo dos
conceitos geométricos. Pretende-se, com isso, investigar o papel dos artefatos como
mediadores cognitivos e a relevancia da multiplicidade de representacdes no ensino
da Geometria Espacial.

Diante da complexidade inerente ao estudo da Geometria Espacial, este
trabalho justifica-se pela busca de estratégias que atenuem as dificuldades de
abstracéo e representacdo mental. A utilizacdo do software Geogebra surge como

uma alternativa metodologica capaz de mediar a relacdo entre o aluno e os
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conceitos de area e volume da esfera. A intencéo central € promover uma transi¢cao
da abordagem tradicional para uma perspectiva exploratoria, na qual a interatividade
atue como facilitadora da compreenséao tedrica e o discente assuma uma postura
autbnoma diante da construcédo do seu saber.

Para Lorenzato (2010 apud NEITZEL, 2023, p. 11)a aprendizagem € mais
significativa quando o aluno é protagonista do processo de descoberta, valorizando
a experimentacdo e a investigacdo em detrimento de procedimentos mecanizados.
Dessa forma, esta pesquisa buscou contribuir para o avango do conhecimento na
area, oferecendo subsidios para praticas de ensino que superem a abordagem
tradicional e favorecam uma compreensdo mais profunda e intuitiva desses
conceitos geométricos fundamentais.

Conforme apontado por Chaquiam (2020 apud GABRIEL, 2023, p. 14), no
contexto do ensino e aprendizagem da geometria espacial, observou-se que muitos
alunos enfrentam dificuldades na visualizacdo do espaco tridimensional, como
evidencia a seguinte passagem:

[...] a aprendizagem da matematica no ensino médio ndo deve estar ligada
somente a um conjunto de regras, formulas e técnicas, mas deve permitir o
desenvolvimento de competéncia critica para utilizar esse conhecimento de
forma responséavel e consciente, a servico das diferentes préaticas sociais,
espera-se que o0s conhecimentos obtidos pelos participantes dessa

pesquisa possa alicercar a continuidade de seus estudos em niveis mais
elevados de desenvolvimento conceitual. (GABRIEL, 2023, p.107)

Durante o processo investigativo, foram selecionados e analisados 27
trabalhos, os quais evidenciaram os desafios enfrentados no campo educacional
para o desenvolvimento de atividades préaticas voltadas ao ensino da geometria.
Esses estudos propuseram diversas estratégias, destacando-se aquelas que
envolvem a manipulacdo de objetos esféricos e a construcdo de modelos didaticos
com potencial para aprimorar a compreensado dos estudantes sobre o conceito de
volume.

Entre os trabalhos analisados, destacam-se os estudos de Avila (2022),
Moraes e Cardoso (2020) e Marques (2019), que contribuiram significativamente
para a reflexdo sobre praticas pedagdgicas inovadoras. Merece também destaque a
pesquisa de Gabriel (2023), que apresentou uma abordagem diferenciada ao
explorar a aprendizagem em ambientes alternativos, evidenciando novas

possibilidades para o ensino da geometria espacial:
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um fator considerado importante foi a mudanca de ambiente: a saida da
sala de aula tradicional para outro ambiente — biblioteca e laboratério de
informatica — pode ter motivado os alunos a empregar esfor¢co cognitivo
para favorecer a aprendizagem significativa. O simples fato de poder
trabalhar em mesas adequadas para grupos de estudo, a quantidade de
material disponivel para cada mesa e o modo como o material da sequéncia
didética foi trabalhado compuseram uma situagcdo um tanto diferenciada das
aulas que sédo ministradas na escola. (GABRIEL, 2023, p. 111)

Marques (2019) enfatizou a importancia da busca pela compreenséo e
autonomia dos alunos na procura por solucdes de problemas relacionados ao
volume de uma esfera. Esse tipo de estudo mostrou uma proposta para 0 ensino e a
aprendizagem desse objeto matematico, de maneira que o0 ensino possa ocorrer por
meio de analises e inferéncias por parte do aluno. Isso vai além de uma simples
substituicdo de valores em uma férmula matematica, contando com o auxilio da

tecnologia para que o aluno consiga criar e interpretar seus préprios resultados.
a resolugcdo de questbes do livro didatico ou a lista elaborada pelo
professor; os problemas apresentam uma Unica resposta e sao resolvidos
por meio de algoritmos trabalhados em outras questfes apresentadas como
exemplo. Neste contexto, o aluno pouco desenvolve o seu senso critico e a

autonomia, e ndo se desenvolve a capacidade de lidar com erros durante o
processo de aprendizagem. (MARQUES, 2029, p. 51)

Nessa perspectiva, foi realizada uma experimentacdo com 0 objetivo de
proporcionar aos alunos oportunidades de interacdo com materiais manipulaveis,
articulando recursos concretos e digitais na construcdo de conceitos geometricos.
Para tanto, utilizou-se o Geogebra como ferramenta digital, de forma planejada e
intencional, visando favorecer o processo de ensino e aprendizagem. Essa
abordagem esté alinhada as diretrizes dos Parametros Curriculares Nacionais, que
reconhecem e incentivam o0 uso de tecnologias educacionais como meios para
enriquecer as praticas pedagdgicas e ampliar as possibilidades de aprendizagem:

€ um instrumento capaz de aumentar a motivagao dos alunos, se a sua
utilizacéo estiver inserida num ambiente de aprendizagem desafiador. Nao é
por si s6 um elemento motivador. Se a proposta de trabalho ndo for

interessante os alunos rapidamente perdem a motivacdo. (BRASIL, 1997, p.
57).

Sob essa 6tica, a motivacdo mencionada pelo documento oficial é fomentada
guando o aluno deixa de ser um espectador passivo de formulas prontas e passa a
atuar como protagonista na construcdo do conhecimento. No caso especifico do
calculo volumétrico, a criagdo de um ambiente de aprendizagem dinamico exige

propostas que estimulem a experimentacdo e a visualizagdo. Ao manipular objetos
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reais e confrontar seus achados com a simulacao digital, o estudante encontra o
desafio necesséario para manter o engajamento, permitindo que a tecnologia e o
material concreto atuem, de fato, como instrumentos de potencializacdo cognitiva e
nao apenas como suportes ilustrativos.

A pesquisa fundamenta-se na necessidade de investigar abordagens
inovadoras para o0 ensino de Geometria, visando promover o desenvolvimento de
habilidades essenciais a formacao cidada. Ao explorar o potencial do Geogebra, a
proposta orienta-se pela mitigacdo de obstaculos cognitivos no processo de ensino e
aprendizagem, proporcionando um ambiente no qual o discente participe ativamente
da construcédo de conceitos relativos aos célculos de area e volume da esfera.

No delineamento da sequéncia de atividades, o uso do Geogebra é
compreendido como um elemento que dinamiza a aprendizagem. O recurso é
empregado com o intuito de promover a exploracao interativa de propriedades
geométricas, fomentando o senso critico do estudante. Nesse sentido, a
manipulacdo digital voltada aos elementos da esfera visa subsidiar uma
compreensao articulada dos calculos de é&rea e volume, permitindo que o
protagonismo discente seja o eixo central da assimilagdo desses conceitos.

Diante desse cenario, a investigacao buscou responder ao seguinte problema:
de que maneira a aplicacado de uma sequéncia de atividades fundamentada na teoria
da instrumentacdo, aliada ao uso do Geogebra e de materiais manipulaveis, pode
contribuir para a aprendizagem dos calculos de area e volume da esfera?

Para responder a esse questionamento, estabeleceu-se como objetivo
investigar como a articulacdo entre esses recursos promove a construcdo do
conhecimento. Nesse processo, a teoria da instrumentacdo norteou a concepgéao e a
aplicacdo da sequéncia didatica, focando na transformagdo dos artefatos em
instrumentos mediadores, enquanto a Teoria dos Registros de Representacao
Semiodtica (TRRS) fundamentou a andlise da aprendizagem, permitindo mensurar a
capacidade dos alunos em converter e tratar as diferentes representagdes do objeto
matematico.

O estudo busca analisar como as atividades propostas contribuem para a
percepcao espacial e para a construcdo de representacdes mentais dos estudantes.
Para detalhar as etapas necessarias ao atendimento do problema de pesquisa,

definiram-se como objetivos especificos:
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01-Investigar qualitativamente os processos de aprendizagem, buscando identificar
os indicios de desenvolvimento dapercepcdo espacial do aluno ao longo da
aplicacao da sequéncia de atividade.

02-Explorar as percepcoes dos alunos sobre o uso do Geogebra e seu impacto na
aprendizagem de geometria, especificamente no estudo de area e volume da esfera.
03-Identificar as melhorias no desempenho dos alunos em tarefas de calculo de area
e volume de esferas ao utilizar ferramentas de geometria dinamica.

04-Analisar a eficAcia do ambiente de geometria dindamica Geogebra na

compreensao dos conceitos de area e volume de esferas por parte dos alunos.

Capitulo 2 - REVISAO DA LITERATURA

A partir de estudos relacionados ao ensino de Geometria Espacial, com
énfase na solucéo de problemas na aprendizagem do Calculo do Volume da Esfera,
observamos uma grande mobilizacdo para trazer a chamada matematica cotidiana
para a realidade do aluno. O objetivo é fazer com que o aluno perceba a matematica
presente em seu dia a dia

A busca pela compreenséo e autonomia que o aluno deve alcancar em seus
estudos foi verificada em diversos trabalhos. Esses estudos comprovam nossa
inquietagcdo quanto a habilidade adquirida pelos alunos ao se depararem com
problemas que envolvem o raciocinio necessario para o calculo do volume de uma
esfera. A aprendizagem nao se da apenas pela substituicdo de valores em uma
férmula, mas também pela analise e inferéncias sobre a estrutura do problema em
guestao.

Este capitulo apresenta um estado do conhecimento acerca dos Sdélidos
Geométricos de Revolucéo, priorizando o calculo do volume da esfera. Para tanto,
procedeu-se a um levantamento de teses e dissertac6es publicadas no intervalo de
2012 a 2025. A busca, realizada em 29 de julho de 2025, abrangeu o Portal de
Periodicos da CAPES, o Google Académico e repositorios institucionais de POs-
Graduacao, adotando como critério de inclusdo programas avaliados com notas de
exceléncia pela CAPES e que possuiam aderéncia a area de Ensino de Matematica.
A estratégia de busca foi estruturada de forma piramidal; partindo do termo macro
“Geometria Espacial”, o universo de resultados foi refinado por meio de descritores

especificos como “Sélidos Geométricos de Revolugao”, “Software Geogebra”,
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“Sequéncia de atividades” e “Volume da Esfera”. O critério de selegcdo definitivo
ancorou-se na analise minuciosa de titulos e resumos, garantindo o alinhamento
tedrico e metodoldgico com a presente pesquisa.

Posteriormente, foram selecionados, dentre esses trabalhos, aqueles que se
referiam a Sélidos Geométricos de Revolucdo ou a métodos diferenciados de ensino
de Geometria Espacial com énfase no volume dos soélidos, para possivel adequacéo
ao Volume da Esfera, que € o objeto de pesquisa deste trabalho. Ao observar
trabalhos direcionados ao Ensino Fundamental, constatou-se que possuiam
estratégias significativas que poderiam ser adaptadas ao Ensino Médio.

Na busca realizada, foram encontrados trinta e dois trabalhos alinhados as
perspectivas deste estudo, sendo uma tese e trinta e uma dissertacfes, todos
relacionados ao ensino de Geometria Espacial. Os estudos destacam métodos
diferenciados para o Ensino de Sdlidos de Revolucdo, visando um melhor
entendimento do tema pelos alunos.

No Quadro 1 abaixo estdo representados o ano de publicacéo, o tipo, o titulo
e 0 autor da obra que tiveram seus estudos baseados no ensino de Geometria
Espacial, com direcionamento ao célculo do volume dos soélidos de revolucdo. Foram
considerados também, alguns trabalhos que por meio de métodos inovadores
mostraram que é possivel o ensino da geometria espacial por meios mais dinamicos

e agradaveis ao aluno.

Quadro 1 - Trabalhos encontrados no periodo de 2012 - 2025

AXLgR TIPO TiTULO INSTITUICAO
Silva Dissertacdo | Descobrindo a Geometria Esférica | yrpB/PB
(2024) com Anselmo
Realidade aumentada na perspectiva
Silva Dissertagso da metodologia de gamificacéo para o UFAL/AL

(2023) aprendizado de volume de solidos
geométricos

Solidos Geomeétricos: uma
Dissertacdo | abordagem histérica, conceitual e | UFS/ SE
aplicada sobre volumes

Santos
(2023)
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Experimentacdo, tecnologias digitais

Neitzel . N -guldin:
eitze Dissertacéo e 0 teorema de' pappus guldin uma UNIVATES/RS
(2023) proposta pedagdgica para 0 ensino
de sdlidos de revolugao
Aprendizagem significativa da
Gabriel Dissertacéo geomAetrl_a es.pa}c_lal: analise de uma UFUIMG
(2023) sequéncia didatica para 0 ensino
médio
Realidade Aumentada: uma proposta
. i ancia didat .
Costa Dissertaco de sequenmg dida |ca. para o ens!no UNICSUL/SP
(2022) de geometria espacial no ensino
médio
Maciel A visualidade na resolugcdo de
(2‘3;';) Dissertacdo | problemas em geometria no ensino | UFPel/RS
médio
. A formacéo do conceito de Calculo de
Avila Tese Volume em uma proposta de | pyc/GoO
(2022) atividade na perspectiva do ensino
desenvolvimental de Davydov
Estudo dos sdlidos de revolu¢cdo com
Pinheiro énfase nos Corpos Redondos:
Dissertacdo | concep¢gbes e praxis de uma | UFSM/RS
(2022) N .
sequéncia didatica a luz da teoria de
Guy Brosseau
As contribuicbes da Realidade
S Aumentada mediada pela
(Zgggea?) Dissertacdo | metodologia Sequéncia Fedathi para | UFPa/PA
a aprendizagem de Geometria
Espacial
Soares Sala de aula invertida no ensino de
(2022b) Dissertacdo | geometria: contrit?utos para praticas | yERN/RN
de educacéo ambiental
A conceituagdo do pensamento
Paiva Dissertacso g_eorpgtrlco: as!oe~ctos histoéricos, UNESP/PA
(2021) filosoficos e as visOes presentes em
teses e dissertacdes no Brasil
?;Onztoi Dissertacio | ENsino de piramides no ensino médio: | yTFPR/PR
1

Uma sequéncia didatica apoiada na
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teoria de Registro de Representacao
Semidtica

Geometria Espacial: a aprendizagem

Paula Dissertacdo | atravées de diferentes recursos | UFRRJ/RJ
(2021) didaticos
Merlim Modelagem Matematica no Ensino
issertacao édio: um panorama de estudos e A
(2020) Di do | Médi d d UNIVAS/MG
suas contribuicdes
Moraes Célculo de Volume de Prismas
(2020) Dissertacdo | através de atividades praticas e | jEpa/PA
intuitivas
Tour&o Dissertacio CI?nsm]:) de egera pt())r meio de applets UEPA/PA
(2020) o software Geogebra
Centroides, teorema de Pappus-
Guldin e o célculo de volume de
Cardoso | pissertacdo | sélidos de revolugdo: uma proposta | UFOP/MG
(2020) para futuros professores do ensino
médio.
: : ~ ia E ial
Garcia Dissertacao © .eSt(l;dO ldac .Gecl)met::a P yEscrsc
(2020) motivado pela Cristalografia.
Etnomatematica: o saber-fazer dos
Freire Dissertacdo | Cisterneiros do semiarido brasileiro e | UERN/RN
(2019) suas contribuicbes para 0 ensino-
aprendizagem da matematica escolar.
Marques | Dissertacéo Ensm?t de Esfera pzr Meio de Applets UEPA/PA
(2019) o Software Geogebra.
Estudos de sélidos geométricos e
Ribeiro Dissertagéo suas . .representag(.)es planas . .e UFMG/MG
(2019) espaciais por meio de materiais
manipulativos para o 6° ano
Rodriaues O uso do geogebra 3D, versédo para
(2039) Dissertacdo | smartphone, no processo ensino | UFAL/AL
aprendizagem de geometria espacial
Penha _ _ | Geometria Espacial no Ensino Médio:
(2019) Dissertacdo | agpectos socioculturais, resolucdo de | YSP/SP

problemas e o uso de materiais
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manipulaveis

Morcanas | pissertagao O processo de ensino-aprendizagem UERIRJ

dos poliedros
(2019) P

Geometria Espacial e educacgdo

infantil: possibilidades para o ensino a

Cimadon | pissertacéo UNIVATES/RS

(2019) partir de uma proposta
etnomatematica.
Boit Minecraft: um aliado no processo de
(28'12) Dissertacdo | ensino e aprendizagem da Geometria | UPF/RS
Espacial
Moraes | Dissertagao | O EnSine de Volume de Solidos |\ op ) /p
(2018) Geomeétricos por atividades
Santos A utilizacdo de materiais concretos
(2015) Dissertacdo | para o ensino de Geometria Plana e | UNIVASF/BA
Espacial: um estudo de caso
Nascimen O estudo da Geometria Espacial por
to Dissertacdo | meio da construcdo de soélidos com | UNIVATES/RS
(2013) materiais alternativos
_ A Modelagem como ferramenta para
Mattei Dissertacdo | a construgdo de conhecimentos | UNIVATES/RS
(2012) matematicos.
Santos : ~_ | O ensino de volume de sélidos por
D t . UEPA/PA
(2012) ISSertagao atividades.

Fonte: O autor, 2026.

Este capitulo tem como objetivo apresentar e discutir os resultados obtidos a
partir da analise de uma tese e de dissertagcbes selecionadas entre diversos
trabalhos académicos voltados ao ensino da geometria espacial, com énfase no
volume da esfera, defendidos entre os anos de 2012 e julho de 2025. A partir da
selecéo criteriosa desses trabalhos, buscou-se identificar metodologias, estratégias
didaticas, recursos utilizados e os impactos observados na aprendizagem dos
alunos.

A andlise individual de cada pesquisa possibilitou identificar as contribuicbes
especificas de cada autor, bem como tragcar um panorama geral sobre as
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tendéncias, desafios e avangos no ensino desse conteudo geomeétrico. Ao reunir
essas evidéncias, este capitulo visa oferecer subsidios teoricos e praticos que
possam enriquecer futuras propostas pedagogicas voltadas ao ensino significativo
do volume da esfera. Durante o ano de 2025, até o término dessa pesquisa, nao
foram encontrados teses e nem dissertacdes que tratem do ensino do volume da
esfera para o ensino médio.

A pesquisa de Silva (2024) teve como objetivo tornar acessivel a
compreensao da geometria esférica, uma area considerada complexa, para
estudantes do ensino médio e graduandos das ciéncias exatas. O trabalho articulou
conceitos fundamentais da geometria esférica com a narrativa do quadrinho “As
Aventuras de Anselmo Curioso”, escrito pelo cientista francés Jean-Pierre Petit. Essa
abordagem interdisciplinar buscou aproximar os alunos de conteudos abstratos por
meio de uma linguagem lludica e contextualizada, favorecendo o engajamento e a
motivacdo no processo de aprendizagem.

Além disso, o trabalho de Silva (2024) evidenciou como 0 uso de recursos
narrativos e visuais pode contribuir para a transicdo entre diferentes registros de
representacdo matematica, ampliando a compreensao conceitual e promovendo
aprendizagens significativas. A dissertacdo de Silva (2024) destacou que a
combinacdo entre materiais didaticos inovadores e fundamentacdo tedrica sélida
possibilita ndo apenas a assimilacdo de conteudos geométricos, mas também o
desenvolvimento de competéncias reflexivas e criticas nos estudantes. Dessa forma,
o trabalho reafirma o potencial pedagdgico da integracdo entre literatura cientifica,
recursos visuais e ensino formal da matematica.

O trabalho de Silva (2023) investigou o0 uso da realidade aumentada integrada
a metodologia de gamificacdo como estratégia didatica para o ensino do volume de
sélidos geométricos no Ensino Médio. A proposta parte da premissa de que o uso de
tecnologias digitais pode tornar o processo de ensino-aprendizagem mais dinamico,
interativo e significativo, especialmente em conteudos abstratos como os da
geometria espacial. O estudo envolveu o desenvolvimento e a aplicagdo de um
objeto de aprendizagem que combina elementos lddicos com visualizagbes
tridimensionais, permitindo aos alunos explorar, manipular e compreender os solidos
de forma mais concreta.

Os resultados da pesquisa de Silva (2023) apontaram que a combinacao

entre realidade aumentada e gamificacdo contribuiu para o0 aumento do engajamento
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dos estudantes, favorecendo a constru¢cao do conhecimento geométrico de maneira
mais autbnoma e participativa. De acordo com Silva (2023), os alunos
demonstraram maior facilidade em compreender os conceitos de volume e em
aplicar as férmulas associadas aos diferentes sdlidos. A pesquisa de Silva (2023),
concluiu que metodologias ativas apoiadas por recursos tecnoldgicos tém potencial
para transformar a préatica pedagogica tradicional, promovendo uma aprendizagem
mais eficaz e alinhada as demandas contemporaneas da educacao matematica.

A dissertacdo de Santos (2023) explorou a deducao do volume da esfera (e
outros solidos) através do Principio de Cavalieri e do método de exaustéo,
contrastando com a simples memorizagdo de formulas. Propdés uma sequéncia
didatica que conecta a historia da geometria com aplicaces praticas. Este trabalho
teve como foco o ensino do conceito de volume dos principais sélidos geométricos
abordados no Ensino Médio, com énfase no prisma, pirAmide, cilindro, cone e
esfera.

A proposta apresentou uma abordagem que articula aspectos historicos,
conceituais e aplicados, buscando tornar o0 ensino mais significativo e
contextualizado. Para isso, Santos (2023) explorou duas vertentes metodoldgicas: o
uso do principio de Cavalieri, amplamente presente nos livros didaticos da Educacgéao
Basica, e a aplicacdo do processo de integracdo como alternativa para a deducéo
das formulas de volume desses solidos.

Santos (2023) propds uma reflexdo sobre a importancia de compreender o
volume ndo apenas como aplicagdo de formulas, mas como resultado de
construcbes matematicas fundamentadas em argumentos geométricos e historicos.
Ao integrar diferentes perspectivas teoricas e praticas, o trabalho contribui para o
enriqguecimento do ensino de geometria espacial, oferecendo subsidios tanto para
professores quanto para estudantes no desenvolvimento de uma aprendizagem
mais profunda e sélida.

Neitzel (2023) demonstrou, em sua pesquisa, que o0 ensino de sélidos de
revolucdo torna-se mais dinamico e eficaz quando associado a experimentacao, ao
uso de tecnologias digitais e a manipulacdo de objetos concretos. A proposta
desenvolvida pelo autor proporcionou aos estudantes uma vivéncia visual e
interativa na construgdo de sélidos tridimensionais, por meio de recursos como 0
software Geogebra e da aplicacdo do teorema de Pappus-Guldin para o calculo de

volumes. Os resultados indicaram que os alunos nao apenas compreenderam 0s
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conceitos abordados, mas também foram capazes de aplica-los com autonomia em
atividades experimentais, evidenciando o potencial das metodologias inovadoras
para promover o desenvolvimento do pensamento geométrico e a consolidacédo do
conhecimento matematico.

Gabriel (2023) propds uma sequéncia didatica que foi aplicada a 20 alunos do
Ensino Médio, observando a potencialidade significativa do material de
aprendizagem e a sua contribuicdo para a formacao conceitual do aluno de maneira
a desenvolver habilidades geométricas com a utilizacdo de materiais concretos e de
tecnologias digitais como o software Geogebra. Gabriel (2023) baseou seu trabalho
na Teoria da Aprendizagem Significativa de David Ausubel (2003) e nos modelos
tedricos de niveis de formacdo conceitual e de habilidades geométricas de Pierre
Van Hiele e de Alan Hoffer. Gabriel (2023) observou que sua Sequéncia Didatica
teve éxito e que os alunos conseguiram obter um bom desempenho diante dos
conteudos de Geometria Especial.

O produto educacional elaborado por Costa (2022) apresenta o formato de
uma sequéncia didatica pedagdgica com o intuito de fomentar o desenvolvimento do
ensino da Geometria Espacial, sendo associada a utilizagdo do recurso de
Realidade Aumentada no aplicativo Geogebra Calculadora 3D, como instrumento
para uma aprendizagem significativa. Costa (2022) observou uma melhora
significativa na aprendizagem dos alunos de acordo com os dados da SAEB,
afirmando que a presenca de tecnologias no ensino da Geometria Espacial estimula
de forma positiva a aprendizagem do aluno, o qual apresentou um avango no estudo
dessa matéria, fazendo com que ele seja autbnomo e protagonista de seu préprio
conhecimento.

Maciel (2022) proporcionou aos alunos a utilizagéo da visualidade, lan¢cando
mao de midias e imagens, auxiliando no desenvolvimento visual e contribuindo
ainda mais para aprendizagem dos alunos. Com o intuito de investigar a
potencialidade do visual na aprendizagem da Geometria, Maciel (2022) propds um
modelo de Ensino Virtual Enriquecido, fundamentado nas ideias de Boaler (2013;
2016; 2018; 2019; 2020) sobre o crescimento cerebral e aspectos visuais. Para o
estudo dos dados, Maciel (2022) utilizou a Analise de Conteudo de Bardin (1977),
observando que durante as atividades os alunos desenvolveram mentalidades de

crescimento produtivo.
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O trabalho de Soares (2022a) defende a utilizacdo do software Geogebra e a
Realidade Aumentada (RA) para o ensino e aprendizagem de Geometria Espacial,
com base na metodologia Sequéncia de Fedathi (SF) e na Engenharia Didatica,
resgatando a investigacdo em sala de aula por meio de fundamentos e principios.
Soares(2022a) comprovou que o Geogebra e a RA favorecem a visualizagéo e a
aprendizagem de Geometria Espacial e um notdério engajamento dos alunos. Numa
perspectiva Qualitativa e Quantitativa, foram propostas atividades no Geogebra e ao
final uma aplicacdo de questionario contendo 12 questdes, numa turma de 20 alunos
do curso de pedagogia. Com roteiro de acompanhamento e observacdo durante a
aplicacdo das sessdes didaticas. Soares (2022a) relata que a RA favoreceu a
aprendizagem do estudo de Geometria Espacial.

Em seu trabalho, Avila (2022) buscou analisar as contribuicdes da teoria do
ensino desenvolvimental de Davydov, no processo de ensino-aprendizagem sobre o
conceito do calculo de volume, também analisa a trajetoria historica do conceito do
calculo de volume de modo que se entenda as relacbes e o movimento mental
presentes em cada momento e com isso identificar as acfes mentais necessarias na
elaboracdo e execucdo de cada atividade de estudo. Avila (2022) percebeu que os
principios da teoria do ensino desenvolvimental de Davydov podem ser uma
alternativa viavel para organizacdo e execucdo do ensino do conceito do célculo de
volume para turma de segundo ano do Ensino Médio.

Soares (2022b) utilizou a tecnologia digital e materiais manipulaveis em sua
sequéncia didatica para o ensino de Geometria Espacial, através de um modelo de
ensino hibrido com sala de aula invertida e com pressupostos da educacao
ambiental, dentre os assuntos abordados esta o estudo sobre Corpos Redondos.
Nessa proposta, Soares (2022b) enfatizou a utilizacdo de materiais
manipulaveis/reutilizaveis ou reciclaveis para auxiliar na compreensao de objetos e
modelos de conhecimento de geometria espacial que seja vinculado ao dia a dia do
aluno. Soares (2022b) visou corroborar para que o aluno seja protagonista do seu
aprendizado. Como resultado foi possivel perceber que houve uma apropriacdo de
conhecimentos prévios por parte dos alunos que avaliaram a sequéncia didatica
como favoravel ao ensino de geometria espacial.

A sequéncia didatica de Pinheiro (2022) apresentou concepcbes e praxis
acerca do estudo de volumes de sélidos de revolugdo com énfase nos Corpos

Redondos. As situacdes didaticas propostas pela autora envolveram a utilizacdo de
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materiais manipulaveis como solidos de acrilico e simulador de sélidos de revolugéo
e uma atividade experimental para determinacdo do centroide de figuras planas,
bem como a construcdo de maquetes fisicas e virtual com a utilizacdo do software
sketchup. Baseados na teoria das Situacdes Didaticas de Guy Brousseau com
carater de instrumento cientifico. Sobre uma perspectiva qualitativa e na modalidade
de ensino hibrido, a autora utilizou o principio de Cavalieri e os teoremas de Pappus
para o desenvolvimento de sua pesquisa.

Paiva (2021) partiu do pressuposto que o pensamento geométrico faz parte
das atividades cotidianas e para isso elaborou um estudo sobre o Estado da Arte
contendo as conceituacdes de pensamento geométrico presentes nas teses e
dissertacGes brasileiras que tratam desse tema na formacdo de professores de
Matematica. Paiva (2021) usou uma abordagem qualitativa, mediante a metodologia
de analise documental e Estado da Arte. Através dos dados obtidos, Paiva (2021)
pode afirmar que as representacdes visuais além de facilitadoras para a
compreensdao de um conceito, também contribuem para a construcdo do
conhecimento relacionado a um dado contetdo.

A pesquisa de Santos (2021) iniciou com uma investigagcado sobre a percepcao
dos alunos em relacdo a elementos nao perceptivel de uma figura geométrica
tridimensional. A partir disso, foi elaborada e aplicada uma sequéncia didatica,
baseada na Teoria de Registro de Representacdo Semioticas, e utilizada a
Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa. Santos (2021) também fez uso
de materiais manipulaveis e também do software Geogebra, promovendo a
visualizacdo dos elementos ndo aparentes na representacdo bidimensional ou
tridimensional, dando atencdo as dimensdes inferiores do sdlido. Santos (2021)
enfatiza que a producdo em registros de representacao diferentes do registro de
saida demonstra que as conversfes e tratamentos realizados em diferentes
registros de representacdo semibtica, contribuem para o aprendizado de Geometria.

No trabalho de Paula (2021), € possivel observar a utilizacdo de materiais
manipulativos concretos (sélidos geométricos) e virtuais (Geogebra 3D) para
visualizacdo e aprendizagem da geometria especial. Com o intuito de apresentar um
possivel caminho para o desenvolvimento da habilidade de visualizacdo podendo
ajudar no desenvolvimento do pensamento geométrico espacial, numa perspectiva
de aprendizagem significativa. Paula (2021) buscou trabalhar também contextos

interdisciplinares que remetem a Artes e a Histdria, com inspiracdes em obras de
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Oscar Niemeyer. De acordo com Paula (2021), os recursos utilizados neste trabalho
favoreceram uma melhor compreenséo do estudo da Geometria Espacial, auxiliando
também no desenvolvimento da visualizagédo e trazendo inovacéo e estimulando os
alunos.

O estudo de Merlim (2020) teve como principal abordagem investigar como se
da a presenca da modelagem matematica no processo educativo do ensino médio,
visando deixar a disciplina mais prazerosa e agradavel e, consequentemente,
diminuir o indice de reprovacao nessa disciplina. Para Merlim (2020), a modelagem
matematica, baseada em situagcbes do mundo real, faz com que as aulas de
matematica sejam mais envolventes para os alunos. Merlim (2020) baseou-se no
estado do conhecimento de Romanowski e Ens (2006), observandoos aportes
tedricos utilizados nos trabalhos encontrados foram de Biembengut (2003; 2009;
2010; 2015) e Bassanezi (2002; 2006; 2015), dentre outros, que tratam da
modelagem matematica.

O trabalho de Tourdo (2020) investigou o potencial do software Geogebra 3D,
especialmente por meio de applets interativos, como ferramenta didatica para o
ensino da esfera no contexto da geometria espacial. A pesquisa foi desenvolvida
com estudantes do ensino médio e teve como objetivo principal analisar como a
visualizacdo dinamica e a manipulacdo de objetos tridimensionais podem contribuir
para a compreensao de conceitos como raio, diametro, sec¢des planas e volume da
esfera. A proposta metodologica envolveu a criacdo e aplicacdo de atividades
mediadas por applets construidos no Geogebra, permitindo aos alunos explorar
propriedades geométricas de forma mais concreta e visual.

Os resultados da pesquisa de Touréo (2020) indicaram que o uso dos applets
favoreceu o engajamento dos estudantes e proporcionou uma aprendizagem mais
significativa, especialmente no que diz respeito a abstracdo de conceitos
tridimensionais que, tradicionalmente, apresentam alto grau de dificuldade. A
dissertacdo de Tourdo (2020) destacou ainda a importancia da formacéo docente
voltada para o uso de tecnologias digitais no ensino da matematica, reforcando que
o Geogebra, por sua interface intuitiva e recursos visuais, pode ser um aliado
poderoso na superacédo de obstaculos conceituais no ensino da geometria espacial.

O trabalho Moraes (2020) avaliou a eficacia de uma sequéncia didatica
baseada na Engenharia Didatica e no Ensino por Atividade para ensinar volume de

prismas a alunos do 2° ano do Ensino Médio. A proposta consistiu em um objeto de
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aprendizagem que ocultava as formulas para que os estudantes as descobrissem a
partir de atividades sequenciais envolvendo paralelepipedos, cubos e prismas,
complementadas por transformacdes e exercicios de fixacdo alinhados a ENEM e
SAEB; o0 experimento incluiu pré-teste, trés sessdes de aprendizagem e pds-teste, e
usou socializacao e intervencéo docente para superar dificuldades interpretativas.

Os resultados da pesquisa de Moraes (2020) mostraram ganho significativo
no desempenho médio, como foi possivel identificar no pos-teste (8,03) que superou
amplamente o pré-teste, indicando que a sequéncia e as atividades favoreceram a
compreensdo e a construgdo das formulas de volume, ainda que alguns alunos
tenham apresentado dulvidas pontuais. Conclui-se que a metodologia €
estatisticamente eficaz e, integrada a tecnologias e modulos adicionais (areas,
manipulacédo de volumes, animacdes), pode ampliar o ensino da geometria espacial
com baixo custo e alto potencial formativo.

Cardoso (2020), com o intuito de elaborar mecanismos para o0 ensino do
calculo de Volume de Sdlidos de Revolucao, utilizou em sua atividade o Teorema de
Pappus-Guldin e um estudo sobre centroide de figuras planas. Cardoso (2020)
prop6s a inclusao de tecnologias digitais para o ensino dos célculos dos volumes
desses solidos de revolucdo, como o software Geogebra, por exemplo. Ao elaborar
essa atividade, Cardoso (2020) desenvolveu uma alternativa para que os futuros
professores de matematica do Ensino Médio possam despertar o interesse dos
alunos a querer aprender e a investigar os conteddos matematicos, sempre com
foco na autonomia e protagonismo do proprio aluno, deixando-o mais criativo e
guestionador.

Garcia (2020) utilizou como recurso didatico o uso da cristalografia para o
ensino da geometria espacial, sempre mostrando sua contribuicdo para a ciéncia,
industria, medicina e tecnologia, com aplicacdes no cotidiano através de exemplos.
Tal recurso promove o interesse do aluno e garante uma visualizacdo satisfatéria e
provoca a curiosidade do aluno gerando um questionador.

Freire (2019) buscou o saber-fazer etnomatematico dos construtores de
cisternas, sob um olhar D’Ambrosiano em uma pesquisa de abordagem qualitativa
de cunho etnografico, onde participaram um total de 14 alunos, mais dois
cisterneiros e também o inventor da cisterna de placas, com o apoio de recursos
como: registro fotografico, diario de campo, observacdo direta, entrevistas e

guestionarios nao-estruturados. Freire (2019) promoveu, com essa pesquisa,
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estratégias de ensino-aprendizagem com significado e um comprometimento maior
por parte dos alunos envolvidos. Freire (2019)constatou que a pratica dos
cisterneiros possui inUmeros elementos de praticas etnomatematicas articulando
com a matematica escolar uma estratégia que favorece a aprendizagem com
significado.

Marques (2019) apresentou resultados da aplicacdo de sua Sequéncia
Didatica sobre o ensino e aprendizagem de uma Esfera com a utilizacdo do software
Geogebra 5.0. Na construcao de sua Sequéncia Didatica, Marques (2019) utilizou o
modelo das Unidades Articuladas de reconstrucdo Conceitual (UARC) de acordo
com os métodos de Cabral (2017), levando em consideracdo estudos prévios,
analise de Livros Didaticos e uma pesquisa junto aos professores e alunos em
relacdo ao ensino aprendizagem no estudo de uma esfera. Na aplicacdo da
Sequéncia Didéatica foram analisadas as interagbes entre os alunos e entre
professor/alunos por meio da Analise Microgenética de Goes (2002) e pela Analise
do Discurso de Scott e Mortiner (2002), na qual se observou uma melhora
significativa na aprendizagem relacionada ao so6lido em questao.

Ribeiro (2019) realizou um trabalho de cunho qualitativo, visando reconhecer
o grau de conhecimento dos alunos, referente a soélidos geométricos. Para isso,
Ribeiro (2019) promoveu seis atividades, sendo uma sondagem, quatro oficinas e
um jogo, participaram da pesquisa 19 alunos, cada oficina durou em média duas
horas e o produto final desse trabalho foi uma sequéncia didatica e um jogo. A
dissertacédo de Ribeiro (2019) foi baseada na teoria de Pais (1996) que acreditava no
entendimento da geometria a partir da constru¢cdo e da manipulacdo de objetos,
podendo ocorrer de forma manual ou por um software. Essa teoria possui quatro
elementos fundamentais que sao: objeto, desenho, imagem mental e conceito. Os
resultados de Ribeiro (2019) foram analisados pela teoria de Van Hiele e foi possivel
perceber que os alunos tiveram maior interesse em compreender a estrutura dos
solidos.

Rodrigues (2019) utilizou o Geogebra 3D em sua sequéncias didaticas, para a
construcdo dos conceitos fundamentais da geometria espacial, com énfase em
volumes de sélidos geométricos. Tal sequéncia foi fundamentada na teoria das
SituacBes Didaticas de Guy Brousseau e na teoria de Van Hiele, assim também
como a parte histérica do ensino de Geometria. Rodrigues (2019) mostrou a



33

importancia da utilizagdo de softwares juntamente com uma sequéncias didaticas
para construcao de uma aprendizagem significativa.

No trabalho de Penha (2019), foi aplicado uma sequéncia didatica para o
ensino da Geometria Espacial. Penha (2019) incorporou aspectos socioculturais da
propria turma em sua sequéncia didatica com métodos de resolucao de problemas e
utilizou material manipulavel. Penha (2019) faz uma abordagem diferenciada da
tradicional para o ensino de geometria, colocando o aluno diante de condi¢cbes de
aprendizagem e aproximando o ensino da Matematica a realidade, e assim
corroborando para um aprendizado mais significativo e dinamico. Penha (2019)
constatou que houve um crescente no interesse e na motivacdo dos alunos em
relacdo a atividade proposta.

Morcanas (2019) fez uso da Realidade Aumentada (RA) através de softwares
educativos, permitindo que a Geometria Espacial fique mais dinamica e interativa.
Essa perspectiva ludica nas construcdes de poliedros visa a melhor compreenséo
dos elementos e dos conceitos relacionados a esses solidos e ainda é possivel
trabalhar a Relacdo de Euler de maneira diferenciada. Em seu trabalho, Morcanas
(2019) também propds um modelo de desenvolvimento geométrico com énfase nas
fases da aprendizagem desenvolvida por Van Hiele. A autora finaliza seu trabalho
com construcdes de poliedros através do uso dos aplicativos: Polyedresaugmentes e
Geometrix.

A pesquisa de Cimadon (2019) prop6s atividades vinculadas as nocbes de
Geometria Espacial de cunho qualitativo e com inspiracbes etnograficas,
proporcionando ao aluno conhecimento direto e experiencial de outras culturas.
Buscando base no referencial tedrico-metodolégico do campo da Etnomatematica.
Cimadon (2019) examinou questdes sociais e culturais no ambito do ensino,
utilizando como material de pesquisa o diario de campo, que continha gravacdes de
videos realizados nos ambientes internos e externos, material escrito e produzido
pelos estudantes, tais como desenhos, maquetes e constru¢des. Cimadon (2019)
constatou que apesar de estarem conversando bastante, a turma estava mais
concentrada e o assunto principal era a tarefa proposta.

O trabalho de Boito (2018) foi baseado no construcionismo de Seymour
Papert e nos principios de Paulo Freire, com dialogo problematizador e
contextualizagdo do saber, as atividades foram desenvolvidas com lapis, papel,

dobraduras de solidos geométricos, material dourado, etc, de maneira a se
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relacionar ao jogo Minecraft. Foram utilizados smartphones, projetor de imagens,
tutoriais em videos e computadores. A pesquisa contou com nove alunos, que em
doze encontros de 50 minutos cada, possibilitou o registro em diario de bordo, com
fotos e relatério de cada encontro. Boito (2018) afirma ter sido relevante a aplicacéo
de sua sequéncia de atividades para a aprendizagem de elementos introdutorios da
geometria espacial.

A dissertacdo de Moraes (2018) teve como objetivo investigar estratégias
diferenciadas para o ensino do calculo de volume de sélidos geométricos,
especialmente prismas e cilindros, por meio de atividades praticas e intuitivas. A
pesquisa foi desenvolvida com estudantes do ensino médio de escolas publicas do
Pard e buscou compreender como a utilizagdo de materiais manipulaveis e
sequéncias didaticas inovadoras poderia favorecer a participacéo ativa dos alunos e
melhorar seu desempenho em problemas envolvendo geometria espacial.

Os resultados da pesquisa de Moraes (2018) mostraram que a adocdo de
atividades praticas contribuiu para maior engajamento dos estudantes e possibilitou
uma compreensao mais significativa dos conceitos de volume. A andlise evidenciou
que, ao articular teoria e préatica, os alunos desenvolveram maior autonomia
intelectual e capacidade de relacionar representacdes algébricas e geométricas.
Dessa forma, o trabalho reforcou a importancia de metodologias ativas e
contextualizadas no ensino da matematica, destacando que o0 uso de recursos
manipulaveis e sequéncias didaticas bem estruturadas constitui uma estratégia
eficaz para promover aprendizagens significativas em geometria espacial

Santos (2015) investigou a eficacia do uso de materiais concretos para o
ensino da geometria plana e espacial, esclarecendo que a matematica e a geometria
ndo sdo feitas s6 de numeros, quadro branco e pincel e que a producdo do
conhecimento, decorre da vivéncia do aluno com as formas, na qual possam refletir
sobre cada uma e criar relacbes com seu proprio raciocinio. Através de um estudo
de caso, Santos (2015) mostrou que a utilizacdo de materiais concretos para o
ensino da geometria planta e espacial, torna a aula mais prazerosa e proporciona
um ambiente de interacdo satisfatério. Santos (2015) observou duas turmas A e B, e
notou que a turma que trabalhou com material concreto teve melhor desempenho no
estudo de geometria plana e espacial.

Nascimento (2013) optou pela construgcdo de Sdlidos Geométricos com

materiais alternativos fundamentado na concepcédo teorica da aprendizagem
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significativa de David Ausubel (2003), com o objetivo de analisar a ocorréncia de
aprendizagem significativa em célculos de superficies e volumes, utilizando para
isso objetos do cotidiano do aluno, valorizando sempre os saberes prévios deles.
Nascimento (2013) adotou a pesquisa-acao na aplicacdo da atividade que realizou
numa turma do 2° ano do ensino médio e pela analise dos resultados, os
participantes da pesquisa conseguiram compreender conceitos basicos da
geometria espacial, dando condicbes aos alunos de resolver problemas de
geometria espacial a eles propostos.

A pesquisa de Mattei (2012) buscou desenvolver o processo de ensino e
aprendizagem de conhecimentos matematicos enfocando nas habilidades
desenvolvidas através do ambiente de modelagem matematica. Com uma
abordagem qualitativa, Mattei (2012) realizou a sua coleta de dados, em um estudo
de caso, com questiondrios e observagfes das atividades desenvolvidas. Quinze
alunos do segundo ano do Ensino Médio participaram dessa pesquisa, onde
puderam integrar a teoria a pratica, realizando constru¢cbes de conceitos da
Geometria Espacial. Foram utilizados como instrumentos na pesquisa filmagens,
portfélio e questionario, assim como as observacoes registradas pela professora. Ao
final da pesquisa, constatou-se que os alunos tiveram um excelente desempenho e
demonstraram bastante interesse em aprender matematica. Esse estudo buscou
reunir as principais pesquisas que tratam de métodos diferenciados para o ensino de
Geometria Espacial, com énfase em corpos redondos. Com o intuito de verificar as
diversas metodologias e teorias que ja foram utilizadas nessa perspectiva.

A dissertacdo “O ensino de volume de sdlidos por atividades”, escrita por
Santos (2012), teve como objetivo investigar metodologias que tornam o ensino de
geometria mais dinamico e significativo. Santos (2012) defendeu em seu trabalho
que o aprendizado do calculo de volumes nédo deve se restringir a aplicacao
mecanica de férmulas, mas sim ser construido a partir de experiéncias praticas,
como manipulacdo de objetos, construcdo de modelos e resolucdo de problemas
contextualizados. Dessa forma, os alunos desenvolvem habilidades de visualizacao
espacial e raciocinio légico, aléem de perceberem a utilidade da matematica em
situacdes reais.

O trabalho de santos (2012) também enfatizou a importancia da participacao
ativa dos estudantes no processo de aprendizagem, destacando que atividades

praticas favorecem a motivacdo e o interesse pela disciplina. Ao propor estratégias
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gue aproximam teoria e pratica, a dissertacdo mostrou que o ensino de volume pode
ser mais acessivel e envolvente, contribuindo para uma formacado matematica sélida
e critica. Assim, a pesquisa reforcou a ideia de que metodologias ativas séo
fundamentais para transformar a sala de aula em um espaco de construcado de
conhecimento e ndo apenas de transmissdo de conteudos.

Por fim, a andlise das dissertacdes correlatas contribuiu para o refinamento
desta pesquisa ao evidenciar que a integracdo entre o concreto e o digital € o
caminho para promover a apreensao conceitual. Enquanto os trabalhos de
Nascimento (2013) e Gabriel (2023) estabelecem a importancia da experimentagao
e da visualizacdo sob a otica de Ausubel, esta dissertacdo avanca ao aplicar esses
resultados no desenvolvimento de uma sequéncia didatica focada especificamente
na area e volume da esfera. Esses trabalhos anteriores serviram como um guia para
a selecdo do software Geogebra como instrumento principal, permitindo que esta
pesquisa foque na Geénese Instrumental e na conversdo de registros de
representacdo semiética durante a criacao dos solidos.

Tanto a vivéncia proposta por Santos (2015) como a utilizacdo de objetos do
cotidiano apresentada por Nascimento (2013), assim também como a aplicacdo no
cotidiano indicado na pesquisa de Garcia e Merlim (2020), e a proposta de
vinculacdo ao dia a dia do aluno dos contetdos referentes a Geometria Espacial
vista em Soares (2022b), sdo métodos de valorizar os conhecimentos prévios do
aluno e as préticas vivenciadas por ele em seu dia a dia.

A busca também pelos conhecimentos adquiridos ao longo dos tempos pelo
saber popular, como é o caso da proposta feita por Cimadon (2019) e Freire (2019)
referindo-se a etnomatematica como parceira nessa tarefa de fazer com que mais
alunos compreendam e percam o medo da disciplina, por ja saberem mateméatica de
maneira popular, faltando apenas a transposicao para o ensino em sala de aula.

A relevancia do ensino de Geometria Espacial com o auxilio de tecnologias
digitais é evidente na literatura. Entre os estudos consultados foi destaque para o
uso do Geogebra. Marques (2019), aprofundou-se nessa teméatica, abordando
especificamente o ensino da esfera no trabalho intitulado “Ensino de Esfera por Meio
de Applets do Software GeoGebra”. A pesquisa de Marques apresentou os Applets
gue sao pequenas aplicacdes interativas criadas dentro do software Geogebra que
podem ser incorporadas em péaginas da web, plataformas de e-learning ou outros

documentos digitais.
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O Applets permite que o aluno explore e manipule construgbes geométricas,
graficos de funcbes e outras representacdes matematicas de forma dinamica e
visualmente atraente através de recursos que possibilitam a visualizacéo,
manipulacdo e calculo de area e volume dos solidos de revolucéo. Por isso, pode
ser considerada uma ferramenta poderosa para o ensino de matematica, permitindo
gue os alunos visualizem e arrisquem conceitos de forma mais intuitiva.

A Sequéncia Didatica apresentada por Marques (2019) considerou o modelo
das Unidades Articuladas de Reconstrucdo Conceitual (UARC). Com o intuito de
reconstruir conceitos de area e volume da esfera que promoveu, além da
investigagdo, a troca de informagbes entre os alunos, e o levantamento de
conjecturas com a formalizacéo dos aspectos observados ao final das atividades.

Portanto, a busca por um método eficaz de ensinar ao aluno do ensino médio
contetdos da geometria espacial segue em garantir que ele seja capaz de perceber
conexdes do assunto com o mundo real e que consiga criar meios de raciocinar e

desenvolver o estudo de maneira autbnoma e criativa.
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Capitulo 3 - 0 OBJETO MATEMATICO ESFERA: ABORDAGENS
HISTORICAS, EPISTEMOLOGICAS E FORMAIS

A esfera constitui um dos objetos mais emblematicos da Geometria Espacial.
Do ponto de vista formal, conforme define Lima (2012) em literatura do IMPA, a
esfera de centro Oe raio ré o lugar geométrico dos pontos do espaco tridimensional
cuja distancia até 0é menor ou igual a r. Trata-se de um sélido geométrico de
revolugcdo que se destaca por sua simetria continua, onde todos os pontos de sua
fronteira, conhecida como superficie esférica, sdo equidistantes do nucleo central, tal
detalhes podem ser visto na Figura 1. Sob a 6ética de Eves (2011), essa configuracao
de maxima simetria ndo apenas despertou fascinio estético desde a Antiguidade
classica, mas fundamentou o desenvolvimento de métodos matematicos e fisicos

que culminaram no préprio calculo infinitesimal.

Figura 1 - Esfera tridimensional

Fonte: O autor, 2026.

O fato de todos os pontos de sua superficie serem equidistantes de um ponto
central ndo apenas destaca sua elegancia, mas também fundamenta diversos
conceitos matematicos e fisicos. Ao longo deste estudo, exploraremos as
propriedades e aplicacbes dessa figura fascinante, cuja relevancia se estende a

multiplos campos do conhecimento.
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3.1 EVOLUCAO DOS METODOS DE DEMONSTRACAO DO VOLUME: DOS
CLASSICOS AOS CONTEMPORANEOS

O célculo do volume delimitado pela superficie esférica atravessou séculos de
investigacdo, atuando como um propulsor epistemoldgico para a ciéncia matematica.
A evolucdo do tratamento dado a esse problema permite mapear a transicdo do

pensamento puramente geométrico e mecanico dos gregos antigos para o rigor
o . . e P . 4
analitico moderno, sintetizado na férmula classica: V = gnr3.

Nesta secéo, revisitam-se 0S percursos tedricos consagrados, articulando as
intuicdes originais de Arquimedes, o principio geométrico-comparativo de Cavalieri e

a posterior formalizac&o por meio do Célculo Integral no século XVII.

3.1.1 0 METODO MECANICO DAS ALAVANCAS DE ARQUIMEDES

Por volta de 250 a.C., Arguimedes de Siracusa antecipou os fundamentos da
analise moderna ao introduzir uma abordagem pioneira que unia a mecanica a
geometria pura. Conforme aponta Boyer (1996), em seu tratado O Método,
preservado no célebre Palimpsesto de Arquimedes, o gebmetra utilizou leis da
estatica e o principio das alavancas para investigar volumes de corpos complexos
antes de submeté-los ao rigor das provas geométricas formais.

Utilizando uma balanca idealizada, Arquimedes posicionou estrategicamente
secdes transversais de trés solidos de revolucdo de mesmas dimensdes lineares
basicas (alturah = 2re raio da baser): uma esfera, um cone e um cilindro
circunscrito. Assumindo de forma heuristica que os volumes eram proporcionais as
massas das sec¢les pesadas, ele demonstrou que o0 momento gerado pela secéo da
esfera somado ao momento da secdo do cone equilibrava-se perfeitamente, na
alavanca, com o momento da sec¢do do cilindro correspondente. Traduzido para a
modelagem algébrica contemporanea (ASSIS, 2014), o equilibrio estatico

estabelecido pelas distancias ao ponto de apoio revelou que:

Vesfera + Vcone = Vcilindro

Nesse contexto, ao associar a massa ao volume de cada sélido, definindo a
massa do cilindro como m¢ = V. e a da esfera como me = Ve, Arquimedes aplicou a
Lei da Alavanca, método inovador utilizado por Arquimedes, na qual fazia uso de

uma balanca ideal para comparar diferentes sélidos geométricos. Nesse contexto,
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ao aplicar o principio das alavancas, segundo o qual o produto da massa de um
corpo pela sua distancia ao ponto de apoio deve ser igual ao produto
correspondente de outro corpo, Arquimedes demonstrou a equivaléncia entre 0s
solidos e chegou ao seguinte resultado: mclc= mele € também Velc= Ve .Le, Na

Figura 2 é possivel visualizar a configuracdo da Balanca de Arquimedes:

Figura 2 - Alavanca de Arquimedes

Fonte: O autor, 2026.

A Figura 2 ilustra como Arquimedes alcancgou a relagdo do volume da esfera.
Nota-se que, ao abrir mdo de férmulas algébricas inexistentes em sua época, ele
utilizou exclusivamente o raciocinio geométrico e principios fisicos de equilibrio para
determinar as propriedades do solido.

O volume de qualquer esfera é igual a quatro vezes o cone que tem sua
base igual ao circulo maximo da esfera e sua altura igual ao raio da esfera,
enquanto que o volume do cilindro com base igual a um circulo maximo da

esfera e altura igual ao didmetro é uma vez e meia o volume da esfera.
(ASSIS, 2014, p. 30).

Embora Arquimedes ndo utilizasse as férmulas algébricas modernas, ele
estabeleceu relacdes de proporcionalidade fundamentais entre os sdlidos. Por meio
do método da exaustdo e da estética, ele demonstrou que as &reas das sec¢les
transversais de uma esfera e de um cone, quando somadas, equivaliam a secéo
transversal correspondente de um cilindro. Segundo Boyer (1996), ao transpor essa
relacdo para sua balanca idealizada, Arquimedes provou que o volume da esfera
somado ao do cone (ambos com altura A = 2r) equilibrava-se perfeitamente com o
do cilindro. A partir dessa equivaléncia geométrica, ele deduziu que o volume da

esfera correspondia a quatro vezes o volume do cone de raio r e altura r, 0 que, em

~ . \ £z 4
notacao atual, permite-nos chegar a formula Vyggera = gnr3.



41

A demonstracdo de Arquimedes evidencia ndo apenas sua genialidade
matematica, mas também a profundidade de sua intuicdo ao articular conceitos de
geometria e mecanica em um raciocinio rigoroso. Ao relacionar os volumes do

cilindro e do cone com o da esfera, ele estabeleceu uma prova elegante que culmina
, . . 4 . .
na formula universalmente conhecida Vygtera = gnr3. Esse resultado, obtido séculos

antes do desenvolvimento formal do célculo integral, mostra como Arquimedes
antecipou métodos analiticos modernos e consolidou a esfera como um dos solidos
mais embleméaticos da matematica. Sua abordagem permanece até hoje como um
marco historico e pedagogico, ilustrando a capacidade da matematica antiga de
produzir resultados de grande sofisticacdo e relevancia.

Em suma, o método da alavanca de Arquimedes ndo representa apenas um
marco na historia da geometria, mas personifica a propria esséncia da mediacédo
entre o concreto e o abstrato. Ao articular leis da fisica para desvendar propriedades
volumétricas da esfera, o gebmetra antecipou o que hoje compreendemos como
processos de instrumentacdo, nos quais o suporte material potencializa o raciocinio
cognitivo. Para esta investigacao, tal perspectiva histérica fundamenta a relevancia
de se utilizar recursos que estimulem a visualizacdo espacial e a manipulacédo de
dados, servindo de base para a sequéncia didatica aqui proposta. Assim, busca-se
que o estudante, ao transitar entre 0o manuseio de materiais concretos e a
modelagem no Geogebra 3D, possa trilhar um percurso investigativo similar,
consolidando sua aprendizagem por meio da conversao entre os diversos registros

de representacdo semiotica.

3.1.2 0 METODO DA EXAUSTAO E A TRANSICAO PARA O INFINITESIMAL

Para conferir o rigor l6gico exigido pelo padrdao euclidiano de sua época,
Arquimedes validou suas descobertas mecanicas por meio do método da exaustao.
Como explica Eves (2011), esse método consistia em inscrever e circunscrever
poliedros regulares na esfera, expandindo progressivamente o nimero de suas
faces. A medida que o nimero de particdes tendia ao infinito, como é possivel
observar na Figura 3, a diferenca volumétrica entre os corpos poliedrais e o sdlido
esférico era "exaurida". Esse procedimento rigoroso contornava a auséncia do

conceito formal de limite, estabelecendo-se, na perspectiva de Boyer (1996), como o
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ancestral direto do célculo dos limites e das somas infinitesimais que redefiniriam a

matematica no século XVII.

Figura 3 - Poliedros inscritos e circunscritos na esfera

Fonte: O autor, 2026.

Esse método é considerado um precursor do calculo integral, formalmente
desenvolvido por Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz apenas no século XVII.
Por meio de suas investigacdes, Arquimedes logrou solucionar problemas de
extrema complexidade para a matematica da época, evidenciando uma
compreensao intuitiva e profunda de conceitos que hoje fundamentam a nocédo de
limites e infinitesimais. Conforme destaca Boyer (1996), a genialidade de
Arquimedes residiu em sua capacidade de antecipar o pensamento infinitesimal,
estabelecendo as bases sobre as quais o calculo moderno seria estruturado séculos
mais tarde.

Arquimedes usou o principio da alavanca em seu “Método dos Teoremas
Mecénicos” para deduzir propriedades geométricas. Ele aplicava conceitos de
equilibrio e centro de gravidade para estabelecer relagdes entre diferentes partes de
uma figura geométrica. Por exemplo, ele poderia usar a alavanca para encontrar o
centro de gravidade de uma figura composta, o que facilitava a aplicacdo do método
da exaustéo para calcular areas e volumes.

O principio da alavanca ajuda a entender o equilibrio e a distribuicdo de

forcas, enquanto o método da exaustao permite calcular areas e volumes de figuras
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complexas por aproximagao. Arquimedes usou ambos 0os métodos para resolver

problemas matematicos e fisicos de maneira inovadora.

3.2 0 METODO INDIVISIVEL DE CAVALIERI E AS SECOES TRANSVERSAIS

No século XVII, abrindo caminho para o célculo moderno, o matematico
italiano Bonaventura Cavalieri formulou em 1635 o principio dos indivisiveis. O
Principio de Cavalieri dita que, se dois solidos de mesma altura, assentados sobre
um mesmo plano horizontal, apresentam areas de secdes transversais iguais para
todo plano paralelo a base, seus volumes serdo equivalentes (LIMA, 2012).

Para deduzir o volume da esfera sob essa Otica, concebeu-se um solido
auxiliar denominado anticlépsidra, um cilindro equilatero de raio r e altura 2r do qual
sdo subtraidos dois cones opostos pelo vértice, cujas bases coincidem com as

bases do proprio cilindro, como é possivel observar na Figura 4.

Figura 4 - S6lidos Geométricos utilizados por Cavalieri

esfera clépsidra anticlépsidra

Fonte: Blogspot (2010). Disponivel
em:https://1.bp.blogspot.com/_JI6tYApS3x8/TFjmz-
TTwmI/AAAAAAAAAHS/bral2Kuvbws/s1600/Esfera+Clepsidra+Anticlepsidra.jpg.
Acesso em: 5 nov. 2023.

3.2.1 EQUIVALENCIA DAS AREAS DAS SECOES TRANSVERSAIS

As seccOes transversais desempenham papel central na compreensédo dos
sélidos geométricos, especialmente quando analisadas a luz do Principio de
Cavalieri. Esse principio estabelece que, se dois sélidos possuem a mesma altura e,
em todos os planos paralelos as suas bases, as areas das seccdes transversais
correspondentes sdo iguais, entdo os volumes desses sélidos também sé&o iguais.
Tal abordagem permite justificar, de forma rigorosa e intuitiva, féormulas de volume

como a da esfera, ao compara-la com outros solidos de mesma altura e seccbes
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equivalentes. No contexto pedagogico, a exploracao das seccgdes transversais sob a
perspectiva do Principio de Cavalieri, conforme ilustrado na Figura 5, fomenta o
avanco do raciocinio geométrico e da capacidade de visualizacdo espacial dos
discentes. Essa estratégia atua como um elo integrador entre os dominios
bidimensional e tridimensional, sustentado por argumentos essencialmente

comparativos e dedutivos.

Figura 5 - Exemplo de seccéo transversal

2r

Fonte: O autor, 2026.

3.2.2 AREA DAS SECCOES TRANSVERSAIS

A andlise da &rea de seccdes transversais é essencial para compreender a
estrutura interna dos solidos e suas propriedades volumétricas. Além disso, sera
demonstrado o calculo da area da seccéo transversal da esfera para qualquer altura

(h) ao longo do eixo vertical da esfera, a area da seccao transversal € um circulo de

raio s = Vr2 — h2. Pela formula da area desse circulo, tem-se que Acicylo = TS2 €
dai Acircuto = 7.[(1,.2 - hz)

Na anticlépsidra, a area da seccéao transversal a uma altura h corresponde a
uma coroa circular. Essa &area é determinada pela diferenca entre a area do circulo
maximo do cilindro e a area da seccdo do cone, dada por Aggroa = 72 — wh?. Ao
colocarmos o fator  em evidéncia, obtemos A.y..a = m(r? — h?), expressdo que
equivale textualmente a area da seccao transversal da esfera no mesmo nivel. A

ilustracdo desse conceito esta representada na Figura 6, onde mostra a comparagao
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entre a seccdo transversal de uma esfera e a da anticlépsidra, evidenciando a

equivaléncia entre ambas conforme o Principio de Cavalieri.

Figura 6 - Seccdo na esfera e na anticlépsidra

Fonte: Blogspot (2010). Disponivel em:
https://3.bp.blogspot.com/_JI6tYApS3x8/TFjplik-
ZjIIAAAAAAAAAHS/IJzYULOBCIw/s1600/Esfera+e+Anticlepsidra.jpg. Acesso em: 5
nov. 2023.

Essa equivaléncia demonstra que, conforme o Principio de Cavalieri, 0
volume da esfera é igual ao volume da anticlépsidra. Com base nesse resultado, é
possivel determinar o volume da esfera por meio de duas abordagens: uma delas
consiste em integrar as areas das secc¢des transversais ao longo da altura da esfera,
variando de -r a r, 0 que permite obter o volume total a partir da soma continua das
areas circulares geradas pela intersecdo com planos paralelos a base.

Considerando que os dois sélidos possuem a mesma altura e que, em todos
os planos horizontais paralelos as suas bases, apresentam areas de seccdes
transversais iguais, o Principio de Cavalieri assegura que seus volumes também séo
equivalentes. A anticlépsidra, nesse contexto, € formada por dois cones idénticos,

cada um com raio “r’ e altura “r".

- 1 ~
Sabendo que o volume de um cone €& dado porV,,,. = grrrz.h, entao o volume

. s . , 1 4
total da anticlépsidra € Vaneiciepsiara = 2 (ETL'TZ.ZT) = 57"3' No entanto, ao
considerar a esfera com raio r, cuja seccédo transversal em cada altura coincide com
. a2 . . 2 2 4
a da anticlépsidra, conclui-se que seu volume também € V,srppq =§m‘3. Dessa

forma, ao comparar a esfera com a anticlépsidra por meio do Principio de Cavalieri,
observamos que seus volumes também séo iguais, ja que ambas possuem a mesma
altura e apresentam areas de secc¢des transversais congruentes em todos os planos

horizontais.
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Portanto, essa abordagem evidencia o potencial do raciocinio geométrico na
obtencdo de resultados precisos, mesmo sem o0 uso direto de técnicas de

integracao, a qual so teve inicio no século XVII.

3.3 0 VOLUME DA ESFERA POR MEIO DE UMA CONSTRUGAO GEOMETRICA

A forma geométrica é uma representacdo idealizada de objetos no espaco,
caracterizada por propriedades como dimensao, contorno, simetria e proporcéo. Ela
pode ser bidimensional, como quadrados, triangulos e circulos, ou tridimensional,
como cubos, esferas e piramides. Essas formas sao fundamentais para a construcao
do pensamento matemético, pois permitem a andlise de estruturas, a resolucédo de
problemas espaciais e a modelagem de situa¢cdes do cotidiano. Além disso, o estudo
das formas geométricas desenvolve a percepcdo visual e a capacidade de
abstracdo, sendo amplamente aplicado em &reas como arquitetura, design,
engenharia e arte.

O volume da esfera de raio r pode ser deduzido por meio de uma construcao
geométrica envolvendo um cilindro e dois cones. Considere um cilindro de raio r e
altura 2r, cujo volume é dado pormr2.2r. Dentro desse cilindro, encaixam-se

perfeitamente dois cones de mesmo raio r e altura r, posicionados em sentidos
;1 . ;2

opostos. O volume de cada cone é gnrz.r e o volume total dos dois cones é gnr3.

Ao subtrair o volume dos cones do volume do cilindro, obtém-se o volume da esfera

2 4 ~ .
2mr3 — gnr3 = gnr3. Como podemos ver na representagdo da Figura 7.

Figura 7 - Representacdo geométrica da subtracdo entre o cilindro e dois cones

N
S

Fonte: O autor, 2026.
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Essa abordagem geométrica oferece uma deducdo elegante e intuitiva do
volume da esfera, sem recorrer ao célculo integral, reforcando a conexao entre

diferentes sdlidos por meio de suas propriedades volumétricas.

3.4 A FORMALIZACAO PELO CALCULO INTEGRAL E METODOS DE
REVOLUCAO

O método da integral definida surgiu no século XVII como uma das maiores
revolucbes matematicas, desenvolvido independentemente por Isaac Newton e
Gottfried Wilhelm Leibniz. Uma das formas mais rigorosas de demonstrar a formula
do volume de uma esfera é através do calculo integral. A ideia é considerar a esfera
como a rotacdo de um semicirculo em torno de um eixo.

A formula da integral definida € usada para somar infinitesimais volumes de
cilindros que compdem a esfera. Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716), fundadores do calculo integral, desenvolveram
independentemente as técnicas de integracdo e diferenciacdo. Newton usou o
calculo para resolver problemas de fisica, enquanto Leibniz desenvolveu a notacéo
que é utilizada até hoje.

A integral definida para calcular volumes de sélidos de revolugdo, como a
esfera, de maneira rigorosa e precisa, basta considerar a Equagédo da

semicircunferéncia de raio (r) centrada na origem como representada na Figura 8.

Figura 8 - Equacéo da semicircunferéncia

Y
(x, y)

|

j .

2

x> +yt=r

Fonte: O autor, 2026.
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O calculo do volume da esfera por meio da equacédo da semicircunferéncia
representa uma das aplicacdes mais elegantes da integral definida, desenvolvida no
século XVII por Newton e Leibniz. Nesse periodo, a matematica passou por uma
profunda transformacdo com o surgimento do calculo infinitesimal, que permitiu

formalizar métodos para determinar areas e volumes com precisdo. Ao considerar a

semicircunferéncia superior y = Vr? — x2 e gira-la em torno do eixo X, obtém-se a

esfera como solido de revolugéo. A integral definida surge entdo como ferramenta

. T 2 . e
essencial para calcular esse volume, expressa por V =m f_r y* dx, a partir dai
resolvendo a integral nf_rr(r2 — x?) dx pelo Método da Integral Definida, conclui-se

2 4
que o volume da esfera é: V = 5771‘3.

Esse processo reflete o espirito da época, em que 0s matematicos buscavam
rigor e generalidade para problemas antes resolvidos por métodos geométricos,
como os de Arquimedes. A integral definida ndo apenas confirma os resultados
classicos, mas também inaugura uma nova era de raciocinio analitico, consolidando

o calculo como linguagem universal da ciéncia moderna.

3.5 DEMONSTRACAO GEOMETRICA POR DISCOS INFINITESIMAIS

No século XVII surgiu a demonstracdo geométrica por discos infinitesimais,
essa é uma abordagem que utiliza a geometria pura dividindo a esfera em varias
fatias finas (como fatias de uma laranja), a soma dos volumes desses discos
infinitesimais aproxima-se do volume da esfera. Esta soma € entdo expressa como
uma integral que resulta na férmula do volume. Podemos observar na Figura 9, uma
fatia de uma esfera que fora dividida em véarias fatias, com uma pequena espessura
(AX).
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Figura 9 - Fatia fina de uma determinada esfera de raio (r)

AX

Fonte: O autor, 2026.

Essa é uma abordagem moderna utilizada no calculo do volume de uma
esfera, usando a integracdo das fatias finas horizontais da esfera como um disco
infinitesimal. Ao somar o volume de todos esses discos, obtém-se o volume total da

esfera.

3.5.1 CALCULO DO VOLUME INFINITESIMAL COM DISCOS: AREA DO
CIRCULO VEZES A ESPESSURA

Para fundamentar essa abordagem, parte-se da equagdo geral da
circunferéncia no plano cartesiano: (x — a)? + (y — b)? = r2, como a esfera possui o
centro na origem, indica que a= 0 e b= 0, entdo: x2+y2 =r2ey=r2 —x2. E
possivel perceber que a fatia da esfera corresponde a um cilindro de altura A=dx O
volume desse cilindro é conhecido, portanto tem-se: V = wr?. h, como o cilindro tem
altura infinitesimal igual a dxe o raio da base € r=y, a formula de seu volume fica
assim:V =my%.dx. A esfera é formada por infinitos cilindros de alturas
infinitesimais dx, com raio y variavel para cada cilindro. O volume da esfera

corresponde a soma desses cilindros de alturas infinitesimais que € determinada
pela integral definida: V = [* m(y)? dx = f_rrn(\/rz —x)2dx =V =2(2r+ 2r%) =
V= %nr”. Essa é a formula classica do volume da esfera. Tal procedimento néo

apenas reforca a compreensdo geométrica do solido esférico, como também
exemplifica a aplicagdo eficaz de conceitos fundamentais do calculo integral na

resolucao de problemas fisicos e matematicos.
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3.6 ESFERA: CONCEITOS E PROPRIEDADES

A esfera, ver Figura 10, é um sdlido geométrico tridimensional estudado na
Geometria Espacial e definida como o conjunto de todos 0s pontos que estdo a uma
distancia igual ou menor que o raio (r) a partir de um ponto central (O). Este capitulo
abordara a esfera como objeto de estudo da geometria, destacando seus conceitos
e aplicacdes na matemética e no cotidiano. Serdo apresentadas suas propriedades
fundamentais como raio, diametro, area e volume, bem como suas caracteristicas
geomeétricas e simétricas, que evidenciam a relevancia desse solido para a
compreensao de fenbmenos espaciais. Além disso, serdo discutidos exemplos
praticos que demonstram a presenca da esfera em contextos naturais e em

diferentes areas da ciéncia.

Figura 10 - Solido geométrico tridimensional (Esfera)

gdZ

~ -
- - ) - -

Fonte: O autor, 2026.

7

Na geometria espacial, a esfera é entendida como o lugar geométrico dos

pontos do espacgo tridimensional que estdo a uma distancia fixa “r’ de um ponto

central O(xo,Y0,20). Sua equacao é:

(x=x)*+ (@ =y +(z—2)*=71> (1)
O calculo do volume da esfera representa um contetdo essencial dentro da

Geometria Espacial, tradicionalmente abordado no terceiro ano do Ensino Médio.
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Considerando sua relevancia na formacédo matematica dos estudantes, este trabalho
apresenta uma andlise dos procedimentos e fundamentos envolvidos nesse estudo,

conforme desenvolvido na Educac¢éo Basica.
Componentes da Equacgao

v {(Xo, Yo, Z0)}: Coordenadas do centro “O” da esfera.
v" (r): Raio da esfera.
v {(x, y, 2)}: Coordenadas de qualquer ponto na superficie da esfera.

Quando o centro da esfera esta na origem {(0, 0, 0)} e o raio é ( r) entdo, tem-

se a seguinte situagao verificada na figura abaixo.

Figura 11 - Esfera com centro na origem das coordenadas

- - e R

(

Fonte: O autor, 2026.
A equacdo da esfera simplificada, € dada por:
x2+yt+z2=r (2

Essa equacao € construida pelo proprio aluno automaticamente durante o

processo de interacdo com o artefato Geogebra.

3.6.1 AREA E VOLUME DE UMA ESFERA

A esfera é um dos sdlidos geométricos estudado na Geometria Espacial,
possui propriedades que a tornam relevante em diversas areas do conhecimento,

como fisica, engenharia e arquitetura. Duas de suas principais caracteristicas sédo a
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area superficial “A” e o volume “V”, ambos diretamente relacionados ao raio “r” da
esfera.

A éarea superficial da esfera € dada pela expressao:

A=4nr?  (3)

Nessa expressao (3), “A” representa a area total da superficie, “r’
corresponde ao raio da esfera e “pi” € a constante matematica cujo valor aproximado
€ 3,14159. Observa-se que a area cresce proporcionalmente ao quadrado do raio, 0
que implica que, ao duplicar o raio, a area superficial quadruplica.

O volume da esfera, por sua vez, é determinado pela formula:
4
V= §7TT3 (4)

Nessa expressao (4), “V’ corresponde ao espacgo interno delimitado pela
superficie esférica. Neste caso, o crescimento é cubico em relacdo ao raio: ao
duplicar o raio, 0 volume aumenta oito vezes.

A comparacgédo entre as duas expressdes evidencia que, embora ambas
dependam do raio, 0 volume apresenta uma taxa de crescimento mais acelerada do
que a area superficial. Essa diferenca é fundamental para compreender fenébmenos
naturais e aplicacbes praticas, como a relacdo entre a superficie e o volume em
organismos vivos, ou ainda em célculos de capacidade e revestimento de estruturas
esféricas.

Ambas possuem uma longa jornada na construcdo de suas demonstragoes,
com contribuicbes de diversos matematicos ao longo dos séculos, como
Arquimedes, Euler, Gauss e muitos outros que contribuiram para o desenvolvimento
do célculo e da geometria, refinando as técnicas de demonstracdo e calculo de
volumes.

Nos ultimos anos, pesquisadores como Dante (2016), Ralestri (2016) e muitos
outros citados por Marques (2019) tém realizado direcionamentos sobre a forma
como a ideia de area de uma superficie esférica, assim como o volume de uma
esfera vém sendo apresentados aos alunos em sala de aula. Marques (2019)

descreveu em sua obra o modelo de demonstracao utilizado nos livros didaticos.

Posteriormente, o autor apresenta de forma direta as férmulas para calculo
da area da superficie esférica fazendo a associacdo [com] a area do circulo
méaximo. A férmula para célculo volume é apresentada e posteriormente
[demonstrada] meio da anticlépsidra e através do método de Arquimedes,
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nesse momento também surge o conceito de secc¢do esférica e a formula
para célculo de sua area. (Marques, 2019, p. 42) “grifos nosso”

Pela obra de Marques (2019), podemos perceber que nos livros didaticos
estudados, os autores ofereceram de inicio as féormulas aos alunos e em seguida
fazem comparacOes entre objetos do cotidiano e dai expde as definicbes e
elementos da esfera; e somente depois determinam a area da superficie esférica e o
volume da esfera. Essa apresentacdo é realizada por meio da decomposicdo da
esfera em infinitas piramides de base poligonal e altura r como na Figura 12,

mostram que é possivel se chegar ao volume aproximado da esfera pela soma dos
A 4 s . Z o
volumes dessas piramides representado por: gnr3 e que a superficie esférica pode

ser encontrada a partir da soma das areas de todas as bases dessas piramides que

estdo na superficie da esfera e seus vértices no centro, a qual corresponde a 4mr2.

3.6.2 DEMONSTRACGAOQ INTUITIVA DA FORMULA DA AREA DA ESFERA

A compreensdo da area da superficie esférica pode ser alcancada por meio
da decomposicdo da esfera em infinitas piramides como visto na Figura 12, todas
com vértice no centro “O” e altura igual ao raio “r’. As bases dessas piramides
correspondem a pequenos poligonos que, somados, recobrem toda a superficie da
esfera. Assim, a soma das areas das bases infinitesimais resulta na area total da
superficie esférica.

Aplicando a férmula do volume da piramide, temos que:

1

Vbiramide = §-Abase- h (5)

Como a altura (A4) de cada piramide é o mesmo comprimento do raio (r) da
esfera, e a area total da soma das areas das bases de todas as piramides se

aproxima da area da superficie da esfera e por outro lado, a soma do volume de
A . 7 4
todas as piramides nos fornece o volume total da esfera a partir da formula Enr3,

situacdo essa que nos permite fazer a seguinte comparacao:

T 4
§(A1 +A2 +A1+"‘) == Eﬂ,—r (6)
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Na comparacéo evidenciada pela Equacédo 6, observa-se que a férmula da
area da superficie esférica corresponde a soma das areas (4, + 4, + A, +-+) das

bases das piramides ilustradas na Figura 12 definida como:

(A, + Ay, + Ay + ) = 4mr? (7)

Ao abordar o estudo da esfera na geometria espacial, é fundamental que o
professor ndo se limite a apresentacdo direta das formulas, mas conduza o aluno
por um processo de construcédo conceitual. A decomposicéo da esfera em piramides
de alturar, a relagé@o entre area da superficie e volume, e a deducéo das expressdes
matematicas devem ser exploradas como etapas de um raciocinio légico. Dessa
forma, o estudante compreende que as férmulas ndo sao resultados isolados, mas
consequéncias naturais de definicdes e propriedades geométricas. Esse método de
ensino favorece a autonomia intelectual, estimula a capacidade de deducéao e

fortalece a visao critica sobre a matematica como ciéncia estruturada e coerente.

Figura 12 - Esfera dividida em um grande niumero de piramides

Fonte: O autor, 2026.
3.6.3 PARTES INTEGRANTES DE UMA ESFERA

Elementos essenciais na determinacéo de uma esfera. O primeiro ponto seria
justamente o valor do comprimento do raio (r) da esfera que corresponde a distancia
do centro da esfera até qualquer ponto na sua superficie. Essa distancia (raio)
também pode ser encontrada a partir do didametro (D) da esfera, que corresponde a
medida geométrica que descreve o comprimento entre dois pontos opostos de uma
esfera, passando pelo centro dela. Em outros termos, € a maior distancia que pode

ser medida dentro de uma esfera, a mesma que pode ser encontrada em um circulo.
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As principais caracteristicas do didmetro de uma esfera € o centro “O” que
vem a ser o ponto central pelo qual o diametro passa; € importante destacar que o
diametro “D” é igual a duas vezes o valor do raio “r’, de modo que: D = 2r, onde (r) é
o raio da circunferéncia ou esfera. O diametro também pode ser considerado como a
maior corda tanto de um circulo como de uma esfera, sendo a maior corda possivel
gue passa pelo centro. Podemos citar alguns exemplos de diametros no cotidiano do
aluno como o didmetro de uma moeda, o didmetro de uma bola de futebol, o
diametro de uma bola de gude, o diametro de uma laranja, o diametro de uma roda
de bicicleta, o diametro de um tubo PVC, etc.

De maneira bem simples € possivel determinar o volume de uma esfera
~ . . . ~ 4
qgualquer, bastando ter em méaos apenas o comprimento do raio (r), pois a fracédo ;€

a constante  sao fixos sempre para qualquer esfera.

Como exemplo de um problema que envolve o célculo do volume de uma
esfera baseado apenas no comprimento do raio, € possivel sugerir ao aluno que
considere uma esfera com o raio medindo x cm de comprimento, e 0 mesmo seja

inquirido a determinar o volume dessa esfera. Dessa forma, ele devera fazer uso da
7 4 . “ 4 4 1
formula Vv = gnr3 para determinar o volume “V”, fazendo x=r emV = gnx3 e assim,

apos realizar todos os calculos, chegara ao volume solicitado.

Outro exemplo ocorre quando o docente propde um problema no qual é
fornecido o volume de uma esfera, igual a X cm?3, e questiona o estudante sobre o
valor do seu diametro “D”. De posse dessa informacdo, o aluno deve realizar os

calculos substituindo V =X na férmula do volume da esfera para determinar o raio r-

33X T .
Sabendo que r = /E , basta multiplicar esse resultado por dois para encontrar o

diametro correspondente.
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Capitulo 4 - BASE TEORICA

A Teoria da Instrumentacédo desenvolvida por Pierre Rabardel (1995), oferece
uma estrutura conceitual para compreender como 0S sujeitos se apropriam de
artefatos e os transformam em instrumentos de aprendizagem. Segundo essa
perspectiva, os instrumentos ndo sao apenas ferramentas técnicas, mas mediadores
ativos que influenciam as ac¢des cognitivas dos individuos.

O processo de génese instrumental compreende duas dimensdes
interdependentes, cuja compreensao € fundamental para a analise da relacéo entre
sujeito e artefato. A primeira, denominada “instrumentalizacdo”, refere-se a
apropriacdo do artefato pelo sujeito, que aprende a utiliza-lo como ferramenta em
suas atividades. A segunda, chamada “instrumentacao”, diz respeito a influéncia que
o artefato exerce sobre as acoes, estratégias e formas de pensar do sujeito. Essas
duas dimensfes serdo representadas de forma esquematica no Quadro 2, com o
objetivo de evidenciar suas caracteristicas e distingdes.

Quadro 2 - Diferenga entre Instrumentaliza¢do e Instrumentacao

. ~ C Foco s
Dimenséao Definicdo . Exemplo pratico
principal
Processo pelo qual o | Agéao do | O aluno aprende a usar
sujeito se apropria do | sujeito arroz para preencher
Instrumenta -
lizacdo artefatc_),_ aprendendo | sobre o|cilindros e esferas e
a utilizd-lo  como | artefato. comparar seus volumes.
ferramenta.
Processo pelo qual o | Acéao do | Essa interacdo reorganiza
artefato influencia as | artefato 0S esquemas cognitivos do
acOes, estratégias e | sobre o | estudante, mediando a
Instrumenta . . ~
50 formas de pensar do | sujeito. transicdo da percepcao
& sujeito. visual para a deducao
l6gica de conceitos e
formulas.

Fonte: O autor, 2026.

A utilizacdo do arroz como material manipulavel para a medicdo de volumes
em sala de aula justifica-se por sua exceléncia em termos de seguranca, viabilidade
pratica e clareza pedagodgica. Por ser um elemento limpo e comercial, ele elimina os
riscos respiratérios e oculares associados a poeira da areia, além de garantir um
manejo logistico eficiente, visto que seus graos séo faceis de recolher e ndo sofrem
com problemas de aderéncia causados pela umidade. Ademais, sua granulometria
macroscopica favorece a visibilidade do preenchimento em recipientes transparentes

por toda a turma e proporciona um arranjo espacial mais estavel e uniforme,
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minimizando distorcbes por compactacdo e resultando em aproximacdes
matematicas mais precisas e consistentes durante a atividade experimental.

No contexto do ensino da matematica, essa teoria permite analisar como 0s
alunos interagem com recursos didaticos, como materiais manipulaveis e softwares
educacionais, e como essas interagdes contribuem para a construcéo de saberes. A
aplicacdo da Teoria da Instrumentacdo na elaboracdo da sequéncia de atividades
possibilita a criacdo de ambientes de aprendizagem dinamicos, nos quais 0s
estudantes assumem um papel ativo, explorando, experimentando e refletindo sobre
0s conceitos matematicos.

A Teoria dos Registros de Representacdes Semibticas de Duval, proposta por
Raymond Duval (2012), destaca a importancia da mobilizacdo e conversdo entre
diferentes registros de representacdo, como o algébrico, o grafico, o geométrico e o
linguistico, para a compreensdo efetiva dos conceitos matematicos. Segundo o
autor, a aprendizagem em matematica depende da capacidade de transitar entre
registros e de estabelecer conexdes significativas entre eles. Tal perspectiva se
mostra especialmente relevante no ensino da geometria espacial, no qual a
visualizagdo e a representacdo desempenham papel central. Ao analisar as
producdes dos alunos com base nessa teoria, € possivel identificar obstaculos
cognitivos, dificuldades de conversdo entre registros e estratégias de superacao,
contribuindo para o aprimoramento das praticas pedagdgicas.

A construcdo da sequéncia de atividades foi orientada pelos referenciais
tedricos mencionados, com o objetivo de promover a aprendizagem significativa dos
conceitos de area e volume da esfera. As atividades foram organizadas de forma
progressiva, contemplando os conhecimentos prévios dos alunos e incentivando a
resolucao de problemas em contextos reais.

Essa estrutura permitiu criar um ambiente de aprendizagem investigativo, no
qual os estudantes foram estimulados a formular hipoteses, testar ideias,
representar conceitos de diferentes maneiras e refletir sobre suas proprias
estratégias. A sequéncia nao se limitou a aplicacdo de exercicios, mas constituiu um
percurso didatico intencional voltado a construcdo ativa do conhecimento. O
Geogebra, software de geometria dinamica, foi utilizado como recurso pedagogico
para favorecer a visualizacdo e manipulagédo de objetos geométricos tridimensionais.

Sua interface interativa permite aos alunos explorar propriedades e relagbes
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espaciais de forma concreta, o que facilita a compreensao de conceitos abstratos
como é&rea e volume da esfera.

No ambito da Teoria da Instrumentacdo, o Geogebra € compreendido como
um artefato que, ao ser apropriado pelos alunos, transforma-se em instrumento de
aprendizagem. Sua utilizacdo em sala de aula possibilita a articulagdo entre
diferentes registros de representacéao, conforme proposto por Duval, e contribui para
o desenvolvimento do raciocinio logico, da autonomia e da criatividade dos
estudantes. A abordagem metodoldgica adotada neste estudo insere-se no campo
da pesquisa qualitativa, que busca compreender fendmenos educacionais a partir da
analise de contextos especificos, das interacdes entre 0s sujeitos e das
interpretacbes construidas ao longo do processo investigativo. Essa perspectiva
valoriza a complexidade do ambiente escolar e permite uma analise aprofundada
das préticas pedagdgicas e dos processos de aprendizagem.

Mais especificamente, a pesquisa foi conduzida sob a perspectiva da
pesquisa-acao, caracterizada pela intervencéo planejada no contexto educativo com
0 objetivo de promover transformagdes e, simultaneamente, produzir conhecimento
sobre a préatica. Essa abordagem pressupfe a participacdo ativa do pesquisador no
ambiente investigado, bem como a reflexdo continua sobre os efeitos das acdes
implementadas. No caso deste estudo, a aplicacdo da sequéncia de atividades em
sala de aula constituiu o nucleo da intervencéo, permitindo observar, registrar e
analisar os impactos da proposta sobre a aprendizagem dos alunos.

Ao aplicar essa teoria no ensino da matematica em seu processo de
aprendizagem podemos organizar a experimentacdo em sala de aula e tornar o
ensino da matematica mais dinamico e eficaz, analisando sempre a forma como 0s
alunos interagem com os instrumentos de aprendizagem.

A proposta ofereceu uma estrutura tedrica que permitiu compreender como 0s
alunos se apropriaram e transformaram as ferramentas educacionais em
instrumentos de aprendizagem. Esse processo é crucial para a construgcdo do
conhecimento matematico, pois considera as interacdes entre os alunos e 0s
recursos didaticos facilitando a adaptacdo das estratégias pedagogicas as
necessidades especificas dos estudantes. Nado apenas pode aprimorar o raciocinio
l6gico do estudante, mas também os prepara para enfrentar desafios complexos em

diversas areas do conhecimento e na sua vida cotidiana.
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A construcdo de uma sequéncia de atividades, baseada nesses aportes
tedricos, permite criar um ambiente de aprendizagem dinamico e interativo. As
atividades foram estruturadas para promover a exploracdo, a experimentacdo e a
reflexdo, incentivando os alunos a serem agentes ativos no processo de
aprendizagem. Por exemplo, ao utilizar ferramentas tecnoldgicas, como softwares de
geometria dindmica, os alunos puderam visualizar e manipular conceitos
matematicos de forma mais concreta, o que facilitou a compreensdo e a
internalizacdo desses conceitos.

Além disso, a abordagem proposta pela génese instrumental de Rabardel
permitiu uma andlise detalhada das interacbes dos alunos com as ferramentas
educacionais, identificando as dificuldades e facilidades encontradas no processo de
aprendizagem. Essa analise pode orientar a elaboracéo de atividades mais eficazes,
que considerem as especificidades do contexto educativo e as caracteristicas dos
alunos.

Em resumo, a utilizacdo da teoria da instrumentacdo de Rabardel (1995) na
construcdo da sequéncia de atividades p6de proporcionar uma metodologia robusta
e versatil para o ensino da matematica, que neste caso foi aplicada para o ensino da
geometria espacial. Essa abordagem nao s6 promove a compreensao aprofundada
dos conceitos matematicos, como também desenvolve mecanismos e habilidades
essenciais para o sucesso académico e profissional dos alunos.

Diversos estudos tém demonstrado resultados positivos na aplicagcdo da
Teoria da Instrumentacdo de Rabardel (1995) no ensino da matematica,
especialmente quando associada ao uso de tecnologias educacionais. Como
exemplo posso citar alguns trabalhos como o de HENRIQUES et al. (PUC-SP) que
destacam a abordagem instrumental e como ela favorece a autonomia dos
estudantes, assim também como a compreensdo dos conceitos matematicos ao
transformar ferramentas digitais, como o0 Geogebra, em instrumentos de
aprendizagem.

Oliveira (2023), também é um o6timo exemplo, pois analisou o uso do
Geogebra sob a ¢6tica da génese instrumental, e observou avancgos significativos na
visualizacdo espacial, na resolucdo de problemas e na articulacdo entre diferentes
registros de representacdo. Assim também como MENIN et al. (2021), em um estudo
voltado a formacdo de professores, evidenciaram que a Teoria da Instrumentacdo

contribui para o desenvolvimento de praticas pedagodgicas mais eficazes, ao permitir
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compreender como os futuros docentes se apropriam de artefatos tecnologicos e os
integram ao processo de ensino. Esses exemplos reforcam a relevancia e a
versatilidade da teoria de Rabardel como base para propostas didaticas inovadoras

e contextualizadas.

4.1 TEORIA DA INSTRUMENTACAODE RABARDEL (1995)

A Teoria da Instrumentacdo, proposta por Pierre Rabardel (1995), oferece
uma estrutura tedrica robusta para compreender a relacdo entre sujeitos e artefatos
no contexto da atividade humana. Diferentemente de abordagens que tratam os
instrumentos apenas como ferramentas técnicas, Rabardel os concebe como
mediadores ativos que participam da construgdo do conhecimento e da organizacao
da acdo. Nessa perspectiva, o instrumento ndo é algo dado, mas sim construido a
partir da interacdo entre o sujeito e o artefato, por meio de um processo denominado
génese instrumental.

A génese instrumental é composta por duas dimensdes interdependentes: a
instrumentalizacédo, que se refere ao processo pelo qual o sujeito atribui funcdes e
significados ao artefato, e a instrumentacdo, que diz respeito a forma como o
artefato influencia e estrutura as a¢des do sujeito. Essa relacdo dindmica transforma
o artefato em um verdadeiro instrumento, ou seja, em um elemento funcional
incorporado a atividade do suijeito.

Essa concepcao amplia a compreensdo sobre o papel das ferramentas no
processo de aprendizagem, especialmente em contextos educacionais mediados por
tecnologias. Os instrumentos ndo apenas facilitam a execucdo de tarefas, mas
também moldam os modos de pensar, agir e resolver problemas. Assim, a
aprendizagem nao ocorre apenas pela transmissdo de contelddos, mas pela
apropriacdo ativa de instrumentos que reorganizam a atividade cognitiva dos
aprendizes.

A Teoria da Instrumentacdo dialoga com os fundamentos da psicologia
histérico-cultural de Lev Vygotsky! (1934), ao reconhecer o papel mediador dos
instrumentos culturais no desenvolvimento humano. Vygotsky argumenta que 0s
instrumentos, como a linguagem, os signos e as ferramentas, ndo apenas

transformam o ambiente, mas também os proprios sujeitos que os utilizam. Rabardel

WYGOTSKY, L. S. Pensamento e linguagem. Tradugéo de Maria da Graga M. C. Oliveira. Sdo Paulo:
Editora WMF Martins Fontes, 2008
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retoma essa ideia e a desenvolve no ambito da atividade técnica e cognitiva,
oferecendo uma abordagem que integra aspectos simbdlicos, operatérios e
situacionais da acdo humana.

Ao considerar os instrumentos como extensdes das capacidades humanas, a
teoria de Rabardel permite compreender como 0s sujeitos constroem esquemas de
uso, adaptam estratégias e desenvolvem novas formas de agir diante das situacdes
gue enfrentam. Essa perspectiva € especialmente relevante para a analise das
praticas educativas que envolvem o uso de artefatos tecnoldgicos, pois possibilita
investigar como esses recursos sao apropriados e transformados em instrumentos
de aprendizagem. Abaixo vamos ver a representacdo da Teoria da Instrumentacao

de Rabardel considerando os trés elementos: sujeito-objeto-instrumento.

Figura 13 - Triadica sujeito-objeto-instrumento (S-O-I)

S-Od

Ambiente
Fonte: Traduc&o do diagrama original de RABARDEL (1995. p. 59).

A teoria da instrumentacdo de Rabardel se refere ao processo pelo qual um
artefato (como um software ou um material manipulavel) pode se transformar em um
instrumento de aprendizado. Essa transformacao ocorre por meio da construcéo de
esquemas de utilizacdo, que sdo as maneiras como o aluno utiliza o artefato para
alcancar seus objetivos.

A utilizacdo da teoria de Rabardel no ensino do célculo do volume de uma
esfera € uma abordagem tedrica que busca compreender como 0s individuos
interagem com ferramentas e as transformam nos instrumentos para realizar as
tarefas propostas pelo professor em sala de aula. Ela pode proporcionar aos alunos

uma compreensao mais profunda e dos conceitos espaciais. Por meio da resolucao
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de problemas praticos e reais, € possivel demonstrar como a matematica se aplica
no cotidiano, facilitando a construcdo de conhecimentos que vao além da simples
memorizacao de férmulas.

A teoria de Rabardel (1995), nesse contexto, oferece uma perspectiva
promissora para analisar como os estudantes interagem com o material manipulavel
e com o Geogebra e como constroem seus proprios conhecimentos sobre o volume
e area da esfera. Ao utilizar o software, os estudantes podem visualizar a esfera a
partir de diversas perspectivas, o que facilita a visualizacdo espacial. Além disso,
eles poderédo explorar as propriedades da esfera, variar o raio e observar como
essas mudancas afetam o volume, estabelecendo relagbes entre as diferentes
variaveis com base em suas proprias reflexdes. O aluno podera construir modelos
dindmicos da esfera e realizar simulagdes com experimentos virtuais para testar
suas hipoteses.

De acordo com a teoria de Rabardel, um artefato se transforma em um
instrumento de ensino a medida que o professor e os alunos o integram em suas
praticas pedagodgicas. Com isso em mente, e visando explorar construcdes
geométricas e conceitos mateméaticos de forma interativa e dinamica, este trabalho
propde desenvolver uma sequéncia de atividades utilizando materiais manipulaveis
e o Software de Geometria Dinamica (Geogebra). A Teoria da Instrumentacédo de
Pierre Rabardel intitulado como “Leshommes et lestechnologies: approche cognitive
des instruments contemporains” com publicagdo em 1995, explora como os artefatos
tecnolégicos se transformam em instrumentos didaticos através do uso e da
interacdo humana.

A teoria descreve o processo pelo qual um artefato se transforma em um
instrumento através do uso e da apropriacdo pelo aluno. Tal processo envolve a
criacdo de esquemas de uso que permitem ao aluno integrar o artefato em suas
praticas cotidianas. De maneira geral, compreende-se que o0 instrumento ndo deve
ser visto como objeto pronto para ser entregue ao aluno, mas sim como algo que
precisa ser desenvolvido pelo préprio aluno para satisfazer uma necessidade que o
professor devera provocar em sala de aula.

Rabardel (1995) argumenta que a interacdo entre o usuario e o artefato é
essencial para que o artefato se torne um instrumento eficaz, capaz de mediar a
atividade do aluno de maneira produtiva. Para ele a instrumentacao, refere-se ao

desenvolvimento de esquemas de uso do artefato pelo usuario. E a adaptacio do
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artefato as necessidades praticas. Ja a instrumentalizacdo, trata-se das
modificagbes que o usuario faz no artefato para melhor adequa-lo as suas
necessidades. Isso pode incluir tanto mudancas fisicas quanto ajustes na forma de
utilizacao.

Rabardel (1995) mostra que um registro € um campo de variagdo de
representacdo semidtica em funcdo de fatores cognitivos que sao proprios de cada
um, fazendo com que o aluno tenha a capacidade de criar e desenvolver seu
raciocinio matematico. Essa perspectiva pode ser favoravel no ensino referente ao
calculo do volume da esfera devendo proporcionar ao aluno um desenvolvimento
intelectual mais favoravel.

Embora a Matematica seja frequentemente descrita como a “ciéncia dos
numeros e das formas, das relagbes e das medidas” cujas caracteristicas
fundamentais s&o a “preciséo, o rigor e a exatidao” (D'AMBROSIO, 2005, p.104), a
pratica pedagogica contemporanea busca humanizar esse saber. Nesse sentido, a
Abordagem Instrumental de Rabardel (1995) oferece o suporte tedrico necessario
para compreender que tal rigor so6 € alcancado pelo aluno através de um processo
de génese instrumental. Por fim, com nessa estratégia didatica o aluno tem a
possibilidade de demonstrar dominio do conteddo ensinado e com isso favorecer

apropriacdo daquele assunto.

4.2 TEORIA DE REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

A Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica (TRRS) foi desenvolvida
pelo pesquisador Raymond Duval (2012) e baseia-se nos estudos sobre semiotica
de Charles Peirce e Ferdinand de Saussure, aplicados a Matematica. Esta teoria
define o conceito de registro semidtico, que indica as diferentes representacfes
semidticas dos objetos matematicos, podendo ser, inclusive: algébrico, fracionario
ou figural, geométrico, linguistico.

Para compreender a aquisicdo conceitual através da mobilizacdo e
coordenacao dos registros de representacdo, conforme proposto por Duval, é
essencial entender profundamente duas atividades cognitivas fundamentais: o
tratamento e a conversdo. O tratamento refere-se a transformacgéo interna de um
registro dentro do mesmo sistema semiético, enquanto a conversdo envolve a
transposicdo de um registro de um sistema semiético para outro. Essas atividades

Sao cruciais para a apreensao e a manipulacéo eficaz dos conceitos matematicos.
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O tratamento é uma transformacédo de representagBes que ocorre no
mesmo sistema de representacdo; € uma transformacdo estritamente
interna a um registro. Dessa maneira, cada registro tem um conjunto de
regras proprias de tratamento e funcionamento que ndo sé&o
necessariamente vélidas a um outro registro. A conversdo de uma
representacao é uma transformacao que ocorre entre registros diferentes. A
representacdo de um objeto em um dado registro € convertida em uma
representacdo em outro registro, que conserva a referéncia, mas nao
conserva o sentido, ou seja, ndo conserva as mesmas propriedades do
objeto. Por esse motivo, a operacdo de conversdo permite compreender
diferentes aspectos de um mesmo objeto, conduzindo a compreensao.
(DENARDI, 2018, p. 06-07)

A hipotese fundamental da teoria € que a aprendizagem dos objetos
matematicos acontece na realizacdo de conversdes entre registros semidticos
diferentes. Portanto, uma das prioridades do ensino de matematica deve ser a
capacidade de realizar essas conversdes. A Matematica frequentemente trabalha
com objetos abstratos, que podem ser representados em diferentes registros

semioticos.

A passagem de um sistema de representacdo a um outro ou a mobilizacao
simultanea de varios sistemas de representacdo no decorrer do mesmo
percurso, fendmenos tdo familiares e tdo frequentes na atividade
matematica, ndo tem nada de evidente e de espontaneo para a maior parte
dos alunos e estudantes. Estes, frequentemente ndo reconhecem o0 mesmo
objeto através das representacdes que lhe podem ser dadas nos sistemas
semioticos diferentes [...] (DUVAL, 2009, p. 18, Apud DENARDI, 2018, p. 06)

Além disso, Duval afirma enfaticamente que néo existe noesis sem semiose,
ou seja, que a apreensao dos conceitos matematicos depende da pluralidade de
sistemas semioticos, com a coordenacédo pelo proprio sujeito. O termo "registro” é
usado por Duval para signos com a mesma referéncia em um sistema semiotico. Por
exemplo, uma parabola em um registro algébrico pode ser representada em um
registro grafico no plano cartesiano. Dernardi (2018, p. 7) enfatiza que pela defini¢éo
de Duval, “a lei fundamental do funcionamento cognitivo do pensamento: ‘Nao ha
noésis (aquisicdo conceitual de um objeto) sem semidsis (apreensdo ou producao
de uma representacdo semidtica)’, ou seja, ndo ha aquisicao conceitual de um

objeto sem recorrer a sistemas semioticos.”

‘o fato de o aluno saber resolver uma situacdo numa determinada
representacao (semidsis) ndo garante que ele tenha adquirido o conceito.
Para ocorrer a aquisicdo conceitual de um objeto (noésis) muitas
representacdes devem ser mobilizadas, pois cada registro de representacao
revela um determinado conteldo, uma determinada caracteristica, um
diferente sentido do objeto.” (DENARDI, 2018, p. 08)
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Capitulo 5 - METODOLOGIA

A Geometria Espacial € um contetdo do curriculo de matematica, que ajuda
os alunos a entenderem conceitos fundamentais de geometria e mensuragcao. Esses
calculos permitem que os estudantes compreendam melhor a relacdo entre as
formas tridimensionais e suas representacdes bidimensionais, desenvolvendo
habilidades espaciais e de visualizacao.

O estudo do célculo da area e do volume da esfera e de suas propriedades
apresenta aplicacfes praticas em diversas areas do conhecimento. Na fisica, por
exemplo, € essencial para calcular o volume de bolhas de gas em experimentos de
termodindmica ou o0 comportamento de particulas esféricas em campos
gravitacionais. Na engenharia, é utilizado no dimensionamento de reservatérios
esféricos, como tanques pressurizados ou estruturas geodésicas. Ja nas ciéncias
naturais, esse conhecimento € aplicado na estimativa do volume de frutos esféricos,
como laranjas ou tomates, em estudos de biomassa e produtividade agricola, por
essa razao, torna-se essencial para a formacao académica completa do estudante.

Esta pesquisa adotou uma abordagem qualitativa de natureza exploratoria,
com o objetivo de investigar como a utilizacdo de recursos concretos e digitais pode
contribuir para a aprendizagem significativa dos conceitos de area e volume da
esfera no ensino médio. As transformagbes de representagbes em outras
transformacdes semibticas estdo no coracdo da atividade matemética. A atividade
ocorreu em uma escola publica do Estado do Para e contou com a autorizacdo? da
direcdo da escola e o apoio do professor responsavel pela turma, sendo realizada
com a participacdo de 16 estudantes, pertencentes a faixa etéria de 17 a 21 anos, o
que possibilitou a analise de um grupo relativamente homogéneo em termos de
idade..

O referencial tedrico que fundamentou a construcdo das atividades foi a
Teoria da Instrumentagcdo de Rabardel (1995), a qual permitiu compreendermos
como os alunos se apropriaram dos artefatos, neste caso, 0s materiais concretos e o
software Geogebra, e como transformaram em instrumentos cognitivos por meio da

génese instrumental. A Teoria foi adotada para o planejamento e a conducdo das

2 0 Oficio n2 33/2025, que regulamenta a pesquisa, bem como o Termo de Autoriza¢io emitido pela instituicdo
escolar, constam no Anexo B. J4 os modelos do Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE) —
destinados aos discentes maiores de idade e aos responsaveis pelos alunos menores — encontram-se dispostos
no Apéndice B.
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tarefas, por proporcionar uma compreensao aprofundada dos processos pelos quais
0os alunos se apropriam e transformam em artefatos. Essa perspectiva permitiu
observar e interpretar as interacdes entre os estudantes e os recursos didaticos,
oferecendo subsidios valiosos para a analise do processo de construcdo do
conhecimento matematico.

A investigacdo foi realizada em uma escola publica de ensino médio
localizada na cidade de Belém do Para, com a participacdo de 16 estudantes do
terceiro ano. A intervencao pedagogica consistiu na aplicacdo de uma sequéncia de
atividade composta por cinco tarefas com perguntas que estimularam a iniciativa e a
autonomia, cada um com duracdo de duas horas-aula, totalizando dez horas de
atividades em sala de aula.

A sequéncia de atividades foi elaborada com base em situac6es-problema
gue estimulassem a resolugcédo colaborativa, a experimentacdo e a construcao de
conceitos geomeétricos por meio da manipulacdo de materiais concretos e da
exploracdo de ferramentas digitais. O software Geogebra foi utilizado de forma
planejada e intencional, com o proposito de favorecer a visualizagdo e a
compreensao das propriedades da esfera, bem como de suas formulas de area e
volume.

Para realizacdo das atividades propostas nesse trabalho, os participantes se
organizaram em grupos de dois a quatro alunos; nédo foram informados, logo de
inicio, que na atividade seria envolvido conhecimentos de matematica. Para futuras
explicacbes, sugerimos que o ambiente se mantenha favoravel e sem pressdes de
termos e conceitos que os levem a bloqueios durante a atividade.

Os alunos fizeram suas explicacbes de forma oral e por escrito a partir de
seus conhecimentos e com suas préprias palavras em um espaco pré-definido pela
atividade, e ao longo das tarefas as nomenclaturas e definicbes dos conceitos vao
sendo construidos e formalizados.

Para o desenvolvimento dessa pesquisa 0 professor precisa promover a
interacao junto aos grupos, e através da manipulacéo de objetos e da interacdo com
0s colegas, eles possam desenvolver suas préoprias ideias sobre o tema,
aproximando-se da resposta correta de forma gradual.

Durante a aplicacdo da sequéncia de atividades, foram coletados dados por
meio de observacoes diretas, registros escritos produzidos pelos alunos, capturas de

tela das construcdes realizadas no software Geogebra e gravacbes em audio das
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interacOes ocorridas em sala de aula. Esses instrumentos permitiram acompanhar o
desenvolvimento das atividades e registrar evidéncias dos processos de
aprendizagem.

A andlise dos dados foi orientada pela Teoria dos Registros de
Representacdes Semioticas de Raymond Duval (2012), com foco na identificagéo
dos diferentes registros mobilizados pelos estudantes, como o linguistico, o gréafico e
o algébrico, e na observacdo das transformacdes entre esses registros durante a
resolucdo das tarefas propostas. Buscou-se compreender como o0s alunos
interpretaram, representaram e articularam 0s conceitos geométricos relacionados a
esfera, especialmente no que diz respeito ao célculo do volume e da area da
superficie esférica.

As dificuldades dos alunos para compreender a matematica surgem por conta
da diversidade e complexidade das transformacdes. Para estudar esta
complexidade, as representacdes semioticas devem ser analisadas, ndo a partir dos
objetos ou dos conceitos matematicos que representam, mas a partir do
funcionamento representacional que é préprio do registro no qual sdo produzidas
(DUVAL, 2012, p. 266 apud SILVA, et al, 2021), ou seja, ndo basta olhar para a
formula do volume da esfera. E preciso entender como essa férmula é usada? como
os alunos a interpretam? e como ela se conecta com outras representagfes? como
graficos ou modelos 3D.

Essa abordagem analitica permitiu evidenciar os obstaculos de abstracédo e
visualizacao enfrentados pelos estudantes, bem como os avancos obtidos a partir da
mediacao pedagogica e do uso de ferramentas digitais. A triangulacdo dos dados
contribuiu para uma compreensdo mais ampla dos processos de significacao
envolvidos na aprendizagem da geometria espacial.

A metodologia adotada permitiu compreender como 0s estudantes interagiram
com 0s recursos propostos e de que forma essas interacdes influenciaram seus
processos de aprendizagem. A analise buscou evidenciar os indicios de apropriacdo
do conhecimento geométrico e a emergéncia de significados construidos a partir da
articulacéo entre o concreto e o digital.

Com base nos calculos realizados ao longo das atividades, os alunos
puderam aprimorar suas habilidades de resolucédo de problemas e desenvolver o
raciocinio légico, competéncias essenciais tanto para a continuidade dos estudos

guanto para sua insercdo no mercado de trabalho. A metodologia adotada neste
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estudo buscou oferecer ferramentas e estratégias que estimulassem a autonomia
dos estudantes, promovendo a exploracdo ativa e a resolucdo de problemas em
contextos significativos.

Por fim, a analise dos dados obtidos durante a experimentacdo conduzida a
luz da Semiédticas de Duval (2012), serviu para identificar os registros mobilizados
pelos alunos e compreender como as conversdes e tratamentos entre diferentes
formas de representacdo contribuiram para a compreensao dos conceitos de area e
volume da esfera. Portanto, a articulacdo entre a teoria da instrumentacdo e a
Semidtica de Duval possibilitou uma analise mais ampla e consistente dos
processos de aprendizagem envolvidos, encerrando a etapa metodoldgica desta

pesquisa.

5.1 SEQUENCIA DE ATIVIDADE PARA 0 ENSINO DO VOLUME E AREA DA
ESFERA

Esse estudo apresentou uma sequéncia de atividade com o intuito de
corroborar com o ensino e aprendizagem referente ao Célculo do Volume e da area
da Esfera, contribuicdo para o estudo de Sodlidos Geométricos de Revolucdo. Tal
Conteudo é apresentado ao final do ensino de Geometria Espacial para alunos do
terceiro ano do Ensino Médio. Diante disso, foram elaboradas cinco atividades com
0 proposito de contemplar os conhecimentos prévios dos alunos acerca das figuras
espaciais e contribuir para a consolidacdo do ensino sobre os Corpos Redondos,
com énfase nas propriedades e caracteristicas da esfera.

Para desenvolver as atividades, utilizou-se a teoria da instrumentacao de
Pierre Rabardel (1995) como referéncia. Essa teoria proporcionou uma Visédo
importante para compreendermos como 0s alunos interagem com as ferramentas
tecnologicas e com o0 material concreto e como as conversdes em instrumentos
ocorrem.

Com essa proposta, o aluno péde usar sua capacidade de criar e desenvolver
seu raciocinio matematico inerente ao estudo do calculo do volume de uma esfera e
da area da superficie esférica. Também foi possivel constatar essa perspectiva de
desenvolvimento intelectual por parte do aluno, como era previsto nas abordagens

realizadas por D’Ambraésio (2005, p.114, apud Ribeiro, 2022) em: “[...] a ciéncia dos
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nameros e das formas, das relacdes e das medidas, das inferéncias, e as suas
caracteristicas apontam para precisao, rigor e exatidao”.

Nesta sequéncia de atividade foram empregados recursos didaticos como
material manipulavel (cilindro, esfera, arroz e régua) e tecnologias digitais
(Geogebra). A partir das pesquisas realizadas para este trabalho, verificou-se a
importancia e influéncia das interagbes entre aluno e professor e entre aluno e
objeto que contribuem para o entendimento de aspectos da Geometria Espacial
como um todo.

Esta sequéncia de atividade aproxima 0s conceitos matematicos adquiridos
pelos alunos ao longo do tempo, com o intuito de favorecer a comunicacédo e a
reflexdo sobre os conhecimentos geométricos, em especial, sobre o volume e area
da esfera. Podemos observar nos registros da BNCC (2018) que trata das
habilidades para o ensino médio em (EM13MAT309): “Resolver e elaborar
problemas que envolvem o calculo de areas totais e de volumes de prismas,
piramides e corpos redondos em situacdes reais, como o célculo do gasto de
material para forragdes ou pinturas de objetos cujos formatos sejam composi¢des
dos solidos estudados” (BRASIL, 2018).

As tarefas empregadas nesta experimentacdo foram preparadas com rigor
metodolégico, de modo a garantir clareza, objetividade e alinhamento com os
objetivos da pesquisa. Cada atividade foi elaborada considerando os fundamentos
tedricos previamente discutidos, bem como a necessidade de proporcionar ao
estudante, condi¢cdes adequadas para a construgdo do conhecimento. Além disso,
buscou-se assegurar que as tarefas fossem progressivas e coerentes, permitindo ao
aluno compreender ndo apenas os resultados obtidos, mas também o processo que
o levou as deducdes e conclusfes elaboradas.

Cada atividade foi estruturada de modo a seguir rigorosamente 0s critérios
estabelecidos no Quadro 3, garantindo alinhamento metodolégico e coeréncia com
0s objetivos da pesquisa. Esses critérios funcionam como parametros orientadores
para a elaboracédo das tarefas, assegurando que todas estejam em conformidade
com os fundamentos tedricos discutidos e com a légica de progressao adotada no
estudo. Dessa forma, o quadro ndo apenas organiza 0sS requisitos, mas também

confere transparéncia e consisténcia ao processo de experimentacao
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Quadro 3 — Descricdo das Atividades Propostas

Ordem

Descricao

Exploracdao inicial das figuras espaciais

Os alunos foram convidados a identificar e diferenciar figuras geomeétricas
espaciais, com foco na observacdo de objetos do cotidiano que
apresentam formas semelhantes.(esfera e cilindro)

Az

Manipulagcdo de modelos fisicos

Foram utilizados materiais concretos (como bolas, cilindros e material
para preenchimento do cilindro) para que os estudantes pudessem
explorar caracteristicas como forma, medidas e volume.

Az

Deducdo da formula do volume da esfera por meio do raciocinio
proprio

Os alunos foram desafiados a refletir sobre o conceito de volume da
esfera, utilizando estratégias de estimativa, comparagdo com outro solido
geométrico(cilindro) e argumentacdo logica. A atividade teve como
objetivo estimular o pensamento critico e a formulacdo de hipéteses,
conduzindo os estudantes a constru¢cdo autbnoma da formula do volume.

A4

Construcdo de uma esfera no Geogebra como estimulo a criatividade

Nesta etapa, os alunos utilizaram o software Geogebra para realizar a
construcdo digital de uma esfera, explorando diferentes possibilidades de
representacdo e manipulacdo. A atividade buscou incentivar a
criatividade, a familiarizagcdo com ferramentas digitais e a compreensao
visual da estrutura tridimensional da esfera.

As

Deducdo da férmula da area da superficie da esfera a partir de
construcdes no Geogebra

Por fim, os estudantes realizaram a construcdo de duas esferas no
Geogebra com diferentes dimensdes, comparando suas caracteristicas e
analisando a relacéo entre raio e area superficial. A atividade teve como
propasito favorecer a deducao da formula da area da superficie da esfera,
com base na observacgao, experimentacao e raciocinio matematico.

Fonte: O autor, 2026.

A estruturagcdo metodoldgica da sequéncia didatica proposta nesse

quadro, organizou-se em cinco etapas interdependentes, as quais articulam

progressivamente a experimentacdo fisica e a modelagem digital para a

compreensdo dos conceitos de area e volume da esfera. Inicialmente, as agfes

centram-se na mobilizagc&o cognitiva e sensorial dos estudantes por meio das etapas

Al e A2, que priorizam a exploracdo visual de objetos cotidianos e a manipulacéo

direta de modelos fisicos tridimensionais, como esferas e cilindros. Esse contato

empirico inicial atua como base para a etapa A3, na qual os discentes sdo

desafiados a elaborar hip6teses e estimativas comparativas entre os volumes dos
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s6lidos manipulados, impulsionando a deducao autbnoma da expressdo matematica
do volume antes mesmo de qualquer formalizacao tedrica tradicional.

Dando continuidade ao percurso pedagodgico, a sequéncia transpde a
investigacdo do espaco fisico para o ambiente virtual com a introducdo das etapas
A4 e A5, mediadas pelo uso do software Geogebra 3D. A transicdo para o ambiente
digital visa potencializar a capacidade de visualizacdo espacial dos alunos através
da construcdo geométrica dinamica da esfera, estimulando diferentes formas de
representacédo tridimensional. Dessa maneira, as duas Ultimas etapas aproveitam 0s
recursos de variacdo paramétrica do software para conduzir os estudantes a
observacéo das relacBes métricas entre o raio e a superficie esférica, fornecendo os
subsidios geométricos necessarios para a investigacao e a subsequente deducéo da

férmula da area superficial.

5.2 ORIENTACOES DIDATICAS PARA PROFESSORES: PRATICA
EXPERIMENTAL NO ENSINO DE AREA E VOLUME DA ESFERA COM
GEOGEBRA E MATERIAIS MANIPULAVEIS.

A elaboracdo de sequéncias didaticas no ensino de matematica,
especialmente em temas envolvendo geometria espacial e o calculo do volume e
area da esfera, demanda atencdo a organizacdo dos grupos, a linguagem
empregada, aos recursos didaticos selecionados e a mediacdo docente. O presente
capitulo visa orientar professores interessados em implementar uma atividade
experimental j4 validada junto a alunos, detalhando estratégias de organizacao,
acompanhamento, uso de tecnologias digitais, notadamente o Geogebra, bem como
0 sequenciamento de tarefas que valorizem a construcéo ativa do conhecimento e o
desenvolvimento da autonomia intelectual dos estudantes.

Sob uma perspectiva fundamentada em teorias sociointeracionistas e
construtivistas, e a luz das diretrizes curriculares nacionais, este texto integra
recomendacfes baseadas em literatura especializada, relatos de experiéncia e
praticas ja consolidadas. Destina-se a oferecer subsidios tedrico-metodoldgicos e
operacionais para professores que desejam diversificar suas intervencdes didaticas
e torna-las mais significativas, respeitando os ritmos e potencialidades dos alunos.

A experimentacgao realizada aqui demonstrou que a organizacao dos alunos
em grupos de dois a quatro participantes favorece significativamente a colaboragao

e a troca de ideias entre os pares. O trabalho em pequenos grupos, nesses termos,
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cria espaco para que todos os membros participem ativamente, em dialogo
construtivo e respeitando diferentes estilos e ritmos de aprendizagem. Para tanto, o
docente deve monitorar constantemente as exposi¢des, socializacbes e registros
dos alunos, fazendo perguntas que estimulem o raciocinio légico, como: “Vocé pode
explicar por que decidiu fazer assim?”; “Como chegou a esse resultado?”, “Vocé
pode explicar esse raciocinio?”. Esse tipo de intervencao, respeitosa e instigante,
também contribui para a superacdo de bloqueios, pois valoriza o processo em
detrimento do resultado final e reafirma o erro como momento de aprendizagem.

Optou-se, na ocasido, por nao informar previamente que a atividade
envolveria conteddos matematicos, o que contribuiu para a criacdo de um ambiente
mais acolhedor, livre de pressbes associadas a termos técnicos ou conceitos
formais. Essa estratégia mostrou-se eficaz para evitar bloqueios cognitivos e
promover uma participagdo mais espontanea e engajada dos estudantes. Para
futuras aplicacbes, recomenda-se que 0 professor preserve essa atmosfera de
leveza e abertura, permitindo que o conhecimento seja construido de forma
significativa, respeitando os ritmos individuais e coletivos da turma.

Essa abordagem tem por objetivo prevenir tais bloqueios que frequentemente
estdo associados a ansiedade em relacdo a matematica. A literatura evidencia que a
ansiedade matematica pode surgir diante da antecipacao de dificuldades, afetando
significativamente o desempenho e a participacao ativa dos alunos. Portanto, um
ambiente acolhedor e ludico é essencial para incentivar a experimentacdo, a
curiosidade e a superacao gradual da percepcao negativa que os alunos possam vir
a ter em relacéo a disciplina.

Com base na experiéncia ja realizada, recomenda-se que, em futuras
aplicacoes da atividade, o professor acompanhe atentamente os alunos que
apresentem raciocinios mais avancados, garantindo que esses estudantes sigam o
desenvolvimento proposto passo a passo, sem se desvincular do ritmo coletivo. E
importante permitir que os alunos se expressem oralmente e por escrito a partir de
seus proprios conhecimentos e com suas proprias palavras, favorecendo uma
abordagem mais significativa e pessoal. Ao longo das tarefas, o professor podera
introduzir gradualmente as nomenclaturas formais e definir os objetos envolvidos,
respeitando o tempo de assimilacdo dos grupos. Além disso, é essencial que o
docente interaja com os grupos de forma continua, incentivando a construcao de

ideias e inferéncias que se aproximem das respostas corretas. Essa apropriacao
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conceitual ocorre mesmo na auséncia de termos cientificos formais, fundamentando-
se nos esquemas de acdo gerados pela manipulacdo direta dos objetos. Para
demonstrar como essa proposta se materializou no ambiente de classe, detalham-se
adiante, em sua integridade, as atividades estruturantes que compdem esta

pesquisa.
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TAREFA 1

TITULO: Interpretar de forma mental os elementos que ddo origem a uma esfera e
sua relacdo com o volume.

OBJETIVO: Compreender de forma mental que os elementos que compde a esfera
estdo relacionados com o volume.

MATERIAL UTILIZADO: Folhas de atividades, objeto com formato esférico, cilindro
(mesma altura e largura da esfera de maneira que a esfera possa ser introduzida no
cilindro), grédos de arroz em quantidade que preenchera o cilindro completamente,
régua de 30 cm e lapis (ou caneta).

CONCEITOS ENVOLVIDOS: Elementos de um cilindro (base, raio, altura)

elementos da esfera (raio e diametro).

PROCEDIMENTOS: Cada grupo de aluno recebera um cilindro e uma esfera e as
folnas de atividades contendo as seguintes instrugcdes e questionamentos.
Importante que cada questao esteja em uma folha isolada para discussao em grupo

e seja entregue ao aluno sempre depois de concluida a questao anterior.

[Q1] Qual o comprimento do raio da base do cilindro? Descreva com suas palavras a
relacdo que ha entre o raio e a altura desse cilindro.

[Q2] Qual o comprimento da altura e da largura da esfera? Descreva como vocé
chegou a esse resultado.

[Q3] Quanto mede a distancia que vai do centro da esfera ao topo da esfera?
Explique como vocé chegou a essa resposta.

[Q4] Quanto mede o comprimento que vai do centro da esfera a base da esfera?
Justifigue como vocé chegou a essa resposta.
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[Qs] Sabe-se que para encontrar o volume do cilindro temos que multiplicar a area
da base pela altura. Explique com suas palavras qual seria o procedimento para
encontrar o volume da esfera.
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TAREFA 2

TITULO: Significado espacial do volume de uma esfera.

OBJETIVOS: Relacionar o conceito do volume do cilindro com a ideia de volume da
esfera; Compreender que a quantidade de graos que devera ser retirada do cilindro

corresponde ao volume da esfera.

MATERIAL UTILIZADO: Folhas de atividades; Esfera; Cilindro (com altura e
diametro igual o da esfera); gréos de arroz; Régua de 30 cm e lapis (ou caneta).

CONCEITOS ENVOLVIDOS: Relagdo do volume do cilindro com o volume da
esfera. Nocéo intuitiva de cognicdo experimental com base no Principio de Cavalieri
e nos processos de Arquimedes para medir volumes, descoberto em 300 a.C.. Nesta
sequéncia de atividade essas nocdes deverdo ser observadas pelo proprio aluno na
manipulacdo com os solidos geomeétricos apresentados, comparando o volume do
cilindro com o volume da esfera e refletindo sobre os resultados inerentes dessa

manipulagéo, através de questionamentos que induzem o aluno a pensar.

PROCEDIMENTOS: Cada grupo de alunos recebera os materiais e as folhas de
atividades contendo as seguintes instrucdes e questionamentos. Importante que
cada questéo esteja em uma folha isolada para discusséo em grupo e que cada

guestao so6 seja entregue ao aluno apds a resolucéo da anterior.

[Q1] Descreva como vocé introduziria completamente a esfera no cilindro cheio de
grao de arroz. Introduza e explique com suas palavras como € possivel efetuar essa

atividade?

[Q2] Retire a esfera do cilindro, observe a quantidade de graos que ficou no cilindro e
expliqgue com suas palavras quantas partes do volume do cilindro estd sendo

ocupado por graos.
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[Q3] Quantas partes do volume do cilindro foi preciso esvaziar para introduzir a

esfera no cilindro? Explique com suas palavras.

[Q4] A quantidade de gréos de arroz retirados do cilindro para introdugdo da esfera
possui uma relacdo direta com a esfera. Expliqgue com suas palavras qual é essa

relacdo. Justifique sua resposta.
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TAREFA 3

Nessa atividade os alunos terdo a oportunidade de deduzir a férmula do

volume da esfera por seus préprios raciocinios de maneira pratica e envolvente.

OBJETIVO: Levar os alunos a deduzirem a férmula do volume da esfera usando

materiais concretos (esfera e um cilindro).

MATERIAL NECESSARIO: Folha de atividades; esfera; Um cilindro transparente;
graos de arroz; Régua com tamanho superior ao tamanho dos objetos; Muito

importante que a altura e a largura do cilindro sejam iguais a altura da esfera.

CONCEITOS ENVOLVIDOS: Altura, diametro, raio e volume do cilindro; Altura,
diametro, raio e volume da esfera; relacdo entre o volume da esfera e o volume do
cilindro. O aluno podera deduzir a férmula do volume da esfera como sendo 2/3 do

volume do cilindro.

PROCEDIMENTQOS: O aluno recebera os materiais e a folha de atividade contendo

as seguintes instrucdes e questionamentos.

[Q1] Qual relacdo vocé percebe entre o raio (r) da esfera e a altura(s) do cilindro?

Expligue como vocé chegou a essa conclusao.

[Q2] Vocé ja estudou como encontrar o volume de um cilindro (V2), basta multiplicar
a area da base (nr?) pela altura (4). Pense como vocé faria para encontrar o volume
de arroz que foi retirado do cilindro. Explique com suas palavras como realizaria

essa tarefa.

[Q3] Sabendo que a altura do cilindro € igual a duas vezes o raio da esfera, ou seja,
que h=_Zr. Explique com suas palavras como fica a nova férmula para encontrar esse
volume, sabendo que o A que representa a altura na férmula do volume do cilindro

pode ser substituido por Zr.
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[Q4] Vocé percebeu que das trés partes em que o cilindro foi dividido, duas dessas
trés partes de arroz, ou seja, dois tergos § do volume total do cilindro “ (mr?) x (2n)”

precisou ser retirado para introduzir a esfera. Entdo, baseado nesse fato, explique
com suas palavras como vocé faria para encontrar a formula do volume da esfera

em questao.
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TAREFA 4

Conceitos e no¢cbes da geometria na construcdo de uma esfera no Software

Geogebra.

OBJETIVOS: Obter uma visao ampla tridimensional dos elementos correspondentes
a existéncia de uma esfera no espaco, observando durante a construcao da esfera a
relacdo que ha entre o raio o tamanho da esfera.

MATERIAL UTILIZADO: Folha de atividades, Computador, Software Geogebra, sala
de informética, caneta esferografica.

CONCEITOS ENVOLVIDOS: Além das habilidades com o Geogebra na construcao
da esfera, serdo envolvidos nessa atividade conceitos sobre raio, eixo, diametro e

centro de uma esfera.

PROCEDIMENTOS: Essa atividade sera conduzida na sala de informética e podera
ser realizada individualmente ou em dupla, conforme a preferéncia dos participantes.
Os alunos receberdo folhas de atividade contendo as instrucbes e o0s
guestionamentos necessarios para a realizacdo da tarefa. Nesse contexto, todas as

guestdes podem ser apresentadas na mesma folha.

[Q1] Ao criar uma esfera no espaco tridimensional. Qual o elemento que da inicio a
formacao da esfera? Expligue com suas palavras qual a relagdo desse elemento

com o tamanho da esfera.

[Q2] Na construcdo de uma esfera no GeoGebra, como se chama a distancia entre

os dois pontos que formam a esfera? Justifique sua resposta.

[Q3] Para vocé, o que é uma esfera? Expliqgue com suas palavras mediante todo
conhecimento adquirido ao longo das aulas. Cite trés objetos do seu dia a dia que

lembram uma esfera.
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[Q4] Verifique a largura da esfera que vocé criou e explique com suas palavras qual

a relacdo dessa largura com o raio.
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TAREFA 5

Neste momento o aluno precisa deduzir a férmula da area da superficie da

esfera.

OBJETIVO: Levar os alunos a deduzirem a formula da area da superficie da esfera

fazendo uso do software Geogebra.

MATERIAL NECESSARIO: Folha de atividades; computador; sala de informética;

software Geogebra instalado ou on-line; caneta esferogréfica.
CONCEITOS ENVOLVIDOS: volume da esfera; area da superficie esférica.

PROCEDIMENTOS: O aluno ja de posse de um computador recebera a folha de

atividade contendo as seguintes instrucdes e questionamentos.

[Q1] Crie uma esfera no software Geogebra de raio 5 e faga o registro de qual o

volume dessa esfera calculado pela formula ja deduzida anteriormente?

[Q2] Crie agora uma sequéncia de 3 esferas de raios consecutivamente 2, 3, 4 e

registre o volume de cada uma.

[Q3] Imagine uma esfera comum, depois imagine retirar uma outra esfera sé um

pouquinho menor de dentro dela. Registre com suas palavras o que sobra.

[Q4] Faca uma subtracéo do volume de uma esfera menor Vi, de raio r de dentro de
uma esfera maior Vz; de raio r + x. Monte a equacgéo do volume das duas esferas e

expresse a equacao que representa essa subtracao.

[Qs] Simplificando a equacdo anterior vocé chega a expressao %n(Srzx + 3rx? —

x3), neste caso vocé despreza os termos x? e x3 para simplificar ainda mais a
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expressdo. Dai vocé simplifica mais um pouquinho e mostre o resultado. Com suas

palavras explique o que significa 0 x nessa equagao.

A partir do mapeamento textual das atividades descritas anteriormente,
viabiliza-se a compreensdo de como se deu a transicdo para a fase de
experimentagdo em campo. Na primeira tarefa da atividade experimental, os alunos
tiveram o primeiro contato com 0s materiais manipulaveis, incluindo soélidos com
formato esférico, assim como cilindricos e réguas. Esse momento inicial foi
fundamental para despertar a curiosidade e promover uma aproximagao concreta
com os objetos de estudo. Apds a exploracao livre dos materiais, os estudantes
receberam as folhas de atividade contendo questdes que o0s conduziram a
observacdo e a analise das caracteristicas geométricas dos solidos. Ao realizar
medi¢cbes e interpretar elementos como diametro, raio e altura da esfera e do
cilindro, os alunos comecgaram a construir, de forma intuitiva, relagées entre essas
dimensdes. Essa abordagem permitiu que, mesmo sem recorrer a conceitos
matematicos formais, os estudantes internalizassem a ideia de que ha uma conexao
significativa entre os atributos dos dois sdlidos, preparando o terreno para etapas
posteriores de abstracéo e deducéo.

Na conducdo dessa proposta pedagodgica, pressupde-se que o professor
incentive a exploracédo inicial dos materiais de forma livre e investigativa, abdicando
da antecipacdo dos objetivos mateméticos da atividade. Essa estratégia favorece a
construcdo espontanea de relacbes geométricas e permite que o0s alunos
desenvolvam uma base intuitiva solida antes da introducdo de conceitos formais.
Sob essa Otica, assume papel relevante a atencdo docente as observacdes dos
discentes durante a etapa empirica, valorizando suas interpretacdes e promovendo
guestionamentos que estimulem o raciocinio espacial e a percepcao das
propriedades dos objetos manipulados.

Na segunda tarefa da atividade experimental, os grupos de alunos receberam
0 arroz que serviu como material de preenchimento do cilindro. A partir dai, os
alunos foram conduzidos a uma exploracdo intuitiva de conceitos geométricos

relacionados ao volume. As dimensdes do cilindro correspondiam exatamente as da
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esfera entregue para a realizacdo da atividade. A proposta foi apresentada sem
qualquer mencédo explicita a matematica, permitindo que o professor conduzisse
uma discusséo inicial voltada a reflexdo sobre o que ocorreria ao tentar inserir a
esfera dentro do cilindro cheio. Esse momento revelou-se essencial para estimular o
pensamento critico e a formulagdo de hipoteses sobre a ocupacdo espacial da
esfera no interior do recipiente.

Durante a manipulacéo, os alunos perceberam que seria necessario remover
parte dos graos para acomodar a esfera, o que possibilitou, de forma experimental e
intuitiva, a construcdo da no¢do de capacidade volumétrica e sua relacdo com o
espaco ocupado pela esfera em comparacdo ao volume do cilindro. Para
experimentacdes futuras que visem a deducédo da férmula do volume da esfera, &
imprescindivel atentar para alguns aspectos metodolégicos que favorecam a clareza
e a eficicia do processo investigativo. Recomenda-se a utilizacdo de um cilindro
confeccionado em material transparente, devidamente marcado com trés divisdes
equidistantes, de modo a representar fragdes iguais de volume. Essa configuracéo
permite uma observacao precisa da transferéncia de material, como arroz ou outro
elemento granular, da esfera para o interior do cilindro, promovendo uma
compreensao empirica mais acessivel da relacdo entre os volumes dos soélidos
envolvidos.

A presenca dessas marcacdes contribui significativamente para o
estabelecimento de relacdes proporcionais, evidenciando que o volume da esfera
corresponde a dois tercos do volume do cilindro, desde que ambos possuam a
mesma altura e o mesmo diametro. Tal constatacéo reforca, de maneira concreta e

visual, a validade da formula matematica que expressa o volume da esfera como
4 ~ . . . ~
V= E”r3’ favorecendo a construcdo conceitual por meio da experimentacdo. Essa

abordagem, portanto, revela-se eficaz no contexto educacional, ao articular teoria e
pratica na consolidacédo do conhecimento geométrico.

Na terceira etapa da atividade experimental, os alunos foram conduzidos por
um percurso logico e reflexivo com o objetivo de deduzir, de forma autbnoma, a
féormula do volume da esfera. As orientacdes propostas foram cuidadosamente
estruturadas para favorecer o desenvolvimento progressivo do raciocinio
matematico, permitindo que os estudantes construissem o conhecimento a partir de

suas proprias inferéncias. Em vez de apresentar a formula de maneira direta, optou-
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se por instigar os alunos a estabelecer conexdes, levantar hipoteses e validar ideias
ao longo do processo, de modo que a deducdo emergisse como resultado natural de
sua compreensdo. Para futuras aplicagdes, recomenda-se que o professor preserve
essa abordagem investigativa, pois ela valoriza a construgéo ativa do conhecimento
e promove no estudante uma sensacéo de autoria intelectual e de dominio genuino
sobre o contetido explorado.

A realizacdo da quarta e quinta tarefas da atividade experimental exigiu, por
parte do professor, conhecimentos basicos no uso do software Geogebra,
especialmente no que diz respeito a construcdo de objetos tridimensionais e a
utilizacdo de funcdes matematicas. Para futuras aplicacdes, recomenda-se que o
docente se familiarize previamente com o conteudo disponivel no livro digital
Aprendizagem Matemética por meio da Utilizacdo do Geogebra: Calculadora para o
Volume da Esfera3. Esse material apresenta instrucdes detalhadas e passo a passo
sobre como desenvolver uma atividade voltada ao calculo do volume da esfera, com
diversas funcionalidades e recursos que auxiliam na construcdo de uma esfera e de
uma calculadora interativa para o volume da esfera no software Geogebra. O
dominio dessas ferramentas permitira ao professor conduzir a atividade com maior
seguranca e clareza, proporcionando aos alunos uma experiéncia mais rica e
significativa.

Na quarta etapa da experimentacao, os alunos foram introduzidos ao software
Geogebra por meio de acesso ao link* disponivel on-line em seus computadores.
Inicialmente, foram incentivados a explorar livremente a interface do aplicativo,
clicando em diferentes funcbes sem compromisso, com 0O objetivo de se
familiarizarem com os recursos digitais disponiveis para a construcdo de figuras
geométricas. Essa etapa de exploracdo teve carater introdutério e foi fundamental
para que os estudantes adquirissem autonomia na navegacao pela plataforma.

Apés esse momento de ambientacdo, cada grupo recebeu uma Folha de
Atividade com orientagBes especificas para a construcdo da esfera no ambiente
digital. A atividade envolveu o uso de ferramentas previamente exploradas e exigiu
dos alunos a aplicacdo pratica dos conceitos geométricos discutidos. Além da

construcdo, os grupos foram convidados a responder a questionamentos reflexivos

3https://educapes.capes.gov.br/bitstream/capes/739119/1/Vitor%20Vasconcelos%20Livro.pdf
*https://www.geogebra.org/classic
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sobre o processo, promovendo a articulacdo entre teoria e pratica e estimulando o
pensamento critico sobre o uso de tecnologias digitais no ensino da matematica.

Durante essa fase, o professor deve circular entre os grupos, incentivando a
curiosidade e destacando as funcionalidades que sao utilizadas na construcdo da
esfera digital. Essa abordagem favorece o protagonismo dos alunos, promove o0
letramento digital e fortalece a articulagé@o entre teoria e pratica. Recomenda-se que
o professor esteja atento as dificuldades técnicas e conceituais que possam surgir,
oferecendo apoio pontual e incentivando a colaboragao entre os grupos.

Na quinta e ultima etapa da experimentagdo, os alunos foram conduzidos a
explorar construcdes geométricas no ambiente digital do Geogebra, com o objetivo
de deduzir a férmula da area da superficie esférica. A atividade consistiu na
elaboracdo de duas esferas utilizando os recursos do software, permitindo aos
estudantes retomar e aplicar os conceitos abordados nas tarefas anteriores. Essa
proposta integrou uma abordagem geométrica com ferramentas tecnoldgicas,
favorecendo a visualizacdo e a compreensdo dos elementos envolvidos na deducéo
da formula.

Com base nas construgcbes digitais, os estudantes foram incentivados a
refletir sobre o significado geométrico da area da superficie esférica. Inicialmente, a
proposta buscou articular visualizacdo, abstracdo e raciocinio matematico,
promovendo uma compreensao intuitiva do conceito. Em um segundo momento, 0s
alunos foram orientados a formalizar essa compreensao por meio de calculos
algébricos, consolidando a deduc¢éo da férmula com base nos elementos explorados
geometricamente.

Para futuras investigacbes recomenda-se ao professor, portanto, que
acompanhe atentamente o processo de manipulacdo das figuras, incentivando a
reflexdo sobre as propriedades geométricas observadas e promovendo discussdes
gue consolidem a aprendizagem.

A construgdo das duas esferas no Geogebra, quando construidas de maneira
concéntricas, sendo uma delas ligeiramente maior, nos permite discutir com o0s
alunos sobre a diferenca entre os volumes delas. Fazendo os alunos concluirem que
a diferenca entre as duas gera uma casca esférica muito fina, semelhante a “pele”
da esfera. Ao considerar essa casca com espessura desprezivel, é possivel

aproximar seu volume como sendo o produto da area da superficie da esfera pela
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espessura que é a diferenca entre os dois raios. Portanto o Volume da casca
aproximadamente igual a Area da superficie da esfera vezes a Espessura.

A definicdo dos volumes das esferas onde uma esfera maiorElcomraio r + x
e volume dado por gn(r + x)3 e aoutra E2 menor com raio re volume igual a gn(r)”.
Na subtracdo dos volumes Vg, — Vi, teremos o volume do casco esférico (V.4sco) €
ao chegarmos a expressao %n(3r2x + 3rx? — x3) onde temosx muitopequeno, 0s

termos x? e x3 podem ser desprezados, deixando a expressao V. ., = 4mrix. Ao
interpretarmos este resultado podemos observar que o volume do casco esférico
pode ser visto como a multiplicacdo da Area da Superficie da esfera pelo pequeno
incremento x. Assim, chegamos a conclusdo de que para encontrar a Area da
Superficie de uma esfera basta fazer 4mr?2.

Dessa forma, a abordagem adotada possibilitou que os alunos chegassem a
deducdo da férmula da area da superficie esférica, articulando raciocinio geométrico
e argumentacédo algébrica ao longo das etapas propostas na atividade. Para futuras
aplicacbes € recomendavel que o professor incentive momentos de discussao
coletiva, proponha questionamentos que orientem a reflexdo dos estudantes e
valorize a diversidade de estratégias utilizadas, favorecendo um ambiente de
investigacdo e colaboracao no processo de aprendizagem.

Portanto, para futuras aplicacdes, recomenda-se que as folhas de atividade
sejam elaboradas de modo que cada questéo seja apresentada separadamente em
uma folha individual, com espaco suficiente para o desenvolvimento estruturado do
raciocinio. A entrega dessa folha, contendo uma das tarefas da atividade, deve
ocorrer apenas ap0s a conclusdo da tarefa anterior, evitando que os estudantes
acessem informac6es no comando das demais tarefas. Essa estratégia reforcou a
progressdo logica entre 0s questionamentos e assegurou que 0 processo de
aprendizagem ocorresse de forma gradual, coerente e significativa. Essa
organizacdo favoreceu o engajamento continuo dos alunos e permitiu um melhor
acompanhamento com maior precisdo no desenvolvimento de cada etapa. Assim, a
pratica contribuiu para consolidar conceitos matematicos e para estimular a

autonomia intelectual dos estudantes.
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5.3 FORMALIZACAO

Por definicdo, uma esfera € o conjunto de todos os pontos do espagco que
estdo equidistantes de um ponto fixo denominado centro. Essa distancia constante &
chamada de raio. Geometricamente, a esfera pode ser representada como um sélido
de revolucdo, gerado pela rotacdo completa de um semicirculo em torno de seu
diametro, o qual corresponde ao dobro do raio.

O volume da esfera corresponde a medida do espaco tridimensional ocupado
por esse solido. Para seu célculo, considera-se o raio r e a constante pi , cujo valor
aproximado é 3,14. O raio é definido como o segmento de reta que liga o centro da

esfera a qualquer ponto de sua superficie. A formula consagrada para o célculo do
e 4
volume de uma esfera é: V = —mr®.

Além do volume, outro parametro fundamental na caracterizagdo geomeétrica
da esfera é a area de sua superficie, que representa a medida da regido externa que
delimita o sdlido. Essa area € calculada com base no raio e na constante pi , sendo
dada pela expressao: 4rnr?. Essa formula indica que a area superficial da esfera é
proporcional ao quadrado do raio, refletindo a simetria e a continuidade da superficie
esférica em todas as direcbes. O conhecimento tanto do volume quanto da area da
superficie € essencial em diversas aplicacbes cientificas, como na fisica, na

engenharia e na modelagem computacional de objetos tridimensionais.

5.4 ORIENTACAO PARA AVALIACAO DA ATIVIDADE

Na presente pesquisa, os alunos foram avaliados a partir de mdultiplos
aspectos relacionados ao seu desempenho durante a atividade. Para futuras
aplicacdes ou adaptacOes dessa proposta, recomenda-se que o docente considere

0S seguintes critérios avaliativos:
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Quadro 4 - Organizacédo dos critérios de avaliacdo

Critério Avaliativo Descricao

Observou-se o0 engajamento individual e coletivo dos

Participacao ativa alunos durante a realizacdo da atividade.

Avaliou-se a interacdo entre os membros do grupo, O
Trabalho colaborativo | respeito as opinides dos colegas e a contribuicdo para a
resolucao conjunta das tarefas.

Verificou-se a aplicagcdo correta dos procedimentos

Precisdo nos calculos L s i
matematicos e a coeréncia dos resultados obtidos.

Foi avaliada por meio de perguntas orais e de uma breve
Compreensdao dos producdo escrita, na qual os alunos refletiam sobre a
conceitos experiéncia, os desafios enfrentados e os aprendizados
adquiridos e descreveram com suas proprias palavras.

Fonte: O autor, 2026.

Essa abordagem permite uma avaliagdo mais ampla e formativa,
contemplando tanto aspectos cognitivos quanto socioemocionais do processo de
aprendizagem. Dessa forma, o professor consegue avaliar a participacdo dos alunos
durante a atividade, a capacidade de trabalhar em grupo, a correcdo dos célculos e

a compreensao do conceito que tiveram durante a atividade.

5.5 EXPERIMENTACAO DIDATICA

A Experimentacdo Didatica ocorreu com a aplicacdo de uma Sequéncia de
Atividades nas dependéncias de uma Escola Estadual de Ensino Fundamental e
Médio da regido metropolitana de Belém do Par&. Tal escola contou com Rampas,
salas de aula e banheiros adaptados para alunos com deficiéncia ou mobilidade
reduzida, possui também uma biblioteca, uma quadra de esportes coberta, salas de
aula climatizadas, refeitério com alimentagdo escolar e acesso a internet banda
larga, laboratério de informética e desktops para os alunos.

A autorizacdo para a realizagcdo da pesquisa junto aos alunos foi concedida
pela direcdo da escola apds um processo de dialogo institucional que envolveu
diversas reunides ao longo de aproximadamente um més. Esse periodo foi
fundamental para esclarecer os objetivos da investigacdo, apresentar a proposta

metodoldgica e garantir que todas as etapas estivessem alinhadas as diretrizes
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pedagogicas da instituicdo. Com a aprovacao formal da diretora, foi possivel iniciar a
aplicacdo da sequéncia de atividades planejadas com os estudantes do terceiro ano
do Ensino Médio.

O professor responsavel pela turma autorizou a participacédo dos alunos do 3°
ano do Ensino Médio na aplicagdo da sequéncia de atividades, realizada no turno da
tarde. A experimentacdo ocorreu ao longo de dois meses, totalizando dez aulas,
distribuidas em cinco encontros. Devido a compromissos institucionais e ajustes no
calendario escolar, algumas semanas foram intercaladas sem atividades, o que
exigiu flexibilidade na conduc¢ao da proposta.

Durante esse periodo, foram coletados dados por meio de observacoes,
registros escritos e producdes dos alunos, com o objetivo de analisar o processo de
aprendizagem relacionado ao calculo da area e do volume da esfera. Essas
informagdes subsidiaram a investigagdo sobre o desenvolvimento dos conceitos

geomeétricos e a eficacia da abordagem metodologica adotada.
5.6 RELATORIO DA EXPERIMENTACAO

O presente relatorio foi desenvolvido com o objetivo de organizar, de forma
sistematica, os procedimentos aplicados e os resultados obtidos durante o processo
investigativo. Neste relatério, busca-se contextualizar a relevancia da pratica
realizada, destacando os fundamentos tedricos que a sustentam e a metodologia
adotada para garantir a consisténcia dos dados. Dessa forma, pretende-se oferecer
uma visao clara e organizada sobre cada etapa, permitindo compreender nao
apenas os resultados, mas também o caminho percorrido até alcanca-los.

Aléem disso, este relatério apresenta uma sintese das observacdes
registradas, discutindo os principais achados e suas implica¢cées para o campo de
estudo em questdo. Assim, o capitulo estabelece a base necesséria para a anélise
critica que sera desenvolvida nas se¢fes seguintes.

No presente capitulo serdo abordadas trés perspectivas fundamentais para a
compreensdo da dindmica da atividade humana: a relacdo instrumento-objeto, a
relacdo sujeito-instrumento e a relagdo sujeito-objeto-instrumento. Essas teorias,
conforme discutidas por Pierre Rabardel (1995) em sua Teoria da Instrumentacao,
permitem analisar como o0s instrumentos mediam a interacdo entre o individuo e o

objeto de estudo, revelando o papel central da mediacdo na constru¢cdo do
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conhecimento e na transformacdo da realidade. A discussdo dessas relacbes
possibilitou compreender tanto os limites quanto as potencialidades do uso de
ferramentas, destacando como o aluno se apropria delas para interagir com o objeto
(volume da esfera) e, ao mesmo tempo, como essa interacdo redefine o préprio

processo de aprendizagem e de acao pratica.
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5.7A RELAN(;AO INSTRUMENTO-OBJETO: FUNDAMENTOS TEORICOS E
IMPLICACOES METODOLOGICAS

Nesta pesquisa consideramos a fundamentacdo tedrica da Abordagem
Instrumental de Pierre Rabardel (1995), com foco na aprendizagem do volume da
esfera por meio de artefatos concretos e digitais.

A instrumentalizacdo, segundo Rabardel, ocorre quando o aluno deixa de ver
o artefato apenas como um recurso externo e passa a utiliza-lo como instrumento de
pensamento. Ao atribuir-lhe uma funcéo especifica na resolu¢cdo de problemas, o
artefato é apropriado cognitivamente, tornando-se mediador entre a acdo do sujeito
e 0 conhecimento. Esse processo permite ao aluno construir conceitos, formular
hipteses e tomar decisbes com base na interacdo com o artefato. Esse
aprofundamento consta em Les hommes et leste chnologies — approche cognitive

des instruments contemporains de Pierre Rabardel (1995), que afirma:

O instrumento ndo é apenas um objeto de forma particular, com propriedades
fisicas especificas; € acima de tudo um objeto social, com modalidades de uso
desenvolvidas durante o trabalho coletivo. (Rabardel, 1995, p. 35, traducdo nossa)

O aluno adapta o objeto as atividades propostas na experimentacéo, atribui-
lhe novas funcdes e explora suas propriedades. E quando o estudante, por exemplo,
percebe que pode usar a esfera e a régua como referéncia para compreender o raio
e converter em um valor algébrico (folha de atividade) ou virtual (Geogebra). Pierre

Rabardel (1995) reconfigura o uso do artefato com base em sua experiéncia e

raciocinio.
Quadro 5 - Distincdo entre Artefato e Instrumento
Conceito Definicao

Artefato Objeto fisico ou simbdlico disponibilizado ao aluno (ex:
régua, esfera, cilindro etc).
Resultado da apropriacédo do artefato pelo sujeito, que passa

Instrumento . . : . L
a usa-lo com intencionalidade e significado.

Fonte: O autor, 2026.

Nesta pesquisa, propomo-nos a investigar as interrelacbes entre o uso de
materiais concretos e os ambientes computacionais de aprendizagem no contexto
do ensino de Mateméatica. Em particular, voltamo-nos para a andlise da estrutura
conceitual envolvida no estudo do célculo do volume da esfera, inserido no campo

da Geometria Espacial. Para tanto, selecionamos uma turma do terceiro ano do
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ensino médio de uma escola publica situada no municipio de Belém do Pard, cujos
alunos ainda nao haviam sido introduzidos ao referido contetdo. A partir dessa
escolha, realizamos uma atividade experimental com o objetivo de identificar indicios
de aprendizagem diante de um tema até entdo inédito para os participantes.

A etapa experimental foi conduzida por meio da aplicacdo de um artefato
fisico manipulavel, em conjunto com o software Geogebra de modelagem
matematica tridimensional, com o propésito de explorar diferentes formas de
tratamento na manipulacdo dos objetos e identificar possiveis indicios de
aprendizagem. Durante as atividades, foram observadas as conversdes semidticas

inerentes ao conteldo abordado.

5.8 MATERIAL CONCRETO MANIPULAVEL

Os artefatos fisicos empregados na experimentacdo consistiram de cilindro,
esfera, arroz, régua e uma trena, além de uma caneta e de uma folha de papel. Esta
dltima continha as instrucdes para a realizacdo das manipulacbes propostas, bem
como espacos destinados ao registro das respostas e das justificativas elaboradas

pelos alunos. A Figura 14 ilustra os materiais utilizados no procedimento.

Figura 14 - Cilindro, esfera, régua e trena
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Fonte: O autor, 2026.

Para compreender o0s processos cognitivos envolvidos nesta pesquisa,
adotamos como referencial teérico a Abordagem Instrumental proposta por Pierre

Rabardel (1985), que distingue entre artefato (objeto técnico disponibilizado ao
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sujeito) e instrumento, entendido como o resultado da apropriacdo desse artefato por
meio de esquemas de uso construidos ao longo da atividade. Nesse contexto, tanto
o material concreto quanto o software de matematica 3D séo considerados artefatos
gue, ao serem mobilizados pelos estudantes em situacdes de resolucdo de
problemas, podem se transformar em instrumentos de aprendizagem.

Na abordagem de Pierre Rabardel, o volume da esfera emerge como um
instrumento de pensamento quando o aluno, ao manipular a esfera e o cilindro,
atribui significado funcional ao conceito. A esfera deixa de ser apenas um artefato
fisico e passa a mediar a construcdo de raciocinios geométricos, estimativas e
justificativas. O volume da esfera conecta o mundo concreto (a esfera e o cilindro
manipulavel) ao mundo abstrato (a férmula matematica), permitindo que o aluno
transite entre acdo e formalizacdo. Sendo o aluno o elo que transforma uma
atividade pratica em uma experiéncia conceitual.

Na Figura 15 abaixo, observa-se uma tarefa realizada com éxito, na qual o
aluno foi instruido a inserir uma esfera em um cilindro previamente preenchido com
arroz. A partir de sua prépria manipulagdo e raciocinio, o estudante percebeu a
necessidade de retirar parte do arroz do cilindro para possibilitar a insercdo da
esfera. Essa acdo permitiu-lhe responder a questionamentos que evidenciaram o
volume ocupado pela esfera no interior do cilindro. Nesse processo, os artefatos
utilizados (cilindro, esfera e arroz) foram instrumentalizados, uma vez que o aluno se
apropriou do material como recurso para construir conhecimento e compreender o

conteldo matematico em estudo.

Figura 15 - Cilindros, esfera e arroz

Fonte: O autor, 2026.
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Alguns alunos perceberam ao longo da atividade, a partir das suas proprias
manipulagdes, que ao retirar a esfera do cilindro, esvaziou-se dois tergos do cilindro
e que esse espaco vago corresponde ao volume da esfera. Sendo assim, chegando
a generalizacdo da férmula para o volume da esfera, onde a parte retirada significa
exatamente os dois terco do cilindro. Com isso, seguindo as instru¢cées propostas,
os alunos puderam concluir que 2/3 do volume do cilindro era igual ao volume da
esfera, sabendo que o volume do cilindro corresponde a area da base (nr?) vezes a
altura (h), e que a altura do cilindro (h) é duas vezes o raio (2r), logo V¢ = nr2. 2r,
onde 2r=h, na ultima questdo da quarta tarefa, foi solicitado ao aluno que utilizasse
esses conhecimentos para encontrar o volume de arroz que foi retirado do cilindro,

lembrando que essa quantidade € a mesma do volume da esfera.
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Capitulo 6 - RESULTADOS E DISCUSSAO

A experimentacdo realizada permitiu observar avancos significativos na
aprendizagem dos conceitos relacionados ao volume e a é&rea da esfera. A
sequéncia de atividades proposta, fundamentada na resolucdo de problemas e no
uso de materiais manipulaveis e ferramentas digitais, como o software Geogebra,
revelou-se eficaz na promoc¢ao de uma aprendizagem ativa e significativa.

Um dos principais resultados observados foi a compreenséo tedrica dos
conceitos geomeétricos antes de sua aplicacdo pratica. Os alunos demonstraram
capacidade de interpretar e explicar a féormula do volume da esfera, compreendendo
sua estrutura e origem antes de utiliza-la em célculos. Essa apropriagdo tedrica foi
essencial para que pudessem realizar medicbes e aplicar os conhecimentos em
situacdes concretas, como o calculo do volume de esferas reais.

Além disso, a experimentacdo favoreceu o desenvolvimento do pensamento
critico. Os estudantes foram incentivados a analisar dados, identificar padrées,
questionar resultados e propor solu¢des para os problemas apresentados. Durante
as atividades, foi possivel observar momentos em que os alunos corrigiam seus
proprios erros, discutiam estratégias com os colegas e reformulavam suas
abordagens, evidenciando um processo reflexivo e investigativo.

Outro aspecto relevante foi a mobilizacdo de diferentes registros de
representacdo semibtica, conforme proposto por Duval (2012). Os alunos utilizaram
férmulas algébricas, representacdes graficas no Geogebra e explicacbes verbais
para expressar seus raciocinios. A capacidade de transitar entre esses registros
mostrou-se fundamental para a consolidacdo dos conceitos geométricos,
especialmente na compreensao da relacao entre o raio da esfera e suas medidas de
area e volume.

Por fim, observou-se que os alunos foram capazes de documentar e
comunicar seus resultados de forma clara e objetiva, tanto por meio de registros
escritos quanto em apresentacdes orais realizadas no decorrer da sequéncia. Essa
habilidade de comunicacéo cientifica refor¢ca a importancia de praticas pedagogicas
gue valorizem a expressao argumentativa e a sistematizacdo do conhecimento.

Em sintese, os resultados da experimentacdo indicam que a abordagem
adotada contribuiu para o fortalecimento de competéncias essenciais a formacao

matematica dos estudantes, como a autonomia intelectual, o raciocinio légico, a
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capacidade de representacdo e a comunicacdo eficaz. Tais competéncias nao
apenas favorecem o desempenho escolar, mas também preparam os alunos para
enfrentar desafios reais com uma postura investigativa e cientifica.

A instrumentalizacdo (modificacbes do artefato pelo sujeito), revela-se
essencial para identificar indicios de aprendizagem. Durante o processo de ensino
da férmula do volume da esfera, observou-se que os estudantes, ao interagirem com
modelos esféricos fisicos, constroem esquemas de acdo que favorecem a
compreensao da relacao entre o raio e o volume. Essa abordagem permitiu que, por
meio de raciocinios sucessivos e de conversdes entre diferentes registros de
representacdo, os alunos alcancassem a deducdo da férmula para o volume da
esfera. A Figura 16, apresentada a seguir, exemplifica uma das etapas da atividade
desenvolvida, evidenciando o0 momento em que o estudante, apds a realizacdo das

tarefas propostas, conclui os tratamentos algébricos necessarios e consolida a

4mr3

compreensao do conceito de volume esférico, expressa pela formula V =

Figura 16 - Questao que formaliza o conceito do volume da esfera

[Q«] Vocé percebeu que das trés partes em que o cilindro foi dividido, dois tergcos %

do (volume total do cilindro), precisou ser retirado para introduzir a esfera. Entao,
utilizando essa informa¢do, como vocé pode encontrar o volume de arroz que saiu
do cilindro. Explique com suas palavras.

Vier = (%) x (4w

X
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Fonte: O autor, 2026.

Do ponto de vista metodologico, o volume da esfera expressou-se idealmente
por meio do volume de arroz deslocado ou mensurado durante a atividade de

transvasamento. Essa igualdade fisica funcionou como um registro de
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representacéao figural e tatil, a partir do qual se inferiu que o espaco tridimensional
ocupado pela esfera correspondia a capacidade do material de preenchimento. Essa
relacdo de equivaléncia foi o elemento conector que viabilizou a conversdo da
atividade empirica em uma equac¢ao matematica formal.

Foi extremamente significativo acompanhar o processo pelo qual o estudante
desenvolveu seu raciocinio de maneira autbnoma, culminando na generalizacdo de
um conceito fundamental para a compreenséo da geometria espacial. Essa trajetoria
evidencia ndo apenas o0 engajamento cognitivo do aluno, mas também a eficacia das
estratégias didaticas adotadas, que favoreceram a construcdo ativa do
conhecimento matematico.

A transformacao do artefato em instrumento ocorreu em varios momentos da
experimentacao, inclusive quando o estudante utilizou o Geogebra para construir a
esfera como é possivel ver na Figura 17 e, em seguida, explorou varia¢cdes no raio
para observar alteracdes no volume. O processo evidenciou a construcdo de
significados e a internalizacdo de conceitos geométricos, indicando que o artefato
deixou de ser apenas um suporte técnico e passou a mediar a atividade matematica.
Além disso, o aluno ainda utlizou a formula desenvolvida na fase inicial de
manipulacdo com material concreto, para encontrar o volume da esfera que criou no

software para aplicacdo a férmula.

Figura 17 - Aluna “A” construindo uma espera no Geogebra e respondendo aos
guestionamentos da atividade

'Fo: O autor, 2026.
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O experimento foi estruturado a partir de tarefas previamente definidas,
organizadas em uma sequéncia de atividades cuidadosamente elaborada e validada
no ambito de um programa de pos-graduacao stricto sensu, em nivel de mestrado.
Com o apoio de instrumentos como: folhas de atividades, caneta, esfera, cilindro,
réguas, trena e um celular equipado com gravador de audio e imagem, foi possivel
realizar registros fundamentais que evidenciaram 0s processos de conversédo e
tratamento realizados pelos alunos durante a instrumentalizacéo desses artefatos.

O estudo das relacdes construidas pelos estudantes com os artefatos durante
cada fase da atividade, aliadas aos registros escritos e audiovisuais coletados ao
longo da experimentacéo, possibilitou a identificacdo de padrdes de comportamento
gue evidenciam a ocorréncia da instrumentalizacdo. Esse processo, por sua vez,
revelou indicios de uma aprendizagem ancorada no conhecimento prévio dos
alunos, favorecendo a construcdo de significados e a apropriagcdo dos conceitos
matematicos envolvidos.

A atividade foi realizada em duplas, ainda que a proposta inicial tenha sido a
formacao de grupos. Surpreendentemente, ao retornar a sala, os estudantes ja se
encontravam organizados em pares, demonstrando iniciativa e prontiddo para o
inicio da tarefa. Essa configuracdo espontanea favoreceu a interacao direta entre 0s
participantes, promovendo trocas mais intensas e colaborativas durante o
desenvolvimento das atividades.

O material concreto utilizado consistiu na manipulacdo de um cilindro e de
uma esfera, ambos com altura equivalente de 10 cm. A escolha desses objetos teve
como objetivo provocar nos estudantes a construcdo dos conceitos de volume e
area da esfera, por meio da comparacéo entre formas geométricas e da exploragéo
de suas propriedades fisicas. A manipulacdo direta permitiu que os alunos
estabelecessem relacbes espaciais e perceptivas, fundamentais para a

compreensao dos conceitos envolvidos.

6.1 DO CONCRETO AO ABSTRATO: GEOGEBRA CLASSICO COMO
INSTRUMENTO COGNITIVO

O Geogebra Classico é uma ferramenta poderosa e versétil de classificacdo
livre que tem revolucionado o ensino da Matemética, especialmente no campo da
Geometria Espacial. Trata-se de um software de matematica dinamica que integra,

em uma Unica plataforma, recursos de Geometria, Algebra, Planilhas, Gréficos,
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Estatistica, Probabilidade e Calculo Simbolico. A plataforma Geogebra foi
desenvolvida com o objetivo de tornar o ensino da matematica mais visual, interativo
e acessivel para todos os niveis de ensino. A Figura 18, apresentada a seguir, ilustra
uma interface digital de carater intuitivo, que possibilita a professores e estudantes a
construcdo, manipulagéo e exploracdo de objetos matematicos em tempo real. Essa
ferramenta favorece uma abordagem investigativa e experimental do conhecimento,
promovendo o desenvolvimento de habilidades cognitivas por meio da interacao

dindmica com representacdes geométricas e algébricas.

Figura 18 - A interface do Geogebra
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Fonte: O autor, 2026.

A utilizacdo do software como ferramenta digital para o ensino do volume da
esfera possibilitou aos estudantes a criacdo de esferas tridimensionais em ambiente
virtual. Por meio da interface intuitiva do aplicativo, os alunos puderam criar esferas
e movimentar em diferentes dire¢bes, rotacionando, modificando dimensodes,
alterando cores, puderam apagar construcdes anteriores e refazer, tudo isso sem
instrucdes prévias sobre o uso do programa. Apesar de nunca terem tido contato
com o Geogebra, demonstraram grande autonomia e entusiasmo ao explora-lo, o

gue contribuiu significativamente para o engajamento na atividade.
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Essa apropriagdo espontanea do software evidenciou o processo de
instrumentacdo, conforme descrito por Rabardel (1985), no qual o artefato digital,
inicialmente um recurso técnico, transforma-se em instrumento de aprendizagem a
partir da construcdo de esquemas de uso pelos préprios estudantes. Ao
reconhecerem que deram origem a uma esfera digital, os alunos passaram a
explicar com maior propriedade os detalhes de sua criagdo, revelando indicios de
aprendizagem significativa e dominio conceitual.

A articulacdo entre o artefato concreto e o digital permitiu observar a génese
instrumental em acdo, com momentos de instrumentalizacdo (adaptacéo do artefato
as necessidades da tarefa). A atividade, portanto, ndo apenas promoveu a
compreensao do volume da esfera, mas também favoreceu o desenvolvimento de

competéncias relacionadas a autonomia, a visualizacdo espacial e a linguagem

matematica.

6.2 COMPREENSAO DO VOLUME: DA MANIPULACAO A FORMALIZACAO
MATEMATICA

A compreensdo de volume em geometria frequentemente se perde em
férmulas descontextualizadas. Por essa razdo, criamos essa atividade que permite
uma ponte entre a acao e o conceito de volume de uma esfera, fazendo com que os
alunos manipulem objetos e observem as regularidades e negociem significados
antes de formalizar a expressdo matematica, construindo conceitos sobre raio,
diametro e capacidade.

O par esfera-cilindro € extremamente importante nessa defini¢cdo, visto que
revela uma relagéo surpreendente entre o volume da esfera de didmetro 10 cm que
equivale a dois tercos do volume do cilindro de raio 5 cm e altura 10 cm.
Proporcionar ao aluno essa deducao, transforma a formula de um resultado que
deveria ser decorado em um conhecimento que pode ser agora explicado.

Nesta atividade experimental, foram empregados diversos materiais com o
intuito de favorecer a compreensao dos conceitos geométricos envolvidos. Utilizou-
se uma esfera de borracha impermeavel com 10 cm de diametro, selecionada para
representar o solido geométrico em sua totalidade volumétrica, além de um cilindro
transparente com raio de 5 cm e altura interna de 10 cm. Este Ultimo apresentava-se
subdividido em trés sec¢des iguais, recurso que permitiu a visualizacdo proporcional

e comparativa do volume.Por fim, instrumentos de medicdo como trena e régua,
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foram disponibilizados aos alunos, com o objetivo de permitir a verificagcdo das
dimensbes dos modelos fisicos de esfera e cilindro e para o registro preciso dos
elementos de cada objeto. A Figura 19 ilustra uma das questfes propostas durante a
atividade, na qual os estudantes foram desafiados a determinar a medida da
disténcia entre o centro e o topo da esfera. Na figura, o aluno “B” responde ao
guestionamento proposto pela tarefa, essa atividade exigiu a aplicacado de conceitos
geomeétricos e habilidades de medicdo, promovendo a articulacdo entre o raciocinio
espacial e 0 uso de instrumentos concretos.

Figura 19 - Aluno “B” encontrando o raio de uma esfera

[Qs] Quanto mede a distancia que vai do centro da esfera ao topo da esfera?
Explique como vocé chegou a essa resposta,

ey ¥ NS Amrd C
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.! ' | 3

Fonte: O autor, 2026.

Na etapa inicial da atividade, buscou-se promover a exploracdo e a medicao
dos elementos constituintes dos objetos geométricos em analise (esfera e o cilindro)
com o propdsito de formalizar conceitos fundamentais como raio, didmetro e o
volume ocupado pela esfera no interior do cilindro. Com o intuito de favorecer a
compreensao das relacdes métricas entre os solidos, foi solicitado aos alunos que
procedessem a determinacdo das medidas referentes a esfera (altura, largura e raio)
e, em seguida, as dimensdes do cilindro (altura, largura e raio).

Foram observados alguns questionamentos por parte dos alunos durante
essa atividade, especialmente no que diz respeito a transposicdo da percepcao
visual para o registro grafico, ja esperado pela caracteristica do nosso trabalho. Em
determinado momento, a aluna, identificado como “A”, muito participativa, solicitou
esclarecimentos: “Professor, posso medir a esfera aqui por fora?” Ao incentiva-la a
explicitar seu raciocinio, ela prosseguiu: “Veja! Se eu colocar a régua por fora da
bola, a medida € 10 cm. E se a régua pudesse entrar na bola, seria a mesma
medida, certo?” Foi surpreendente observar a aluna colocando a régua ao lado da

esfera e tentando explicar como fazer para medir o seu diametro ou sua altura. Logo
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confirmei a correcdo de seu raciocinio e a parabenizei pela l6gica empregada na
tarefa, incentivando-a a prosseguir na atividade com afinco e determinacao.

Uma dificuldade significativa foi observada na escala da régua escolar, cuja
marcacao dos centimetros inicia-se alguns milimetros apds a extremidade. Verificou-
se que alguns alunos, ao apoiar a régua sobre a mesa e posicionar o objeto ao lado,
poderiam obter medidas superiores as reais. Diante dessa situacdo, torna-se
imprescindivel a intervencdo do professor, que, embora ndo esteja diretamente
envolvido na manipulacdo dos objetos, desempenha papel essencial na orientacéo
dos alunos, conduzindo-os adequadamente e prevenindo equivocos na construcao
dos conceitos geométricos.

O principal objetivo desta proposta pedagogica foi atribuir ao aluno a
responsabilidade pelos registros e pelas nomenclaturas utilizadas no cotidiano, que
fundamentam a existéncia e a compreensdo dos objetos manipulados durante a
atividade. Essa abordagem visa promover o protagonismo discente na construcao
do conhecimento, valorizando a observacédo, a experimentacao e o raciocinio légico.

Em uma segunda etapa, foi solicitado aos alunos que determinassem o raio
da esfera. Nesse momento, observou-se alguns questionamentos importantes, uma
vez que, tratando-se de um corpo esférico que ndo pode ser seccionado, a medicéo
direta com régua torna-se inviavel. Apos diversas tentativas de estimar a metade da
esfera, os alunos chegaram a conclusdo de que o raio corresponde a metade de seu
diametro. O aluno “B” expressou sua duvida da seguinte forma: “Professor, € muito
dificil posicionar a régua exatamente no centro da esfera ou medir sua metade, mas
sei que a metade da altura que medi é 5 cm. Posso afirmar, entdo, que o raio é 5
cm? Portanto, metade da altura?” A formulag&o da pergunta evidencia a assimilagao
do conceito por meio da experimentacao pratica e da reflexdo individual.

O fato de o aluno ser capaz de identificar o raio da esfera por seus proprios
meios demonstrou, ndo apenas a compreensdo do conteddo, mas também a
autonomia intelectual necessaria para, futuramente, utilizar materiais manipulaveis
como ferramentas eficazes na resolucéo de problemas envolvendo formas esféricas,
seja no ambito matematico ou em situacfes cotidianas.

A instrumentalizacdo na dindmica apresentada ocorre no momento em que o
aluno passa a utilizar o material manipulavel, no caso, a esfera, como ferramenta
cognitiva para compreender e aplicar conceitos matematicos, como 0 raio e 0

didmetro. Esse processo se evidencia quando o aluno, por meio da experimentacao
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e da observacédo direta, consegue abstrair a ideia de que o raio corresponde a
metade do didametro da esfera, mesmo diante da dificuldade de realizar a medicao
exata com a régua devido a curvatura da esfera.

O ponto alto da instrumentalizagdo € quando o aluno “B”, por exemplo,
formula uma pergunta do tipo: “Sei que a metade da altura da esfera € 5 cm, posso
dizer que o raio da esfera € 5 entdo, né?”. Nesse instante, o artefato deixa de ser
apenas um recurso fisico e passa a funcionar como mediador do pensamento
matematico. O aluno ndo apenas manipula o objeto, mas o transforma em
instrumento de raciocinio, atribuindo-lhe significado conceitual.

Portanto, a instrumentalizacdo ocorre quando ha apropriacdo do objeto como
suporte para a construcdo de conhecimento, permitindo ao aluno resolver
problemas, formular hipéteses e justificar suas conclusbées com base na interacéo
concreta com o material. E nesse momento que o objeto se converte em instrumento
didatico, e o aluno assume papel ativo na aprendizagem.

Concluidas as medi¢cdes da esfera e do cilindro, realizadas pelos proprios
alunos, com o suporte de orientacdo do professor e questionamentos reflexivos, foi
proposta uma atividade comparativa de manipulacdo entre os dois sélidos. Os
estudantes foram convidados a analisar as dimensfes e estimar 0S respectivos
volumes, considerando a esfera com diametro de 10 cm (raio de 5 cm) e o cilindro
com altura de 10 cm e raio de 5 cm. As respostas foram registradas com as devidas
justificativas, conforme as situacdes apresentadas nas fichas de atividade,
consolidando o processo de aprendizagem por meio da argumentacdo, da analise

critica e da aplicacdo dos conceitos geométricos.

6.3 A RELACAO SUJEITO-INSTRUMENTO: MEDIACOES NA ACAO E NO
CONHECIMENTO

Neste trabalho, propomos investigar como a relacdo sujeito-instrumento (S-I)
se manifesta durante uma atividade pratica voltada ao calculo da area e do volume
da esfera, tomada como objeto de estudo. Para isso, sdo utilizados materiais
manipulativos e recursos digitais, como o software Geogebra, que funcionam como
artefatos pedagdgicos. Sob a perspectiva da teoria da instrumentacdo de Rabardel
(1995), essas interacOes revelam o processo de génese instrumental, no qual o
artefato é transformado em instrumento a medida que os estudantes atribuem

significados as ferramentas disponiveis e as incorporam as suas acdes cognitivas.
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Assim, o foco recai sobre a apropriacdo ativa dos recursos, que passam a mediar a
construcéo do conhecimento mateméatico de forma significativa.

O Quadro 6 descreve a principal diferenca que ha na relacdo entre objeto e
instrumento (O-1) que trata especificamente sobre o processo pelo qual a ferramenta
é utilizada como instrumento pedagégico mantendo o foco na configuragcdo do
artefato e em sua capacidade de intervir intencionalmente no processo de ensino e a
relacdo sujeito-instrumento (S-1), que se refere a forma como o aluno se apropria
das ferramentas disponibilizadas durante a atividade, integrando-as a sua atividade
cognitiva. O foco, agora, desloca-se da ferramenta em si para 0S processos mentais
e as acOes do aluno, que aprende a utilizar o artefato como mediador pedagdgico.

Quadro 6 - Principais diferencas entre (O-l) e (S-1)

Relacao Foco

Foca na ferramenta e em sua estrutura fisica e funcao
para atuar em relacdo ao conteddo volume e area da

Objeto-Instrumento(O-I) esfera.

Foca no aluno e na apropriagdo mental e pratica da

Sujeito-Instrumento(S-1) ferramenta, que molda a atividade desse aluno.

Fonte: O autor, 2026.

A relacéo (S-1) centra-se na forma como o aluno se apropriou das ferramentas
disponiveis, incorporando-as a sua atividade cognitiva. Um exemplo ilustrativo dessa
dindmica pode ser observado na atividade representada na Figura 7, na qual o
estudante é convidado a inserir uma esfera em um cilindro previamente preenchido
com arroz e observar o consequente deslocamento do material. Essa atividade levou
o aluno a compreender que o deslocamento do material correspondia a uma medida
indireta do volume da esfera. Por meio da manipulacdo pratica e da observacao dos
efeitos gerados pela insercdo da esfera no cilindro, o estudante foi capaz de
estabelecer relacdes entre os elementos envolvidos e inferir, com autonomia, o
conceito de volume esférico.

Nesse contexto, o arroz deixa de ser apenas um recurso manipulativo e passa
a assumir o papel de instrumento cognitivo, sendo utilizado pelo aluno para
estabelecer comparacées, elaborar esquemas mentais e inferir, de forma autbnoma,
a formula matematica do volume esférico. A resposta registrada a baixo pelo

estudante a pergunta sobre quantas partes do volume do cilindro foram esvaziadas
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para acomodar a esfera, evidencia esse processo de construcdo ativa do

conhecimento.

Figura 20 - Aluno “C” refletindo sobre sua préopria manipulacéo

[Qs] Quantas partes do volume do cilindro foi preciso esvaziar para introduzir a

clidns S ool

esfera no cilindro? Explique com suas palavras.
Jod Prlpnd oo ybw Gugn T
vfmﬁ%duyn a ,/h/?ma-

Fonte: O autor, 2026.

O aluno, apds um processo de analise cuidadosa, conseguiu organizar e
explicitar seu raciocinio, registrando suas conclusdes de forma articulada na folha de
atividade. Esse momento representou ndo apenas a consolidacdo do entendimento
conceitual, mas também a capacidade de comunicar com clareza os procedimentos
realizados e as inferéncias construidas ao longo da tarefa.

Apds essa aplicacdo em sala de aula, abre-se um campo fértil para a
ampliacdo do conhecimento do aluno. A vivéncia pratica desperta a curiosidade,
estimula o raciocinio e favorece a construcdo de significados mais profundos. Ao
refletir sobre a experiéncia, os alunos podem extrapolar o conceito de volume e de
area para outras figuras geométricas, explorar variagdes no uso dos instrumentos, e
até propor novas formas de investigacgéo.

Ao explorar os recursos do ambiente digital, o aluno realiza ajustes no raio,
observa variacdes na area e no volume, e estabelece conexdes entre 0s parametros
geométricos e suas representacdes algébricas. Nesse processo, 0 Geogebra deixa
de ser apenas um recurso tecnoldgico e passa a funcionar como instrumento
cognitivo, permitindo que o aluno desenvolva esquemas mentais, formule hipoteses
e aprofunde sua compreensao sobre 0s conceitos de area e volume da esfera.

Um momento significativo da atividade experimental, em que o aluno utiliza o
software Geogebra para construir digitalmente uma esfera € possivel ser identificada
na (Figura 17) na pagina 83. Essa ac¢ao evidencia a relacdo sujeito-instrumento (S-I),
pois 0 estudante ndo apenas manipula a ferramenta, mas a incorpora como

mediadora de seu raciocinio matematico.
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Durante a atividade, observou-se que 0s alunos passaram por um processo
de instrumentacao, ou seja, apropriaram-se das ferramentas (arroz, cilindro, esfera e
Geogebra) com profundidade. As ferramentas deixaram de ser apenas objetos
externos e passaram a mediar o pensamento do aluno, moldando suas acoes e
estratégias de resolucdo. Para Rabardel (1995), isso se chama génese instrumental,
justamente quando ocorre a evolugéo do instrumento para se tornar uma ferramenta
propriamente dita. Na teoria, dois aspectos estdo envolvidos: a instrumentalizacéo
vista no capitulo anterior (a apropriacdo do objeto pelo sujeito) e a instrumentacao (a
apropriacéo do sujeito pela ferramenta, moldando suas a¢cdes e pensamento).

Na manipulacdo concreta, por exemplo, o arroz foi reinterpretado como
instrumento cognitivo, permitindo aos alunos construirem esquemas de comparacao
e inferéncia para deduzirem o volume. E no caso do Geogebra, funcionou como uma
extensdo visual do raciocinio, favorecendo a abstracdo e a generalizacdo da formula
do volume e da area superficial de uma esfera. Esse movimento de expansao
transforma o conhecimento escolar em saber ativo, critico e contextualizado,
fortalecendo a autonomia intelectual e o protagonismo dos estudantes.

Algumas evidéncias coletadas durante o experimento foram selecionadas

para ilustrar, com mais clareza, a dinadmica cognitiva envolvida na relacdo sujeito -

instrumento, conforme representado no Quadro 7.

Quadro 7 - Processo de Apropriacao e Aprendizagem

Etapa da ~ Aproprla}gléo Mental Indicio de
S Acéao do Aluno e Prética do .
atividade Aprendizagem
Instrumento

Coloca a esfera O arroz deixa de ser | O aluno interpreta o
macica dentro do | apenas deslocamento como

Manipulacéo | cilindro cheio de material/alimento e representagéo do

concreta arroz e observa o | torna-se instrumento | volume e deduz a
deslocamento. de medigéo indireta | formula.

do volume.
Modela a esfera O aluno percebe a
no software, varia relagcéo entre raio e
oraio e observa | O Geogebra deixa de | Volume, valida e
~ mudancas no ser apenas programa | 9eneraliza a formula V =

Exploracdo 4.3

digital volume. e torna-se ST

(Geogebra) | Criar duas instrumento de Ap6s estimular a
esferas, exploracéo visualizagao
considerando-as | conceitual. tridimensional, o aluno
macicas de consegue efetuar de
tamanhos forma algébrica essa
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diferentes, e subtracao e generalizar

realizar a a formula da area da

subtracdo da esfera A = 4nr?.

maior pela menor.

Compara a Os dois artefatos . .

~ experiéncia da tornam-se O aluno articula registros

Integracao esfera no cilindro | instrumentos d|fer_ente~s, formula
concreto - de arroz e as complementares de expllga(;oes € demonstra
digital construcdes no raciocinio. engajamento e prazer

software. em aprender.

Fonte: O autor, 2026.

Ao estimular a visualizacdo tridimensional das esferas, o aluno desenvolve
uma compreensao mais concreta da geometria envolvida, o que facilita a transi¢éao
para o raciocinio algébrico. Os alunos foram estimulados a construir duas esferas no

Geogebra de raios diferentes e encontrar o volume aplicando a formula do volume
4 .
da esfera V = gnr3. O aluno ao comparar duas esferas de tamanhos diferentes e

realizar a subtracdo de seus volumes mentalmente, percebe como o raio influencia
diretamente na superficie da esfera. Esse processo ndo apenas reforcou a
habilidade de manipular expressbes algébricas, mas também promoveu a
generalizacdo da formula da area de uma esfera A = 4wr?, permitindo que o aluno
compreendesse seu uso em diferentes contextos e dimensdes.

A atividade em questdo retoma o conceito de volume explorado na etapa
inicial da experimentacdo e promove uma integragdo entre visualizacdo espacial,
raciocinio matematico e abstracdo. Ao aplicar e utilizar a formula do volume, o aluno
consolida seu entendimento por meio de calculos concretos, ao mesmo tempo em
que avanca na generalizacdo da formula da area da esfera. O aluno consolida o
aprendizado de forma integrada, desenvolvendo a capacidade de generalizar
conceitos geométricos com eficacia e profundidade.

A Figura 21 a baixo ilustra a construcéo realizada pelo proprio aluna durante a
atividade experimental, na qual foi solicitado que criassem duas esferas com raios
distintos. Essa proposta teve como objetivo promover a observacdo e a analise
comparativa entre os valores de area e volume das esferas geradas. A Figura
evidencia o procedimento adotado pela estudante para atender a tarefa,
demonstrando sua capacidade de utilizar o ambiente digital como instrumento de
exploracdo geométrica e de desenvolver raciocinios que articulam medidas,

férmulas e representacdes visuais.




109

E importante destacar que, nesse tipo de atividade, os alunos poderiam
inicialmente criar esferas de forma isolada e dispersa no ambiente do Geogebra. No
entanto, cabe ao professor intervir pedagogicamente, orientando os estudantes a
construirem as esferas a partir de um mesmo centro. Essa escolha metodologica
favoreceu uma visualizacdo mais clara e precisa das diferengas proporcionais entre
0s raios, areas e volumes das duas esferas criadas, potencializando a compreensao
conceitual por meio da comparacao direta entre os objetos construidos. A Figura a

seguir deixa claro o envolvimento da aluna com sua criacéo.

Figura 21 - Aluna “D” criando duas esferas concéntricas com raios distintos
=

Fonte: O autor, 2026.

Durante a atividade, os alunos aprimoraram suas competéncias geométricas
e algébricas, ao mesmo tempo em que construiam uma base consistente de
conhecimento matematico. Esse processo ocorreu de forma leve e envolvente,
impulsionado pela interacdo ativa com o instrumento e pela troca entre os préprios
alunos, o que contribuiu para tornar o aprendizado mais agradavel e colaborativo. foi
possivel observar manifestacbes espontaneas de entusiasmo e envolvimento por
parte dos alunos, revelando ndo apenas o interesse pela proposta, mas também o
impacto positivo da mediagéo instrumental no processo de aprendizagem.

A aluna “E”, por exemplo, ao se deparar com sua propria resposta a Ultima
tarefa, declarou: “Estou impressionada com minha capacidade de expressar minhas
ideias, principalmente em realizar umas contas dessa forma e o pior € que estou

entendendo”, demonstrando que o artefato, no caso, o ambiente digital e os recursos
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manipulativos, foi apropriado como instrumento de pensamento. Ela ainda comentou
gue sua mée ficaria muito contente ao ver as respostas que havia produzido, o que
reforca o vinculo afetivo com o saber construido.

De forma semelhante, a aluna “F” afirmou: “Foi uma experiéncia incrivel,
estou muito feliz com o que consegui compreender durante a atividade e com tudo
gue consegui criar durante essa experiéncia”, sugerindo inclusive que a atividade
fosse estendida até o final do ano letivo por considerar esse formato mais eficaz
para sua aprendizagem.

O estudante B se expressou dizendo:"No comeco, eu estava sO6 vendo o
desenho do cilindro e da esfera no papel e ndo encaixava. Mas quando peguei a
bola e vi que ela encostava certinho nas paredes do cilindro transparente, entendi
qgue a altura dele tinha que ser igual ao diametro da esfera, ou seja, duas vezes o
raio. Ai a conta comecou a fazer sentido na minha cabeca.”

Essas falas explicitam a interseccdo entre a génese instrumental e a
mobilizac&o de registros de representacdes semioticas. A medida que os estudantes
constroem esquemas de utilizagdo que transformam o artefato em instrumento, eles
concomitantemente transitam entre a representagéo figural do sélido e a linguagem
verbal, atribuindo funcao, significado e rigor matematico a atividade desenvolvida. A
proposta pedagodgica, ao articular manipulacdo concreta, exploracao digital e
reflexdo conceitual, favoreceu esse processo, permitindo que os alunos se
apropriassem das ferramentas como mediadores cognitivos. O éxito da tarefa
confirma-se ndo apenas pela correta aplicacdo da férmula do volume da esfera,
mas, sobretudo, pela autonomia demonstrada pelos estudantes, pela valorizacdo do
percurso de aprendizagem e pela consolidagdo de praticas significativas no ensino
da geometria espacial.

Na Figura 22 a baixo, a aluna “E” realiza a subtracdo algébrica entre os
volumes da esfera maior e da esfera menor criadas por ela no Geogebra, adotando
“r’ como o raio da menor e “r + x” como o raio da maior esfera. Ela observou que a
esfera maior apresenta um acréscimo “X” em relagdo ao raio, o qual, ao final do
processo, € considerado infinitamente pequeno. Com isso, a diferenca entre 0s
volumes representa apenas uma camada extremamente fina, resultado da subtracéo

entre as duas esferas.
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Figura 22 - Resposta da aluna “E” a um questionamento da tarefa

= =4
[Qs] O volume de uma esfera Menor Vmenor de raio (r) & dado por Vm = ;n(r’)
Se retirarmos ela de dentro de uma oura esfera maior Vo de raio (r + x) que
possui formula igual a Vm = %rr(r + x*). Expresse a equac¢do que representa

essa subtragdo Vm - Vm e expliqgue com suas palavras o que sobra nessa
subtracao.

Vm =L JT Gr+x) — vm =% T (7?)
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Fonte: O autor, 2026.

Nesse momento da atividade, foi possivel identificar indicios significativos de
aprendizagem, evidenciados por uma resposta simples, porém pertinente, elaborada
pela aluna “E” a respeito da subtracdo dos volumes das duas esferas que ela
mesma havia construido. A formulacdo dessa resposta indica que a estudante
compreendeu ndo apenas os procedimentos operacionais envolvidos, mas também
0S conceitos matematicos subjacentes, demonstrando apropriagdo dos instrumentos
e capacidade de aplicar o raciocinio geométrico de forma contextualizada.

Na ultima tarefa da experimentacado, apresentada como exemplo do processo
de construcdo do conhecimento e ilustrada na Figura 23, foi possivel observar, por
meio da questdo 3, como o aluno “G” buscou refletir sobre a subtragado entre os
volumes das duas esferas construidas. Essa tentativa revela um movimento de
apropriacdo conceitual, no qual o estudante comecou a relacionar os objetos
geométricos manipulados com opera¢des matematicas, evidenciando indicios de

compreensao sobre 0s principios que regem o calculo do volume e area da esfera
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Figura 23 - Aluno “G” conceituando a ideia da subtracdo entre os volumes

[Qs] Imagine uma esfera comum, depois imagine retirar uma outra esfera 6 um
pouquinho menor de dentro dela. Explique com suas palavras o que sobrara,

Fonte: O autor, 2026.

Cumpre destacar que, na organizacdo da tarefa manipulativa, a bola de
borracha atuou como o signo representativo do solido esférico propriamente dito,
contrapondo-se a ideia de uma casca oca. A relevancia dessa caracterizacao
manifestou-se no momento em que os estudantes utilizaram o arroz para mensurar
a capacidade espacial correspondente; a densidade e a totalidade da bola balizaram
a percepcao de que o volume investigado compreendia tanto o interior quanto a
fronteira do sélido. Assim, o objeto de borracha funcionou como um instrumento
mediador que evitou o obstaculo didatico da reducéo da esfera a sua mera extensao
superficial.

Nesta atividade, o aluno foi incentivado a refletir sobre o processo de
subtracdo entre duas esferas e a expressar, com suas proprias palavras, o
entendimento que construiu sobre essa operacao, foi nesse momento que o aluno
se expressou, dizendo que a area de uma esfera nada mais é do que “uma casca da
esfera maior que sobrou na subtracdo entre as duas”. Em seguida, foi conduzido a
concluir a tarefa de maneira criativa e utilizando raciocinio algébrico, o que o levou a
generalizacdo da férmula da area da esfera, consolidando o aprendizado de forma
mais eficaz e autbnoma.

A Figura 24 apresenta um momento significativo da atividade. Nessa etapa,
os alunos foram conduzidos a refletir sobre a generalizacdo da férmula da area da
esfera. O aluno “H” a partir da manipulacdo de esferas com diferentes raios e da
observacédo dos padrbes emergentes entre os valores obtidos, o estudante comecou

a identificar regularidades que o conduziu a estrutura algébrica da férmula como
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conhecemos hoje: A = 4nr?. Esse processo de generalizagdo, conforme discutido
por Rabardel (1995), evidenciou a génese instrumental, pois os artefatos utilizados,
como o0 Geogebra e o0s materiais manipulativos, foram transformados em
instrumentos cognitivos, mediando a constru¢cado de significados e favorecendo a
abstracdo matematica. A atividade, portanto, ndo apenas promoveu a compreensao
conceitual da area da esfera, mas também estimulou o desenvolvimento de
habilidades de andlise, comparacdo e formulacdo de regras gerais a partir de

situacdes concretas.

Figura 24 - Generalizagdo da férmula da area de uma esfera pelo aluno “H”

4 2
[Qs] Simplificando a equacé@o anterior vocé chega a express@o m(3rix+

3rx? — x%), neste caso vocé despreza os termos x* e x3 para simplificar ainda
mais a expressdo. Dal vocé simplifica mais um pouquinho e mc;stre o
resultado. Com suas palavras explique o que significa 0 x nessa equacgao.

Y T(Y*)‘
O A € o Volun du qu& Selngy do Laferon S

e

Fonte: O autor, 2026.

Durante o processo de generalizacdo da formula da area da esfera, o aluno
“H” foi conduzido a refletir sobre o termo “x” que aparece na construgdo da
expressdo. Ao analisar a estrutura geomeétrica envolvida, compreendeu que esse
termo representa uma espessura extremamente fina, resultante da divisdo da
superficie em partes infinitesimais. Por essa razao, “x” € considerado desprezivel no
calculo final, sendo eliminado da formula. Essa compreensdo permitiu ao aluno
consolidar a expressdo A = 4nr?, reconhecendo que a simplificagdo decorre das
propriedades geométricas da esfera e da natureza do processo de aproximagao
utilizado na deducao da formula.

Os alunos evidenciaram forte engajamento para atingir os resultados por meio
de seus proprios raciocinios, demonstrando satisfacdo pessoal ao perceberem sua

capacidade de construir solucdes de forma autdbnoma.Essa vivéncia fortaleceu a
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confianca em suas habilidades cognitivas e promoveu uma postura ativa diante do
conhecimento, contribuindo para o desenvolvimento de uma aprendizagem efetiva e
duradoura. Sob a perspectiva da teoria da instrumentacdo de Rabardel (1995), esse
processo revelou a génese instrumental, na qual os artefatos utilizados, como
materiais manipulativos e recursos digitais, foram transformados em instrumentos
cognitivos, mediando a atividade dos sujeitos e favorecendo a construcdo do
conhecimento.

A experimentacdo proporcionou aos alunos uma vivéncia rica e significativa,
articulando conceitos geométricos e algébricos por meio da construcdo e analise de
esferas. Ao explorar a subtracdo entre volumes e generalizar a formula da area da
esfera, os estudantes desenvolveram habilidades cognitivas essenciais, como
visualizacdo espacial, abstracao e raciocinio l6gico. A interacdo com 0s instrumentos
e entre os colegas favoreceu um ambiente colaborativo e prazeroso, no qual o
aprendizado se deu de forma natural e envolvente.

Os dados obtidos revelam que a dinamica proposta ndo se limitou a fixacao
de conceitos matematicos, mas estimulou a autonomia e a postura investigativa dos
estudantes. Sob essa perspectiva, a participacdo ativa do grupo corrobora a
premissa de que a mediacdo por meio de instrumentos potencializa a construcao do

saber geométrico.

6.4 RELACAO SUJEITO-OBJETO-INSTRUMENTO: FUNDAMENTOS DA
ATIVIDADE MEDIADA

Neste capitulo, buscamos investigar de que maneira a relacao sujeito-objeto-
instrumento (S-O-l) ocorreu durante a atividade pratica voltada ao célculo do volume
e da area da esfera, fazendo uso de materiais manipulaveis e ferramentas digitais
como o Geogebra.

Foi verificado que nas relagbes estabelecidas entre objeto-instrumento (O-1) e
sujeito-instrumento (S-I), que evidenciaram, respectivamente, como as propriedades
fisicas e funcionais dos artefatos foram manipuladas para sua transformacdo em
instrumentos pedagdgicos e como 0 aluno se apropriou dessas ferramentas,
integrando-as em sua atividade cognitiva ao deslocar o foco da ferramenta para
Seus processos mentais e acdes. Agora, queremos mostrar de que forma a S-O-I se

manifestou durante o experimento. O presente estudo concentra-se na andlise
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dessa relacdo, onde a teoria da génese instrumental de Rabardel (1995) propde que
o0 uso de ferramentas no processo de aprendizagem ndo se limite apenas na
interacdo entre S-1 ou entre O-l, abrangendo, de forma integrada, os trés elementos:
sujeito, objeto e instrumento.

Essa relagdo se manifesta de forma dinamica e interdependente,
especialmente em atividades praticas, como a realizada nesta pesquisa que exigiu a
manipulacéo concreta (cilindro, esfera, régua, arroz) e abstracdo simbdlica (software
Geogebra) para a deducédo da férmula para o volume e da area da esfera. Rabardel
(1995, p.58) descreveu em seu livro “Les hommes et leste chnologies; approche
cognitive des instruments contemporains” o que deve ser alvo da nossa investigacéo
durante essas interacfes em que o sujeito (aluno) apreende o conhecimento (objeto)
mediado pelo instrumento (material manipulavel/App).

De fato, além das interacbes diretas sujeito-objeto (S-O), mudltiplas outras
interacdes devem ser consideradas: interacdes entre o sujeito e o instrumento (S-
1), interagBes entre o instrumento e o objeto sobre o qual ele atua (I-O) e,
finalmente, interacdes sujeito-objeto mediadas pelo instrumento (S-O-1). Além
disso, este conjunto esta imerso em um ambiente que consiste em todas as
condicdes que o sujeito deve levar em conta em sua atividade finalizada. Cada um

dos polos e cada uma das interacdes que acabamos de examinar séo, eles
proprios, suscetiveis de interagir com 0 ambiente assim definido. (traducé@o nossa)

Considerando essa abordagem, o experimento, incentiva os alunos a
manipularem diretamente modelos de cilindros e esferas, observando como a esfera
se encaixa dentro do cilindro e como isso altera o volume de arroz presente no
cilindro. A construcdo do conhecimento pela relacdo S-O-I consolida-se quando os
alunos, motivados e engajados, refletem sobre o que observam. Eles passam de
uma acdo concreta (manipular) para uma acédo abstrata (compreender), o que
caracteriza a internalizacdo do conhecimento. O instrumento, nesse momento, é
essencial para que o objeto (conceito de volume da esfera) seja apropriado
cognitivamente pelo sujeito. A Figura 25 funciona como um registro material
relevante desse processo de mediacao, ilustrando 0 momento em que os estudantes
interagem diretamente com o0s recursos didaticos. Na imagem, observa-se a
transicdo da postura passiva para uma atitude investigativa, na qual os discentes
manipulam os objetos, confrontam hipéteses e realizam 0s registros necessarios
para a deducdo dos conceitos esféricos, validando empiricamente a dindmica

proposta.
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Figura 25 - Momento de reflex&o e constru¢éo do conhecimento
7

Fonte: O autor, 2026.

Na sequéncia, ao utilizarem o software Geogebra, os alunos passaram a
interagir com representagdes digitais da esfera. A relagdo S-O-l torna-se evidente
quando o aluno apropria-se da ferramenta digital, integrando a sua atividade com um
propésito especifico. A relacdo S-O-1 € dinamica e se constréi ao longo da acéo, o
artefato tecnoldgico funciona aqui como instrumento cognitivo, incorporando ao
processo mental do aluno.

“I”

Através da Figura 26 abaixo, observou-se o aluno “I” construindo uma esfera
no Geogebra de forma autbnoma. Apds a manipulacdo prévia de uma esfera
concreta, o estudante foi conduzido, por meio das atividades propostas, a refletir e a
explicar aspectos relacionados a criagdo e a forma dessa esfera, evidenciando sua

compreensdo sobre os elementos que a compdem.
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“I”

Figura 26 - Aluno “I” criando sua primeira esfera no Geogebra

Fonte: O autor, 2026.

A percepcao dos estudantes sobre a participacdo na atividade foi registrada
nos audios coletados. Em um dos relatos, um dos alunos expressou: “Estou
achando incrivel poder aprender na pratical Nunca imaginei que seria tdo legal
entender um assunto de maneira tdo divertida e facil.” Além disso, outro aluno
solicitou que fosse avaliada a possibilidade de estender as atividades até o final do
ano letivo dizendo “professor, como podemos fazer para o senhor continuar a
atividade até o final do ano”. Embora tenha sido necessario informar que, por
enquanto, esse desejo nao poderia ser atendido, ressaltei que a proposta dessa
experimentagdo tem justamente o objetivo de mostrar aos professores de
matematica a viabilidade de conduzir o processo de aprendizagem de forma alegre e
motivadora.

A relagcdo S-O-I emerge, portanto, quando o aluno, utilizando os materiais
concretos e 0 Geogebra, realiza agdes cognitivas para compreender e calcular o
volume e a area da esfera. Essa relacdo é dinamica, modificando-se conforme o
aluno alterna entre a manipulacdo concreta dos modelos fisicos e a investigacao
simbdlica no ambiente digital e transcreve seu raciocinio para a folha de resposta.
Essa caracteristica fica evidenciada na passagem de Rabardel (1995, p.78), em seu

estudo sobre a Génese Instrumental, onde ele destaca que:
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Na direcdo do sujeito para o objeto, uma mediagdo pragmatica, onde o
instrumento € um meio de uma acao transformadora (em sentido amplo, incluindo
controle e regulagéo) direcionada ao objeto. Mas, assim que essa mediagéo faz
parte de uma atividade real, as dimens8es epistémica e pragmética da mediacéo
estdo em constante interacdo dentro dessa atividade. O instrumento, portanto, ndo
€ apenas um universo intermediario, € um meio de acdo e, mais amplamente, de
atividade; esta é uma segunda dimenséo caracteristica. (Pierre Rabardel, 1995,
p.78, traducdo nossa)

O instrumento aqui representado pelo material concreto e pelo Geogebra, nao
apenas media a acdo, mas também influencia a forma como o contetdo € concebido
e como o aluno estrutura seu pensamento. Ele atua como mediador entre o sujeito e
0 objeto, mas também como catalisador impulsionando o0 processo de
aprendizagem. Na experimentacdo, esse fendbmeno pode ser observado, por

exemplo, quando o aluno “j” percebe por conta prépria que o volume da esfera
. 2 - 7
corresponde a dois tercos (5) do volume do cilindro que a contém, como podemos

observar em sua resposta na Figura 27 a seguir.

Figura 27 - Resposta do aluno “J” apds manipulacao

[Q3) Quantas partes do volume do cilindro foi preciso esvaziar para introduzir a

esfera no cilindro? Explique com suas palavras.

(T)(.;":. ll'ff‘u.k_‘& t..\l “‘ledrc'
L

Fonte: O autor, 2026.

O aluno “J” explicou oralmente todos os passos de sua experimentacao,
contando como fez para introduzir a esfera num cilindro cheio de arroz, e que ao
retirar a esfera do cilindro, verificou que havia apenas um terco do cilindro
preenchido, entdo chegou a conclusdo que duas partes foram retiradas iguais a que
ficou, portanto dois tercos do cilindro. Observar o entusiasmo do aluno e sua
satisfacdo ao aprender de maneira autbnoma é gratificante para o professor, mostrar
ao aluno que ele é capaz de compreender a matematica por seus proprios
raciocinios € motivo de satisfacdo e € o que impulsiona minha pesquisa na area da
educacéo.

Outro momento importante esteve presente na atividade em que foram
utilizados comandos do Geogebra para orientar o raciocinio na construcéo algébrica

da férmula da area da esfera. Nesse contexto, o instrumento digital foi manipulado e
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0 aluno reorganizou seus esquemas mentais com base nessa mediagcdo. Assim, a
relacdo S-O-l revelou-se como um processo de constru¢do ativa, no qual o aluno
transformou o instrumento (Geogebra) em ferramenta de pensamento e o0 objeto
(Esfera) em um conhecimento profundo e duradouro.

Dentre as caracteristicas da relagdo S-O-l, com base na teoria da Génese
Instrumental de Pierre Rabardel (1995), aplicada ao contexto educacional, devemos
ressaltar que o instrumento (I), seja ele fisico ou digital, ndo é apenas uma
ferramenta externa, mas parte integrante da atividade cognitiva em questao,
mediando a a¢do do aluno (S) sobre o contetdo (O). Para melhor compreender a
complexidade desse processo, apresentamos a seguir as caracteristicas que
delineiam essa interacdo, evidenciando a dinamica que se estabelece em

experimentos dessa natureza.

Quadro 8 - Relagdo Sujeito-Objeto-Instrumento

Elemento :t?\f)i?ilarc]iae Justificativa
0 aluno que E 0 agente da acao, rg;ponséve_l _por
o realiza a manipular os instrumentos (fisicos e (_jlgltals)
Sujeito (S) atividade de para transformar o objeto de cqnhemmento.
aprendizagem. Desenvolve esquemas de uso e interpreta o0s
resultados.
O contetido Represgnta o foco da atividade cognitiva_l; éo
_ matematico: conhecimento que se busca construir ou
Objeto (O) volume e area compreender. O gluno busca compreender e
da esfera deduz_lr as formulas por meio da
experimentacao.
Ferramentas Media a agdo do sujeito sobre o objeto. O
utilizadas: cilindro cheio de arroz permite estimar o
modelos volume da esfera por comparacéo, enquanto o
Instrumento (1) | fisicos Geogebra possibilita criar esferas variadas e
(cilindro/esfera | Observar como o volume e a area mudam com
) e digital a variacao do raio, favorecendo a deducéo das
(Geogebra). formulas V = %m‘3 e A = 4nr?.

Fonte: O autor, 2026.

De modo geral, a experimentacdo vivenciada pelo aluno, tanto no uso de
materiais concretos quanto na manipulacdo de ferramentas digitais como o
Geogebra, evidenciou o potencial transformador da aprendizagem ativa. A relagao

entre sujeito, instrumento e objeto, revelou-se essencial para a construcdo do
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conhecimento, permitindo que o aluno se apropriasse do conteudo matematico por
meio de seus préprios raciocinios e experiéncias. Essa abordagem, fundamentada
na teoria da Génese Instrumental de, reforca a importancia de praticas pedagdgicas
gue valorizem a autonomia intelectual, a mediacéo reflexiva e o protagonismo do
estudante no processo de aprendizagem, promovendo ndo apenas a compreensao

conceitual, mas também o prazer em aprender.

6.5 ANALISE DOS PROCESSOS DE CONVERSAO E TRATAMENTO DE
REGISTROS SEMIOTICOS NA EXPERIMENTACAO PRATICA

Neste capitulo, vamos analisar a experimentacdo por meio da Teoria dos
Registros de Representacdo Semiodtica (TRRS) de Raymond Duval (2012) na
aprendizagem do calculo do volume e &rea da esfera no espaco. A teoria destaca a
importancia dos diferentes registros de representacdo para compreender conceitos
matematicos. Podendo ser observado claramente em:

a possibilidade de efetuar tratamentos sobre 0s objetos matematicos depende
diretamente do sistema de representacdo semidtico utilizado. Basta considerar o
caso do calculo numérico para se convencer disso: 0s procedimentos, 0 seu custo,
dependem do sistema de escrita escolhido. As representacfes semibticas

desempenham um papel fundamental na atividade matematica. (Raymond Duval,
2012, p. 3)

Raymond Duval (2012) propés que a aprendizagem matemética esta
diretamente relacionada a capacidade de operar com diferentes registros de
representacdo semidtica, isto €, distintas formas de expressar ideias matematicas.

Esses registros incluem:
® A linguagem natural, por meio de explicagdes verbais ou escritas;
® As representacdes algébricas, como equacdes e expressoes;
® As representacfes geométricas, como figuras e gréficos;
® As tabelas, diagramas e notagBes simbdlicas especificas.

A articulacdo entre esses registros € essencial para a construcdo do
conhecimento matematico, pois permite ao aluno compreender os elementos e
conceitos referente a formacéo da esfera de maneira mais ampla e relevante. Como

afirma Duval, em sua obra:
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N&o é possivel, portanto, fingir como se as representacfes semidticas fossem
simplesmente subordinadas as representa¢cdes mentais, pois o desenvolvimento
da segunda depende de uma interiorizacdo da primeira e somente as
representacdes semidticas permitem preencher algumas funcdes cognitivas
essenciais como a de tratamento. O funcionamento cognitivo do pensamento
humano se revela inseparavel da existéncia de uma diversidade de registros
semidticos de representacéo. (Raymond Duval, 2012, p. 5)

E fundamental compreender que ensinar matematica vai além da simples
transmissdo de formulas. Trata-se de favorecer a constru¢cdo do conhecimento por
meio da habilidade de transitar entre diferentes registros de representagéao.
Frequentemente, as dificuldades enfrentadas pelos alunos néo decorrem da
auséncia de dominio sobre o conteudo, mas sim da limitacdo em converter
informacBes de um registro para outro. Essa realidade tornou-se evidente durante a
atividade experimental, quando um aluno foi confrontado com a seguinte situacéo,
apo6s terem medido as dimensfes de uma esfera e encontrado sua largura e altura,

foi feito o seguinte questionamento aos grupos conforme ilustrado na Figura 28.

Figura 28 - Quarta questao da primeira tarefa da experimentacao

[Q¢ Quanto mede o comprimento que vai do centro da esfera a base da

esfera? Justifique como vocé chegou a essa resposta.
Fonte: O autor, 2026.

Durante a realizag&o da atividade, o aluno “K”, antes mesmo de registrar seu
raciocinio, solicitou minha presenca e fez diversas perguntas, como: “Onde € o
centro da esfera?” e “Onde fica a base da esfera?”, O aluno complementou seu
relato afirmando que, ao trabalhar com o cilindro, compreendeu que a base
correspondia a sua parte inferior. No entanto, demonstrou dificuldade em identificar
uma referéncia equivalente na esfera, evidenciando os desafios envolvidos na
abstracdo das propriedades geométricas dos sélidos e na transposicao de conceitos
entre diferentes formas espaciais.

O comportamento dos alunos revelou dificuldades na conversao entre
diferentes registros de representacao semiotica, em especial na transposi¢cdo do
registro geomeétrico, representado pelo objeto fisico que nesse caso se tratou de
uma esfera para o registro de linguagem natural, compreendido na experimentagao
como a linguagem oral e escrita. Ao longo das aulas, esse desafio foi gradualmente
abordado por meio de estratégias pedagogicas que buscaram esclarecer 0s
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conceitos envolvidos e orientar 0os estudantes na construcdo do conhecimento
geométrico em questao.

Conforme a teoria semidtica de Raymond Duval (2012), a linguagem natural
corresponde ao uso da lingua falada ou escrita para expressar ideias matematicas,
por meio de explicagdes, justificativas, descricbes ou interpretacbes. Trata-se do
registro mais comum e acessivel, pois permite ao aluno verbalizar ou escrever o que
pensa, mesmo sem recorrer a simbolos formais ou representacdes graficas.

A limitacdo do aluno “L” observada durante a experimentacdo nao se
relaciona a auséncia de conhecimento sobre o conteddo matematico, mas sim a
dificuldade do aluno em articular diferentes registros de representacdo para construir
e expressar seu raciocinio. Tal evidéncia tornou-se perceptivel apdés uma breve
intervencao, na qual foram esclarecidos os conceitos de centro e base da esfera. A
partir desse esclarecimento, o aluno “L” demonstrou autonomia e compreenséo ao
responder a questdo de forma satisfatoria. Inicialmente, expressou-se oralmente ao
afirmar: “Essa parte que vai do meio da esfera ao topo da esfera é igual a metade do
tamanho todo da esfera, entdo se a esfera mede 10, entdo esse valor € 5.” Em
seguida, foi capaz de registrar sua resposta por escrito na folha de atividades,
conforme ilustrado na Figura 29, apresentando uma formulagéo concisa e coerente

com o raciocinio desenvolvido.

Figura 29 - Resposta do aluno “L” apds esclarecimentos

[Q4 Quanto mede o comprimento que vai do centro da esfera a base da

esfera? Justifique como vocé chegou a essa resposta.

0 tompumand 1 5, pdn o allina do o £ 40

Fonte: O autor, 2026.

Na resposta apresentada pelo aluno “L” ao questionamento proposto na
Figura 29, observa-se que o discente demonstrou dominio conceitual ao identificar
corretamente o valor do raio da esfera, articulando seu raciocinio de maneira clara e
coerente. Durante esse processo, € possivel identificar a conversao entre registros
de representacdo semiotica, evidenciada pela sequéncia de ac¢des: medicdo do
objeto geométrico com o auxilio da régua, verbalizacdo da conclusdo e posterior

registro escrito na folha de atividades. Ainda nessa resposta, foram identificados
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indicios de tratamento da informacéo, uma vez que o aluno aplicou o procedimento
de divisao por dois apds determinar o diametro da esfera, utilizando essa operacao
para calcular o valor do raio. Tal compreenséo foi expressa por meio da relacao
matematica D/2=r, seguida da deducéo de que 2r=D. A relevancia desse aspecto é
corroborada por Duval (2012), ao afirmar que:
para 0,25, 1/4 e 25.102% n&do sdo os mesmos tratamentos que devem ser
considerados para efetuar as adigdes 0,25 + 0,25 = 0,5, 1/4 +1/4 = 1/2 e 25.102 +
25.102 = 50.102 e o0 namero representado que ndo € o significante 0,25, nem o
significante 1/4 e nem o significante 25.102. Cada uma destas trés expressées

tem uma significacdo operatéria, mas representa 0 mesmo numero. (Raymond
Duval, 2012, p. 8)

Na Teoria Semiotica de Raymond Duval (2012), os processos de conversao e
tratamento sado fundamentais para a aprendizagem matematica. A “conversao”
ocorre quando o aluno transfere uma informacédo de um registro de representacao
para outro, como transformar uma figura geométrica ou parte dela em uma
expressao algébrica. Ja o “tratamento” refere-se & manipulagdo de informacdes
dentro do mesmo registro, como, por exemplo, desenvolver as equagdes criadas,
realizando os calculos necessarios para obtencao das respostas para as atividades
sugeridas na experimentacdo. O Quadro 9 esclarece melhor a diferenca entre os

dois processos.

Quadro 9 - Diferenca entre Conversao e Tratamento

Processo Definicao Exemplo Objetivo na
¢ Matematico atividade
Passar de um Traduzir a figura A partir dos objetos e
~ registro de ara uma ' 5
Conversio g ~ p € da maplpulagao,
representacdo para | expressao deduzir as férmulas
outro. matematica. 4mr3
V="—eA=4nr’
Manipular Usar o Geogebra para
. ~ Calcular o volume :
informagdes dentro alterar o raio da
Tratamento . de uma esfera com
do mesmo registro raio 5 cm esfera e observar
de representacao. ' como o volume muda.

Fonte: O autor, 2026.

Muitos dos erros cometidos pelos alunos ndo estdo diretamente relacionados

ao conteudo, mas sim a dificuldade em realizar determinadas operacdes cognitivas.

7

Trabalhar esses processos em sala de aula é essencial para promover uma
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aprendizagem mais eficaz e integrada. Recomenda-se, portanto, que os professores
proponham atividades que estimulem os alunos a construir suas proprias
conversdes, favorecendo a compreensdao dos significados presentes nas
representacfes. Também € importante que os estudantes pratiquem e aprimorem
habilidades com célculos simples, aplicando os conhecimentos adquiridos ao longo
da vida escolar durante o tratamento das informacdes. Criamos um diagrama para
ilustrar como ocorre a conversao e o tratamento segundo Duval (2012).

A Figura 30 mostra diferentes formas de representacdo como a linguagem
natural, concreta, geométrica, algébrica, tabelas e gréafico-geométrico. Cada um
deles € um “registro” que permite ao estudante compreender e manipular conceitos
matematicos. A Conversao entre registros esta sendo representada pelas setas de
dupla direcao ( ), as quais indicam que é possivel traduzir uma ideia de um
registro para outro (por exemplo, passar de uma expressdo algébrica para um
grafico). Essa conversdo € essencial para a aprendizagem, pois amplia a
compreensao e evita que o conhecimento fique restrito a uma Unica forma de
representacgao.

Nessa Figura, também é possivel ver que o Tratamento dentro do registro
esta sendo representado pelo simbolo circular () mostrando que também é
possivel realizar operacdes e transformacdes dentro de um mesmo registro (por

exemplo, simplificar uma expressao algébrica sem mudar de registro).

Figura 30 - Diagrama de converséo e tratamento

Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica de Raymond Duval (2012)

Linguagem [_
conversao Lnatural :
CONVERSAQ
Concreto |2 Geométrico [£]
CONVERSAQ CONVERSAQ
Grafico- o
Y Algébrico
Geométrico L g [—
CONVERSAO CONVERSAO
Tabelas [5)

CONVERSAO ENTRE REGISTROS
TRATAMENTO DENTRO DO REGISTRO  [2]

Fonte: O autor, 2026.
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A teoria evidencia que o dominio da matematica ndo depende apenas de
saber operar em um registro, mas, sobretudo, de conseguir transitar entre eles. Isso
explica por que muitos alunos compreendem melhor quando tém acesso a diferentes
representacdes de um mesmo conceito.

Esse tipo de atividade exige dominio técnico dos registros, como a
manipulacédo de simbolos algébricos e 0 uso adequado das operacfes matematicas.
Para que o aprendizado em matematica seja realmente eficaz, € necessario integrar
de forma articulada os processos de conversao e tratamento. Essa Figura 30
sintetizou como a aprendizagem matematica se estrutura em multiplos registros de
representacdo e destaca a importancia da Conversédo e do Tratamento para que o
estudante desenvolva uma compreensao profunda e flexivel dos conceitos.

O Quadro 10 exibe essa abordagem metodoldgica que permite identificar, de
maneira precisa, como 0s processos de conversao entre diferentes registros de
representacdo e o0s tratamentos realizados dentro de um mesmo registro se

manifestaram ao longo da experimentacao.

Quadro 10 - Aplicacao de Conversao e Tratamento na Atividade

Registro . . s
Processo Env%lvido Exemplo na Atividade Objetivo Didatico
Apresentar uma esfera Re_lacionar oS objetos
~ Concreto» . . fisicos as formas
Conversao e macica e um cilindro com "
Geomeétrico n geométricas
mesma altura e diametro.
correspondentes.
Intuir a propor¢ao
Concretos Usar arroz para preencher o | entre os volumes e
Conversao Alaébrico cilindro e estimar quantas introduzir o raciocinio
9 vezes caberia na esfera. algébrico da férmula
do volume da esfera.
_ Compreender como a
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Explorar
dinamicamente a
relacdo entre raio e
volume.

Alterar o raio da esfera no
Geogebra e observar como o
volume muda.

Gréfico-

Tratamento L
Geomeétrico

Fonte: O autor, 2026.

O aluno que compreende o volume da esfera em mais de um registro e
consegue transitar entre esses registros demonstra uma compreensdao mais solida
do conceito. Essa atividade permitiu aos alunos visualizarem e manipularem os
conceitos envolvendo o célculo de volume e area de uma esfera, promovendo uma
compreensao mais profunda por meio da experiéncia concreta, da manipulacdo
geomeétrica, da aplicacao algébrica e digital, exatamente como propde Duval (2012).

€ essencial, na atividade matematica, poder mobilizar muitos registros de
representacdo semiodtica (figuras, gréficos, escrituras simbdlicas, lingua natural,
etc...) no decorrer de um mesmo passo, poder escolher um registro no lugar de
outro. E, independentemente de toda comodidade de tratamento, o recurso a
muitos registros parece mesmo uma condicdo necessaria para que 0s objetos
matematicos ndo sejam confundidos com suas representacfes e que possam

também ser reconhecidos em cada uma de suas representagdes. (Raymond
Duval, 2012, p. 5)

A aprendizagem em matematica exige que os alunos consigam estabelecer
relacbes entre o mundo fisico e as representacbes abstratas. No estudo da
geometria espacial, essa conexao se torna especialmente relevante ao tratar de
estudo relacionado a esfera. Propomos uma abordagem em que o aluno, com o
apoio do professor e por meio das atividades propostas na sequéncia didatica,
construa gradualmente a férmula para o calculo do volume e da area da esfera.

Essa construgdo ocorreu a partir da manipulacdo de objetos fisicos e da
andlise das relacdes geométricas envolvidas entre a esfera e o cilindro, favorecendo
uma compreensdo mais clara e ampla dos conceitos matematicos. Tal perspectiva
pode ser observada em Duval (2012) “Na sequéncia, permite separar, na analise da
resolucdo de um problema, dois tipos de transformacao de representacao semioética
que séo radicalmente diferentes: as conversdes e os tratamentos.” (Raymond Duval,
2012, p. 1).

6.6 CONVERSAO DO REGISTRO CONCRETO PARA 0 GEOMETRICO:
TRANSICAO DO CONCRETO AO ABSTRATO.

Na etapa inicial da atividade, observou-se o entusiasmo dos alunos diante da

manipulacdo dos materiais concretos (esferas, cilindros e réguas). Apos uma breve
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explanacéo sobre os objetos disponibilizados e um periodo de exploracéo livre, deu-
se inicio as tarefas experimentais, cuidadosamente planejadas para favorecer a
reflexdo e a construcdo ativa do conhecimento. Considerando que os alunos ja
possuiam familiaridade com o conceito de volume de soélidos geométricos,
especialmente o cilindro, esta atividade foi estruturada com o propésito de leva-los a
formulacédo da expresséo algébrica do volume da esfera. A proposta baseia-se na
manipulacdo dos conhecimentos previamente adquiridos, favorecendo a construcao
de novos conceitos por meio da experimentacdo e da analise comparativa entre 0s
solidos envolvidos.

Durante a atividade, um aluno, identificado como “M”, ao observar e manipular
uma “esfera concreta”, fez a seguinte colocacdo: “Professor, essa bola mede
aproximadamente 10 cm, e a largura do cilindro também. Se ela ndo fosse de
borracha, ndo entraria no cilindro, porque a medida externa do cilindro € de 10 cm,
mas por dentro € menor, certo?” Essa intervengcdo espontdnea evidencia que o
estudante alcancou o objetivo central da proposta, ao revelar sua capacidade de
abstrair os objetos fisicos e reconhecer as limitacées entre suas dimensdes reais e
ideais. A partir da comparagado entre os materiais concretos e suas representacdes
geométricas, o aluno demonstrou compreender a relacdo entre os elementos
constitutivos dos solidos e os conceitos matematicos envolvidos, iniciando o
processo de transicdo entre os registros de representacdo, conforme propde Duval
(2012).

As formas geométricas da esfera e do cilindro constituem representacdes
ideais, cujas caracteristicas ndo se manifestam de maneira exata no mundo fisico.
Tais figuras apresentam propriedades perfeitas, como linhas sem espessura,
superficies completamente lisas e medidas rigorosamente precisas, que s6 podem
ser concebidas por meio da abstracdo mental ou representadas simbolicamente. Por
essa razao, sdo classificadas como objetos abstratos no campo da matematica.
Nesta etapa da atividade, busca-se favorecer a compreensao dessa relacao abstrata
por parte dos alunos, promovendo a transicdo do registro concreto para o
geomeétrico e estimulando a construcdo de significados que ultrapassam a mera
manipulacdo dos materiais fisicos.

Outro aspecto relevante a ser mencionado refere-se ao uso da trena durante
a atividade. Embora o instrumento tenha sido manuseado exclusivamente pelo

professor, sua utilizacdo ocorreu sempre na presenca do aluno que solicitava a
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confirmacédo das medidas obtidas nos objetos manipulados. Essa pratica teve como
objetivo validar as observacdes feitas pelos estudantes, reforcando a autonomia no
processo de mensuracao e promovendo a constru¢cdo do conhecimento por meio da
interacdo e da verificacdo conjunta.

Com o objetivo de favorecer a conversdo cognitiva do concreto para o
geométrico, buscou-se garantir que os alunos estabelecessem relacdes entre 0s
objetos fisicos e suas respectivas representacdes matematicas, reconhecendo-os
como uma esfera macica e um cilindro com capacidade volumétrica e apenas uma
base, cujos elementos fundamentais (altura, diametro e raio) seriam posteriormente
utilizados na formulacéo e compreensao das expressdes algébricas envolvidas.

Essa abordagem esta alinhada a Teoria dos Registros de Representacéo
Semiodtica proposta por Duval (2012), segundo a qual a aprendizagem matematica
exige ndo apenas a manipulacdo de diferentes registros (como o concreto, o grafico,
o algébrico e o verbal), mas sobretudo a capacidade de conversao entre eles. Ao
permitir que os alunos transitem do registro concreto para o geométrico e,
posteriormente, para o algébrico, a atividade contribui para o desenvolvimento de
competéncias cognitivas fundamentais & compreensdo dos conceitos matematicos
envolvidos.

Os materiais utilizados nesta etapa foram apresentados na Figura 14 (pg.78),
fundamental para o desenvolvimento do raciocinio geométrico. Com o intuito de
garantir que o aluno realize sua propria conversao, do Concreto para o Geométrico,
relacionando o0s objetos fisicos as formas geométricas correspondentes e
identificando os objetos como sendo uma esfera macica e um cilindro com espaco
interno vazio que possuem altura, diametro e raio iguais.

As questdes propostas nesta etapa da experimentacao foram elaboradas com
o finalidade de conduzir os alunos a reflexdo e a apropriacdo dos elementos
caracteristicos dos solidos geométricos envolvidos, especificamente a esfera e o
cilindro. Nesse momento, o0s estudantes foram instigados a responder
guestionamentos que exigiam observacdo atenta e interpretacdo conceitual, como
por exemplo, na Atividade 1, onde foi entregue ao aluno um folha com o seguinte
guestionamento:

‘IQ1] Na circunferéncia da base do cilindro, quanto mede o raio? Existe uma
relacdo entre esse raio e a altura do cilindro. Observe com atencao e explique com

suas palavras qual é essa relagdo.”
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Perguntas que visaram promover a identificacdo dos atributos geométricos
fundamentais e estimular a construcdo ativa do conhecimento por meio da
linguagem propria dos alunos, favorecendo a transicdo entre 0s registros de
representacdo semiotica conforme proposto por Duval (2012).

Os alunos realizaram a medicdo dos sélidos geométricos que estao
representados na Figura 31, atentando-se ao diametro e a altura, e identificaram que
a esfera se ajusta perfeitamente ao interior do cilindro. Todas as observacfes
contribuiram significativamente para a construcdo de conhecimentos prévios
fundamentais a segunda etapa da atividade, a qual se destinou a andlise da
capacidade volumétrica de cada soélido e a compreensdo das relacdes existentes
entre eles. O material concreto, contendo um cilindro e uma esfera, foi entregue aos

alunos para familiarizagédo e analise dos elementos.

Figura 31 - Comparagdes entre cilindro e esfera

4
Fonte: O autor, 2026.

Nesta tarefa inicial, foi fundamental conduzir o aluno a percepcao de que as
alturas do cilindro (hc) e da esfera (he) eram equivalentes, ou seja, (hc = he). A partir
dessa andlise inicial, buscou-se favorecer a compreenséo de que a altura do cilindro
(h¢) corresponde, na verdade, ao dobro do raio da esfera (2re), ou seja, (hc=2re).
Esse raciocinio deve emergir da propria investigacdo do aluno, por meio da
manipulacdo dos materiais e da resolucdo reflexiva das questdes propostas na
atividade que os provocaram a raciocinar e refletir.

Durante a atividade, alguns alunos trouxeram observag¢des muito relevantes.

O aluno “N”, por exemplo, comentou: “Professor, a altura do cilindro é igual a da
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esfera, ndo é?”, revelando exatamente a primeira percepcdo que se esperava. A
medida que manipulavam os materiais e refletiam sobre as medidas, outros
comecaram a dizer: "Professor, se a altura da esfera € igual a dois raios, entdo a
altura do cilindro também é dois raios! né?" Esse tipo de raciocinio emergiu
naturalmente da investigacdo pratica, revelando que os alunos estavam construindo
o conceito de forma soélida, conectando medidas reais com propriedades
geomeétricas, baseando-se na vivéncia pratica, favorecendo a assimilacao.

Durante a realizacdo da atividade, foi possivel observar que os alunos,
mesmo diante de informacBes aparentemente claras e acessiveis, demonstraram
constante necessidade de validacdo de seu raciocinio. Essa postura revela uma
caracteristica comum entre estudantes em processo de constru¢cdo da autonomia
intelectual, evidenciando a importancia de experiéncias que favorecam a seguranca

na tomada de decisdes e na formulagdo de conclusdes proprias.

6.7 CONVERSAO DO REGISTRO CONCRETO PARA 0 ALGEBRICO: INTERACAO
ENTRE 0S SOLIDOS E A CONSTRUCAO DOS PRIMEIROS NUMEROS
ALGEBRICOS DA FORMULA DO VOLUME DA ESFERA

No segundo dia da experimentacdo, deu-se inicio ao processo de registro
concreto para o algébrico durante a analise da relacdo volumétrica entre os sélidos
geométricos envolvidos (cilindro e a esfera). Com o intuito de favorecer a
visualizagdo e a compreensdo desse conceito por parte dos alunos, utilizou-se o
arroz como material de preenchimento. A escolha pelo arroz, em detrimento da
agua, deve-se a praticidade e a adequacdo ao ambiente escolar, embora se
reconheca que o uso da agua proporcionaria maior precisdo na observacdo do
deslocamento volumétrico.

Nesse sentido, sugere-se aos colegas docentes a possibilidade de apresentar
esse procedimento por meio de videos, como recurso complementar para ilustrar o
fenbmeno de deslocamento da &gua pela esfera dentro do cilindro. A insercdo da
esfera no interior do cilindro, previamente preenchido com arroz, permitiu aos alunos
observar concretamente o deslocamento de volume provocado pela presenca do
soélido esférico, essa insercao foi ilustrada na figura 15 (pg. 79).

A insercdo da esfera em um recipiente previamente preenchido com arroz
constituiu uma atividade exploratéria que visou favorecer a compreensdo do

conceito de volume da esfera. Ao realizar essa agdo, o aluno pdde observar
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empiricamente o deslocamento do arroz, o que permitiu a ele estabelecer uma
relacdo entre o espaco ocupado pela esfera e o volume do recipiente. Essa
abordagem concreta contribui para a construcao do conceito de volume da esfera,
articulando a experiéncia sensorial com o desenvolvimento de abstracfes
matematicas.

Durante a realizagdo da atividade experimental, a aluna, identificado como
“A”, muito participativa, chamou a atencao ao afirmar: “Professor, eu precisei retirar
um pouco de arroz do cilindro para colocar a esfera dentro completamente e
cologuei mais um pouco de arroz para completar a parte de cima que ficou vago, ta
certo assim?”. Essa fala revela uma pratica comum entre os estudantes, a
necessidade de validacdo do préprio raciocinio, mesmo quando este esta correto.
No entanto, o que mais me surpreendeu foi o fato de que, ao final da atividade,
todos os alunos haviam devolvido uma porcao de arroz ao cilindro, completando o
volume, contrariando minha expectativa inicial de que alguns deixariam o recipiente
incompleto apoés a insercéo da esfera.

A proposta da atividade consistiu em levar os alunos a observarem o
deslocamento do arroz provocado pela introducdo da esfera no cilindro e,
posteriormente, ao retirar a esfera, refletirem sobre a relacdo entre o volume
ocupado pela esfera e a quantidade de arroz retirada. Esse momento revelou-se
especialmente significativo, pois alguns alunos, ao observarem o espaco restante no
cilindro, afirmaram espontaneamente: “Professor, tive que retirar metade da
quantidade de arroz para acrescentar a esfera”, enquanto outro, de forma mais
cautelosa, disse: “Tirei uns 45% do arroz do cilindro”.

Apesar dessas aproximagdes, nenhum aluno ainda havia chegado de forma
autbnoma a conclusao de que o volume retirado correspondia a dois tercos do
cilindro. Foi um dos momentos que fiz a intervencéo, orientando-os a verificar a
marcacdao do cilindro em trés partes iguais e a responder as questdes propostas na
sequéncia da atividade. A partir dessa analise, todos os estudantes chegaram a
conclusao de que aproximadamente dois ter¢cos da quantidade de arroz haviam sido
retirados, correspondendo ao volume da esfera inserida. Esse resultado evidenciou
0 potencial da atividade para promover a construcdo do conceito de volume por meio
da experimentacao e da mediacéo docente.

Essa abordagem apresenta grande potencial para auxiliar os alunos na

interpretacdo de questdes em processos seletivos como apresentada na Figura 32,
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especialmente aquelas que envolvem situacGes-problema em que € necessario
construir mentalmente 0s objetos geométricos e estabelecer relacbes entre os
elementos apresentados e as formulas matematicas correspondentes. Em
determinadas questdes, a formula é fornecida como apoio ao raciocinio, enquanto
em outras, exige-se que o estudante a recorde e a relacione integralmente com o0s
dados propostos, a fim de elaborar uma estratégia de resolu¢édo adequada.

A vivéncia pratica proporcionada pela atividade contribuiu significativamente
para o desenvolvimento dessa competéncia, ao favorecer a visualizacdo, a
abstracdo e a compreensdo das relagbes matematicas envolvidas. Essa € uma
guestao bastante representativa, que corrobora com os aspectos abordados nesta
investigacao.

Figura 32 - Questdo do Enem envolvendo a esfera e um cilindro

1) Enem 2016 — 22 Azul — 156 (F)

QUESTAO 156

Uma industria de perfumes embala seus produtos,
atualmente, em frascos esféricos de raio R, com volume
dado por %n-(R)?

Observou-se que havera reducao de custos se forem
utilizados frascos cilindrico‘s2 com raio da base g cujo
volume sera dado por 7t [g) - h, sendo h a altura da nova

embalagem.

Para que seja mantida a mesma capacidade do frasco

esférico, a altura do frasco cilindrico (em termos de R)

devera ser igual a

Fonte: BRASIL. Ministério da Educacéo. Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas
Educacionais Anisio Teixeira (INEP), (2016, 156, Azul).

O enunciado exemplifica de forma clara como os conhecimentos construidos
por meio da experimentacdo contribuem diretamente para a interpretacdo e
resolucao de situagdes-problema semelhantes, especialmente aquelas que exigem a
visualizacdo mental de objetos geométricos e a aplicacdo de férmulas matematicas
em contextos praticos, sado frequentemente exigidas em avaliacbes como o Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM). Esse exame, aplicado no Brasil, tem como

finalidade avaliar o desempenho dos estudantes que concluiram ou estdo em fase
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de conclusdo do ensino médio, além de funcionar como uma das principais vias de
acesso ao ensino superior.

O aluno que vivencia o processo de construcao algébrica das formulas tende
a desenvolver uma compreensdo mais significativa sobre seus elementos
constitutivos e aplicagdes. Essa vivéncia favorece a interpretagdo imediata das
situacOes-problema propostas, especialmente em avaliacbes como o ENEM, uma
vez que 0 estudante ndo necessita despender tempo tentando compreender a
estrutura da férmula, mas sim direciona seu raciocinio para a analise dos dados e a
resolucdo da questdo. Dessa forma, a aprendizagem torna-se mais eficiente e

alinhada as demandas cognitivas exigidas em contextos avaliativos.
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6.8 TRATAMENTO NO REGISTRO ALGEBRICO: VOLUME DA ESFERA

O objetivo didatico desta atividade foi conduzir os alunos a construcédo das
férmulas do volume da esfera, por meio de calculos e comparacdes fundamentadas
em operagcdes matematicas previamente conhecidas. Para isso, propds-se
inicialmente um tratamento algébrico envolvendo o volume da esfera e o volume de
um cilindro com medidas equivalentes, permitindo que os estudantes identificassem
a relacéo proporcional entre esses solidos.

Durante a manipulacdo dos materiais concretos, com a esfera introduzida no
cilindro preenchido com arroz, os alunos comecgaram a levantar hipoteses. Um deles
comentou: “Professor, quando coloco a esfera dentro do cilindro cheio de arroz,
parece que sobra pouco espaco! Serda que a esfera ocupa mais da metade do
volume do cilindro?”. A partir dessas observagodes, os estudantes foram incentivados
a realizar medicdes e célculos algébricos combinando a formula do cilindro com as
propor¢cdes encontradas na atividade.

A figura 33 mostra 0 momento final da segunda atividade realizada pelo aluno
“‘B”, que agora em outro momento da experimentagdo, fez observagdes
importantissimas durante a comparagado entre os volumes da esfera e do cilindro:
“Professor, se para encontrar o volume do cilindro eu tenho que fazer a multiplicacao
da area da base pela altura e, como a altura € igual ao diametro da esfera, entdo da
pra fazer uma relacdo entre os dois, certo? Apos essa reflexdo o aluno ainda
concluiu dizendo: “Acho que a esfera ocupa metade do cilindro! né professor?” Com
base nessas analises, o0 aluno foi conduzida a dedugédo da expressao geral para o
volume (V) da esfera que corresponde a dois tercos do volume do cilindro e é

p . amr3 .
representado pela formula: V = — De forma progressiva, os alunos desenvolvem

a consciéncia das relagcdes geométricas entre a esfera e o cilindro, elaborando tal

compreensao por meio de suas préprias analises e inferéncias.
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Figura 33 - Atividade de manipulagao concluida pelo aluno “B”

Fonte: O autor, 2026.

E relevante destacar que os alunos ja possuiam conhecimento prévio acerca
da férmula geral do volume do cilindro, o que serviu como ponto de partida para a
atividade proposta. O objetivo foi conduzi-los & construcdo da férmula geral do
volume da esfera por meio de procedimentos comparativos e célculos envolvendo os
dois sélidos com medidas equivalentes.

Durante a experimentacdo, os estudantes foram incentivados a observar e
refletir sobre as relagdes entre os volumes. A aluna “M” comentou: “Se o cilindro tem
0 mesmo raio e altura que a esfera, da pra comparar os volumes e ver quanto a
esfera ocupa, né professor?” O estudante “B”, ao realizar os calculos, observou:
“Acho que a esfera ocupa menos espaco que o cilindro... parece que é dois tercos
ou algo assim.” Essas percepgdes foram fundamentais para que os alunos, por meio
do tratamento algébrico, chegassem mais a diante a generalizacdo da expressao
gue permite calcular o volume de qualquer esfera.

Na Figura 34, observou-se que, durante a atividade experimental, o0s
processos de tratamento tornaram-se evidentes nas resolucdes elaboradas pela
estudante “M”, especialmente nos momentos em que a aluna foi orientada a
manipular expressées matematicas, que de forma algébrica fez substituicdo de
valores e realizou calculos a partir de conhecimentos previamente internalizados ao

longo da experimentacéo e de sua vida escolar.
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Figura 34 - Questao resolvida pela aluna “M”

[Q«] Vocé percebeu que das trés partes em que o cilindro foi dividido, dois tergcos %

do (volume total do cilindro), precisou ser retirado para introduzir a esfera. Entao,
utiizando essa informag¢do, como vocé pode encontrar o volume de arroz que saiu
do cilindro. Explique com suas palavras.

Ve = (n%) x (QM}

\/CG) = A p3

x
5

W Ao 90lumm,
ole M%_,’ULO\

Fonte: O autor, 2026.

Essa abordagem contribuiu para o desenvolvimento do pensamento
matematico, ao estimular a compreensao conceitual, a capacidade de abstracéo e a
autonomia intelectual dos estudantes frente aos desafios propostos. A atividade
favoreceu ndo apenas a dedugdo da férmula, mas também a compreenséo
conceitual do conteddo e o desenvolvimento do pensamento mateméatico. Ao
relacionar solidos conhecidos com novos conceitos, os alunos demonstraram
capacidade de abstracdo, argumentacdo e construcdo de significados, conforme
previsto na Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica de Duval (2012).

Portanto, constatou-se uma vivéncia significativa dos registros de
representacdo semiodtica, com destaque para o algébrico. Ao articular
conhecimentos prévios com novas relagdes, os alunos foram capazes de realizar
tratamentos dentro do registro algébrico, 0o que evidenciou um processo de

aprendizagem ativa e reflexiva.
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6.9 TRATAMENTO NO REGISTRO GRAFICO-GEOMETRICO: CRIACAO E
DIMENSIONAMENTO DA ESFERA

Nesse registro de representacdo semidtica os alunos realizaram operdes
com representacfes visuais dinamicas, que pertencem ao registro gréfico-
geométrico com o uso de uma plataforma digital Geogebra. Nessa etapa, os alunos
foram orientados a utilizar o software Geogebra para construir duas esferas, uma
maior e outra menor, como € possivel ver na Figura 35, com o objetivo futuro de
explorar, por meio do tratamento no registro algébrico, a variacao da area superficial
em fung¢ado do raio. Ao manipular os parametros no ambiente digital, uma aluna “D”
comentou: “Professor, quando eu aumento o raio, a esfera cresce bastante! Mas a
area também muda! Da pra ver que ela depende do raio.” Essa experimentacao
dinamica possibilitou a deducéo da formula da area da esfera: A = 4nr2.

Ao construir a esfera, a aluna realizou o tratamento dos dados dentro do
registro geométrico, manipulando objetos visuais sem alterar o tipo de
representacdo. Essa acdo evidencia que a estudante compreende como criar,
explorar e interpretar os elementos constituintes de objetos tridimensionais,
demonstrando dominio sobre suas propriedades espaciais. Além disso, 0 uso de
ferramentas digitais para realizar essa construgcdo revela uma apropriacéo
contemporanea do registro geometrico, articulando habilidades técnicas e cognitivas
gque favorecem a visualizacdo e a compreensdo das estruturas matematicas

envolvidas.

Figura 35 - Aluna “D” respondendo ao questionamento da atividade sobre sua
criacdo no Geogebra

Fonte: O autor, 2026.
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ApOs essa analise, a estudante foi orientada a fazer uma conversdo para a
forma algébrica, do raciocinio que foi adquirido na manipulacdo do software, como
podemos ver na Figura 36. Durante essa atividade, a aluna “F” foi desafiado a
realizar a subtracdo algébrica entre as duas esferas construidas no Geogebra, uma
maior e outra menor, a fim de analisar a variacdo da area superficial em funcéo do
raio. Esse processo exigiu que ele aplicasse sucessivos tratamentos no registro
algébrico, percorrendo quatro etapas de manipulacdo simbolica até chegar a quinta
guestao, na qual foi conduzido a deducéo da formula geral da area da esfera.

Esse percurso investigativo favoreceu a construcdo autbnoma do
conhecimento, permitindo ao estudante compreender a relacdo entre grandezas
geomeétricas e expressOes algébricas, além de consolidar sua capacidade de

abstracdo e generalizagcdo matematica.

Figura 36: Tratamento algébrico do raciocinio desenvolvido pelo aluna “F”

4
[Qs] Simplificando a equacao anterior vocé chega a expressdo sm(3rix +

3rx? — x?), neste caso vocé despreza os termos x? e x* para simplificar “:;:dz
mais a expressdo. Dal vocé simplifica mais um pouquinho e "::s
resultado. Com suas palavras explique o que significa 0 x nessa equagao.

\*"ﬁ‘fb‘
O % € o Valun du qui Adngy do fero OO

Fonte: O autor, 2026.

A partir desse ponto, a estudante demonstrou em sua resposta a capacidade
de deduzir a formula da area da esfera, articulando o raciocinio matematico de forma
clara e fundamentada. Tal deducédo ndo apenas evidencia o dominio dos conceitos
geométricos envolvidos, mas também revela a habilidade de aplicar métodos
analiticos para transformar principios abstratos em resultados concretos. Nesse

sentido, o percurso argumentativo apresentado pela aluna reforcou a importancia da
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compreensao dos fundamentos da geometria que sustentam a construcdo da
férmula, consolidando assim sua competéncia académica e cientifica no tratamento

rigoroso de problemas matematicos.

6.10 CONCLUSAO DA EXPERIMENTACAO

A experimentacao realizada demonstrou de forma consistente a eficacia da
articulacdo entre materiais manipulaveis (como esfera, cilindro e arroz) e recursos
digitais, como o0 Geogebra, na construcdo de significados matematicos. Sob a
perspectiva da Teoria da Instrumentacdo de Rabardel (1995), observou-se que 0s
objetos fisicos e digitais transcenderam sua funcdo de simples ferramentas,
tornando-se instrumentos de mediacdo cognitiva capazes de favorecer a génese
instrumental dos estudantes. Paralelamente, a analise fundamentada na Teoria dos
Registros de Representacdo Semiotica de Duval (2012) evidenciou que a alternancia
entre registros concretos, graficos e algébricos potencializou a compreensao
conceitual, permitindo aos alunos transitar entre diferentes formas de representacao
e consolidar o conhecimento de maneira integrada.

Portanto, a atividade revelou-se altamente significativa do ponto de vista
pedagdgico, pois promoveu o engajamento dos alunos e valorizou a aprendizagem
ativa, favorecendo a construgcdo de conhecimentos matematicos de maneira
contextualizada e motivadora. Nesse sentido, a experiéncia confirma que a
combinacdo de materiais manipulaveis e digitais, apoiada por referenciais tedricos
soélidos, constitui uma estratégia pedagogica proficua para o desenvolvimento de

aprendizagens significativas em matematica.
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Capitulo 7 - CONSIDERACOES FINAIS

Este estudo apresentou e aplicou uma sequéncia de atividades com o objetivo
de contribuir para o ensino e aprendizagem dos conceitos relacionados ao célculo
do volume e da area da esfera, inseridos no contexto dos Soélidos Geomeétricos de
Revolucdo. Esse conteudo, tradicionalmente abordado ao final do ensino de
Geometria Espacial, foi trabalhado com alunos do terceiro ano do Ensino Médio, em
uma escola publica localizada em Belém do Para.

As atividades desenvolvidas possibilitaram aos alunos uma compreenséo
mais significativa dos conceitos de area e volume da esfera. A fundamentacéo
tedrica em Rabardel (1995), com sua teoria da génese instrumental, foi essencial
para compreender como 0s estudantes transformaram os recursos didaticos em
instrumentos de aprendizagem, favorecendo a mediacdo entre 0s objetos
matematicos e as ferramentas utilizadas. Essa perspectiva permitiu analisar nao
apenas o uso dos materiais, mas também o processo de apropriacdo e construcao
de significados, ampliando o alcance pedagdgico das atividades propostas.

Do mesmo modo, a teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de
Duval (2012) contribuiu de forma decisiva para o planejamento e execucdo da
sequéncia didatica, ao evidenciar a importancia das conversées entre diferentes
formas de representagdo (algébrica, grafica, geométrica e verbal) na consolidacdo
da aprendizagem. A articulagdo entre essas representacdes possibilitou que os
alunos desenvolvessem uma visdo mais ampla e integrada dos conceitos de
geometria espacial, superando dificuldades comuns nesse conteudo.

Com base nos resultados obtidos ao longo da experimentagédo, é possivel
afirmar que os objetivos especificos propostos foram plenamente atendidos. A
investigacdo qualitativa dos processos de aprendizagem revelou indicios
consistentes de desenvolvimento do pensamento espacial entre o0s alunos,
evidenciado pela capacidade crescente de visualizar, manipular e compreender
estruturas tridimensionais, como cilindros e esferas, ao longo da sequéncia de
atividades.

As percepcdes dos estudantes sobre o uso do Geogebra foram
majoritariamente positivas, destacando o caréater interativo e visual da ferramenta

como fator facilitador na aprendizagem dos conceitos geométricos. O estudo de
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areas e volumes esféricos, tradicionalmente abstrato, tornou-se mais acessivel e
significativo por meio da experimentagdo com recursos dinamicos.

Além disso, observou-se uma melhora expressiva no desempenho dos alunos
em tarefas de calculo de area e volume de esferas. A utilizacdo de ferramentas de
geometria dinamica contribuiu para a consolidacdo dos conceitos envolvidos,
permitindo que os estudantes aplicassem com maior seguranca os procedimentos
matematicos necessarios.

Dessa forma, a analise da eficacia do ambiente Geogebra confirmou seu
potencial pedagdgico na promog¢do da compreensao conceitual. A visualizagdo em
tempo real das transformacdes geométricas e a possibilidade de manipulacdo dos
objetos favoreceram a construcdo ativa do conhecimento, reforcando a importancia
da integracdo de tecnologias digitais no ensino de matematica, especialmente no
desenvolvimento de habilidades espaciais e na compreensdo de conteudos
geomeétricos complexos.

Por fim, a analise dos dados também evidenciou que a sequéncia de
atividades empregada neste trabalho, contribuiu efetivamente para a superagao de
dificuldades relacionadas a visualizacdo espacial e a compreenséo das formulas de
volume e area da esfera. Os registros escritos, as construcdes digitais e as
interacbes observadas em sala de aula revelaram avancos significativos na
apropriagdo dos conceitos, confirmando a relevancia da proposta metodoldgica.
Assim, a sequéncia de atividades desenvolvida neste trabalho, mostrou-se eficaz
para o ensino do céalculo da area e volume da esfera, ao integrar recursos concretos

e digitais em uma abordagem investigativa e centrada no protagonismo dos alunos.



142

8. REFERENCIAS

AFONSO, Henriques; et al. Abordagem instrumental e aplicagbes no ensino da
matematica. Educacdo Matematica Pesquisa, Sao Paulo: PUC-SP. Disponivel em:
https://revistas.pucsp.br/emp/article/download/56144/38390. Acesso em:. 07 jun.
2025.

ASSIS, André Koch Torres; MAGNAGHI, Ceno Pietro. O Metodo llustrado de
Arquimedes: Utilizando a Lei da Alavanca para Calcular Areas, Volumes e Centros
de Gravidade. Apeiron, Instituto de Fisica Universidade Estadual de Campinas, SP,
2014.

AVILA, E. A. da S.. A formacdo do conceito de célculo de volume em uma
proposta de atividade na perspectiva do ensino desenvolvimental de Davydov.
2022. 196f. Tese (Doutorado em Educacédo) - Pontificia Universidade Catélica de
Goias, Goiania, 2022.

BOITO, P.. Minecraft: um aliado no processo de ensino aprendizagem da geometria
espacial.2018. 111 f. Dissertacdo (Mestrado em Ensino de Ciéncias e Matemética) -
Universidade de Passo Fundo, RS, 2018.

BOYER, Carl B.Historia da matematica. 2. ed. Sdo Paulo: Edgard Blucher, 1996.

BRASIL.Base Nacional Comum Curricular: educagdo é a base. Brasilia: MEC,
2018. Disponivel em: <https://bncc.mec.gov.br>. Acesso em: 08 mar. 2024.

BRASIL. Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira
(Inep). Matrizes de referéncia de matematica do Saeb — BNCC. Brasilia, 2022.

CARDOSO, I. C. da S.. Centroides, Teorema de Pappus-Guldin e o calculo de
volume de solidos de revolugdo:uma proposta para futuros professores do Ensino
Médio. 2020. 105f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matemética em Rede
Nacional) — Universidade Federal de Ouro Preto, Ouro Preto, 2020.

CIMADON, E.. Geometria espacial e educacao infantil: possibilidades para o
ensino a partir de uma proposta etnomatematica. 2018. 140f. Dissertacéo
(Mestrado), Universidade do Vale do Taquari - Univates, Lajeado, 2018.

COSTA, R. S.. Realidade Aumentada: Uma proposta de Sequéncia Didatica para o
Ensino de Geometria Espacial no Ensino Médio. 2022. 83f. Dissertacdo (Mestrado
em Ensino de Ciéncias e Matematica) — Universidade Cruzeiro do Sul, Sdo Paulo,
2022.

DANTES, Lyiz Roberto. Mateméatica: Volume Unico Livro didatico. 504f. 12 Ed.
Sao Paulo: Atica, 2005.

DENARDI, Vania Bolzan. Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica:
contribuicbes para a formacdo de professores de matemética. XX EBRAPEM,
Pelotas, 2018. Disponivel em:
<https://wp.ufpel.edu.br/xxiebrapem/files/2018/10/gd04_vania_denardi.pdf>. Acesso
em: 08 mar. 2024.



143

DUVAL, RAYMOND. Registros de representacdo semiotica e funcionamento
cognitivo do pensamento. [trad. Méricles Thadeu Moretti]. Revista Eletronica de
Educacdo Matematica — Revemat. vol. 7, n. 2. Santa Catarina: Floriandpolis, 2012.
Disponivel em: https://periodicos.ufsc.br/index.php/revemat/article/view/1981-
1322.2012v7n2p266. Acessado: 05/06/2024.

EVES, Howard. Introducdo a Histéria da Matematica. Traducdo de Hygino H.
Domingues. 5. ed. Campinas: Editora da Unicamp, 2011.

FREIRE, F. de O.. Etnomatematica: O saber-fazer dos cisterneiros do Semiéarido
brasileiro e suas contribuicbes para o ensino aprendizagem da matematica escolar.
2019. 194f Dissertacdo (Mestrado em Programa de Pés-Graduacdo em Ensino).
Universidade do Estado do Rio Grande do Norte, 2019.

GABRIEL, G. A. de F.. Aprendizagem significativa da geometria espacial:analise
de uma sequéncia didatica para o ensino médio. 2023. 119f. Dissertacdo (Mestrado
em Ensino de Ciéncias e Matematica) - Universidade Federal de Uberlandia,
Uberlandia, 2023.

GARCIA, L. B.. O Estudo da Geometria Espacial Motivado pela Cristalografia.
2020. 104f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica — PROFMAT) -
Universidade Federal de Santa Catarina, Florianépolis, 2020.

LIMA, Elon Lages et al. A Matematica do Ensino Médio. 10. ed. Rio de Janeiro:
SBM/IMPA, 2012. v. 2.

MACIEL, C. de M.. A visualidade na resolucdo de problemas em Geometria no
Ensino Médio. 2022. 107 f. Dissertacdo (Mestrado em Educacdo Matematica) —
Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2022.

MARQUES, G. E. de A.. Ensino de Esfera por Meio de Applets do Software
Geogebra. 2019. 134f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Ensino de
Matematica — Universidade do Estado do Para, Belém, 2019.

MATTEI, F.. A modelagem como ferramenta para a construcdo de
conhecimentos matematicos. 2012. 100f. Dissertacdo (Mestrado) - Universidade
do Vale do Taquari - Univates, Lajeado, 2012.

MENIN, Maria Helena; et al. A abordagem instrumental na formacdo de
professores de matematica. ZETETIKE, Campinas: UNICAMP, v. 29, n. 1, p. 1-20,
2021. Disponivel em:
https://periodicos.sbu.unicamp.br/ojs/index.php/zetetike/article/view/8665982.
Acesso em: 07jun. 2025.

MERLIM, G. R. da S. R.. Modelagem matemética no ensino médio: um
panorama de estudos e suas contribuicdes. 2020. 105 f. Dissertacdo (Mestrado
em Educacdo) — Universidade do Vale do Sapucai — (UNIVAS). — Pouso Alegre:
2020.

MORAES, I. E. S. Q.. Calculo de Volume de Prismas Através de Atividades
Praticas e Intuitivas. 2020. 116f. Dissertacdo (MESTRADO PROFISSIONAL EM
MATEMATICA — PROFMAT) — Universidade Federal do Para, Castanhal, 2020.



144

MORAES, I. E. S. Q.. O Ensino de Volume de Soélidos Geométricos por
atividades. 2018. 279f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Ensino de
Matematica) — Universidade do Estado do Para, Belém, 2018.

MORCANAS, M. S.. O processo de ensino-aprendizagem dos poliedros. 2019.
82f. Dissertacdo (Mestrado em Matematica) - Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, S&o Gongalo, 2019.

NASCIMENTO, J. B. De S.. O estudo da geometria espacial por meio da
construcdo de sdélidos com materiais alternativos. 2013. 125f. Dissertacao
(Mestrado), Universidade do Vale do Taquari - Univates, Lajeado, 2013.

NEITZEL, G. S. M.. Experimentacdo, tecnologias digitais e o teorema de
pappus-guldin: Uma proposta pedagdgica para o Ensino de Soélidos de Revolucéo.
2023. 175f. Dissertacdo(Mestrado Profissional em Ensino de Ciéncias Exatas) —
Universidade do Vale do Taquari - Univates, Lajeado/RS, 2023.

OLIVEIRA, José Carlos de. GeoGebra como instrumento de aprendizagem: uma
andlise sob a oOtica da abordagem instrumental. In: ENCONTRO NACIONAL DE
EDUCACAO MATEMATICA — XI ENEM, Anais.., S&o Paulo: SBEM, 2023.
Disponivel em: https://www.sbembrasil.org.br/files/XIENEM/pdf/2456 1704 ID.pdf.
Acesso em: 07jun. 2025.

PAIVA, S. M. de. A conceituacao do pensamento geométrico: aspectos historicos,
filoséficos e as visbes presentes em teses e dissertacdes no Brasil. 2021. 183f.
Dissertacdo (Mestrado em Ensino e Processos Formativos) — Universidade Estadual
Paulista, Sao Paulo, 2021.

PAULA, E. A. da S.. Geometria espacial: a aprendizagem através de diferentes
recursos didaticos. 2020. 135 f. Dissertacdo (Mestrado em Educacdo em Ciéncias e
Matematica) - Instituto de Educacgéo, Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro,
Seropédica, 2020.

PENHA, R. T.. Geometria espacial no Ensino Médio: aspectos socioculturais,
resolucdo de problemas e 0 uso de materiais manipulaveis. 2019. 91p. Dissertacédo
(Mestrado em Ciéncias — Programa de Mestrado Profissional em Matematica) —
Universidade de Sao Paulo, S&o Carlos, 2019.

PIAGET, Jean. A Psicologia da Crianga. 12 ed. Sao Paulo: Editora Melhoramentos,
1969.

PINHEIRO, A. L. V..Estudo dos solidos de revolugcdo com énfase nos corpos
redondos: concepcgdes e praxis de uma sequéncia didatica a luz da teoria de Guy
Brosseau. 2022. 139f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional — PROFMAT) - Universidade Federal de Santa Maria, RS, 2022.

RABARDEL, PIERRE ) Leshommes et lestechnologies;
approchecognitivedesinstruments contemporains,1995, Centre National de
laRecherche Scientifique; Linguagem: Francés, Disponivel em:

www.periodicos.capes.gov.br/index.php/acervo/buscador.html?task=detalhes&id=W1
555538354. Acessado: 05/06/2024.



145

RIBEIRO, A. C.. Estudo de sdlidos geométricos e suas representacdes planas e
espaciais por meio de materiais manipulativos para o 6° ano. 2019. 153f.
Dissertacdo — (Mestrado - Faculdade de Educagéao) - Universidade Federal de Minas
Gerais, Belo Horizonte, 2019.

RODRIGUES, T. V.. O uso do Geogebra 3D, versdo para smartphone, no
processo ensino aprendizagem de geometria espacial. 2019. 88f. Dissertagao
(Mestrado em Ensino de Ciéncias e Matematica) — Universidade Federal de
Alagoas, Maceid, 2019.

SANTOS, A. M. A. dos. A Utilizacdo de Materiais Concretos para o ensino de
Geometria Plana e Espacial: um estudo de caso. 2015. 51f. Dissertacéo
(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) -
Universidade Federal do Vale do Sao Francisco, Campus Juazeiro - BA, 2015.

SANTOS, Robson Francisco dos.Solidos Geométricos: uma abordagem
historica, conceitual e aplicada sobre volumes. Séo Cristévao, SE: Universidade
Federal de Sergipe, Programa de Pés-Graduacdo em Ensino de Ciéncias e
Matematica, 2023. Disponivel em: https://ri.ufs.br/jspui/handle/riufs/18490. Acesso
em: 07 jun. 2025.

SANTOS, R. A. dos. Ensino de pirdmides no Ensino Médio: uma sequéncia
didatica apoiada na teoria de registro de representacdo semidtica. 2021. 175
paginas. Dissertacdo (Mestrado em ensino de matematica) — Universidade
Tecnoldgica Federal do Parand, Londrina, 2021.

SILVA, Vitor Vasconcelos; PEREIRA, Cinthia Cunha Maradei; ALVES, Fabio José
daCosta. APRENDIZAGEM MATEMATICA POR MEIO DA UTILIZACAO DO
GEOGEBRA: Calculadora para o Volume da Esfera. 2023. 30f.Produto Educacional
de Tecnologia de Informética no Ensino de Matematica do Programa de Mestrado
Profissional em Ensino de Matematica da Universidade do Estado do Para,
(PPGEM/UEPA), 2023. ISBN: 978-65-84998-40-7.
https://educapes.capes.gov.br/bitstream/capes/739119/1/Vitor%20Vasconcelos%20L
ivro.pdf. Acesso em: 07 junho. 2025.

SILVA, Henrique José Cavalcante Chagas da.Descobrindo a Geometria Esférica
com Anselmo.2024. 91f.Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matemética em
Rede Nacional — PROFMAT) - Universidade Federal da Paraiba, Centro de Ciéncias
Exatas e da Natureza, PB, 2024.Disponivel em:
https://repositorio.ufpb.br/jspui/bitstream/123456789/32927/1/HenriqueJos%C3%A9
CavalcanteChagasDaSilva_Dissert.pdf. Acesso em: 07 junho. 2025.

SILVA, Paulo Henrique Firmino da.Realidade aumentada na perspectiva da
metodologia de gamificacdo para o aprendizado de volume de solidos
geomeétricos. 2023. 115f. Dissertacédo (Programa de Pos-Graduacdo em Ensino de
Ciéncias e Matematica)- Universidade Federal de Alagoas, Centro de Educacao,
2023. Disponivel em: https://cedu.ufal.br/pt-br/pos-graduacao/mestrado-em-ensino-
de-ciencias-e-matematica/documentos/dissertacoes-defendidas-1/2021-
2024/2023/dissertacao.pdf/view. Acesso em: 07 jun. 2025.

SOARES, E. B. da S.. SALA DE AULA INVERTIDA NO ENSINO DE GEOMETRIA:
Contributos para praticas de educacao ambiental. 2022. 184f. Dissertacdo (CURSO



146

DE MESTRADO ACADEMICO EM ENSINO — CMAE) - Universidade do Estado do
Rio Grande do Norte, RN, 2022.

SOARES, F. R.. As contribuicdes da realidade aumentada mediada pela
metodologia sequéncia fedathi para a aprendizagem de geometria espacial.
2022. 236f. Dissertacdo (Mestrado em Tecnologia Educacional) — Instituto
Universidade Virtual, Universidade Federal do Ceard, Fortaleza (CE), 2022.



147

9. ANEXO - Oficio que regulamenta a pesquisa

> ,’q
Civaoior Ll Sxthaunl =

1 #5747 (1,05.95)

UNIVERSIDADE DO ESTADO DO PARA \ s

CENTRO DE CIENCIAS SOCIAIS E EDUCAGAO R
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENSINO DE MATEMATICA * -~

MESTRADO PROFISSIONAL EM ENSINO DE MATEMATICA

OFICIO N° 33/2025 - PPGEM Belém (PA), 28 de Maio de 2025

Senhora Diretora,

Cumprimentamos V. 8", e na oportunidade apresentamos o Prof. VITOR
VASCONCELOS SILVA que ¢ aluno regularmente matriculado no Programa de Pés-
Graduaciioem Ensino de Matemitica - Mestrado Profissional em Ensino de Matemitica
do Centro de Ciéncias Sociais ¢ Educagfio da Universidade do Estado do Pard. O motivo da
apresentagiio ¢ a necessidade de consultar V. §*. sobre a possibilidade de permitir o mesmo
em aplicar junto aos alunos da escola sob sua diregdio seu experimento de Pesquisa que tem
como objetivo analisar o “AREA E VOLUME DE UMA ESFERA: Experimentagiio
Matemitica com Recursos Tangiveis e Digitais™ por meio de atividades que fazem parte do
desenvolvimentode uma atividade do referido Programa de Pés-Graduag#io.

Certos de contarmos com sua colaborag¢fio, agradecemos desde jé,

Altenciosamente,

[2,/0/[/\/-3 Je =7

Prof. Dr. Pedro Franco de Sa
Coordenador do PPGEM/CCSE/UEPA
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MESTRADO PROFISSIONAL EM ENSINO DE MATEMATICA/CCSE/UEPA
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10. APENDICE - Termos de Consentimento/Aceite dos Alunos

UNIVERSIDADE DO ESTADO DO PARA
CENTRO DE CIENCIAS SOCIAIS E EDUCACAO )
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E INFORMATICA
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM ENSINO DA
MATEMATICA

TERMO DE AUTORIZAGAO

Eu, ocupante do cargo
de diregédo geral da , autorizo a realizagao
da pesquisa cientifica intitulada “AREA E VOLUME DE UMA ESFERA:
Experimentagdo Matematica com Recursos Tangiveis e Digitais”, no ambito do
Programa de Pé6s-Graduagdo em Ensino de Matematica (PPGEM), da
Universidade do Estado do Para - UEPA, sob a responsabilidade do pesquisador
Prof. Mestrando Vitor Vasconcelos Silva, orientado pelo pesquisador Prof. Dr.
Fabio José da Costa Alves.

Afirmo que fui devidamente orientada sobre a finalidade e o objetivo
da pesquisa, bem como sobre utilizagdo dos dados, exclusivamente para fins
cientificos, e sua divulgagéo posterior, sendo que meu nome, o dos professores
e dos alunos envolvidos na presente pesquisa serdo mantidos de acorda com os
padroes profissionais de sigilo, com a utilizagdo de nomes ficticios para a
apresentagao dos dados coletados.

Caso necessario, a qualquer momento poderei revogar este termo de
autorizagdo, se comprovada atitudes que causem prejuizo a instituigdo ou que
comprometam o sigilo dos dados dos participantes desta pesquisa.

Estou ainda devidamente informada de que em qualquer etapa do
estudo, poderei ter acesso ao pesquisador responsavel, Vitor Vasconcelos Silva

elo fone (91 98742-7412). e também pode ser encontrado no enderego
Cidade de Belém, Estado

do Para. Tomo ciéncia de que poderei entrar em contato com a Coordenagao do
Mestrado Profissional em Ensino de Matematica (PPGEM) do Centro de
Ciéncias Sociais e Educagdo (CCSE) da Universidade do Estado do Para
(UEPA): Tv. Djalma Dutra s/n, Telégrafo. Belém-Para- CEP: 66113-010; fone:
4009-9542.

Assim, tenho sido informada dos objetivos de maneira clara e
detalhada, autorizo a utilizagao e divulgagéo dos dados pelo fato de a pesquisa
ter sido desenvolvida na EEEFM

Belém-Pa, QQ de junho de 2025.

Assinatura da Diretora Escolar

Assinatura do Professor da turma



CENTRO DE CIENCIAS SOCIAIS E EDUCAGCAO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E INFORMATICA
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM ENSINO DA
MATEMATICA
TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO- TCLE

Senhor(a) responsavel, vocé esta sendo consultado sobre a possibilidade de
seu/sua filho (a), participar de um experimento de ensino que tem como objetivo
realizar um diagnéstico sobre o ensino de Matematica em sala de aula, sob a
responsabilidade do Prof. Mestrando Vitor Vasconcelos Silva sob orientagao
do Prof. Dr. Fabio José da Costa Alves, vinculados ao Programa de Mestrado
Profissional em Ensino da Matematica, da Universidade do Estado do Para.

Com esse trabalho de pesquisa estamos buscando investigar como uma
Atividade Experimental pode ajudar no ensino e aprendizagem do Calculo da
Area e do Volume de uma Esfera contetido referente ao terceiro ano do Ensino
Médio. A participagdao do(a) estudante(a) consistirda em responder questoes
referente a atividade didatica que envolve raciocinio l6gico e habilidade com
Apps para verificagdo de conhecimentos sobre o assunto. As informagdes
produzidas para pesquisa terdo o anonimato dos estudantes garantido.

Os resultados da pesquisa poderdo ser publicados e mesmo assim a
identidade do aluno (a) sera preservada. Vocé e o(a) estudante(a) nao terdo
gastos ou ganho financeiro por participar desta pesquisa. Os beneficios serdo
de natureza académica, gerando um estudo cientifico dos resultados obtidos
com a intengdo de melhorias para o ensino de matematica nas escolas
publicas. Vocé é livre para decidir se o estudante participara da pesquisa sem
nenhum prejuizo ou coagéo.

Qualquer dlvida a respeito da pesquisa, vocé podera entrar em contato
com o pesquisador Prof. Vitor (91)98742-7412) ou com a Coordenagao do
Mestrado Profissional em Ensino de Matematica (PMPEM) do Centro de
Ciéncias Sociais e Educacdo (CCSE) da Universidade do Estado do Para
(UEPA) — fone: 4009-9542, Tv. Djalma Dutra s/n.Telégrafo. Belém-Para- CEP:
66113-010.

Belém-Pa, 02 de junho de 2025.

Assinatura do pesquisador

Eu (responsavel),

autorizo meu (minha) filho(a) a

participar do projeto citado acima, voluntariamente, apés ter sido devidamente
esclarecido.

Assihatura do responsavel
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Vocé estd sendo consultado sobre a possibilidade de participar de um
experimento de ensino que tem como objetivo realizar um diagnéstico sobre o
ensino de Matematica em sala de aula, sob a responsabilidade do Prof.
Mestrando Vitor Vasconcelos Silva sob orientagdo do Prof. Dr. Fabio José
da Costa Alves, vinculados ao Programa de Mestrado Profissional em Ensino
da Matematica, da Universidade do Estado do Para.

Com esse trabalho de pesquisa estamos buscando investigar como uma
Atividade Experimental pode ajudar no ensino e aprendizagem da
matematica no terceiro ano do Ensino Médio. Sua participagdo consistira em
responder questdes referente a atividade didatica que envolve raciocinio légico
e habilidade com Apps para verificagdo de conhecimentos sobre o assunto. As
informagdes produzidas para pesquisa terdao o anonimato garantido.

Os resultados da pesquisa poderdo ser publicados em revista cientificas
e mesmo assim sua identidade sera preservada. Vocé nao tera gastos ou ganhos
financeiros por participar desta pesquisa. Todos os beneficios serdo de natureza
académica, gerando um estudo cientifico dos resultados obtidos com a
intengéo de melhorias para o ensino de matematica nas escolas publicas. Vocé
¢ livre para decidir participara da pesquisa sem nenhum prejuizo ou coagao.

Qualquer duvida a respeito da pesquisa, vocé podera entrar em contato
com a Coordenagdo do Mestrado Profissional em Ensino de Matematica
(PMPEM) do Centro de Ciéncias Sociais e Educagdo (CCSE) da Universidade
do Estado do Para (UEPA) — fone: 4009-9542, Tv. Djalma Dutra s/n.Telégrafo.
Belém-Para- CEP: 66113-010.

Belém-Pa, 02 de junho de 2025.

Assinatura do pesquisador

Eu, aceito

participar do projeto citado acima, voluntariamente, apés ter sido aevidamente

esclarecido.
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