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Capitulo 1

Introducao para o Professor

1.1 Objetivo do Material

Este guia visa capacitar alunos do Ensino Médio (e Fundamental Il como revisédo) a
utilizarem o GeoGebra ndo apenas como ferramenta de desenho, mas como ambi-
ente de investigagdo mateméatica. A progressao das atividades segue uma légica de
complexidade crescente.

1.2 Metodologia de Polya

Cada atividade foi desenhada seguindo as 4 etapas de George Polya:
1. Compreensao: O que vamos construir?
2. Plano: Quais comandos utilizaremos?
3. Execucao: Digitar os comandos no GeoGebra.

4. Retrospecto: O que aprendemos com a figura criada?
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Capitulo 2

Modulo 1: Fundamentos de Geometria
Plana

Neste mddulo, aprenderemos os comandos basicos para criar estruturas geométricas
essenciais.

2.1 Pontos, Retas e Segmentos

Objetivo: Criar pontos fixos, tracar uma reta infinita e um segmento de reta limitado.

Comando GeoGebra

A=(1,1)

B = (4, 5)

DefinirComoFixo(A) ou DefinirFixar(A)
DefinirComoFixo(B) ou DefinirFixar(B)

r = Reta(A, B)

s = Segmento(A, B) ou s = SegmentoReta(A,B)
comp = Comprimento(s)
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© A=0D : =N | | | |
E 6
e @ B=(45) : B

& r: Reta(A, B) : 4

@

=—x{y=1

s = SegmentodeReta(A, B) i 2

= 5.6568542494924

comp = Comprimento(s)

= 5.6568542404024

=+ Entrada...

Figura 2.1: Construcao no GeoGebra

Atividade 2.1.1 (Exploragéo). 1. O que acontece se vocé tentar mover o ponto A
com o mouse?

2. Qual a diferenga visual entre o objeto r e o0 objeto s?

3. Altere as coordenadas de A para (0,0) e B para (3,4). Qual o novo valor de comp?

2.2 Retas Perpendiculares e Paralelas

Objetivo: Construir relagdes de perpendicularidade e paralelismo a partir de uma reta
base.

Comando GeoGebra

A=(0,0)

B=(5,0)

s = Reta(A, B)

C=(2,3)

p = Perpendicular(C, s) ou p = RetaPerpendicular(C, s)
D=(1,-2)

q = Paralela(D, s) ou q = Reta(D, s)

| = Interseccgao(p, s) ou | = Intersetar(p, s)

Observacao 2.2.1. O comando Perpendicular (P, s) cria uma reta que forma angulo
de 90°com s. O comando Paralela(P, s) cria uma reta que nunca cruzara s.
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® s: Reta(A, B) : N A 6 P
_:\?i: =y=0
@ O C¢=(23) 4
‘erramentas C
p: RetaPerpendicular(C,s) @ b
- ©
m = x=2 2
O D= (1,-2)
A | B
B o @ ®
oheds q: Reta(D, s) : 3 7 2 0 # 6
@
=y = -2
D
d 2 @
® | = Intersetar(p, s)
= (2, U)
-4
—+ Entrada...
-8

Figura 2.2: construgdo no GeoGebra

Desafio 2.2.1. Mecga o angulo formado entre a reta s e a reta p usando a ferramenta
Angulo do GeoGebra. O valor confirmado é 90 °?

Atividade 2.2.1 (Exploragdo). 1. Considere que vocé iniciou uma constru¢do com
os pontos A = (0,0) e B = (5,0) e a reta s = Reta(A, B). Para finalizar um
retangulo com altura 3, complete os comandos abaixo:

Comando GeoGebra

C=(0,3)
q= (C,s)
r= (B, s)

D = Interseccao(q, r)

.

Quais sdo as coordenadas do ponto D encontradas apds a execucdo desses
comandos?

2. Um estudante executou a seguinte sequéncia de comandos na Janela de Alge-

bra:
A=(1, D
B=(5, 1)
r = Reta(A, B)
p = Perpendicular(A, r)
c= (1, 5
t = Paralela(C, r)
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Com base na definicdo de que o comando Perpendicular(P, s) cria um angulo
de 90° e o comando Paralela(P, s) mantém a mesma inclinacdo da reta base,
a figura formada pelos vértices que se interceptam sera um:

a) Quadrado de lado 4.
b) Retangulo de base 5 e altura 1.
c) Tridngulo Isdsceles.
d) Trapézio Retangulo.
3. Deseja-se construir um quadrado de lado 2. Se a base foi definida pelos pontos

A = (2,2) e B = (4,2), e a reta suporte é s, explique a fungdo dos comandos
abaixo para garantir as propriedades do quadrado:

(a) Por que devemos usar Perpendicular(4, s) em vez de apenas criar um
ponto aleatdrio para a altura?

(b) Se utilizarmos o comando Paralela(D, s) para criar o topo do quadrado,
como garantimos que a distancia entre as retas paralelas seja exatamente
2 unidades?

Observacao 2.2.2. O uso correto dos comandos Perpendicular € Paralela € funda-
mental para que a figura geométrica nao se deforme ao arrastar os pontos livres A ou
B no GeoGebra.

2.3 Poligonos (Triangulo e Quadrado)

Objetivo: Construir poligonos livres e regulares.

Comando GeoGebra

A =(0,0)
B=(4,0)
C=(2,3)
tri = Poligono(A, B, C)
D = (6, 0)
E=(90)

quad = PoligonoRegular(D, E, 4)
areaTri = Area(tri)
areaQuad = Area(quad)
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O A=(0

B=1(40

C=1(23)

®

tri = Poligono(A. B, C)

=6
D = (5, 0)
E=(9,0)

quad = Poligono(D, E, 4}

@ o @ 0 ©

=9

areaTri = Area(tri)

=6

areaQuad = Area(quad)

GenGebra  Calculadora Suite

Ll

AJ Calculadora Gréafica ~

*

-2

Figura 2.3: construcdo no GeoGebra

Atividade 2.3.1 (Investigacéo).
muda? Por que?

1. Mova o ponto C do tridngulo. A area areaTri

2. Mova o ponto E do quadrado. O tamanho do quadrado muda? O formato per-

manece quadrado?

3. Quantos lados tem o poligono criado por PoligonoRegular (D, E, 5)7? (Teste no

GeoGebra).
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Capitulo 3

Modulo 2: Introducao a Trigonometria

Agora que dominamos os comandos basicos, aplicaremos isso ao estudo do circulo e
angulos.

3.1 O Circulo Unitario

Obijetivo: Construir a base para o ciclo trigonométrico.

Comando GeoGebra

O =(0,0)
DefinirComoFixo(O)
¢ = Circulo(O, 1)
A=(1,0)
B=(0,1)
C=(-1,0)

D= (0, -1)

eixoX = Reta(A, C)
eixoY = Reta(B, D)

11
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= GenGebra Calculadora Suite ( /A Calculadora Grdfica  ~
© o=(@0 ; - eixoY

Ngetra ¢: Circunferéncia(0. 1)
=xy=1
A=(1,0)

_m B=(0,1)
C=(10

D= ({0, -1)

eixoX: Reta(A, C)

m
@ O ©0 0 0 e

=y=10 -2 =18 1 -05 05

eixoY: RetalB, D)

=x=0

+ Entrada...

Figura 3.1: Construcao no GeoGebra

Alinhamento BNCC

Esta construcdo prepara o terreno para a habilidade EM13MAT303, relacionando
o ciclo com fungdes.

Atividade 3.1.1 (Construindo Circulos). 1. Construa um circulo de raio r = 4 com
centro no ponto (0,0).

2. Construa um circulo de raio r = 1 com centro no ponto (2, —3).

3. Construa um circulo de raio r = 3 com centro no ponto (—4,2).

3.2 Medindo Angulos

Objetivo: Utilizar o comando angulo para medir aberturas a partir de um ponto vincu-
lado a uma construgao anterior.

Comando GeoGebra

P = Ponto(c)
r = Segmento(O,P) ou r = SegmentoReta(O,P)
Ang = Angulo(A, O, P)

12



Geometria e Trigonometria Material de Aula - GeoGebra

= GepGebra Calculadora Suite ( /A Calculadora Gréfica ~

H exoY
O P = Pontelc) : L
8 = (L1 ®
& ® Ang = Angulo(A. O.F) B
= 55°
i r = SegmentodeReta(Q.P) § €
@
=1
E
-12 14
aixoX
=

Figura 3.2: Construcao no GeoGebra

Observacao 3.2.1. O comando Ponto(c) restringe o movimento de P a linha da cir-
cunferéncia do circulo c¢. Ao arrastar P, o valor de « sera atualizado automaticamente
na Janela de Algebra.

Atividade 3.2.1 (Explorando Angulos e Posicdes). 1. Mova o ponto P sobre o cir-
culo ¢ até que o angulo o« marque aproximadamente 90°. Qual é a posicdo do
ponto P em relagdo ao centro O e ao ponto de referéncia A?

2. Desloque o ponto P no sentido anti-horario até que o dngulo « atinja 180°. Onde
o ponto P esta localizado em relagdo ao ponto inicial A? Descreva essa posicao
como "oposta”, "coincidente"ou "perpendicular”.

3. Ajuste a posigcao de P para que o angulo marque aproximadamente 270°. Consi-
derando o circulo ¢ centrado na origem (0,0) e o ponto A em (4,0), quais seriam
as coordenadas aproximadas de P neste momento?

13
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Capitulo 4

Modulo 3: Trigonometria Avancada

Neste modulo, implementamos as construgdes principais da dissertacao de mestrado.

4.1 Radianos e Comprimento de Arco

Objetivo: Visualizar que 1 radiano € o arco de comprimento igual ao raio.

Comando GeoGebra

A= (0, 0

B = (2pi, 0)

regua = Segmento(A, B)

M = Ponto(regua)

X = x(M)

0= (0, 1)

¢ = Circulo(0, 1)

Ang = 180°/pi * X

P = Girar((1,1), ang, 0) ou P = Rotagdo((1,1), ang, 0) ou
segAM = Segmento(A, M)

arcoAP = ArcoCircular(0, (1,1), P)
DefinirCor(segAM, "Vermelho")
DefinirCor (arcoAP, "Vermelho")

15
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= GeoGebra Calculadora Suite ( i/ Calculadora Grifica ~ <
= 628 —

M = Ponto(regua)

= (323,0) ®

arcoAP

X = x(M)

-— =323
@ o=@

& Circunferéncia{0. 1)

2y 1p=1

_ 18y X

A
ng =

= 185.35°

P = Rotag3o((1. 1), Ang.O H K T i
Q tasol(L. 1], Ang.0) segAM

= (-1,001)

segAM = SegmentodeReta(A, M) i

= 323

arcoAP: ArcoCircular(0, (1, 1),P) §

= 323

Figura 4.1: Constru¢do no GeoGebra

Atividade 4.1.1 (Verificagdo). 1. Mova M até que X = 1. Compare o tamanho do
segmento vermelho reto com o arco vermelho curvo.

2. Qual o valor de X quando P completa meia volta (18097

4.2 Linhas Trigonométricas (Seno e Cosseno)

Objetivo: Projetar o ponto do ciclo nos eixos para encontrar seno e cosseno.

Comando GeoGebra

a = ControleDeslizante(0, 2pi, 0.05) ou a = Seletor(0, 2pi, 0.05)
O0=(0,0)

A=(1,0)

P = Girar(A, a * 180°/ pi, O) ou P = Rotacao(A, a * 180°/ pi, O)
perpX = Perpendicular(P, EixoX) ou perpX = Perpendicular(P, y=0)
Xp = Interseccao(EixoX, perpX) ou Xp = Intersetar(EixoX, perpX) ou
Cos = Segmento(O, Xp)

DefinirCor(Cos, Vermelho)

paralX = Paralela(P, eixoX)

Yp = Interseccao(paralX, eixoY) ou Yp = Intersetar(paralX, eixoY)
Sen = Segmento(O, Yp)

DefinirCor(Sen, azul)

Texto("cos ="+ x(Xp))

Texto("sen = "+ y(Yp))

16
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a=07 : )
@
0 -@ 6.2831853071796 () cos=0.76
15
0=(0.0) : _
© sen=0.64
@ A=(0) :
;
P P = Rota;ﬁo(A, 180° a,O) ; Yo P
w
05
= (0.76, 0.64
( ) Sen
® perpX: RetaPerpendicular(P, EixoX) o X, A
= x =076 -1 -0.5 0 Cos 1 15 2
Xe = Intersetar(EixoX, perpX)
-05
= (0.76, 0)
Cos = SegmentodeReta(Q, Xp) :
® - =07
= 076 a@- -
o

Figura 4.2: Construgéo no GeoGebra

Atividade 4.2.1 (Projecdes, Seno e Cosseno). 1. No GeoGebra, o ciclo trigonomé-

trico é um circulo unitario. Digite na entrada a equacao da circunferéncia cen-
trada na origem (0,0) com raio 1. Qual é a forma algébrica dessa equagéo e
como ela garante que a distancia do ponto P até a origem seja sempre cons-
tante?

2. Ao mover o ponto P sobre o ciclo, observamos que ele projeta um segmento

no eixo horizontal (vermelho) e outro no eixo vertical (azul). Qual desses eixos
representa geometricamente o valor do cosseno do angulo a? Justifique sua
resposta observando a coordenada x do ponto Xp.

Sabendo que o raio do ciclo é 1, explique por que podemos afirmar que a or-
denada (altura) do ponto P no eixo y corresponde ao valor do sen(a). O que
acontece com o comprimento do segmento azul quando o angulo a atinge 90°
(r/2 rad)?

Desloque o controle deslizante até que o ponto P esteja no segundo quadrante
(entre 90° e 180°).

* O segmento vermelho (cosseno) esta posicionado sobre a parte positiva ou
negativa do eixo x?

» O que isso indica sobre o sinal do cosseno e do seno para angulos nesse
quadrante?

Observacao 4.2.1. Note que as coordenadas do ponto P sdo dadas por (cos(a), sin(a)).
A projecao ortogonal de P sobre os eixos permite visualizar essas grandezas como
comprimentos de segmentos orientados: o segmento vermelho representa o cos-
Seno no eixo z, € 0 azul representa 0 seno no eixo y.

17
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Capitulo 5

Exercicios de Fixacao

Atividades Praticas de Geometria e Trigonometria

« Nivel Basico
1. Construa um tridngulo equildtero usando PoligonoRegular. Qual o comando ne-
cessario?
2. Trace uma reta perpendicular a y = 22 passando pela origem.
3. Meca a distancia entre (0,0) e (3,4).

 Nivel Avancado
1. Construa um angulo de 750° e encontre sua primeira determinagéo positiva usando
comandos.

2. Demonstre visualmente que sin?(z) + cos?(z) = 1 medindo os segmentos da Ativi-
dade 3.2.

3. Crie um controle deslizante que faga o ponto P girar automaticamente (Animagao).

19
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Capitulo 6

Consideracoes Finais para o Docente

6.1 Gestao de Sala de Aula

 Laboratério de Informatica: Ideal para que cada aluno ou dupla construa sua
propria figura.

» Sala Comum: Use um projetor para construir coletivamente, pedindo que os
alunos ditem os comandos.

* Celulares: O aplicativo GeoGebra funciona bem em smartphones para visuali-
zacgao.

6.2 Avaliacao

Sugere-se avaliar ndo apenas o produto final (a construgdo), mas o processo:
» Capacidade de digitar os comandos corretamente.
+ Participagcao na exploracao das perguntas da atividade.

* Relato escrito sobre o que foi aprendido com a visualizagao dinamica.

21
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Capitulo 7
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