JHIVERSIDADE FEDERAL RURAL
D03 R0 IOE JAMNEIRDY

Explorando conceitos de (
Calculo |

Uma oficina baseada em modelagem
matematica de fen6menos fisicos a partlr e
de apll_iatlv itais :

*l_rq'""'\r‘i.-

. ‘a\w’
hk\-\‘:‘-\\ik !~

11'4. "l. LRt
L



Apresentacao

Apresentamos aqui a oficina “Explorando conceitos de Calculo”, concebida
como produto educacional no ambito do Programa de Pés-Graduacdo em
Educacdo em Ciéncias e Matematica (PPGEDUCIMAT) da Universidade Federal
Rural do Rio de Janeiro (UFRR)).

Este material constitui um produto educacional desenvolvido no ambito de
uma pesquisa de dissertacao vinculada ao PPGEDUCIMAT da UFRRJ. A pesquisa
teve como objetivo promover a compreensao de conceitos fundamentais do
calculo infinitesimal por meio de uma abordagem exploratéria, investigativa e
mediada por tecnologias digitais.

A proposta fundamenta-se nos pressupostos da Educacao Matematica Critica,
da Teoria dos Campos Conceituais e da Modelagem Matematica, articulando o
uso de aplicativos digitais interativos desenvolvidos na plataforma Geogebra
com atividades investigativas. Busca-se, assim, favorecer a construcao de
significados para conceitos como limites, derivadas e integrais, superando
abordagens centradas exclusivamente na aplicacao mecanica de técnicas.

A pesquisa investigou de que forma uma oficina estruturada a partir desses
referenciais pode contribuir para o desenvolvimento de uma compreensao mais
ampla, articulada e critica dos conceitos de calculo, promovendo o
protagonismo dos estudantes no processo de aprendizagem.

Neste material, vocé encontrara a descricao da oficina, organizada em
momentos interdependentes, bem como atividades que podem ser aplicadas
em sala de aula ou em outros contextos educativos. As propostas apresentadas
visam estimular a exploracdo, a problematizacao e a reflexao, contribuindo
para uma aprendizagem mais significativa.

Espera-se que este material possa servir de apoio e inspiracdao para professores
e estudantes, favorecendo praticas pedagdgicas que integrem tecnologia,
investigacao e criticidade no ensino de matematica.

Desejo a todos e todas uma excelente experiéncia de aprendizagem.
Kremmellin Barbosa dos Santos
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O1. Introducao

O ensino de calculo diferencial e integral tem sido historicamente
marcado por abordagens centradas na aplicacao de técnicas e na manipulacao
algébrica, o que, frequentemente, dificulta a compreensao conceitual por parte
dos estudantes. Conceitos fundamentais como limite, derivada e integral sao,
muitas vezes, apresentados de forma descontextualizada e pouco articulada, o
que contribui para a construcao de conhecimentos fragmentados e de dificil
aplicacao em diferentes situacoes.

Diante desse cenario, torna-se necessario desenvolver propostas
pedagdgicas que favorecam a construcdo de significados, a articulacao entre
diferentes representacbes matematicas e o engajamento ativo dos estudantes
no processo de aprendizagem. Nesse contexto, propomos que o uso de
tecnologias digitais, aliado a abordagens investigativas, pode se apresentar
como uma alternativa promissora para promover uma aprendizagem mais
dinamica, interativa e significativa.

E nesse sentido que se insere o presente trabalho, que tem como objetivo
desenvolver e analisar a oficina, concebida como um produto educacional
voltado a estudantes do ensino superior. A proposta fundamenta-se na
utilizacdo de aplicativos interativos desenvolvidos na plataforma Geogebra,
associados a atividades exploratorias e investigativas que buscam promover a
problematizacao e a reflexao sobre os conceitos abordados.

A oficina esta estruturada em trés momentos interdependentes: o
primeiro é voltado a exploracao de limites e derivadas, o segundo é dedicado a
construcdao do conceito de integral e o terceiro se concentra na aplicacao
integrada desses conceitos em situacdes contextualizadas, por meio de
atividades de modelagem matematica. Essa organizacao busca favorecer a
compreensao progressiva dos conceitos, bem como sua articulacio em
diferentes contextos.

A fundamentacdo tedrica que sustenta a proposta articula a Teoria dos
Campos Conceituais, de Gérard Vergnaud, a Educacao Matematica Critica, de
Ole Skovsmose, e a Modelagem Matematica, compreendida como uma



abordagem que integra teoria e pratica e valoriza o papel ativo do estudante na
construcao do conhecimento. Essa articulacio permite compreender a
aprendizagem como um processo dinamico e socialmente relevante.

Esperamos que a oficina contribua para a construcio de uma
compreensao mais ampla, articulada e critica dos conceitos de calculo
infinitesimal, promovendo ndo apenas o dominio técnico, mas também o
desenvolvimento de uma postura investigativa e reflexiva diante da matematica.

02. Referencial Teorico

A proposta da oficina fundamenta-se na articulacao entre a Modelagem
Matematica, a Teoria dos Campos Conceituais (TCC) e a Educacao Matematica
Critica (EMC), constituindo uma abordagem que integra construcao conceitual,
investigacao e reflexdo critica no processo de ensino e aprendizagem.

A modelagem matematica é compreendida como o processo de
transformacao de situacdes da realidade em problemas matematicos, cujas
solucdes devem ser interpretadas no contexto original (Bassanezi, 2002). Nessa
perspectiva, o ensino de matematica deixa de se restringir a aplicacao de
técnicas e passa a envolver a investigacdo de fendmenos, favorecendo a
construcdao de significados. Conforme destacam Biembengut e Hein (2000),
essa abordagem contribui para tornar a aprendizagem mais significativa, ao
possibilitar que os estudantes estabelecam relacbes entre o0s conceitos
matematicos e situacdes relevantes. No contexto da oficina, a modelagem
orienta a organizacao das atividades, nas quais os conceitos de calculo
emergem da analise de situacdes que envolvem variacao e acumulacao, muitas
vezes associadas a fendmenos que podem ser explorados por meio de
aplicativos digitais.

A utilizacdo desses aplicativos amplia as possibilidades da modelagem,
permitindo a simulacao de fendmenos fisicos, a manipulacao de variaveis e a
visualizacdo dinamica de diferentes representacoes matematicas. Nesse
sentido, conforme argumentam Borba e Penteado (2010), as tecnologias
digitais ndo apenas auxiliam o ensino, mas reorganizam as formas de pensar e
produzir conhecimento matematico. Assim, os estudantes sdo incentivados a



formular hipéteses, testar relacdes e interpretar resultados, aproximando-se de
praticas investigativas caracteristicas da producdao do conhecimento cientifico.

Essa perspectiva articula-se diretamente com a TCC, proposta por
Vergnaud (2012), que compreende a aprendizagem como um processo que
envolve a mobilizacdo de esquemas, conceitos em acao e teoremas em acao em
diferentes situacdoes. Na oficina, os conceitos de calculo (limite, derivada e
integral) sao explorados em multiplos contextos, favorecendo a construcao
progressiva de significados. Os aplicativos digitais desempenham um papel
central nesse processo, ao possibilitar a integracao entre representacdes
graficas, simbédlicas e numéricas, o que contribui para a formacdo de
invariantes operatorios e para a consolidacao dos conceitos.

Além disso, a proposta busca trabalhar esses conceitos como parte de
um mesmo campo conceitual, promovendo a articulacao entre ideias de
variacao, acumulacdo e representacdao. Estudos como os de Lima e Santos
(2015) indicam que muitas dificuldades no ensino de calculo estao relacionadas
a fragmentacdo desses conceitos, reforcando a importancia de abordagens que
priorizem sua integracao. Nesse sentido, a diversidade de situacdes propostas
na oficina, aliada ao uso de representacdoes multiplas, contribui para o
desenvolvimento de esquemas mais consistentes e flexiveis.

Paralelamente, a EMC, proposta por Skovsmose (2001), amplia essa
discussdao ao enfatizar a necessidade de promover uma aprendizagem que
envolva reflexao, problematizacio e compreensao do papel social da
matematica. Na oficina, essa perspectiva se concretiza na criacdo de cenarios
de investigacao, nos quais os estudantes sao convidados a explorar, questionar
e interpretar os conceitos matematicos trabalhados, indo aléem da simples
aplicacao de procedimentos.

Defendemos que o uso de aplicativos digitais potencializa esses cenarios
investigativos, ao permitir a experimentacao e a analise de diferentes situacoes
em tempo real, favorecendo a construcdao de argumentos e a reflexao sobre os
resultados obtidos. Conforme discutem Bairral (2017) e Borba e Penteado
(2010), as tecnologias digitais ampliam as possibilidades de interacao e
colaboracao, contribuindo para a construcao coletiva do conhecimento.



A articulacdo entre os trés referenciais tedricos constitui um elemento
central da proposta da presente oficina. Enquanto a modelagem fornece o
contexto e orienta a investigacao, a TCC contribui para a compreensao dos
processos de construcdao conceitual e a EMC amplia o olhar para a dimensao
critica e reflexiva da aprendizagem. Integradas ao uso de aplicativos digitais,
essas abordagens favorecem uma aprendizagem mais significativa, na qual os
estudantes nao apenas desenvolvem competéncias matematicas, mas também
constroem uma compreensao mais ampla, articulada e critica dos conceitos de
calculo.

03. Aplicativos digitais da oficina

A seguir, apresenta-se a organizacao dos aplicativos que compdem a
oficina desenvolvida nesta pesquisa.

Aplicativo 1: Visualizacao dinamica de limites

O primeiro aplicativo permite a visualizacdao dinamica do comportamento
de uma funcdo a medida que x se aproxima de um determinado valor,
favorecendo a compreensdo intuitiva do conceito de limite. A manipulacao
interativa dos valores de x possibilita ao estudante observar o comportamento
de f(x), promovendo a construcao do conceito em acdo de aproximacdo e o
desenvolvimento de invariantes operatorios associados a ideia de “tender a’.
Além disso, o aplicativo cria um cenario investigativo que problematiza o
significado do limite, incentivando a reflexao sobre o comportamento da
funcao para além da definicio formal, em consonancia com uma perspectiva
mais interpretativa e exploratéria do conceito.



Figura 1 - Visualizacao dinamica de limites com o aplicativo 1

Fonte: Autor

Aplicativo 2: Explorando a derivada

O segundo aplicativo auxilia na construcdao do conceito de derivada a
partir de sua definicao como limite, permitindo a manipulacao do parametro h
(conforme ilustra a Figura 2), que tende a zero, por meio de um controle
deslizante. Essa interacao possibilita a visualizacao da transicao da reta secante
para a reta tangente, tornando perceptivel o processo de variacao associado a
derivada. O recurso favorece a articulacao entre representacdoes graficas e
simbolicas, contribuindo para a compreensao do conceito como taxa de
variacao e nao apenas do procedimento algoritmico. Além disso, o ambiente
investigativo estimula a interpretacao do significado geométrico da tangente
em diferentes funcbes, promovendo uma compreensdao mais conceitual e
reflexiva do calculo diferencial.



Figura 2 - Explorando a derivada: da secante a tangente com o aplicativo 2
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Fonte: Autor

Aplicativo 3: Derivabilidade

O aplicativo aprofunda o conceito de derivada ao possibilitar a analise da
derivabilidade de funcdoes em diferentes contextos, por meio da insercao livre
de funcbes e da visualizacdo instantanea de seus graficos. O recurso permite
investigar a existéncia ou nao de reta tangente em pontos criticos,
especialmente em situacdes com descontinuidades, quinas ou saltos. Essa
exploracao favorece a compreensao das condicoes de derivabilidade e evidencia
os limites de aplicacao do conceito de derivada. A analise visual do
comportamento das funcdes, articulada a interpretacdes conceituais, contribui
para uma compreensao mais critica e fundamentada do calculo diferencial.



Figura 3 - Investigando a derivabilidade com o aplicativo 3
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Fonte: Autor

Aplicativo 4: Comportamento de funcodes

O aplicativo 4 explora simultaneamente a funcao, sua primeira derivada e
sua segunda derivada, permitindo a visualizacao integrada dessas trés
representacdes. Essa configuracao possibilita aos estudantes identificar
padroes de comportamento relacionados ao crescimento, decrescimento,
concavidade e pontos de inflexdao. A andlise conjunta dos graficos favorece a
compreensao das relacoes entre o sinal da derivada e o comportamento da
funcdao, bem como entre a segunda derivada e a concavidade. A interacdo com
o aplicativo promove a construcdao de generalizagdes a partir da observacao
dinamica das funcdes, aproximando o processo de praticas de modelagem
matematica baseadas em investigacdo, analise de padrdes e formulacdao de
conjecturas.



Figura 4 - Analisando o comportamento de funcées com o aplicativo 4
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Aplicativo 5: Somas de Riemann

Fonte: Autor

O aplicativo simula somas de Riemann, permitindo a aproximacao da
area sob uma curva por meio de somas inferiores e superiores de retangulos,
cujo refinamento é controlado pela variacio do nimero de subdivisdes. A
interacao com a ferramenta possibilita observar, de forma dinamica, como o
aumento dessas subdivisbes melhora a estimativa da area, evidenciando o
carater aproximativo do processo. Nesse contexto, a integral definida é
compreendida como o limite dessas somas, o que favorece a construcdao do
conceito em acao de aproximacao e a internalizacao da relacao entre erro e
refinamento. O ambiente investigativo estimula os estudantes a refletirem
sobre as limitacdes das aproximacdes finitas e a compreenderem o papel do
limite na formalizacdo da integral, promovendo a articulacio entre
representacdes visuais e numeéricas na construcao progressiva do conceito.
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Figura 5 - Aproximando areas com somas de Riemann no aplicativo 5

Fonte: Autor

Aplicativo 6: Teorema do Valor Médio

O aplicativo 6, sobre o Teorema do Valor Médio Integral, permite que os
estudantes manipulem funcbes continuas em um intervalo ja determinado e
visualizem a existéncia de um ponto ¢ no qual a funcdao assume um valor médio
representativo, equivalente a razao entre a area sob a curva e o comprimento
do intervalo. Ao variar a funcdao e o intervalo, torna-se possivel observar que
esse valor médio nao é arbitrario, mas resulta de uma relacdo geométrica
consistente entre area e altura constante equivalente. Essa interacdo favorece a
articulacao entre intuicao e formalizacdo, na medida em que os estudantes
podem experimentar, formular conjecturas e verificar propriedades antes da
enunciacao rigorosa do teorema. Assim, conceitos como area, média e integral
sao mobilizados de forma integrada, promovendo a construcao de significados
por meio de mdultiplas representacoes e estimulando a reflexdao sobre as
condicdes de validade das afirmacdes matematicas.



Figura 6 - Teorema do Valor Médio ilustrado no aplicativo 6
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Aplicativo 7: Teorema de Bolzano

O aplicativo 7, do Teorema de Bolzano, possibilita a manipulacao de
funcdes continuas que apresentam mudanca de sinal em um intervalo,
permitindo aos estudantes identificar visualmente pontos nos quais a funcao se
anula ao cruzar o eixo x. Essa visualizacao imediata favorece a compreensao
intuitiva da existéncia de raizes antes da formalizacao algébrica, articulando
experiéncias graficas com a formulacdo simbodlica do teorema. Ao transitar
entre diferentes representacdoes, os estudantes consolidam a ideia de
continuidade como condicao essencial para a existéncia de zeros da funcao,
mobilizando invariantes operatorios relacionados ao comportamento do sinal.
Além disso, o ambiente investigativo incentiva a reflexdo sobre a validade do
teorema em situacdes nas quais suas hipdteses ndo sao satisfeitas,
promovendo uma compreensao mais critica e contextualizada do resultado
matematico.
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Figura 7 - Teorema de Bolzano ilustrado no aplicativo 7
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Fonte: Autor

Aplicativo 8: Teorema de Lagrange

O aplicativo do Teorema de Lagrange permite explorar a relacao entre a
reta secante que liga os pontos extremos de um intervalo e as retas tangentes
em pontos intermediarios da funcao, possibilitando a identificacao de valores ¢
nos quais a inclinacao da tangente coincide com a inclinacao média da secante.
Por meio da manipulacdo dinamica das funcdes, os estudantes podem
visualizar esse ponto de equilibrio como uma propriedade geométrica das
funcdes derivaveis, anterior a formalizacdo algébrica do teorema. Essa
experiéncia reforca a compreensdo da derivada como taxa de variacao
instantanea e promove a articulacao entre representacoes graficas, numéricas e
simbdlicas, favorecendo a construcdao conceitual. Ao mesmo tempo, o ambiente
investigativo estimula a reflexao sobre as condicoes de continuidade e
derivabilidade necessarias ao teorema, ampliando a compreensao critica de sua
validade e significado.
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Figura 8 - Teorema de Lagrange ilustrado no aplicativo 8
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Aplicativo 9: Teorema de Rolle

O aplicativo do Teorema de Rolle permite que os estudantes explorem
funcdes derivaveis que assumem o mesmo valor nos extremos de um intervalo,
possibilitando a identificacdo de pontos nos quais a tangente é horizontal. Ao
manipular diferentes funcbes e intervalos, torna-se possivel observar que a
existéncia desses pontos decorre diretamente da combinacao entre
continuidade e derivabilidade, o que favorece a compreensdao do resultado
como uma propriedade estrutural das funcbdes, antes de sua formalizacao
simbolica. A experiéncia visual e interativa contribui para a internalizacao da
nocao de derivada como taxa de variacdo instantanea nula em pontos
especificos, promovendo a articulacio entre representacdoes graficas e
conceituais. Além disso, o ambiente investigativo incentiva a reflexao sobre a
necessidade das hipoteses do teorema, ao permitir que os estudantes analisem
0 que ocorre quando tais condicoes sao modificadas, ampliando a compreensao
critica e contextualizada do conceito.
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Figura 9 - Teorema de Rolle ilustrado no aplicativo 9
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Fonte: Autor

Aplicativo 10: Teorema Fundamental do Calculo

O aplicativo do Teorema Fundamental do Calculo permite explorar
interativamente a relacao entre a integral definida e a funcao primitiva, ao
possibilitar que os estudantes alterem funcdes e intervalos e observem como a
derivada da funcdao acumulada coincide com a funcao original ao longo do
dominio. Essa visualizacao dinamica do processo de acumulacao e de derivacao
favorece a compreensao da integracao e da diferenciacio como operacoes
inversas, articulando de forma progressiva o entendimento intuitivo e formal do
conceito. Nesse contexto, conceitos como area, integral, derivada e funcao
acumulativa sdao integrados na construcdao de significados multiplos,
sustentados pela articulacao de diferentes representacdes. Ao mesmo tempo, o
ambiente investigativo promove a reflexao sobre as condicdes de continuidade
necessarias ao teorema, incentivando uma compreensao mais critica e
fundamentada de sua validade e de seu papel na modelagem de fen6menos.
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Figura 10 - Teorema Fundamental do Calculo no aplicativo 10
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Aplicativo 11: Movimento de automovel

A atividade de modelagem com o movimento do automovel coloca os
estudantes diante de uma situacdo dinamica em que posicao, velocidade e
tempo sdo relacionados por funcdes que descrevem o deslocamento ao longo
do intervalo observado. A analise do movimento em intervalos cada vez
menores conduz a interpretacao da variacdo da posicio como uma
aproximacao local, introduzindo o conceito de diferencial como ferramenta
para descrever variacoes instantaneas. Nesse contexto, o diferencial emerge
como um conceito em acao associado a ideia de aproximacao do movimento,
permitindo compreender que, para pequenos intervalos de tempo, o
deslocamento pode ser aproximado por ds = v(t) dt. Essa abordagem favorece a
articulacao entre o fendmeno fisico e sua representacio matematica,
promovendo a transicao do raciocinio baseado em médias para um raciocinio
infinitesimal, sustentado pela mobilizacdo de diferentes representacdoes e
esquemas operatérios no processo de modelagem.
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Figura 11 - Analise do movimento de um automével no aplicativo 11
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Aplicativo 12: Diferencial na taxa de deslocamento

O aplicativo apresenta o conceito de diferencial de forma explicita
durante a simulacao do movimento de um automovel, permitindo acompanhar
em tempo real como pequenas variacbes no tempo produzem variacoes
correspondentes na posicao e na velocidade. Ao exibir simultaneamente os
valores ds, o ambiente favorece a compreensdao do diferencial como
representacdo de variacOes infinitesimais associadas a taxa de variacao
instantanea, inserida no contexto da modelagem de movimentos continuos.
Essa visualizacdo dinamica contribui para que o conceito deixe de ser visto
apenas como formalismo algébrico, passando a ser interpretado como
ferramenta para descrever processos de mudanca. A articulacdo entre
representacdes graficas, simbolicas e fisicas possibilita a construcao de
significados mais integrados, ao mesmo tempo em que estimula a reflexao
sobre o carater aproximativo dos modelos matematicos e seu papel na
interpretacao de fen6menos reais idealizados.
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Figura 12 - Andlise do diferencial na taxa de deslocamento ao longo do tempo no aplicativo 12
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Fonte: Autor

Aplicativo 13: Visualizacao dinamica de limites

O aplicativo 13 permite a visualizacao simultanea das variacdes de ds e
dt associadas ao movimento do automovel, evidenciando graficamente a
relacdo entre essas grandezas no contexto de um processo continuo de
variacao. Ao acompanhar essa dinamica, os estudantes observam como
pequenas variacdes no tempo correspondem a variacdes proporcionais no
deslocamento, reforcando a interpretacio de ds/dt como velocidade
instantanea. Essa abordagem amplia a compreensao do diferencial como um
objeto matematico que articula grandezas fisicas para descrever o movimento,
indo além da manipulacao algébrica isolada. A integracao entre representacoes
graficas, simbolicas e fenomenoldgicas favorece a construcao de esquemas
operatérios mais consistentes, ao mesmo tempo em que promove a reflexao
sobre o carater local das aproximacoes diferenciais e seus limites de
interpretacao.

18



Figura 13 - Andlise grafica do diferencial utilizando eixo de coordenadas no aplicativo 13
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Aplicativo 14: Visualizacao dinamica de limites

O ultimo aplicativo amplia o conceito de diferencial ao permitir que os
estudantes criem funcdes livremente e observem, em tempo real, os
diferenciais associados a pontos especificos do grafico. Essa dinamica favorece
a generalizacdo do conceito para além do contexto do movimento, ao
evidenciar sua aplicacio em diferentes tipos de funcbes e situacoes
matematicas. A manipulacao simultanea de expressoes simbodlicas e
representacdes graficas permite reconhecer regularidades, como a relacao
entre a inclinacao da curva e a magnitude do diferencial. Com isso, ocorre uma
transicdo do contexto fisico para o matematico abstrato, ampliando o campo
conceitual dos estudantes e consolidando o diferencial como um conjunto de
invariantes operatorios ligados a variacao local. Ao mesmo tempo, o ambiente
estimula uma leitura critica dos modelos construidos, incentivando a reflexao
sobre seus significados e limites em diferentes contextos de aplicacao.
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Figura 14 - Analise grafica do diferencial no aplicativo 14
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04. Resultados

Os aplicativos digitais desenvolvidos na oficina revelam-se
como ambientes dinamicos de producao de significados, nos

guais o calculo infinitesimal deixa de ser um conjunto estatico
de procedimentos para se constituir como um campo vivo de
experimentacao, visualizacao e problematizacao conceitual.

A analise dos aplicativos desenvolvidos no Geogebra evidencia que eles
nao funcionam apenas como recursos auxiliares de visualizacdo, mas como
dispositivos didatico-epistemoldgicos, nos quais se articulam os principios da
modelagem matematica, da TCC e da EMC. Em conjunto, esses elementos
configuram ambientes de aprendizagem em que os conceitos do calculo sao
mobilizados, testados e ressignificados de forma dinamica.

Os aplicativos permitem observar uma progressao conceitual ao longo da
oficina, iniciando-se em niveis mais intuitivos e avancando para formas mais
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estruturadas e criticas de compreensado. Essa progressao pode ser interpretada,
em analogia aos “panoramas” propostos por Santos e Barbosa (2019), como
diferentes modos de realizacdo do calculo infinitesimal.

No caso do limite, os aplicativos favorecem um panorama intuitivo,
centrado na ideia de aproximacdao e comportamento dinamico das funcoes,
especialmente pela manipulacao direta de variaveis no Geogebra. Em seguida,
emerge um panorama estruturado, no qual a distincao entre valor da funcao e
valor do limite, bem como a analise de limites laterais, passa a ser visualmente
explorada e conceitualmente refinada.

Na derivada, os aplicativos intensificam a articulacdo entre registros
graficos e simbolicos, permitindo a transicao entre secantes e tangentes. Isso
configura um panorama variacional e geométrico, no qual a derivada é
compreendida como taxa de variacdo e comportamento local da funcdao. Em
etapas mais avancadas, especialmente nas relacdes entre primeira e segunda
derivada, observa-se um panorama analitico, no qual os estudantes passam a
interpretar crescimento, concavidade e comportamento global de funcoes.

No caso da integral, os aplicativos baseados em somas de Riemann
favorecem um panorama geométrico-acumulativo, no qual a integral é
compreendida como area sob a curva e soma de pequenas parcelas. A
manipulacao do numero de subdivisdes fortalece a compreensao do processo
de limite, ampliando a nocao de aproximacao sucessiva.

Quando os aplicativos passam a integrar teoremas fundamentais do
calculo, observa-se um avanco para um panorama estrutural, no qual limites,
derivadas e integrais sao articulados como partes de um sistema conceitual
coerente. Ja nos aplicativos contextualizados (como o movimento de um
automovel), emerge um panorama de modelagem, em que 0s conceitos deixam
de ser apenas objetos matematicos e passam a operar como ferramentas para
interpretar fendmenos reais.

De forma geral, os aplicativos também materializam fortemente a
perspectiva da TCC (Vergnaud, 2012), ao favorecer a mobilizacao de esquemas
de acdo, conceitos em acao e teoremas em acao em diferentes situacoes.
Paralelamente, incorporam a dimensao critica da EMC (Skovsmose, 2001) ao
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deslocarem o foco da execucdo de procedimentos para a investigacao,
interpretacao e problematizacao de situacoes matematicas e
extra-matematicas. Os aplicativos constituem uma rede de experiéncias que
articula visualizacao, experimentacao e modelagem, permitindo compreender o
calculo infinitesimal ndo como um conjunto fixo de regras, mas como um
campo dinamico de significacbes, em constante reorganizacao.

Mais do que ilustrar conceitos, os aplicativos operam como
espacos de reconfiguracao do pensamento matematico, em

que diferentes panoramas do calculo se entrelacam e
evidenciam a aprendizagem como um processo dinamico,
situado e conceitualmente integrado.

05. Conclusao

A conclusao desta pesquisa evidencia que os aplicativos desenvolvidos
constituem um conjunto articulado de dispositivos didatico-epistemoldgicos
voltados a construcao progressiva dos conceitos do calculo diferencial e
integral, promovendo a transicdao entre diferentes niveis de abstracao por meio
da interacao dinamica com representacoes multiplas.

De forma geral, os aplicativos permitem a operacionalizacdo de ideias
centrais do calculo como processos de aproximacao, variacao e acumulacao,
articulando visualizacdao grafica, manipulacdo simbdlica e interpretacio de
fenOmenos matematicos. Observa-se que cada ferramenta foi concebida para
evidenciar um aspecto especifico dos conceitos, favorecendo uma abordagem
gradual e integrada da aprendizagem matematica.

Os aplicativos voltados ao limite e a derivada priorizaram a nocao de
aproximacao e variacdo local, ao passo que aqueles relacionados a integral
enfatizaram o carater acumulativo e sua formalizacao como limite de somas. Ja
0S recursos associados aos teoremas classicos do calculo possibilitam a
exploracdo das condicbes de validade das proposicoes matematicas,
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articulando aspectos estruturais como continuidade, derivabilidade e
comportamento global das funcoes.

No conjunto, as ferramentas relacionadas ao diferencial e a modelagem
de movimentos ampliaram o campo de atuacao conceitual ao relacionar
variacoes infinitesimais a grandezas fisicas, promovendo a transicao entre
interpretacdes geomeétricas, simbodlicas e fenomenoldgicas. Em niveis mais
gerais, os aplicativos com funcoes livres e representacdes dinamicas
favoreceram a generalizacao dos conceitos, consolidando o diferencial como
operador de variacao local em diferentes contextos matematicos.

Assim, o conjunto de aplicativos evidencia uma progressao conceitual
que vai da intuicio a formalizacao, passando pela experimentacao e pela
generalizacao, sustentada por multiplas representacoes e pela exploracao
dinamica dos objetos matematicos. Essa organizacdao reforca o potencial dos
ambientes digitais como mediadores da construcao conceitual no calculo, ao
permitir a integracao entre diferentes formas de significacao matematica e a
ampliacdio do campo de compreensao dos fendbmenos de variacao e
acumulacao.
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Anexo - Questionario

OFICINA - EXPLORANDO CONCEITOS DE CALCULO

OBJETIVO: Promover o desenvolvimento de conceitos fundamentais do célculo
infinitesimal por meio de uma abordagem exploratdria, critica e investigativa, ancorada
em aplicativos digitais desenvolvidos com fins didaticos e fundamentada em trés
pilares: Modelagem Matematica, Teoria dos Campos Conceituais e Educacao
Matematica Critica.

Etapa 1 - Derivada como taxa de variacao e inclinagao da reta tangente
Objetivo especifico: Explorar a constru¢do conceitual da derivada por meio de

situagbes-problema e visualizagbes graficas que favorecam a compreensado de sua
definicao formal e interpretagcdo geométrica.

Etap Atividades Fundamento teérico
a
1.1 | Revisdo dos conceitos de limite, com | Conceito em agao:

apoio do App 1: \visualizacdo do |aproximacao;
comportamento de f(x) quando x se |Representagées simbolicas:
aproxima de um valor. grafico e expressao algébrica;

Cenario investigativo: o que
significa “tender a”?

App 1 - Visualizagcdo dindmica de limites

Questionario:
12 parte: exploragao intuitiva da aproximagao
Considere inicialmente a funcgao:

fl@)=a* ~1

1. Utilizando o aplicativo, observe o comportamento de f(x) quando x se aproxima de
2 pela esquerda.

e Quais valores f{x) assume?
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e O que vocé observa na representacao grafica?

2. Agora aproxime x de 2 pela direita.

e O comportamento de f(x) se altera?

e O que significa aproximar “pela direita” e “pela esquerda™?

3. Com base na visualizagédo, complete:
lim f(z) =7
—32

4. Sem realizar substituicao direta, explique:

O que significa dizer que f(x) “tende a um valor”?

22 parte: problematizando o “tender a”

Considere agora a funcéo:
. |
r— 2

g(z) =

5. Utilize o aplicativo para investigar o comportamento de e g(x) quando o x — 2.
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e O ponto x = 2 pertence ao dominio?

e O que acontece com os valores de g(x) proximos de 27?

6. Determine, com base na exploragao grafica:
lim g(x)

r—2

7. Compare as fungbdes fe g:

e O limite depende do valor da funcédo no ponto?

e O que isso revela sobre o conceito de limite?

32 parte: quando o limite nao existe

Considere a funcao definida por:

1, =<2
h(z)={
1.('-1'} {3‘ T 2

8. Utilizando o aplicativo:

e Investigue o comportamento de h(x) quando x — 2 pela esquerda.




e |nvestigue quando x — 2 pela direita.

9. O Ilimite existe? Justifique com base na definicdo informal construida
anteriormente.

10. O que essa situagao revela sobre a necessidade de analisar aproximacdes
laterais?

42 parte: construgcao conceitual
11. Com suas palavras, explique o que significa:

“fix) tende a L quando x se aproxima de a”.

12. O limite depende:

e Do valor da fung&o no ponto?
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e Do comportamento da fungéo préximo ao ponto? Justifique.

13. Explique a diferenca entre:

1.2 | Construcdo da derivada via definicdo de | Teorema em agao: f(x + h) — f(x)
limite com App 2 (controle deslizante para | / h — f(x);

h — 0). Exploragdo investigativa: qual
o significado da reta tangente? O
que ocorre com diferentes
fungdes?

App 2 - Explorando a derivada: da secante a tangente
Questionario:

Considere inicialmente a fungéo:

f(z) =2

Escolha a = 1 no aplicativo.

1. Observe a reta secante determinada por
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fla+h) - fla)
h

e O que essa razao representa geometricamente?

e O que ela mede?

2. Diminua gradativamente o valor de h utilizando o controle deslizante.

e O que acontece com a inclinacdo da secante?

e O que acontece com a posi¢ao da reta no grafico?

3. Quando h se aproxima de zero, 0 que a reta secante se torna? Explique com base

na visualizacao.

4. Calcule analiticamente:
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fla+h) - fla)
h

5. Compare o valor obtido com a inclinagao observada no aplicativo. O que isso
revela sobre o significado da derivada?

6. Explique, com suas palavras:

e Qual é o significado da reta tangente?

e Por que a derivada pode ser interpretada como taxa de variagao instantanea?

7. Teste agora uma fungao diferente (por exemplo, f(x) = X ou f(x) = \/E

e O comportamento da tangente muda?

e O que permanece conceitualmente igual?
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1.3 [App 3: Reta tangente em graficos | Cenario critico: fungbes com
inseridos livremente. Analise de fungdes | quinas, saltos, e a relagdo com o

nao derivaveis. conceito de derivabilidade.
Representagoes: visual e
simbdlica.

App 3 - Investigando a derivabilidade

Questionario:
12 parte: fungao com quina

Digite a fungao:

fl0) = |x|

Analise no ponto x = 0:

e O aplicativo apresenta reta tangente?

e O coeficiente angular a esquerda e a direita coincide?

e A fungao é derivavel nesse ponto? Justifique com base grafica e analitica.
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22 parte: Fungao descontinua

Digite a fungao:
(z) r+1, o<1
7)) —
g 3. r =1

Analise no ponto x = 1:

e Existe reta tangente?
e A funcgao é continua nesse ponto?

e O que vocé observa sobre a relagao entre continuidade e derivabilidade?

32 parte: fungao suave

Digite a fungao:

h(x) = x°

Analise no ponto x = 0:

e Existe reta tangente?

e Qual é o coeficiente angular?
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e O que diferencia esse caso dos anteriores?

42 parte: generalizagao
Com base nas exploragdes anteriores, responda:

e Toda funcao continua é derivavel?

e Toda funcao derivavel é continua? Justifique a partir das evidéncias

observadas no aplicativo.

Explique:

e Por que analisar apenas a “férmula” da funcdo pode ndo ser suficiente para
garantir a existéncia da derivada?
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e O que essa investigacao revela sobre os limites de aplicagdo do conceito de
derivada?

1.4 | Observacdo da primeira e segunda |Conceitos em acao:
derivada em App 4. Anadlise do |concavidade, inflexao;
comportamento de concavidade e ponto | Modelagem: prever e analisar

de inflexao. comportamento de graficos.

App 4 - Analisando o comportamento de funcbes

uestionario:

Considere inicialmente a fungao:
3
f(x) =x — 3x
Digite a fungéo no aplicativo e observe simultaneamente os graficos de f, f' e f".

1?2 parte: crescimento e primeira derivada

Utilizando o controle deslizante para variar x:

e Em quais intervalos f(x) é positiva?

e O que acontece com o grafico de f nesses intervalos?

e Formule uma regra relacionando o sinal de f'(x) ao comportamento de f(x).
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22 parte: concavidade e segunda derivada

Observe o grafico de f'(x):

e Onde f"(x) & positiva?

e Como esta a concavidade de f nesses intervalos?

e Estabelega a relagado entre o sinal de f"(x) e a concavidade da fungao.

32 parte: pontos de inflexao

Identifique os valores de x onde f'(x) = 0.

e O que acontece com a concavidade de f nesses pontos?

e Todo ponto onde f(x) = 0 € ponto de inflexdao? Justifique com base no que
observa.

42 parte: interpretacao

Escolha outros exemplos de funcao: f(x) = x* e flx) = ¢

e O que muda no comportamento dos trés graficos?
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e O que permanece conceitualmente igual?

Explique:

e Como o grafico da segunda derivada permite prever o comportamento da
funcao original?

e Em que sentido essa analise pode ser util na interpretagcdo de fenbmenos reais
(crescimento, aceleragéao, variagao)?

Etapa 2 - Integral como area sob a curva e como fungao acumulada

Objetivo especifico: Desenvolver a compreensao da integral definida como area sob a
curva e da integral indefinida como fungdo primitiva, partindo de nogdes intuitivas e
construindo formalizagbes progressivamente.

Etap Atividades Fundamento teérico
a
2.1 | Discussdo aberta: "O que é area?" — [Cenario para investigagao:
analise qualitativa de areas de quadrados | desconstrucdo da nog¢ao de area.
com lados 1, 1/2 e V2. Conceito em agdo: comparagao
e medida.
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Comparando quadrados para repensar o conceito de area

Observacao: ndo existe aplicativo aqui. O link serve apenas para auxiliar, caso queira

construir os quadrados para visualizar na tela do GeoGebra.

Questionario:

Considere trés quadrados com lados (vocé pode utilizar o GeoGebra para auxiliar):

o 1
o 1/2
o 2

12 parte: comparagao e estimativa

Sem utilizar férmula inicialmente:

e Qual dos trés quadrados possui maior area?

e Como vocé justifica sua resposta?

22 parte: calculo e validacao

Agora calcule a area de cada quadrado.

e Os resultados confirmam sua estimativa inicial?

e O que significa “medir” uma area nesse contexto?

32 parte: problematizacao
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Se o0 lado do quadrado dobra, a area também dobra? Explique com base nos
exemplos analisados.

42 parte: fundamentagao conceitual

Explique, com suas palavras:

e O que é area?

e Area é apenas “multiplicar medidas”? Ou envolve uma ideia mais fundamental?
Justifique.

e Por que um conceito aparentemente simples como “area” precisa ser discutido
antes de definir integral?

2.2 | Uso do App 5 (Riemann): comparagéo | Teorema em agdo: soma de
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entre somas inferiores e superiores. [areas de retangulos como

Exploragao de erros de aproximacao. aproximacao da area sob a curva.
Representagoes: visual e
numérica.

App 5 - Aproximando areas com somas de Riemann

Questionario:

1. Observe os retangulos superiores e inferiores no grafico. Qual é a relagao entre
essas somas e a area real sob a curva?

2. O que acontece com as somas superior e inferior quando vocé aumenta o nimero
de subdivisdes (n)?

3. Como vocé explicaria a integral definida de uma fungédo para alguém que nunca
estudou calculo, usando o que observou no aplicativo?

4. Por que as aproximagdes com poucos retangulos podem ser inadequadas? Como
isso se relaciona com o conceito de erro?

5. Qual é a importancia de visualizar somas inferiores e superiores em vez de apenas
calcular uma area aproximada?
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23 [(Uso do App b5: determinagdao e |Integral definida, valor médio de
interpretacdo do valor médio de uma |funcéo, area equivalente,
fungdo em um intervalo. interpretacdo geométrica.

App 6 - Teorema do Valor Médio
Questionario:

1. O valor médio da fungdo muda se vocé alterar as posi¢cdes dos pontos? Explique.

2. Por que o valor médio da fungao nao pode ser escolhido arbitrariamente?

2.4 | Uso do App 6: verificagcdo da existéncia | Continuidade, mudancga de sinal,
de raiz em um intervalo com mudancga de | zeros da fungdo, intervalo
sinal. Exploracdo da relagdo entre | fechado.
continuidade e zeros da funcgao.

App 7 - Teorema de Bolzano
Questionario:

1. Mova os pontos sobre a curva e observe onde a fungdo muda de sinal. Qual é a
importancia desses pontos em relacdo ao Teorema de Bolzano?
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2. O que acontece se a fungao nao for continua no intervalo escolhido? O Teorema de
Bolzano ainda se aplica?

3. Por que o Teorema de Bolzano é util mesmo sem calcular exatamente o zero da
funcao?

2.5 | Uso do App 8: identificacdo de ponto com | Derivada, taxa média de variagao,
derivada igual a taxa média de variagao | taxa instantanea de variagéao, reta
no intervalo. secante e

App 8 - Teorema de Lagrange

Questionario:

1. Mova os pontos a e b sobre a curva e observe onde a inclinagdo da tangente
coincide com a da secante. O que representa esse ponto ¢ na fungao?

2. Teste fungbes com descontinuidades ou nao derivaveis no intervalo. O teorema
ainda se aplica? Por qué?

3. Por que o Teorema de Lagrange € util para entender o comportamento de uma
funcdo, mesmo sem calcular ¢ explicitamente?

2.6 | Uso do App 9: verificagado das condi¢des | Continuidade, derivabilidade,
de continuidade e derivabilidade em um | zeros da derivada, ponto critico,
intervalo fechado. reta tangente horizontal.
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App 9 - Teorema de Rolle

Questionario:

1. Ao movimentar os pontos extremos da funcédo, observe onde a tangente é
horizontal. O que representa esse ponto c?

2. Experimente fungdes que ndo sejam continuas ou ndo derivaveis no intervalo. O
ponto c ainda existe? Explique.

3. Por que o Teorema de Rolle é importante para entender o comportamento de
fungdes, mesmo sem calcular o ponto c?

2.7 | Uso do App 10: conexao entre integral | Integral definida, funcdo area,

definida e derivada. Exploragao da funcao | derivada, antiderivada,
area e sua relacdo com a taxa de | acumulacgao, relagcao entre
variagao. variacao e area.*™

App 10 - Teorema Fundamental do Calculo

Questionario:

1. Observe a fungdo acumulada F(x) e sua derivada F'(x). O que acontece com F'(x)
em relagao a fungao original f(x)?

2. Ao alterar o intervalo [a,b], como muda a area sob a curva e o valor da integral? O
que isso indica sobre a fungdo acumulada?

3. O que acontece se a fungédo ndo for continua em algum ponto do intervalo? O que
isso sugere sobre a aplicagao do teorema?
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Etapa 3 - Aplicagdes integradas da derivada e da integral

Objetivo especifico: Modelar e resolver problemas reais envolvendo variagdo e
acumulacao, compreendendo o papel da matematica na interpretagao e transformacéao
da realidade.

Etap Atividades Fundamento tedrico

3.1 | Uso do App 11: investigacao das relagbes | Fungdo  posi¢cdo, velocidade,
entre posic¢ao, velocidade e aceleragao ao | aceleragdao, derivada, integral

longo do tempo. definida, taxa de variacgéo,
acumulagao, interpretacao
grafica.

App 11 - Analise do movimento de um automovel

ionario:

1. Observe o deslocamento do automoével ao longo do tempo. Como podemos
relacionar pequenas variagdes de posi¢cao ds com pequenas variagdes de tempo dr?

2. Se vocé observar a posigao do automovel ao longo do tempo, o que o grafico da
posicao indica sobre a velocidade?

3. Por que o conceito de diferencial € importante para descrever movimentos
continuos?

3.2 [ Uso do App 12: exploragao da variagao | Diferencial, derivada, variagéo
infinitesimal do deslocamento e sua |infinitesimal, aproximacgao linear,
relagdo com a velocidade instantanea. taxa instantanea de variagéo.**

App 12 - Analise do diferencial na taxa de deslocamento ao longo do tempo

Questionario:
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1. A medida que o automével se movimenta, observe o valor de ds que aparece na
tela. Como ele se relaciona com o diferencial de tempo dr e com a velocidade v(t)?

2. Como a visualizagao do diferencial ds no movimento do carro ajuda a compreender
melhor a fungao posigao s(t)?

3. Por que é importante considerar ds e dt como aproximagdes infinitesimais ao
modelar movimentos continuos?

3.3 | Uso do App 13: visualizagcédo da variagao | Diferencial, derivada,
infinitesimal de uma fungao no grafico. aproximacao linear, reta tangente,
variagao infinitesimal,

interpretacao grafica.

App 13 - Analise grafica do diferencial utilizando eixo de coordenadas

Questionario:

1. Ao diminuir o valor de At no controle deslizante, o que acontece com a razao As/At
e como isso se relaciona com o valor da velocidade mostrado no grafico?

2. Ao variar o tempo no controle deslizante, como a inclinagdo da curva posicdo x
tempo se relaciona com os valores de deslocamento e velocidade apresentados
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simultaneamente?

3. Por que é importante que o valor de Ar seja pequeno para interpretar corretamente
a relacdo entre As e At como velocidade instantdnea? O que acontece se At for
grande?

3.4 | Uso do App 14: observacado da relagao | Diferencial, derivada, incremento
entre a variagdo da funcdo e sua |linear, reta tangente, variagédo
derivada. infinitesimal, interpretacao grafica.

App 14 - Analise grafica do diferencial

Questionario:

1. Ao criar uma fungado f(x) qualquer e interpretar x como tempo, como podemos
relacionar a derivada f/(x,) com o conceito de velocidade em um movimento?

2. Ao alterar o valor de Ax, o que acontece com a aproximagao da derivada no ponto
x0x_0x0? Como isso pode ser interpretado em termos de velocidade média e
velocidade instantdnea em um movimento?

3. Se a derivada de uma funcgéo pode representar a velocidade de um mével, o que a
integral dessa fungédo pode representar em termos fisicos? Como o aplicativo pode
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ajudar a visualizar essa relagao?

4. Ao criar livremente uma fungdo para representar a posicdo de um médvel, como
podemos avaliar se esse modelo € fisicamente plausivel? Que papel a derivada
desempenha nessa analise?

QUESTIONARIO FINAL:

1. Explique, com suas palavras, o conceito de limite.

2. Explique o conceito de derivada como taxa de variagao.

3. Explique o conceito de integral como acumulacgao.

4. Defina o conceito de diferencial.
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Em quais contextos sociais, cientificos ou econbémicos esses conceitos podem
ser utilizados?

Como o uso de aplicativos digitais contribuiu para sua compreensao?

Vocé percebe a matematica como uma construgao humana? Justifique.
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