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1 Fundamentacao Pedagoégica da Proposta

A proposta didatica apresentada neste trabalho fundamenta-se em concep-
¢Oes contemporaneas do ensino de Matematica que valorizam a construgao ativa do
conhecimento, a contextualizacdo dos contetidos e a articulacdo entre teoria e pra-
tica. Parte-se do pressuposto de que o ensino dos niimeros irracionais, tradicional-
mente tratado de forma excessivamente algébrica e abstrata, pode ganhar significado
quando associado a abordagens geométricas, experimentais e investigativas.

Sob a perspectiva da aprendizagem significativa, conforme proposto por Au-
subel, considera-se que novos conceitos matematicos sao melhor assimilados quando
relacionados a conhecimentos prévios dos estudantes. Nesse sentido, o estudo dos
numeros irracionais ¢ introduzido a partir de situagoes concretas, como medigoes
geométricas, relagoes entre grandezas e aproximagoes numéricas, favorecendo a com-
preensao gradual de sua natureza nao racional.

A proposta dialoga diretamente com as orientagoes da Base Nacional Co-
mum Curricular (BNCC), especialmente no que se refere ao desenvolvimento do
pensamento algébrico, geométrico e numérico no Ensino Fundamental. Destaca-se,
em particular, a valorizagdo da resolucao de problemas, da investigacao matematica
e do uso de diferentes representagoes — geométrica, algébrica, numérica e grafica
— como meios para ampliar a compreensao conceitual dos estudantes.

Além disso, a abordagem adotada reconhece o papel do professor como
mediador do processo de aprendizagem, responsavel por criar situacoes didaticas que
incentivem a argumentacao, a formulacao de conjecturas e a validacao de resultados.
Dessa forma, o ensino dos ntiimeros irracionais deixa de ser um conteido meramente
técnico e passa a constituir uma oportunidade para o desenvolvimento do raciocinio

logico, da autonomia intelectual e da criticidade dos alunos.

2 Organizacao Geral da Sequéncia Didatica

A sequéncia didatica foi planejada para turmas do 9° ano do Ensino Funda-
mental, com aulas de dura¢do média de 50 minutos, podendo ser adaptada conforme
a realidade da escola e o ritmo de aprendizagem dos estudantes. Sua organizagao
segue uma progressao conceitual que parte de abordagens intuitivas e geométricas,
avancando gradualmente para representacoes algébricas e analises numéricas mais
formais.

Inicialmente, sao explorados conceitos relacionados a distingao entre niime-
ros racionais e irracionais, utilizando exemplos concretos e situa¢oes-problema que
evidenciam a limitagdo das representacoes fracionarias. Em seguida, a sequéncia
aprofunda o estudo de ntimeros irracionais notaveis, como 7 e e, por meio de ati-

vidades experimentais, aproximacoes numéricas e interpretagoes geométricas, pro-



movendo a compreensao de suas propriedades fundamentais. Posteriormente, sao
desenvolvidas atividades voltadas a irracionalidade em contextos trigonométricos,
com a analise de valores associados a angulos notaveis, evidenciando a presenca
de ntimeros irracionais em razoes trigonométricas. Por fim, a sequéncia contempla
a representacdo e a aproximagao desses valores, explorando diferentes formas de
expressa-los, como a forma exata, a aproximacao decimal e sua localizacao na reta
numérica, de modo a consolidar a compreensao da natureza dos niimeros irracionais
em contextos geométricos e aplicados.

Os planos de aula que compoem a sequéncia foram estruturados de modo
a contemplar objetivos claros, conteiidos bem definidos, encaminhamentos metodo-
logicos detalhados e critérios de avaliagao compativeis com os objetivos propostos.
As atividades priorizam o trabalho colaborativo, a discussao coletiva dos resultados
e o uso de recursos didaticos variados, como materiais manipuldveis, calculadora e
tecnologias digitais, quando disponiveis.

A avaliagao é concebida como um processo continuo e formativo, ocorrendo
ao longo das atividades por meio da observacao da participacao dos estudantes, da
analise de registros escritos e da resolucao de problemas. Essa perspectiva permite
ao professor acompanhar o desenvolvimento da aprendizagem e realizar interven-
¢oes pedagdgicas sempre que necessario, garantindo maior efetividade no ensino dos

nimeros irracionais.

3 Planos de Aula

3.1 O numero irracional 7.

Contetudo: O nimero irracional 7.

Recursos didaticos: PowerPoint, objetos circulares (tampas, copos, pratos), bar-
bante ou fita, régua, calculadora.

Duracgao: 50 minutos.

Objetivo Geral: Compreender o significado do ntimero irracional = como razao
constante entre o comprimento da circunferéncia e o diametro, explorando sua re-
presentacao, seu carater irracional e suas aplicagoes em problemas geométricos.

Objetivos especificos
o Introduzir a definicdo geométrica de 7.
e Realizar uma atividade experimental para estimar o valor de 7.
o (alcular aproximacoes de m usando medidas reais.
« Reconhecer o caréter irracional de m (ndo termina e nao se repete).

e Aplicar 7 em calculos simples envolvendo circunferéncia.



Encaminhamento metodolégico

Iniciaremos a aula apresentando a figura de uma circunferéncia e levantando
a pergunta: existe alguma relacao entre o tamanho da borda de um circulo e sua
largura (diametro)?

Atividade experimental
1. Em grupos, os alunos escolhem 3 objetos circulares (tampa, copo, prato etc.).

2. Com barbante, medem o comprimento da borda de cada objeto (circunferén-

cia).
3. Com uma régua, medem o didmetro do mesmo objeto.

4. Calculam a razao

comprimento da circunferéncia

didmetro

5. Comparam os valores obtidos — todos devem se aproximar de 3,14.
6. Explicar como essa informagao pode contribuir no dia a dia.
7. Apresentagao dos resultados pelos grupos.

Conclusao do experimento
7 6 representado pelo simbolo grego. E definido como a razdo entre a
circunferéncia de um circulo e seu didmetro. E um ndmero muito til, usado para
calcular a area de circulos, o volume de esferas e medir angulos em radianos.
Arquimedes foi um cientista que viveu ha mais de 2000 anos. Entre suas

contribuigoes, estd o método para aproximar 7 entre 3,1408 e 3,1429.

Figura 1: Estatua de Arquimedes.
Fonte: CC BY-SA 3.0 — https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=
1606321

Apés a atividade, discutiremos que:
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o A razio € é sempre a mesma para qualquer circulo.

U

e 7 é irracional: infinito, ndo periédico.
o Aproximagoes comuns: 3,14 e 22/7.

« Exemplos podem ser mostrados no GeoGebra.

Circumfrance = 19.79

Diameter = 6.3
B T ' Q ' —
A 0 B
~ Circumfrance  19.79 ¢
I Diameter 6.3
=3.14

Figura 2: Representagdo da relagdo entre circunferéncia e didmetro.

Exemplo resolvido
O didmetro de uma roda é 10 cm. Qual é a medida aproximada de sua

circunferéncia?

C=r-d=3,14-10 = 31,4 cm.

Exercicio
Uma tampa tem didmetro de 12 cm. Calcule o comprimento aproximado
da circunferéncia usando 7 =~ 3,14.
Problemas extras
Problema 1

Um pneu de bicicleta tem raio de 35 cm.
a) Determine seu didmetro.
b) Calcule o comprimento aproximado da circunferéncia usando 7 =~ 3,14.

Problema 2

Um atleta corre ao redor de uma pista circular de raio 20 m.
1. Qual a distancia percorrida em 1 volta?
2. Se ele correr 5 voltas, qual sera a distancia total percorrida?

Avaliacao
Sera observado se os alunos compreendem 7 como razao entre circunferéncia

e diametro, se realizam medicoes adequadas e se resolvem corretamente os calculos.



3.2 Aproximacgoes analiticas do namero irracional 7

Contetudo: Aproximagoes analiticas do nimero irracional .

Recursos didaticos: Quadro, calculadora, projetor multimidia, fichas de ativi-
dade, GeoGebra (opcional).

Duracgao: 50 minutos.

Objetivo Geral: Compreender que o nimero irracional m ndo pode ser expresso
exatamente por niimeros racionais, mas pode ser aproximado por meio de férmulas
matematicas, avaliando a precisao dessas aproximagoes em contextos praticos.

Objetivos especificos

o Analisar o significado de aproximagdo numérica no contexto dos ntimeros ir-

racionais.
o Utilizar formulas conhecidas para obter aproximacoes de .
o Comparar aproximacoes com diferentes niveis de precisao.
e Desenvolver a nocao de erro aproximado em calculos geométricos.

» Relacionar o uso de aproximagoes com situagoes reais e tecnologicas.

Encaminhamento metodolégico

A aula inicia-se com a seguinte situacao-problema:

Em projetos de engenharia, arquitetura ou tecnologia, € possivel utilizar o
valor exato de w? Por qué?

A partir das respostas dos alunos, o professor conduz a discussao para a ideia
de que, na pratica, utilizam-se aproximacoes controladas, cuja precisao depende do
contexto.

Atividade orientada

1. O professor apresenta a seguinte expressao para aproximacao de m ,

N<4+4> (4 . 4)
T=\3 73 2%.3 " 3.3)"

2. Os alunos calculam cada termo separadamente,

4 4
— =2 -~ 1 .
5 e 5 ~1333
4 4 4 4
. X0,1667 o~ 0,0494.
2.3 24 ¢ 3.3 81



3. Em seguida, somam os termos, para obter

7 (2 + 1,333) — (0,1667 + 0,0494).

T~ 3,333 — 0,2161 ~ 3,117.

4. O professor acrescenta o préximo termo da sequéncia,

st 55)
25.5  35.5/°
5. Os alunos calculam a nova aproximacao e comparam com o valor anterior.

6. Por fim, discute-se com a turma:

e Como a aproximacao de m melhora com o acréscimo de termos;
e Por que 7 nao pode ser escrito exatamente como fracao;

e A relacao entre processos infinitos e nimeros irracionais.

Atividade de comparacao

Apresenta-se a formula

TR V12,

e os alunos calculam

V12 ~ 3,464,

e comparam com aproximagoes usuais como 3,14 e 3,1416, discutindo o conceito de
erro aproximado.

A aproximacdo 7 ~ v/12 tem origem em construcoes geométricas classicas
baseadas na inscricao de poligonos regulares em uma circunferéncia, abordagem
que remonta aos trabalhos de Arquimedes. Ao considerar poligonos com nimero
crescente de lados, obtém-se estimativas para o comprimento da circunferéncia e,
consequentemente, para o valor de .

No caso especifico, a expressdo /12 = 2v/3 surge de relacdes métricas en-
volvendo tridngulos equilateros associados a essas construgoes. Embora tal apro-
ximacéao resulte em /12 ~ 3,464, apresentando erro relativamente elevado quando
comparada a valores usuais como 3,14, ela possui relevancia didatica ao evidenciar
a origem geométrica das primeiras estimativas de m e ao permitir a discussao do
conceito de erro em aproximagoes numéricas.

Conclusao das atividades

As atividades evidenciam que diferentes formulas produzem aproximagoes

distintas para m, algumas mais precisas e outras menos eficientes. A escolha da

aproximacao depende do contexto e do nivel de precisao exigido.
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Exemplo resolvido
Um circulo possui raio de 12 cm. Calcule o comprimento da circunferéncia
usando:
T~314 e w=3,1416.

Ci=2-3,14-12=175,36 cm

Cy=2-31416-12 = 75,3984 cm.

Discute-se a diferenca entre os resultados e sua relevancia pratica.
Exercicio

Uma engrenagem circular possui didmetro de 18 cm. Determine o compri-
mento aproximado da circunferéncia utilizando duas aproximagoes distintas de 7 e

compare os resultados.

Problema 1

Uma placa circular de sinalizagao possui raio de 25 cm. Calcule o compri-
mento da borda considerando duas aproximagoes diferentes de 7 e estime o erro

absoluto entre elas.

Problema 2

Um reservatorio circular sera construido com didametro de 4 m. Discuta qual
aproximacao de 7 seria adequada para esse projeto e justifique sua escolha.
Avaliacao

A avaliagdo ocorrerd de forma processual, considerando a participagao dos
alunos nas discussoes, a correta utilizagao das féormulas de aproximagao e a capaci-

dade de analisar a adequacao dos resultados obtidos em diferentes contextos.

3.3 O numero irracional e

Conteudo: O numero irracional e.

Duracgao: 50 minutos.

Recursos didaticos: projecao em slides, computador, calculadora, GeoGebra.
Objetivo Geral : Compreender o significado do ntimero irracional e como limite
fundamental em processos de crescimento, analisando sua origem, aproximagoes
numéricas e aplicacoes.

Objetivos Especificos:

e Introduzir o niimero e por meio de experimentacao numérica.



n
o Calcular aproximacoes usando (1 + %) :
e Reconhecer que e ¢ irracional e aparece em diversos contextos reais.
o Explorar a funcao exponencial e* no GeoGebra.

o Resolver problemas envolvendo crescimento continuo.

Encaminhamento Metodolégico

O professor inicia perguntando:

“Fxiste algum numero que surge naturalmente quando estudamos cresci-

mento rapido, juros compostos e processos acumulativos?”

Apresenta-se entao a expressao fundamental:

1 n
e = lim <1 + ) .
n—oo n
Explique que, assim como 7 surge na geometria, e surge espontaneamente

em processos de crescimento continuo.

Atividade Experimental: Aproximacao Numérica de e

1. Cada grupo calcula

11 12 15 1 10
1+ - 1+ - 1+ - 1+ — .
<+1)7<+2>7<+5>7<+10>

2. Resultados esperados (tabela)

n (1 + %)n

1 2

p 2,25

5 2,488
10 2,593
100 2,7048
1000 | 2,7169

3. O professor reforca que
e~ 2,7182818. ..

Contextualizacao Histoérica

O ntmero e aparece naturalmente no estudo de juros compostos e cresci-
mento populacional. Euler foi o matematico que consolidou suas propriedades —
por isso chamamos de ndmero de Euler. E irracional e estd presente em diversas
areas: estatistica, probabilidade, fisica, computacao e modelagem.

Representagoes para Mostrar aos Alunos



1. Tabela da fungao f(z) = (1+1/z)"

Aproximagdes Numéricas

n +34)"
1 2.0000000000
2 22500000000
4 2.4414062500
8 2 5657845140
16 26379284974
2 26769901294
64 26973449526
128 27077390197
256 27129916243
512 27156320002
1024 27169557295
2048 27176184823
4096 27179500812

Figura 3: Aproximagio numérica de e por meio de (1 + 1/z)".

2. Curva exponencial y = e”

Gréfico de Convergéncia

Convergéncia da Férmula para o Nimero &

=1 Aprosimacio de e

Figura 4: Grafico do crescimento para e.

Fonte: Acervo do autor, encontrado em:
https://edivaldo10000.github.io/Explorando-n-meros-irracionais/introducao.html
Exemplo Resolvido

Aproxime e usando n = 50:

1 50 0
1+ — = (1,02)”" = 2,6916.
< + 50> ( Y ) Y

Exercicios

Calcule aproximagoes de e para:
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e« 1 =100

Problemas Aplicados

1. Juros Compostos

Um investimento de R$1000 cresce de acordo com a expressao
1 n
Alm) = 1000 (14 )
n

a) Calcule o valor final para n =1, 4 e 365.

b) O que ocorre quando n — oo?

2. Crescimento Populacional Continuo

A populacao de certa cidade cresce de acordo com a férmula,
P(t) = Pye®™™.

a) Com Fy = 500, calcule P(2).

b) Calcule P(5).

Avaliacao

Serao avaliados se os alunos sao capazes de compreender a origem numérica
do nimero e, identificar e como um nimero irracional, realizar calculos numéricos
com precisao e interpretar situagoes reais que envolvam crescimento exponencial.

Referéncias

» Batista, Edivaldo Ramos. FExplorando Nimeros Irracionais. Disponivel em:
https://edivaldo10000.github.io/Explorando-n-meros-irracionais/introducao.html.

Acervo do autor.

3.4 Exploracao digital e analise grafica.

Conteudo: Numero irracional e — exploracao digital e andlise grafica.

Duracgao: 50 minutos.

Ambiente: Laboratério de informatica ou tablets.

Recursos: Acesso a internet, site do professor, GeoGebra, calculadora e fones (op-

cional).
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Objetivo Geral: Investigar o ntimero irracional e por meio de exploracao digital,
interpretando graficos interativos e relacionando o conceito ao seu contexto histérico
e aplicacoes reais.

Objetivos Especificos

o Acessar e explorar o conteido de apoio no site do professor.

. . ~ , ~ 1\"
o Analisar interagoes graficas envolvendo a expressao (1 + 5) .
o Interpretar como o valor obtido se comporta ao aumentar n.
e Resumir a origem histérica e o surgimento do ntimero e.

o Criar graficos proprios no GeoGebra relacionando crescimento exponencial e

0 numero e.

Encaminhamento Metodolégico

1. Abertura da Aula

O professor apresenta brevemente o objetivo da aula:

“Hoje vamos explorar o nimero irracional e usando tecnologia. Vamos
entrar no meu site, ler textos sobre o tema, interagir com grdficos e inter-

pretar o comportamento dessa constante tdo importante na matemdtica.”

2. Acesso ao Site do Professor

Cada aluno acessa o link:

https://edivaldo10000.github.io/Explorando-n-meros-irracionais/introducao.html
O professor orienta a leitura da segao:
“Fxplorando o Numero e: Da demonstragdo a aplicagcdo no cotidiano”
Os estudantes deverao ler especialmente:

e a contextualizagdo histérica dos logaritmos e de John Napier;
o o papel de Henry Briggs;
e a ideia do logaritmo natural;

e o surgimento do niimero e a partir dos juros compostos.
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3. Interacao com o Grafico do Site

Os alunos acessam as simulagoes e aproximagoes do ntimero e presentes no

site e respondem as perguntas:

1. O que vocé observa no grafico gerado pela expressao

1\ "
fy= (14 )

2. A medida que n aumenta, o valor de f(n) aumenta ou diminui?

3. O valor de f(n) se aproxima de algum ntimero especifico? Qual?

4. Existe algum maximo para esse valor?

5. Quando n é pequeno (1, 2, 3, 4), o que acontece com o grafico?

6. Quando n é grande (50, 100, 1000), o comportamento muda? Como?

Essas perguntas devem ser respondidas em duplas para estimular o dialogo

matematico.

4. Atividade com o GeoGebra
Os alunos acessam:
https://www.geogebra.org/graphing
Atividade orientada:
1. Construir o grafico de y = e”.
2. Observar o crescimento da curva.
3. Comparar com o comportamento da expressao do site.
4. Registrar: “Por que o numero e aparece tanto em situacoes de crescimento

continuo?”

5. Questao de Sintese

Com base na leitura do site, o aluno responde:

Explique em poucas linhas como surgiu o nimero e, relaci-
onando sua origem com o estudo dos logaritmos e dos juros

compostos.
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Exercicios Propostos

1. A partir da leitura do site, resuma com suas palavras quem foi John Napier e

qual foi sua contribuicao para o surgimento do ntimero e.

2. Com base nas interacoes do site, complete:

1

n
e Quando n cresce muito, a expressao (1 + n) se aproxima de:

o Esse niimero é aproximadamente:
3. No GeoGebra, gere o grafico de y = e* e descreva o comportamento da curva:

Ela cresce de forma lenta ou rdpida? Hd algum ponto em que ela

para de crescer?

4. Pesquise e explique por que o nimero e aparece nos modelos de crescimento

continuo, como bactérias, juros ou populagoes.

Avaliacao

A avaliagao sera realizada de forma continua, considerando: participar da
leitura e explorar o site, interpretar o grafico interativo apresentado, construir corre-
tamente os graficos no GeoGebra, responder as perguntas reflexivas com qualidade

e compreender a origem histérica do niimero e.

3.5 Numeros irracionais — raizes de numeros

Conteudo: Numeros irracionais — raizes de niimeros primos.

Recursos didaticos: Projetor, GeoGebra, régua, quadrados de papel, calculadora.
Duracgao: 50 minutos.

Objetivo Geral : Compreender o conceito de nimero irracional por meio das
raizes de niimeros primos e sua interpretacao geométrica, relacionando a diagonal
do quadrado com a irracionalidade de V2 e outras raizes niao exatas.

Objetivos especificos:

o Identificar que raizes de niimeros primos (nao quadrados perfeitos) sao irraci-

onais.

o Construir geometricamente a diagonal de um quadrado para compreender a

origem de v/2.
e Reconhecer que raizes como \/g, V5 e /7 sdo irracionais.
o Aplicar aproximacoes de niimeros irracionais em céalculos simples.

o Resolver problemas contextualizados envolvendo raizes irracionais.
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Encaminhamento metodolégico

Iniciaremos retomando brevemente o conceito de raiz quadrada. Em se-
guida, sera feita uma atividade pratica com quadrados de papel.

Os alunos receberao quadrados de lado n cm (por exemplo, n =1 cm, n = 3

cm, n =5 cm, etc.). Em seguida, serd proposto que:
1. Mecam os lados com a régua;

2. Tentem medir as diagonais;

3. Comparem os valores obtidos e discutam por que a medida da diagonal nao

aparece como um valor exato.

Sugestao didatica: A atividade pode ser realizada em grupos, favorecendo
a troca de ideias entre os alunos, a comparacgao de resultados e a construgao coletiva
do conceito de ntimero irracional.

Explicaremos que a diagonal tem medida v/2, um néimero irracional que néo
pode ser escrito como decimal finito ou peridédico. Os niimeros reais apresentam-
se como um tipo de niimero que mensura o espago em nossa volta, assim como a
concepcao de nimero em seu conceito geral possibilitou, desde muito tempo, que
o ser humano medisse a matéria, a energia, e outros componentes mensuraveis de
nosso universo. Os numeros irracionais sao nimeros reais que nao podem ser es-
critos em formato de fragdo, ou seja, nao é racional. Seu conceito envolve alguns
detalhes muito interessantes que nao podem ser interpretados meramente por uma
perspectiva voltada a ntimeros racionais. O entendimento de que as fragdes nao sao
suficientes para as atribui¢oes de medidas foi descoberto hé 2500 anos pelos gregos.
Eles perceberam que a diagonal de um quadrado de lado um, nao pode ser expresso
por nenhum ntimero racional. Atualmente é dito que a medida dessa diagonal é a
raiz quadrada de 2, sendo este fato garantido pelo Teorema de Pitagoras.

Apos isso, mostraremos no quadro ou no GeoGebra que o mesmo ocorre

com /3, v/5 e outras rafzes de niimeros primos.

« A raiz quadrada aparece como o comprimento de um segmento.

e Quando o quadrado nao é perfeito, essa raiz é irracional.

Exemplo resolvido

Calcular o valor aproximado de v/5.

Logo,



Figura 5: Diagonal de um quadrado de lado 1.

Aproximacao simples:
V5 &~ 2,23.

Atividade experimental:
Para estimar o valor de /5, os alunos podem construir um retdngulo de

lados 2 cm e 1 cm.
1. Desenhar um retangulo com medidas 2 cm e 1 cm;
2. Tragar a diagonal do retangulo;
3. Medir o comprimento da diagonal com a régua;
4. Comparar o valor obtido com a aproximacao /5 ~ 2,23.

Discussao: A diagonal do retangulo corresponde a /5, pois, pelo Teorema

de Pitagoras,

d=V22+12= /5.

A atividade permite aos alunos visualizar geometricamente um ntmero irracional e
compreender sua natureza aproximada.
Exercicio

Estime o valor aproximado de v/3 usando o mesmo método do exemplo.

Classifique como racional ou irracional,
V7, 35, V9, V11, V16,

Problemas extras
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Problema 1

Uma praca quadrada tem 10 m de lado.
a) Determine a medida de sua diagonal.

b) Use d = 104/2 para obter o valor aproximado.

Problema 2

Um carpinteiro colocara uma barra diagonal em uma moldura formando um

triangulo retangulo com lados 1 m e 1 m.

a) Determine o comprimento dessa barra.
b) Explique por que esse valor é irracional.

Avaliacao

Sera observado durante a aula: compreender que certas raizes sdo irracio-
nais, identificar a irracionalidade em situagdes geométricas e aplicar corretamente
aproximacoes em exercicios e problemas.

Referéncias

» Batista, Edivaldo Ramos. FExplorando Numeros Irracionais — O Numero e.
Disponivel em:
https://edivaldo10000.github.io/Explorando-n-meros-irracionais/introducao.html.
Acesso em: 21 de abril de 2026. Acervo do autor.

» Plataforma GeoGebra. https://www.geogebra.org/graphing

3.6 Aproximacoes de raizes

Contetudo: Aproximagoes geométricas de raizes quadradas e introdugdo aos niime-
ToS .

Recursos didaticos: Régua, papel quadriculado, lapis, esquadro, calculadora.
Duracgao: 50 minutos.

Objetivo Geral: Compreender a origem geométrica de algumas raizes quadradas
e reconhecer a necessidade de niimeros irracionais para representar medidas que nao
sa0 numeros racionais.

Objetivos especificos:

« Estimar o valor de /2 a partir da diagonal de um quadrado.
+ BEstimar o valor de v/5 e /13 usando retangulos.

o Construir novas raizes a partir de outras ja conhecidas.
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e Reconhecer que algumas medidas ndo podem ser expressas como fragoes.

Encaminhamento metodolégico

Iniciaremos a aula perguntando: qual é o comprimento da diagonal de um
quadrado de lado 17 Os alunos serao convidados a estimar essa medida usando
régua.
Atividade 1: A diagonal do quadrado

1. Desenhar um quadrado de lado 1 no papel quadriculado.
2. Tragar sua diagonal.
3. Medir o comprimento da diagonal.

4. Comparar com numeros conhecidos: 1,4; 1,41; 1,42.
Concluir que a diagonal mede aproximadamente
\/5 ~ 141.
Atividade 2: Outros retangulos

1. Desenhar um retangulo de lados 2 e 1.

2. Medir sua diagonal.
Pelo Teorema de Pitagoras
d=+V22+12 = /5.

Fazer o mesmo para o retangulo de lados 3 e 2.
d=32+22 =13
Atividade 3: Construindo /3

1. Usar o valor aproximado de v/2.
2. Construir um retangulo de lados v/2 e 1.

3. Medir a diagonal para obter v/3.

Conclusao

Discutir com os alunos:

o Algumas medidas ndo sao niimeros racionais.
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o Esses nimeros sao chamados de irracionais.
o Exemplos: V2, V3, V5.

Exercicio

Desenhe um retangulo de lados 4 e 1 e estime o valor de sua diagonal.
Problema

Um estudante quer construir uma moldura quadrada para colocar uma fo-
tografia. Cada lado da moldura mede exatamente 1 metro.

Para reforcar a moldura, ele decide colocar uma haste metalica ligando dois

cantos opostos do quadrado.

1. Qual é o comprimento exato dessa haste?

2. Determine uma aproximacgao com duas casas decimais.

Solugao
Processo 1 — Teorema de Pitagoras

A haste corresponde a diagonal do quadrado de lado 1.

d2:12+12
d> =2
d= 2.

Valor exato

d= 2.

Aproximacao,
V2 &~ 1.41.

Processo 2 — Aproximacao decimal por tentativa

Sabemos que,

1°=1
1,4> = 1,96
1,52 = 2,25.
Logo,
V2 & 1,41.
Resposta:

Comprimento exato: v/2 metros.
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Aproximacao: 1,41 metros.
Avaliacao
Sera observado se os alunos conseguem realizar as medigoes, interpretar os

resultados e compreender a necessidade dos niimeros irracionais.

3.7 Aproximacgoes algébricas de raizes

Contetdo: Aproximacoes algébricas de raizes quadradas usando o método de New-
ton.

Recursos didaticos: Quadro, calculadora, caderno.

Duracgao: 50 minutos.

Objetivo Geral: Desenvolver aproximagcoes numéricas para raizes quadradas por
meio de um método iterativo simples.

Objetivos especificos:

o Aplicar o método de Newton para aproximar raizes quadradas.

o Calcular aproximacoes de \/5, V3, V5 e V6.
o Explorar propriedades das raizes.

Encaminhamento metodolégico
Desenvolvimento da Aula

Iniciar a aula retomando as aproximacoes geométricas trabalhadas anteri-
ormente, destacando como foi possivel obter valores cada vez mais préximos de v/2,
mesmo sem conhecé-lo exatamente.

Em seguida, apresentar aos alunos o problema central,

Explicar que resolver essa equacao significa encontrar um nimero que, ao
ser multiplicado por ele mesmo, resulte em 2. Destacar que esse niimero é v/2, e que
ele ndo é um numero racional, ou seja, nao pode ser escrito como uma fracao exata.

Levantar a seguinte questao com a turma:

Como podemos encontrar boas aproximacoes para v/2 de forma sistemé-

tica?

A partir dessa motivacao, introduzir o método de Newton, explicando que
se trata de um procedimento iterativo, isto é, um método que gera uma sequéncia
de valores cada vez mais proximos da solucao desejada.

Apresentar a formula especifica para calcular raizes quadradas,

a
Tpy1 = ——2.
2
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Explicar cada elemento da féormula de forma clara:

e 1,: é a aproximagao atual (um valor inicial escolhido ou ja calculado anteri-

ormente);
e x,.1: € a nova aproximagcao, geralmente mais precisa que a anterior;
e a: é o nimero do qual queremos calcular a raiz (neste caso, a = 2);
a

« - representa um ajuste baseado no valor atual;
n

« A média entre x, e -*: serve para corrigir o erro da aproximagao anterior.
n
Destacar a ideia central para os alunos:

A cada passo, usamos o valor atual para gerar um valor melhor, aproximando-

nos cada vez mais da raiz de 2.

Por fim, informar que sera feito um exemplo pratico aplicando a féormula,

mostrando como as aproximacoes evoluem rapidamente até se estabilizarem proxi-

mas de /2.
Exemplo: Aproximacio de /2

Escolhendo xy =1,

T = = 1,5

Ty = ——= & 1,4167
x3 &~ 1,4142.
Concluir,

V2 &~ 1,414,

Atividade em grupo

Cada grupo calcula:
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Explorando propriedades

Usando valores aproximados,

VE=VI3=v2 V3

Comparar os resultados obtidos.
Exercicio

Aproxime v/10 usando duas iteracoes do método de Newton.
Problema

Uma empresa de jardinagem quer construir um canteiro quadrado com area
de 3 metros quadrados.

O jardineiro precisa saber o comprimento do lado desse canteiro.

1. Qual é o valor exato do lado?

2. Use o método de Newton com aproximagao inicial xg = 2 para obter uma

aproximacao com duas casas decimais.

3. Use uma segunda estratégia para obter uma aproximacao.

Solugao

A area do quadrado é,

Logo,

2 =3
[=+3.

Processo 1 — Método de Newton

Queremos resolver,

22 —-3=0

Férmula de Newton,

1 3
Tp+1 = 5 (Q:n+ ZL‘) .

Aproximacao inicial,

$0:2.

Primeira iteracao,
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1 3
=—(2+—=].
o 2( +2)
1
$1:§(2+1,5)
ZL‘1:1,75.

Segunda iteracao,

1 3
— (1 =
T2=g ( 70+ 1,75>
1
7= 5 (1,75 + 1,71)
To =~ 1,73

Processo 2 — Comparacao de quadrados

1,77 = 2,89

1,82 = 3,24
Logo,

V3 1,73.
Resposta:

Valor exato: /3 metros.
Aproximacao: 1,73 metros.
Avaliacao
Sera observado se os alunos conseguem aplicar corretamente a férmula e

interpretar as aproximagoes obtidas.

3.8 Irracionalidade em valores trigonométricos

Contetudo: Razdes trigonométricas e ocorréncia de niimeros irracionais.
Recursos didaticos: Quadro, régua, calculadora, caderno.

Objetivo Geral: Compreender a presenca de nimeros irracionais em valores tri-
gonométricos a partir de construgoes geométricas.

Objetivos especificos:

 Identificar valores trigonométricos associados a niimeros irracionais;
o Relacionar triangulos notaveis com expressoes envolvendo raizes;

o Interpretar seno e cosseno geometricamente;
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o Compreender a origem da irracionalidade na trigonometria.

Encaminhamento metodolégico

Iniciar a aula relembrando o conceito de triangulo retangulo e as razoes
trigonométricas seno e cosseno, destacando suas definigbes como razbes entre lados
do triangulo.

Para os alunos que apresentarem dificuldades, pode-se utilizar a tabela do
ciclo trigonométrico como apoio visual, permitindo identificar os valores de seno e
cosseno em angulos notaveis e facilitando a compreensao das relagoes envolvidas.

Apresentar o tridngulo retangulo isésceles (45°-45°-90°), com catetos de
medida 1.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras,

R=124+12=2=h =12

Explicar aos alunos que v/2 é um nimero irracional, ou seja, nio pode ser
escrito como fragdo e possui infinitas casas decimais nao peridédicas.

Calcular:

1
sen(45°) = 5=

[

Destacar:
O valor de sen(45°) é irracional, pois envolve v/2.
Repetir o raciocinio para o triangulo de 30°-60°-90°,

sen(60°) = \f, cos(30°) = \ég

Explicar que v/3 também é irracional.

Concluir com os alunos:

Muitos valores trigonométricos sao irracionais porque surgem de cons-

trugoes geométricas envolvendo raizes quadradas.

Exemplo resolvido

Mostrar que sen(45°) ¢ irracional.

sen(45°) =

[

Como /2 é irracional, entdo % também é irracional.
Atividade em grupo
Determine os valores trigonométricos e classifique como racionais ou irraci-

onais:
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o sen(30°)
» cos(60°)
« sen(45°)
o cos(45°)

Resolucao esperada

1
sen(30°) = 5 (racional)
o 1 :
cos(60°) = 3 (racional)
2
sen(45°) = £ irracional
2
2
cos(45°) = \2_ (irracional).

Exercicios

1. Determinar se sen(60°) é racional ou irracional.

V3

2. Explicar por que %5* ¢ irracional.

3. Calcular cos(30°) e classificar.

Solucao dos exercicios

V3
1. sen(60°) = —.
2
2.Como /3 é irracional, o resultado é irracional.
Um namero irracional dividido por um ntmero racional nao nulo continua
V3

sendo irracional. Logo, *%5* ¢ irracional.

3. cos(30°) = \f

Portanto, é irracional.
Problema

Uma escada esta apoiada em uma parede, formando um angulo de 45° com
o chao. Sabendo que o comprimento da escada é de 2 metros, determine a altura

alcangada na parede.

1. Determinar a altura alcancada pela escada, considerando o valor exato.;
2. Escrever o valor exato;

3. Classificar o resultado.
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Solucao

Utilizando o seno,

It
sen(45°) = _anira
hipotenusa
V2 _h
2 2

Logo, a altura alcancada é,

h=+2.

Como /2 é um ntimero irracional, o resultado também ¢é irracional.
Avaliacao

Sera analizado se os alunos sao capazes de identificar valores trigonométri-
cos, calcular razdes trigonométricas, classificar nimeros como racionais ou irracionais

e justificar os resultados.

3.9 Representacao e aproximagao de valores trigonométri-

cos irracionais

Conteudo: Aproximagoes decimais e representacao geométrica de valores trigono-
métricos irracionais.

Recursos didaticos: Quadro, régua, calculadora, folha milimetrada.

Objetivo Geral: Desenvolver a capacidade de aproximar e representar valores
trigonométricos irracionais em diferentes formas.

Objetivos especificos:

o Aproximar valores trigonométricos irracionais com precisao;
o Representar valores em reta numérica;
» Relacionar valores exatos e aproximados;

o Interpretar resultados em contextos geométricos.

Encaminhamento metodolégico

26



Retomar os valores estudados anteriormente, destacando que muitos deles

sdo irracionais e nao podem ser representados de forma decimal exata.
Para auxiliar os alunos com dificuldades, pode-se novamente recorrer a ta-

bela do ciclo trigonométrico, permitindo visualizar os valores de seno e cosseno

associados aos angulos notaveis.
Apresentar os valores,

sen(45°) = \éﬁ, sen(60°) = \ég

Discutir com os alunos que esses niimeros sao irracionais e, por isso, possuem

infinitas casas decimais.
Apresentar aproximacoes,

5

V2 0,707
5

\f ~ 0,866,

Destacar que essas aproximagoes permitem utilizar esses valores em situa-

¢oOes praticas, mesmo nao sendo exatos.

Numeros irracionais podem ser aproximados com grande precisao, mas

nunca representados exatamente em forma decimal.

Exemplo resolvido
Determinar uma aproximacao de sen(45°) com trés casas decimais.

V2

45°) = —.
sen(45°) 5
Sabendo que,
V2~ 1,414.
Entao,
1,414
sen(45°) ~ ’2

sen(45°) ~ 0,707.

Atividade em grupo
Calcular:

o sen(45°).
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» cos(30°).
« sen(60°).
Apoés os calculos:

e Determinar aproximacoes com trés casas decimais;
» Representar os valores em uma reta numérica de 0 a 1 cm;
« Dividir a reta em milimetros (10 partes);

o Localizar aproximadamente cada valor na reta.

Resolugao esperada

sen(45°) = 0,707

cos(30°) ~ 0,866

sen(60°) ~ 0,866.

Os valores devem ser posicionados proximos de 0,7 e 0,87 na reta numérica.

Exercicios

1. Aproximar cos(45°) com trés casas decimais;
2. Determinar uma aproximacao de sen(30°);

3. Comparar quais valores sao racionais e quais sao irracionais.

Solucao dos exercicios

1.
cos(45°) = ? ~ 0,707.
2.
sen(30°) = ; =0,5.
3.

sen(30°) é racional
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sen(45°), sen(60°), cos(30°) sao irracionais.

Problema
Uma rampa forma um angulo de 30° com o chao e possui comprimento de

4 metros.

1. Determinar a altura atingida;
2. Escrever o valor exato;
3. Obter uma aproximacao decimal,

4. Classificar o resultado.

Solucao

Utilizando o seno,

It
sen(30°) = e
4
1 h
2 4
1
h=4. -
2
h=2

Nesse caso, o resultado é racional.

Discutir com os alunos que, dependendo do angulo, o resultado pode ser
racional ou irracional.
Avaliacao

Sera observado se os alunos sao capazes de aproximar valores trigonomé-
tricos com precisao, representar niimeros na reta numeérica, interpretar resultados

obtidos e distinguir entre valores racionais e irracionais.
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