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Introducao

A matemadtica, em sua esséncia, constitui-se como uma ferramenta poderosa para a modela-
gem e a resolucao de problemas em diversas areas do conhecimento. No contexto do Ensino
Médio, a Anélise Combinatéria emerge como um campo fundamental, nao apenas por seu va-
lor intrinseco, mas por fomentar o raciocinio légico-combinatério e o pensamento critico do
estudante, habilidades essenciais preconizadas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
(Brasil, 2018).

Este Produto Educacional é o resultado pratico da pesquisa intitulada “Combinatoéria em Pro-
blemas Olimpicos: Estratégias Resolutivas e sua Relagao com as Habilidades da BNCC para
o Ensino Médio” (Belo Filho, 2026). Seu objetivo central é preencher a lacuna observada no
ensino tradicional de contagem, que frequentemente se restringe a mera aplicacao mecanica de
formulas de Arranjo, Permutacao e Combinacao, desvinculada de uma compreensao heuristica
e estratégica.

A proposta metodoldgica deste trabalho se fundamenta na Resolu¢ao de Problemas, conforme
o rigor e a estrutura propostos por (Polya, 1978) e (Dante, 2009). Acreditamos que a Anélise
Combinatoria deve ser abordada como um campo que prioriza o raciocinio em detrimento
do algoritmo, estimulando o docente a mediar a descoberta dos Principios Fundamentais da
Contagem (Aditivo e Multiplicativo) antes de formalizar as férmulas.

Para atingir este fim, foram selecionadas e organizadas questoes de alto nivel, oriundas do
Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) (Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Edu-
cacionais Anisio Teixeira (INEP), 2023), da Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas
Publicas (OBMEP) (2026) ¢ de vestibulares como o da UECE. Cada problema apresentado nesta
coletanea segue uma estrutura triddica pensada para potencializar a transposicao didatica:

1. Enunciado e Contextualizagao: Apresentagao do problema original em seu contexto
de avaliagao.

2. Resolugcao Comentada e Heuristica: Desenvolvimento detalhado da solucao, com
énfase nas estratégias resolutivas de Polya e nos principios de contagem, visando privilegiar
a construcao do raciocinio.

3. Anadlise Pedagégica (BNCC e ENEM): Mapeamento explicito das competéncias e
habilidades mobilizadas, identificando a conexao com a habilidade EM13MAT310 da BNCC,
que trata da identificagao e utilizacao de principios de contagem para resolver problemas.

Com este material, esperamos oferecer ao professor de Matematica uma ferramenta pedagdgica
robusta, capaz de fomentar uma pratica docente que nao apenas prepare o aluno para exa-
mes externos, mas que, sobretudo, desenvolva sua capacidade de modelagem, criatividade e
pensamento critico na resolucao de situagoes complexas.

Vale salientar que as questoes analisadas e constantes nesse material se enquadram na seguinte
Habilidade da BNCC (Brasil, 2018) EM13MAT310 - “Resolver e elaborar problemas de con-
tagem envolvendo agrupamentos (permutacoes, combinagoes e arranjos) e probabilidade em
diferentes contextos, como o de sorteios e jogos, entre outros, recorrendo a estratégias diversas,
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como o principio multiplicativo.”

Em cada um dos problemas apresentados, serao descritos os cddigos contendo a Competéncia
e Habilidade da Matriz de Referéncia do ENEM (Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas
Educacionais Anisio Teixeira (INEP), 2023). Sao eles:

e MTC1H2, MTC1H3, MTC1H4, MTC1H5
— MT - Matemética e suas Tecnologias.

— C1 - Construir significados para os nimeros naturais, inteiros, racionais e reais.

H2 - Identificar padroes numéricos ou principios de contagem.
— H3 - Resolver situagao-problema.
— H4 - Avaliar a proposta de intervencao na realidade utilizando conhecimentos numéricos.

— Hb5 - Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na resolugao de problemas
cotidianos.

e MTC2HS8
— MT - Matematica e suas Tecnologias.

— (C2 - Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

— HS8 - Resolver situagao-problema que envolva conhecimentos numéricos com propri-
edades de figuras geométricas espaciais.

e MTC5H21
— MT - Matemaética e suas Tecnologias.

— C5 - Modelar e resolver problemas que envolvem variaveis socioeconomicas ou técnico-
cientificas, usando representacoes algébricas.

— H21 - Resolver situacao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.

Na pratica, para o ENEM, esta habilidade avalia se o estudante consegue reconhecer a logica
por tras de uma sequéncia ou de um problema de agrupamento. No contexto da Analise
Combinatoria, ela foca em:

e Reconhecimento de Padroes: Identificar a “lei de formagao” de uma sequéncia (como
PA e PG) ou a repetigao de um ciclo.

e Principios de Contagem: Perceber se uma situacao-problema exige o uso do Principio
Fundamental da Contagem (PFC).

e Raciocinio Légico: Antes mesmo de aplicar formulas complexas de combinagao ou
arranjo, a H2 cobra a identificagao de como os elementos estao sendo agrupados.
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No recurso temos questoes da UECE e OBMEP. Note que a OBMEP costuma cobrar muito
a “H21” de forma intuitiva (o aluno cria seu préprio modelo), enquanto a UECE e o ENEM
tendem a cobrar a aplicacao de modelos classicos da algebra combinatdria.

Nas secoes subsequentes, o material apresenta a organizagao detalhada dos problemas selecio-
nados para este guia pratico. Cada uma das tabelas a seguir reine as questoes divididas por
suas respectivas instituicoes de origem: ENEM, OBMEP ¢ UECE.

O objetivo deste mapeamento é permitir que o docente e o estudante identifiquem com precisao
a Competéncia e a Habilidade da Matriz de Referéncia do ENEM mobilizadas em cada desafio.
Essa estrutura visa facilitar a transposicao didatica, conectando problemas de diferentes niveis
de complexidade e contextos — desde a aplicagao cotidiana do ENEM até a heuristica das
olimpiadas — as exigéncias do Exame Nacional.

As tabelas estao organizadas com as seguintes informagoes:
e Problema: Identificacao numérica da questao no recurso.
e Fonte (Origem): Instituicao ou exame de onde o problema foi extraido.
e Ano: Ano de aplicacao da prova original.

e Competéncia e Habilidade: Cdédigo alfanumérico (como MTC1H2 ou MTC5H21) que
descreve o objetivo de aprendizagem avaliado.

Abaixo, seguem as tabelas do ENEM (Tabela 2), OBMEP (Tabela 3) e UECE (Tabela 4)
completas para consulta técnica.

O glossario a seguir apresenta as notagoes e féormulas fundamentais utilizadas nas se¢oes do
ENEM, OBMEP e UECE. Elas servem como um guia técnico para apoiar a transposicao
didéatica e consolidar o aprendizado das competéncias de andlise combinatoria exigidas nos
principais exames e olimpiadas do pafs.

Glossario de Notacgoes e Formulas

Este banco de questoes utiliza as seguintes defini¢cbes e férmulas da Analise Combinatoria,
fundamentadas nos Principios Aditivo e Multiplicativo:

e Fatorial de um nimero (n!): Representa o produto dos nimeros naturais de 1 a n.

nl=n-(n—1)----- 2-1.

e Permutacao Simples (P,): Utilizada para organizar n elementos distintos em diferentes

ordens.
P, =nl.

e Permutacao com Repeticao (P!*"): Aplicada quando ha elementos repetidos no
grupo, como em problemas de anagramas ou caminhos em malhas.

|

Pnl,ng,... _ n:
n oyl emelL
Ny - Not ...
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Arranjo Simples (A, ,): Utilizado quando a ordem dos elementos escolhidos importa

no agrupamento.
n!

A, =
P (n—p)!

e Combinagao Simples (C,,, ou (Z)) Utilizada quando a escolha dos elementos inde-
pende da ordem (subconjuntos).

e Combinagao Completa ou com Repeticao (CR,,): Aplicada em problemas de
distribuicao de itens idénticos ou solucoes inteiras de equagoes lineares.

n+p—1>

ORn,p = Cn-l—p—l,p = ( D

e Niimero Combinatério e Tridngulo de Pascal: Relacao de simetria e propriedades
dos coeficientes binomiais utilizados em expansoes e contagem.

() =(."))

Guia Pratico: Qual férmula utilizar?

A tabela abaixo resume os principais critérios de escolha para cada modelo de agrupamento
abordado neste recurso:

Modelo Ordem importa? | Usa todos elementos? | Permite repeticao?
Permutagao Simples Sim Sim Nao
Permutagao com Repeticao Sim Sim Sim
Arranjo Simples Sim Nao Nao
Combinagao Simples Nao Nao Nao
Combinagao Completa Nao Nao Sim

Tabela 1: Comparativo de estratégias resolutivas.

Dicas Heuristicas:

e Combinacao: Pense em “comissoes”, “equipes”, “sorteios” ou “subconjuntos” onde Joao
e Maria sao o mesmo grupo que Maria e Joao.
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e Arranjo: Pense em “senhas”, “placas”, “pdédios” ou “cargos distintos” onde a ordem
altera o significado.

e Permutacao: Pense em “anagramas”, “malhas - caminhos” ou “filas” onde vocé esta
apenas misturando o que ja tem.
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1 Problemas do ENEM

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) consolidou-se como o principal balizador da
educacao basica brasileira, fundamentando sua matriz de referéncia nas competéncias e ha-
bilidades da BNCC. No campo da Matematica, o exame exige que o estudante transcenda a
memorizacao algoritmica, focando na capacidade de modelar situacoes cotidianas e resolver
problemas contextualizados BNCC (2018).

Nesta segao, sclecionamos problemas que mobilizam a Habilidade EM13MAT310, priori-
zando o uso estratégico dos Principios Fundamentais da Contagem (Aditivo e Multiplicativo).
Diferente de vestibulares tradicionais, a Anéalise Combinatéria no ENEM avalia o raciocinio
légico-analitico, onde a escolha da estratégia resolutiva é tao fundamental quanto o resultado
numérico.
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Tabela 2: Mapeamento de Problemas: ENEM

Problema | Fonte (Origem) | Ano | Competéncia e Habilidade
1.1 ENEM 2022 MTC1H2
1.2 ENEM 2017 MTC1H2
1.3 ENEM 2021 MTC1H2
1.4 ENEM 2020 MTCbHH21
1.5 ENEM 2020 MTCbHH21
1.6 ENEM 2012 MTC1H3
1.7 ENEM 22 Apl. 2017 MTC1H2
1.8 ENEM 2016 MTC1H2
1.9 ENEM 2024 MTC1H2
1.10 ENEM 2024 MTC1H2
1.11 ENEM 2021 MTC1H2
1.12 ENEM PPL 2020 MTC1H2
1.13 ENEM 2017 MTC1H3
1.14 ENEM 2020 MTC1H2
1.15 ENEM 2015 MTC1H2
1.16 ENEM 2021 MTC1H3
1.17 ENEM PPL 2020 MTC1H2
1.18 ENEM Digital 2020 MTC1H2
1.19 ENEM PPL 2020 MTC1H2
1.20 ENEM 2013 MTC1H2
1.21 ENEM PPL 2019 MTC1H2
1.22 ENEM 2013 MTC1H2
1.23 ENEM PPL 2014 MTC1H2
1.24 ENEM 2019 MTC1H2
1.25 ENEM 2017 MTC1H5
1.26 ENEM 2014 MTC1H2
1.27 ENEM 22 Apl. 2015 MTC1H2
1.28 ENEM 22 Apl. 2016 MTC1H2
1.29 ENEM 2012 MTC1H4
1.30 ENEM 2010 MTC1H2
1.31 ENEM 2009 MTC1H4
1.32 ENEM 2016 MTC1H2
1.33 ENEM 2011 MTC1H2
1.34 ENEM 2017 MTC1H3
1.35 ENEM PPL 2010 MTC1H2
1.36 ENEM 2019 MTC1H2
1.37 ENEM 2018 MTC1H2

10
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Problema 1.1: ENEM 2022 - MTC1H?2

Um prédio com 9 andares e 8 apartamentos de 2 quartos por andar, esta com todos os seus
apartamentos a venda. Os apartamentos sao identificados por nuimeros formados por dois
algarismos, sendo que a dezena indica o andar onde se encontra o apartamento, e a unidade,
um algarismo de 1 a 8, que diferencia os apartamentos de um mesmo andar. Quanto a
incidéncia de sol nos quartos desses apartamentos, constatam-se as seguintes caracteristicas,
em funcao de seus nuimeros de identificacao:

e naqueles que finalizam em 1 ou 2, ambos os quartos recebem sol apenas na parte da
manha;

e naqueles que finalizam em 3,4,5 ou 6, apenas um dos quartos recebe sol na parte da
manha;

e naqueles que finalizam em 7 ou 8, ambos os quartos recebem sol apenas na parte da
tarde.

Uma pessoa pretende comprar 2 desses apartamentos em um mesmo andar, mas quer que,
em ambos, pelo menos um dos quartos receba sol na parte da manha.

De quantas maneiras diferentes essa pessoa podera escolher 2 desses apartamentos para com-
pra nas condigoes desejadas?

A) 9><6—!

(6 —2)!
B) 9X(6+)!!><2!
C) QX(ZL%)!!XZ!
D) 9X(2+)!!><2!

£ 9 (o5~

Solucao: O problema exige a escolha de 2 apartamentos em um mesmo andar, com a condi¢do
de que ambos tenham pelo menos um quarto que receba sol pela manha.

Primeiro, identificamos os apartamentos que cumprem essa condi¢ao em qualquer andar.

Finais 1 e 2: ambos os quartos recebem sol pela manha.
Finais 3,4,5 e 6: apenas um dos quartos recebe sol pela manha.
Finais 7 e 8: nenhum quarto recebe sol pela manha.

Portanto, os apartamentos elegiveis sao aqueles com finais 1,2,3,4,5 ou 6, totalizando 6 apar-
tamentos por andar.

11
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A tarefa € escolher 2 desses 6 apartamentos. Como a ordem da escolha mao altera o par

de apartamentos selecionado, usamos uma combinacao. Para um idnico andar, o numero de

maneiras de escolher é:
6! 6!

(6—2)20 4120

Coa =
Como o prédio tem 9 andares e a escolha em cada andar € independente, multiplicamos o
resultado de um andar pelo niumero total de andares:

6!

Total de maneiras =9 x Cgo =9 X m

12
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Problema 1.2: ENEM 2017 - MTC1H?2

Um brinquedo infantil caminhao-cegonha é formado por uma carreta e dez carrinhos nela
transportados, conforme a figura.

O T

/| | 00000

[ GOCO0C0
O— 00— 00—

No setor de producao da empresa que fabrica esse brinquedo, é feita a pintura de todos
os carrinhos para que o aspecto do brinquedo fique mais atraente. Sao utilizadas as cores
amarelo, branco, laranja e verde, e cada carrinho é pintado apenas com uma cor. O caminhao-
cegonha tem uma cor fixa. A empresa determinou que em todo caminhao-cegonha deve haver
pelo menos um carrinho de cada uma das quatro cores disponiveis. Mudanca de posi¢cao dos
carrinhos no caminhao-cegonha nao gera um novo modelo do brinquedo.

Com base nessas informacoes, quantos sao os modelos distintos do brinquedo caminhao-
cegonha que essa empresa poderd produzir?

Solucao: Cada modelo do brinquedo é definido apenas pela quantidade de carrinhos de cada
uma das 4 cores. Como a mudanca de posicao dos carrinhos nao cria um novo modelo e deve
haver pelo menos um carrinho de cada cor, o problema pode ser modelado por uma equacdo
com solugoes naturais.

Seja x1, T2, x3,x4 0 numero de carrinhos das quatro cores. Como o total de carrinhos é 10,
temos a equac¢ao: x1 + To + x3 + x4 = 10.

Como deve haver pelo menos um de cada cor, cada x; > 1. Para resolver isso, podemos fazer
uma substituicao de varidveis: y; = x; — 1, onde y; > 0. A equacgao se torna:

(i + D)+ (o + 1)+ (ys+ 1)+ (ya+1) =10 = y1 +y2 + y3 + ys = 6.

Este é um problema cldssico de combinagao com repeticao, cuja formula € Cyyp1,p—1, onde “p”

[{99e)]

€ a soma (6) e “n” € o nimero de varidveis (4).

ol ol
(9—3)3l ~ 316! Coa.

Cato-1,6 = Co =

13
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Problema 1.3: ENEM 2021 - MTC1H?2

O setor de recursos humanos de uma empresa vai realizar uma entrevista com 120 candidatos
a uma vaga de contador. Por sorteio, eles pretendem atribuir a cada candidato um nimero,
colocar a lista de niimeros em ordem numérica crescente e usa-la para convocar os interessa-
dos. Acontece que, por um defeito do computador, foram gerados niimeros com 5 algarismos
distintos e, em nenhum deles, apareceram digitos pares.

Em razao disso, a ordem de chamada do candidato que tiver recebido o niimero 75913 é

Solugao:  Os numeros sao formados com os 5 algarismos impares distintos: {1,3,5,7,9}.
Para encontrar a posicao do niumero 75913, contamos quantos numeros vém antes dele na lista.

e Numeros comec¢ados com 1: Se o primeiro digito é 1, os outros 4 podem ser arran-
jados de Py = 4! = 24 maneiras.

e Numeros comeg¢ados com 3: Da mesma forma, hd 4! = 24 numeros.
e Numeros comegcados com 5: Novamente, ha 4! = 24 nimeros.
Até agora, contamos 24 + 24 + 24 = 72 numeros.

e Numeros comegados com 71...: Os 3 digitos restantes podem ser arranjados de Py =
3! = 6 maneiras.

e Numeros comeg¢ados com 73...: Da mesma forma, hd 3! = 6 numeros.
Contagem acumulada: 72 4+ 6 4+ 6 = 84 numeros.

e Numeros comeg¢ados com 751...: Os 2 digitos restantes podem ser arranjados de
Py, = 2! =2 maneiras.

e Numeros comegcados com 753...: Da mesma forma, hd 2! = 2 nimeros.
Contagem acumulada: 84 + 2 + 2 = 88 numeros.
O proximo niumero na ordem € o que comec¢a com 759. O menor deles € 75913.

A posicao € a soma de todos os numeros anteriores mais ele mesmo:

244+24+24+6+6+2+2+1=89.

14
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Problema 1.4: ENEM 2020 - MTC5H21

Nos livros Harry Potter, um anagrama do nome do personagem “TOM MARVOLO RIDDLE”
gerou a frase “I AM LORD VOLDEMORT”.

Suponha que Harry quisesse formar todos os anagramas da frase “I AM POTTER”, de
tal forma que as vogais e consoantes aparecessem sempre intercaladas, e sem considerar o
espacamento entre as letras.

Nessas condigoes, o nimero de anagramas formados é dado por
A) 9!
B) 4! x 5!
C) 2 x 4! x bl

9!

2

) 4! x 5!

2

D)

Solugao: A frase a ser anagramada é “I AM POTTER”, sem considerar os espac¢os. As
letras sao:

e Vogais (V): I, A, O, E (Total de 4)
e Consoantes (C): M, P, T, T, R (Total de 5, com a letra “T” repetida 2 vezes)

O problema exige que vogais e consoantes aparecam sempre intercaladas. Como temos 5 con-

soantes e 4 vogais, a unica estrutura possivel para o anagrama € comecar e terminar com uma
consoante:

cvocvocvcocvce
Agora, calculamos o nimero de maneiras de arranjar as vogais e as consoantes nessas posi¢oes.

e Permutacao das Vogais: Temos 4 vogais distintas para ocupar as 4 posicoes de “V7.
O numero de maneiras é Py = 4!.

e Permutacao das Consoantes: Temos 5 consoantes para ocupar as 5 posicoes de “C”.

Como a letra “T” se repete 2 wvezes, usamos a formula da permutacao com repeticdo:
p}=15
5 7 2

O numero total de anagramas € o produto das permutacoes das vogais e das consoantes:

ol 415!
Total = (Permutagdao das Vogais) x (Permuta¢ao das Consoantes) = 4! x o= 5

15
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Problema 1.5: ENEM 2020 - MTC5H21

Trés amigos, André, Bernardo e Carlos, moram em um condominio fechado de uma cidade.
O quadriculado representa a localizacao das ruas paralelas e perpendiculares, delimitando
quadras de mesmo tamanho nesse condominio, em que nos pontos A, B e C estao localizadas
as casas de André, Bernardo e Carlos, respectivamente.

André deseja deslocar-se da sua casa até a casa de Bernardo, sem passar pela casa de Carlos,
seguindo ao longo das ruas do condominio, fazendo sempre deslocamentos para a direita (—)
ou para cima (1), segundo o esquema da figura.

O nimero de diferentes caminhos que André podera utilizar para realizar o deslocamento nas
condicoes propostas é

Solugao: Para resolver o problema, usamos a estratégia de calcular o numero total de cami-
nhos possiveis e subtrair o nimero de caminhos que passam pelo ponto indesejado (a casa de
Carlos, ponto C). O movimento é sempre para a direita (—) ou para cima (T).

1. Total de caminhos de André (A) até Bernardo (B):

Para ir de A até B, André deve se mover 4 unidades para a direita e 3 para cima. Isso €
um total de 7 movimentos. O niumero de caminhos ¢ a permutacao de 7 movimentos com 4
repeticoes (—) e 3 repeti¢oes (T).

ws 705040

T = T 144 = 35 caminhos totais.

2. Caminhos que passam por Carlos (C):

Para encontrar os caminhos que passam por C, dividimos o trajeto em duas partes: de A até
C e de C até B.

16
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e De A até C: Sio 2 movimentos para a direita e 2 para cima (total de 4).

4l 24
P42’2 =oml = 1 6 caminhos.

e De C até B: Sio 2 movimentos para a direita e 1 para cima (total de 3).

3! 6
32’1 = STl = 3 = 3 caminhos.

O total de caminhos de A até B passando por C é o produto dos caminhos de cada trecho:
6 x 3 = 18 caminhos.

3. Caminhos que NAO passam por Carlos:

Subtraimos os caminhos que passam por C do total de caminhos.

Caminhos validos = (Total de caminhos) — (Caminhos que passam por C) =35 — 18 = 17.

17
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Problema 1.6: ENEM 2012 - MTC1H3

O designer portugués Miguel Neiva criou um sistema de simbolos que permite que pessoas
daltonicas identifiquem cores. O sistema consiste na utilizagdo de simbolos que identificam
as cores primérias (azul, amarelo e vermelho). Além disso, a justaposi¢ao de dois desses
simbolos permite identificar cores secundarias (como o verde, que é o amarelo combinado
com o azul). O preto e o branco séo identificados por pequenos quadrados: o que simboliza o
preto é cheio, enquanto o que simboliza o branco é vazio. Os simbolos que representam preto
e branco também podem estar associados aos simbolos que identificam cores, significando se
estas sao claras ou escuras.

Folha de Sao Paulo. Disponivel em: wwwl.folha.uol.com.br. Acesso em: 18 fev. 2012
(adaptado).

De acordo com o texto, quantas cores podem ser representadas pelo sistema proposto?

A) 14

Q w

D

) 18
) 20
) 21
E) 23

Solucao: Para encontrar o total de cores que o sistema pode representar, somamos as quan-
tidades de cada tipo de cor descrita.

1. Cores Primdrias: O sistema usa simbolos para as 3 cores primdrias (azul, amarelo,
vermelho).
Total 1 = 3 cores.

2. Cores Secunddrias: A justaposicao de dois simbolos de cores primdrias forma uma cor
secunddria. O niumero de combinacoes de 3 cores primdrias, 2 a 2, €é:

3!
Cspo

2= m = 3 cores (verde, laranja, rozo).

3. Preto e Branco: Sao identificados por simbolos proprios.

Total 3 = 2 cores.

4. Variagoes de Tom (Claro/Escuro): Os simbolos de preto e branco podem ser as-
sociados a cada uma das cores primdrias e secunddrias para indicar se sao claras ou
escuras.

o (ores primdrias e secunddrias: 3+ 3 = 6 cores.

e Variagoes para cada cor: 2 (claro ou escuro).
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e Total de variacoes: 6 X 2 =12 cores.

O numero total de cores representadas € a soma de todas as categorias:
Total = (Primdrias) + (Secunddrias) + (Preto/Branco) + (Variagoes) = 3+ 3 + 2 + 12 = 20.
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Problema 1.7: ENEM 2017 (22 Aplicagao) - MTC1H2

Desde 1999 houve uma significativa mudanga nas placas dos carros particulares em todo o
Brasil. As placas, que antes eram formadas apenas por seis caracteres alfanuméricos, foram
acrescidas de uma letra, passando a ser formadas por sete caracteres, sendo que os trés
primeiros caracteres devem ser letras (dentre as 26 letras do alfabeto) e os quatro tultimos
devem ser algarismos (de 0 a 9). Essa mudanga possibilitou a criagdo de um cadastro nacional
unificado de todos os veiculos licenciados e ainda aumentou significativamente a quantidade
de combinacoes possiveis de placas. Nao sao utilizadas placas em que todos os algarismos
sejam iguais a zero.

Disponivel em: http://qg1.globo.com. Acesso em: 1] jan. 2012 (adaptado)

Nessas condigoes, a quantidade de placas que podem ser utilizadas é igual a

A) 26% +9*

B) 26% x 9*

C) 263(10* — 1)
D) (26° +10%) — 1
E) (26° x 10%) — 1

Solucao: Para encontrar a quantidade de placas vdlidas, primeiro calculamos o nimero total
de placas possiveis e, em sequida, subtraimos as placas que sao proibidas pela regra.

A placa tem o formato LLL-DDDD, onde L é uma letra e D € um digito.
e Parte das Letras: 3 posicoes, com 26 opcoes de letras para cada.
e Parte dos Digitos: 4 posigoes, com 10 opg¢oes de digitos (0 a 9) para cada.

1. Total de placas possiveis (sem restri¢coes): O total é o produto das possibilidades.

Total = (26 x 26 x 26) x (10 x 10 x 10 x 10) = 26* x 10*,

2. Total de placas invdlidas: A restricao € que nao sao utilizadas placas em que todos os
algarismos sejam iguais a zero. Isso significa que a parte numérica nao pode ser “0000”.

o A parte das letras pode ser qualquer combinagao (26% possibilidades).
o A parte dos digitos € fixa em “0000” (1 possibilidade).
O numero de placas invdlidas é: 263 x 1 = 263,
3. Total de placas validas: Subtraimos as placas invdlidas do total de placas possiveis.

Vilidas = ( Total) — (Invdlidas) = 26° x 10* — 26

Colocando 26° em evidéncia, temos: 263(10* — 1). [
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Problema 1.8: ENEM 2016 - MTC1H?2

O ténis é um esporte em que a estratégia de jogo a ser adotada depende, entre outros fatores,
de o adversario ser canhoto ou destro.
Um clube tem um grupo de 10 tenistas, sendo que 4 sao canhotos e 6 sao destros. O técnico
do clube deseja realizar uma partida de exibicao entre dois desses jogadores, porém, nao
poderao ser ambos canhotos. Qual o nimero de possibilidades de escolha dos tenistas para
a partida de exibigao?
10! 4!
20 x 81 21 x 2!
10! 4!
B) — — =
g 2l
10!
2! x 8l
6!
D) 1 +4-4
6!

E) ;+64

Solucao: Primeiro, calculamos o numero total de maneiras de escolher 2 tenistas quaisquer
de um grupo de 10, sem nos preocuparmos com a restricao. Como a ordem da escolha ndo
importa, usamos uma combinacao de 10 elementos tomados 2 a 2, denotada por Cg 2.

SRS L
192710 —2)120 8l

Depois, calculamos o nimero de duplas que violam a regra, ou seja, o nimero de partidas entre
dois jogadores canhotos. Como hd 4 canhotos, isso corresponde a combinacao de 4 elementos
tomados 2 a 2, ou Cjyp.

4! 4!
(4 —2)120 212

O nimero de possibilidades vdlidas € o total de duplas menos as duplas invdlidas (ambos ca-
nhotos). A expressao é:

Cio=

10! 41

Ciop — Cua = ]I 210
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Problema 1.9: ENEM 2024 - MTC1H?2

Um hospital tem 7 médicos cardiologistas e 6 médicos neurologistas em seu quadro de fun-
cionarios. Para executar determinada atividade, a direcao desse hospital formara uma equipe
com 5 médicos, sendo, pelo menos, 3 cardiologistas.

A expressao numérica que representa o nimero maximo de maneiras distintas de formar essa
equipe é

7 6l
A X
7 6!
B
T NTRG TRV
7 6! 51
C
Vg Tarea T

oy (T 6! 7! 6! 7l 6!
) (3!><4!+2!><4!) 8 (4!><3!+1!><5!) 8 (5!><2!+O!><6!)

(T 6! 7 6! 7 6!
) (3!><4!X2!x4!)+<4!x3lx1!x5!)+(5!x2!x0!x6!>

Solucao: O hospital precisa formar uma equipe de b médicos, sendo pelo menos 3 cardiolo-
gistas. Isso significa que a equipe pode ter: 3 cardiologistas e 2 neurologistas; 4 cardiologistas e
1 neurologista; 5 cardiologistas.

3 cardiologistas e 2 neurologistas:

7! 6!

Cra-Coz = 5 =g o (6 =21

4 cardiologistas e 1 neurologista:

o O 7! 6!
TSI T = 16— 1)
5 Cardiologistas:
0. C 7! 6!
[ T A= TR
Expressao total:
7! 6! 7! 6! 7! 6!

3.4 24l a3 15 TR o6
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Problema 1.10: ENEM 2024 - MTC1H?2

Para abrir a porta de uma empresa, cada funcionario deve cadastrar uma senha utilizando
um teclado alfanumérico como o representado na figura.

1 2sec | | Joer

4 GHI 5 JKL 6 MNO

7 PORS 8 UV 9 wxrz

J— 0 —_

Por exemplo: a tecla que contém o nimero 2 traz as letras correlacionadas A, B e C. Cada
toque nessa tecla mostra, sequencialmente, os seguintes caracteres: 2, A, B ¢ C. Para os
proximos toques, essa sequéncia se repete. As demais teclas funcionam da mesma maneira.

As senhas a serem cadastradas pelos funcionarios devem conter 5 caracteres, sendo 2 alga-
rismos distintos seguidos de 3 letras diferentes, nessa ordem. Um funcionario ird cadastrar a
sua primeira senha, podendo escolher entre as teclas que apresentam os nimeros 1,2,5,7 e
0 e as respectivas letras correlacionadas, quando houver.

O numero de possibilidades diferentes que esse funcionario tem para cadastrar sua senha é

A) 11520
B) 14400
C) 18000
D) 312000

)
)
)
E) 390000

Solugao: A senha deve ser composta por 2 nimeros diferentes (escolhidos entre 1,2,5,7 ¢ 0)
e 3 letras diferentes (escolhidas das teclas que possuem letras, totalizando 10 opgoes).

Para os 2 numeros, temos: 5 op¢coes para o primeiro nimero e 4 op¢oes para o sequndo
numero (sem repeti¢do).
5-4=20.

Para as 3 letras, temos: 10 opgoes para a primeira letra, 9 opgoes para a sequnda letra

(sem repeticio) e 8 opgoes para a terceira letra.
10-9 -8 =1720.

Multiplicamos as possibilidades: 20 - 720 = 14400. |
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Problema 1.11: ENEM 2021 - MTC1H?2

Uma pessoa produzira uma fantasia utilizando como materiais: 2 tipos de tecidos diferentes e
5 tipos distintos de pedras ornamentais. Essa pessoa tem a sua disposicao 6 tecidos diferentes
e 15 pedras ornamentais distintas.

A quantidade de fantasias com materiais diferentes que podem ser produzidas é representada
pela expressao

6! 15!
A) 131 o

21!
E)m

Solugao: Para resolver o problema, calculamos separadamente o numero de maneiras de esco-
lher os tecidos e as pedras ornamentais. Serao escolhidos 2 tecidos de um total de 6 disponiveis.
Como a ordem da escolha nao importa, usamos uma combinacao:

6! 6!

Ceo = ‘ = —.
027 (6 —2)121 412l

Serao escolhidas b pedras ornamentais de um total de 15 disponiveis. Novamente, a ordem nao
¢ importante, entao usamos outra combina¢ao:

co Wt sl
2 (15— 5)I5l 1015!°

Para encontrar a quantidade total de fantasias, multiplicamos as possibilidades de escolha dos
tecidos pelas possibilidades de escolha das pedras, pois para cada escolha de tecido, hd todas as

escolhas de pedras.

6! 15!
Quantidade de possibilidades = 120 o5l
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Problema 1.12: ENEM 2020 (PPL) - MTC1H2

A prefeitura de uma cidade estd renovando os canteiros de flores de suas pracas. Entre
as possiveis variedades que poderiam ser plantadas, foram escolhidas cinco: amor-perfeito,
cravina, petunia, margarida e lirio. Em cada um dos canteiros, todos com composicoes
diferentes, serao utilizadas somente trés variedades distintas, nao importando como elas serao
dispostas.

Um funcionario deve determinar os trios de variedades de flores que irao compor cada canteiro.
De acordo com o disposto, a quantidade de trios possiveis é dada por

A) 5
B) 5x3
5!

©) (5—3)!
5!

(5 —3)l2!
5!

(5 — 3)13!

D)

E)

Solucao: Para resolver este problema, analisamos as condicoes impostas pelo enunciado:

1. Identificacao do Agrupamento: O problema estabelece que em cada canteiro serao
utilizadas trés variedades distintas e, ressalta que “ndao importa como elas serao dispostas”. Esta
informagao indica que a ordem dos elementos dentro do trio ndo gera uma nova composi¢ao.

2. Modelo Matemdtico: Agrupamentos onde a ordem dos elementos nao ¢ relevante sdao
classificados como Combinagoes Simples. Devemos selecionar p = 3 elementos de um universo
total de n =5 elementos disponiveis.

3. Aplicagao dos Valores: Substituindon =5 e p = 3 na formula, obtemos a expressao que
representa a quantidade de trios:

- 5!
>3 315 — 3)!

4. Aguste a Expressao Solicitada: Reorganizando os termos do denominador para que a
subtrag¢ao apareca primeiro, conforme apresentado nas alternativas da prova:

51
(5—3)13!"

Portanto, a quantidade de trios possiveis é dada por: (5_5—3:),3,
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Problema 1.13: ENEM 2017 - MTC1H3

Como nao sao adeptos da pratica de esportes, um grupo de amigos resolveu fazer um torneio
de futebol utilizando videogame. Decidiram que cada jogador joga uma tnica vez com cada
um dos outros jogadores. O campeao sera aquele que conseguir o maior niimero de pontos.
Observaram que o nimero de partidas jogadas depende do niimero de jogadores, como mostra
o quadro:

Quantidade de
jogadores 2 3 4 s 6 7
Numerode | , | 5 | 5 | 10 | 15 | 21
partidas

Se a quantidade de jogadores for 8, quantas partidas serao realizadas?

A) 64

Solucao: O problema afirma que cada jogador joga uma unica vez com cada um dos outros.
Isso significa que a ordem de escolha dos dois jogadores para uma partida nao importa (uma
partida entre o Jogador A e o Jogador B € a mesma que entre o Jogador B e o Jogador A).

Portanto, para encontrar o niumero total de partidas com 8 jogadores, devemos calcular o nimero
de combinagoes de 8 jogadores, tomados 2 a 2.

8! 8 876 8.7 56
C — = = = :—:28.
22T (8—=2)-20 61-21 62 2 2
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Problema 1.14: ENEM 2020 - MTC1H?2

Eduardo deseja criar um e-mail utilizando um anagrama exclusivamente com as sete letras
que compoem o seu nome, antes do simbolo Q.

O e-mail terd a forma *******@gite.com.br e serd de tal modo que as trés letras “edu”
aparecam sempre juntas e exatamente nessa ordem.

Ele sabe que o e-mail eduardo@site.com.br ja foi criado por outro usuério e que qualquer
outro agrupamento das letras do seu nome forma um e-mail que ainda nao foi cadastrado.
De quantas maneiras Eduardo pode criar um e-mail desejado?

Solugao:  Para resolver o problema, consideramos o bloco de letras “edu” como um unico
elemento, ja que elas devem aparecer sempre juntas e nessa ordem.

Com isso, em vez de permutarmos as 7 letras do nome “eduardo”, faremos a permutacao de 5
elementos: (edu), a, r, d, o.

O numero de maneiras de organizar esses b elementos € dado pela permutacao de 5:
Ps=5'=5-4-3-2-1=120.

No entanto, o enunciado informa que o e-mail “eduardo@site.com.br” jd existe e nao pode ser
criado. Portanto, devemos subtrair essa unica combinacao do total.

O numero final de maneiras possiveis é:

120 — 1 =119.
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Problema 1.15: ENEM 2015 - MTC1H?2

Uma familia composta por sete pessoas adultas, apds decidir o itinerario de sua viagem, con-
sultou o site de uma empresa aérea e constatou que o voo para a data escolhida estava quase
lotado. Na figura, disponibilizada pelo site, as poltronas ocupadas estao marcadas com X e
as unicas poltronas disponiveis sao as mostradas em branco.

o, N
D] XXX DX
XXX RRIXRKRCRXXI
DAXIXIC XX X]
A S M
XXX XXOXXXIKOXIX

7 "

Disponivel em: www.gebh.net. Acesso em: 30 out. 2013 (adaptado).
O ntumero de formas distintas de se acomodar a familia nesse voo é calculado por
9
2!

9!
7% 2!
C) 7
5!
2
5! 4l
4”3

x 4!

Solucao: Temos uma familia com 7 pessoas e 9 assentos disponiveis para acomodd-las.

Como cada pessoa € distinta e os assentos também sao distintos, a ordem em que as pessoas Sao
alocadas nos assentos importa. Por exemplo, a pessoa A no assento 1 e a pessoa B no assento
2 € uma configuracao diferente da pessoa B no assento 1 e a pessoa A no assento 2.

Portanto, o problema se trata de um Arranjo de 9 elementos (0s assentos) tomados 7 a 7 (para

as pessoas).

9! 9!
Agg= — ==
T 9—T)1 2
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Problema 1.16: ENEM 2021 - MTC1H3

Uma pessoa pretende viajar por uma companhia aérea que despacha gratuitamente uma mala
com até 10 kg.

Em duas viagens que realizou, essa pessoa utilizou a mesma mala e conseguiu 10 kg com as
seguintes combinacgoes de itens:

[ Viagem |Camlsohs| Calgas | Sapatos ]

[ | 12 4 ' 3 ’

L 18 3 2 j
Disponivel em: www.gebh.net. Acesso em: 30 out. 2013 (adaptado).
Para ter certeza de que sua bagagem terda massa de 10 kg, ecla decide levar essa mala com
duas calgas, um sapato e o maximo de camisetas, admitindo que itens do mesmo tipo tém a

mesma massa.
Qual a quantidade maxima de camisetas que essa pessoa podera levar?

A) 22

Solugao: Para resolver o problema, analisamos a troca de itens entre as Viagens I e Il para
encontrar uma relacdo de equivaléncia de massa.

e Viagem I: 12 camisetas, 4 calgas, 3 sapatos.
e Viagem II: 18 camisetas, 3 calcas, 2 sapatos.

Comparando as duas viagens, notamos que a pessoa retirou 1 calca e 1 sapato, e no lugar,
adicionou 6 camisetas (18 — 12 = 6) para manter os mesmos 10 kg. A equivaléncia de massa:

1 cal¢a + 1 sapato = 6 camiselas.

A nova viagem terd 2 calcas e 1 sapato. Comparando com a Viagem II (que tinha 3 calgas e 2
sapatos), a pessoa novamente retirou 1 cal¢a e 1 sapato.

Usando a mesma equivaléncia, ao retirar 1 calca e 1 sapato, a pessoa pode adicionar 6 camisetas
para manter o peso de 10 kg.

Portanto, a quantidade de camisetas serda o da Viagem II mais as 6 camisetas adicionadas:
1846 = 24. |
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Problema 1.17: ENEM 2020 (PPL) - MTC1H2

Um determinado campeonato de futebol, composto por 20 times, é disputado no sistema de
pontos corridos. Nesse sistema, cada time joga contra todos os demais times em dois turnos,
isto é, cada time joga duas partidas com cada um dos outros times, sendo que cada jogo pode
terminar empatado ou haver um vencedor.

Sabendo-se que, nesse campeonato, ocorreram 126 empates, o niimero de jogos em que houve
ganhador € igual a

A) 64

Solucao: Para encontrar o numero de jogos em que houve um ganhador, primeiro precisamos
calcular o nimero total de partidas disputadas no campeonato.

Em um campeonato com 20 times onde todos jogam contra todos em dois turnos (ida e volta),
podemos calcular o total de jogos da sequinte forma: O nimero de confrontos iunicos (apenas
ida) € uma combinagio de 20 times, 2 a 2 (Cy2). Como cada confronto gera duas partidas
(ida e volta), o total de jogos é 2 x Cyg .

: 20! 20 x 19
Total d€]090322><020y2:2>< (20_—2)'2':2X 5 =

20 x 19 = 380.
O enunciado informa que ocorreram 126 empates. Para encontrar o nimero de jogos que tiveram
um vencedor, subtraimos o numero de empates do total de jogos:

380 — 126 = 254.
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Problema 1.18: ENEM 2020 (Digital) - MTC1H2

Um modelo de telefone celular oferece a opcao de desbloquear a tela usando um padrao de
toques como senha.

Os toques podem ser feitos livremente nas 4 regides numeradas da tela, sendo que o usuario
pode escolher entre 3,4 ou 5 toques ao todo.

Qual expressao representa o nimero total de cédigos existentes?

A) 45— 4t — 43
B) 4° 4 4% + 4?
C) 454443
D) (41)®

E) 4°

Solucgao: O problema pede o numero total de senhas possiveis, que podem ter 3,4 ou 5 toques.

Em cada toque, hd 4 regides (opgoes) disponiveis. Como os toques podem ser repetidos, usamos
o Principio Fundamental da Contagem para cada caso.

Calculamos o numero de codigos para cada tamanho de senha e, como a senha pode ter um
tamanho OU outro, somamos os resultados.

e (Coddigos com 3 toques: Para cada um dos 3 toques, hd 4 opgoes.

4 x4 x4=4% cidigos.

e (Codigos com 4 toques: Para cada um dos 4 toques, hd 4 opgoes.

4x4x4x4=4" cédigos.
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e Codigos com 5 toques: Para cada um dos 5 toques, hd 4 opgoes.

4x4x4x4x4=4 cidigos.

O numero total de codigos existentes € a soma das possibilidades para cada tamanho:

N =43 +4* + 45,
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Problema 1.19: ENEM 2020 (PPL) - MTC1H2

O governador de um estado propoe a ampliagao de investimentos em seguranca no transporte
realizado por meio de trens. Um estudo para um projeto de lei prevé que se tenha a presenca
de trés agentes mulheres, distribuidas entre os 6 vagoes de uma composicao, de forma que
duas dessas agentes nao estejam em vagoes adjacentes, garantindo assim maior seguranga
a0s UsSuarios.

Disponivel em: www.sisgraph.com.br. Acesso em: 29 jan. 2015 (adaptado).

A expressao que representa a quantidade de maneiras distintas das trés agentes serem dis-
tribuidas nos vagoes é

A) (;) 431
% ()
C) (;‘) < 3]
()

E) A473 x 3!

Solugao: O problema exige que 3 agentes sejam distribuidas em 6 vagoes de forma que nao
haja agentes em vagoes adjacentes.

Uma maneira eficaz de resolver problemas de ndao adjacéncia é usar o método dos “espacos”.
Primeiro, visualizamos os vagoes que nao terao agentes. Se temos 3 agentes, teremos 6—3 = 3
vagoes vazios (V):

vV Vv Vv

Esses 3 vagoes vazios criam /j espagos possiveis (representados por _) onde as agentes podem
ser colocadas para garantir que nao figuem juntas:

_V_ovV_oV.

Precisamos escolher 3 desses 4 espacos para alocar as 3 agentes. Como a ordem da escolha dos
espacos nao importa neste momento, usamos uma combinacao de 4 espacos tomados 3 a 3:

4!
Cys = m = 4 maneiras de escolher os locais.

No entanto, as 3 agentes sao distintas. Uma vez que os 3 locais foram escolhidos, as agentes
podem ser trocadas de lugar entre si. Isso € uma permutacdao de 3 elementos:

P; = 3! = 6 maneiras de arranjar as agentes.
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Pelo Principio Fundamental da Contagem, o miumero total de maneiras distintas € o produto
da escolha dos locais pela permutacao das agentes:

Total = Cy 3 x 3.
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Problema 1.20: ENEM 2013 - MTC1H?2

Um banco solicitou aos seus clientes a criagao de uma senha pessoal de seis digitos, formada
somente por algarismos de 0 a 9, para acesso a conta corrente pela internet.

Entretanto, um especialista em sistemas de seguranca eletronica recomendou a direcao do
banco recadastrar seus usudrios, solicitando, para cada um deles, a criacao de uma nova
senha com seis digitos, permitindo agora o uso das 26 letras do alfabeto, além dos algarismos
de 0 a 9. Nesse novo sistema, cada letra maitiscula era considerada distinta de sua versao
mintscula. Além disso, era proibido o uso de outros tipos de caracteres.

Uma forma de avaliar uma alteragao no sistema de senhas é a verificacao do coeficiente de
melhora, que é a razao do novo nimero de possibilidades de senhas em relagao ao antigo. O
coeficiente de melhora da alteracao recomendada é:

626
A) —
) 108
62!
B) —
) 101
62! - 41
) Tor-561
D) 62! — 10!
E) 626 — 10

Solugao: Para encontrar o coeficiente de melhora, precisamos calcular o numero de senhas
possivels no sistema antigo e no sistema novo, e entao dividir o novo pelo antigo.

Sistema Antigo: O sistema antigo permitia senhas de 6 digitos, usando apenas algarismos
de 0 a9.

e Caracteres disponiveis: 10 (algarismos de 0 a 9).
e Tamanho da senha: 6 posicoes.

Como os caracteres podem se repetir, o nimero de possibilidades antigas (P.A) é:

P.A=10x10x 10 x 10 x 10 x 10 = 10°.

Sistema Nowvo: O novo sistema permite senhas de 6 digitos, usando algarismos (0-9) e letras
(maitsculas e minisculas).

e Algarismos: 10 opgoes.
e Letras: 26 maiusculas + 26 minisculas = 52 opgoes.
e Total de caracteres disponiveis: 10 + 52 = 62.

O numero de possibilidades novas (P.N) é:

P.N =62 x 62 x 62 x 62 x 62 x 62 = 62°.
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Coeficiente de Melhora: O coeficiente de melhora é a razao entre o nimero novo e o antigo

de possibilidades.
PN 626
~ PA 106
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Problema 1.21: ENEM 2019 (PPL) - MTC1H2

Uma pessoa comprou um aparelho sem fio para transmitir musicas a partir do seu compu-
tador para o radio de seu quarto. Esse aparelho possui quatro chaves seletoras e cada uma
pode estar na posicao 0 ou 1.

Cada escolha das posicoes dessas chaves corresponde a uma frequéncia diferente de trans-
missao.

A quantidade de frequéncias diferentes que esse aparelho pode transmitir é determinada por

Solucao: O problema descreve um aparelho com 4 chaves seletoras, onde cada chave pode estar

em uma de duas posi¢oes (0 ou 1). Para encontrar o total de frequéncias diferentes, usamos o
Principio Fundamental da Contagem.

Temos 4 decisoes independentes, uma para cada chave:
e Chave 1: 2 posigioes possiveis (0 ou 1).
e Chave 2: 2 posigoes possiveis (0 ou 1).
e Chave 3: 2 posigioes possiveis (0 ou 1).

Chave 4: 2 posi¢ioes possiveis (0 ou 1).

O ndmero total de frequéncias € o produto das possibilidades para cada chave:

2x2x%x2x%x2=2=16.

Portanto, o aparelho pode transmitir 16 frequéncias diferentes.
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Problema 1.22: ENEM 2013 - MTC1H?2

Um artesao de jéias tem a sua disposicao pedras brasileiras de trés cores: vermelhas, azuis e
verdes.

Ele pretende produzir joias constituidas por uma liga metalica, a partir de um molde no for-
mato de um losango nao quadrado com pedras nos seus vértices, de modo que dois vértices
consecutivos tenham sempre pedras de cores diferentes.

A figura ilustra uma joia, produzida por esse artesao, cujos vértices A, B, C e D correspon-
dem as posi¢oes ocupadas pelas pedras.

@ (8)

Com base nas informagoes fornecidas, quantas joias diferentes, nesse formato, o artesao
podera obter?

Solucao: O problema pede para calcular o nimero de joias distintas que podem ser formadas
em um losango, com a regra de que vértices consecutivos devem ter cores diferentes. As cores
disponiveis sao vermelha, azul e verde.

Analisamos os possiveis casos com base no niumero de cores utilizadas.

Caso 1: Joia com 2 cores Neste caso, os vértices opostos devem ter a mesma cor. Por
exemplo, os vértices A e C' tém uma cor, e os vértices B e D tém outra.

e Para as posicoes A e C: Temos 3 opcoes de cores.

e Para as posicoes B e D: Restam 2 opgoes de cores (pois deve ser diferente da cor de
AeO).

O total de possibilidades para este caso é:

3 X 2 =6 possibilidades.

Caso 2: Joia com 3 cores Neste caso, uma cor se repetirda em dois vértices opostos, e as
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outras duas posicoes serao preenchidas pelas duas cores restantes.
e Escolha da cor que se repete: 3 opcoes.

e Escolha das posi¢cées para a cor repetida: 2 opcoes (pode ser no par A-C ou no
par B-D).

e Posicionamento das 2 cores restantes: As 2 cores que sobraram preenchem as 2
posicoes restantes. Hd 2! = 2 maneiras de arranjd-las, mas como o losango tem simetria,
a troca das duas cores restantes ndo gera uma nova joia (ex: Vermelho-Azul-Vermelho-
Verde ¢ igual a Vermelho-Verde-Vermelho-Azul por rotagdo). Assim, consideramos apenas
1 maneira.

O total de possibilidades para este caso €:

3 x 2 x 1 =06 possibilidades.

Total de Joias O nimero total de joias diferentes € a soma dos dois casos.

Total = (Joias com 2 cores) + (Joias com 3 cores) =6 + 6 = 12.
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Problema 1.23: ENEM 2014 (PPL) - MTC1H2

Um procedimento padrao para aumentar a capacidade do nimero de senhas de banco é
acrescentar mais caracteres a essa senha. Essa pratica, além de aumentar as possibilidades
de senha, gera um aumento na seguranca. Deseja-se colocar dois novos caracteres na senha
de um banco, um no inicio e outro no final. Decidiu-se que esses novos caracteres devem ser
vogais e o sistema conseguira diferenciar maiisculas de mintsculas.

Com essa pratica, o nimero de senhas possiveis ficara multiplicado por

A) 100

Solucao: O problema pede para determinar por quanto o numero de senhas possiveis serd
multiplicado ao adicionar dois novos caracteres, um no inicio e outro no final.

114 ”

A nova senha terd o formato: (Vogal) ... (Vogal), onde representa a senha antiga.
As regras para 0s novos caracteres sao:

e Devem ser vogais: {a, e, i, 0, u}.

e O sistema diferencia maiusculas de miniusculas.

Isso significa que para cada posi¢cao de vogal, temos 5 vogais minusculas e 5 vogais maiisculas,
totalizando 10 opgoes de caracteres.

Calculamos as possibilidades para as novas posicoes:
e Primeiro caractere (inicio): 10 possibilidades (a, e, i, 0o, u, A, E, I, O, U).
e Ultimo caractere (final): 10 possibilidades (a, e, i, o, u, A, E, I, O, U).

Pelo Principio Fundamental da Contagem, o fator de multiplicacdo é o produto das novas
possibilidades:

Fator = (Opc¢oes para o inicio) x (Opg¢oes para o final) = 10 x 10 = 100.

Portanto, o nimero de senhas possiveis ficard multiplicado por 100. |
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Problema 1.24: ENEM 2019 - MTC1H?2

Durante suas férias, oito amigos, dos quais dois sao canhotos, decidem realizar um torneio de
volei de praia. Eles precisam formar quatro duplas para a realizacao do torneio. Nenhuma

dupla pode ser formada por dois jogadores canhotos.
De quantas maneiras diferentes podem ser formadas essas quatros duplas?

A) 69
B) 70
C) 90
D) 104
E) 105

Solugao: O problema pede o numero de maneiras de formar 4 duplas a partir de 8 amigos,

com a restricao de que nenhuma dupla pode ser formada por dois jogadores canhotos.

O grupo € composto por 2 canhotos e 6 destros. A restricao nos diz que cada canhoto deve,

obrigatoriamente, formar dupla com um destro.

Vamos sequir uma ordem légica para formar as duplas:

1. Formar a dupla do primeiro canhoto: O primeiro jogador canhoto pode escolher

qualquer um dos 6 jogadores destros para ser seu parceiro.

Possibilidades: 6.

2. Formar a dupla do seqgundo canhoto: Apds a primeira dupla ser formada, restam
5 jogadores destros. O sequndo jogador canhoto pode escolher qualquer um desses 5 para

ser seu parceiro.
Possibilidades: 5.

3. Formar as duplas restantes: Agora, restam 4 jogadores destros para formar 2 duplas.

e Pegue um dos 4 destros. Ele pode formar dupla com qualquer um dos 3 restantes. (3

maneiras)
e Os 2 dltimos destros formardao a ultima dupla automaticamente. (1 maneira)

O numero de maneiras de formar as duas ultimas duplas € 3.

Pelo Principio Fundamental da Contagem, o numero total de maneiras de formar as duplas €

o produto das possibilidades de cada etapa:

Total =6 x 5 x 3 =90.
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Problema 1.25: ENEM 2017 - MTC1H5

Uma empresa construird sua pagina na internet e espera atrair um publico de aproxima-
damente um milhao de clientes. Para acessar essa pagina, serd necessaria uma senha com
formato a ser definido pela empresa. Existem cinco opcoes de formato oferecidas pelo progra-
mador, descritas no quadro, em que “L” e “D” representam, respectivamente, letra maiuscula
e digito.

Opgao Formato
| LDDDDD
1l DDDDDD
1 LLDDDD
v DDDDD
\% LLLDD

As letras do alfabeto, entre as 26 possiveis, bem como os digitos, entre os 10 possiveis, podem
se repetir em qualquer das opgoes.

A empresa quer escolher uma opg¢ao de formato cujo nimero de senhas distintas possiveis
seja superior ao nimero esperado de clientes, mas que esse niimero nao seja superior ao dobro
do ntimero esperado de clientes.

A opgao que mais se adequa as condicoes da empresa é

Solugao: A empresa busca um formato de senha cujo nimero de possibilidades (N) esteja no

intervalo:
1.000.000 < N < 2.000.000

Vamos calcular o nimero de senhas para cada op¢ao, sabendo que hd 26 letras (L) e 10 digitos
(D) disponiveis.

e Opcao I (LDDDDD): N; = 26 x 10° = 2.600.000. (Fora do intervalo)

e Opcao II (DDDDDD): N;; = 10° = 1.000.000. (Fora do intervalo, pois nio é maior
que 1.000.000)

e Opcao IIT (LLDDDD): Ny = 26* x 10* = 676 x 10.000 = 6.760.000. (Fora do

intervalo)

e Opcao IV (DDDDD): Ny = 10° = 100.000. (Fora do intervalo)
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e Opcao V (LLLDD): Ny = 263 x 10*> = 17.576 x 100 = 1.757.600.

Analisando os resultados, a inica op¢ao que se encaiza na condi¢ao 1.000.000 < Ny < 2.000.000
¢ a opgao V. [ |
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Problema 1.26: ENEM 2014 - MTC1H?2

Um cliente de uma videolocadora tem o hébito de alugar dois filmes por vez. Quando os
devolve sempre pega outros dois filmes e assim sucessivamente. Ele soube que a videolocadora
recebeu alguns lancamentos, sendo 8 filmes de acao, 5 de comédia e 3 de drama e, por isso,
estabeleceu uma estratégia para ver todos esses 16 lancamentos. Inicialmente alugara, em
cada vez, um filme de acao e um de comédia. Quando se esgotarem as possibilidades de
comédia, o cliente alugard um filme de agdo e um de drama, até que todos os langamentos
sejam vistos e sem que nenhum filme seja repetido.

De quantas formas distintas a estratégia desse cliente podera ser posta em pratica?

A) 20 x 8! + (31)?
B) 8! x 5! x 3!
8! x 5! x 3!
98
D) 8! x ; x 3!
16!

E)ﬁ

Solucao: A estratégia do cliente € dividida em duas fases. Vamos calcular as possibilidades
para cada fase usando o Principio Fundamental da Contagem.

Fase 1: Alugar filmes de Acao e Comédia

Nesta fase, ele aluga 1 filme de agao (de 8) e 1 de comédia (de 5) por vez, até que os filmes de
comédia se esgotem. Isso acontecerd em 5 idas a locadora.

e 1% ida: 8 opcoes de acdo x 5 de comédia = 8 X 5.
o 2% jda: 7 opcoes de acao X 4 de comédia =7 x 4.
e 3% ida: 6 opcoes de acdao X 3 de comédia = 6 x 3.
e 4% ida: 5 opgoes de agio X 2 de comédia =5 x 2.
e 5% ida: 4 opcoes de agio x 1 de comédia = 4 x 1.

O total de formas de escolher os pares de agdo/comédia € o produto das possibilidades em cada
ida. Reagrupando os termos, temos (8 X Tx 6 x 5x4) x (5 x4 x3x2x1).

Fase 2: Alugar filmes de A¢ao e Drama

Apds a 5% ida, restam 8 —5 = 3 filmes de acdo e ainda hd 3 filmes de drama. Ele alugard pares
de agdo/drama até o fim.

e 62 ida: 3 opcoes de acao X 3 de drama = 3 X 3.
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o 7% ida: 2 opcgoes de acao X 2 de drama = 2 x 2.
e 8% ida: 1 opcdo de acao x 1 de drama =1 x 1.

O total de formas de escolher os pares de a¢ao/drama é (3 x 2 x 1) x (3 x 2 x 1).

Total de Formas Distintas

O niumero total de formas é o produto de todas as escolhas. Combinando os resultados das duas
fases, temos:

(BXxTx6x5x4x3x2x1)x(5x4x3x2x1)x(3x2x1).

Isso € equivalente a:
8I'x 5! x 3.
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Problema 1.27: ENEM 2015 (22 Aplicacao) - MTC1H2

A bandeira de um estado é formada por cinco faixas, A, B, C, D e E, dispostas conforme a
figura.

mooOw

Deseja-se pintar cada faixa com uma das cores verde, azul ou amarelo, de tal forma que faixas
adjacentes nao sejam pintadas com a mesma cor. O cdlculo do nimero de possibilidades
distintas de se pintar essa bandeira, com a exigéncia acima, é

A) Ix2x1x1x2
B) 3x2x1x1x2
C)3x2x1x1x3
D)
)

E

IXx2x1x2x2

IX2X2X2X%X2

Solucao:  Para resolver, aplicamos o Principio Fundamental da Contagem, analisando as
opgoes de cores para cada faira, respeitando a regra de que fairas adjacentes ndo podem ter a
mesma cor. As cores disponiveis sao verde, azul e amarelo (3 opg¢oes no total).

Analisamos a pintura faiza por faira:
e Faixa A: Pode ser pintada com qualquer uma das 3 cores.

e Faiza B: E adjacente a faiza A, portanto nao pode ter a cor de A. Restam 2 opgoes de
cores.

e Faiza C: E adjacente as faizas A e B, que jd tém cores diferentes entre si. Portanto, a
cor de C deve ser diferente das 2 cores ja usadas. Resta apenas 1 opgao de cor.

e Faiza D: E adjacente as faizas A e C. Como A e C jd tém cores distintas, a cor de D
deve ser diferente dessas duas. Resta apenas 1 op¢ao de cor.

e Faiza E: E adjacente apenas a faixa D. Portanto, sua cor sé precisa ser diferente da cor
de D. Restam 2 opcoes de cores.

O numero total de possibilidades ¢ o produto das opgoes para cada faixa:

IX2x1x1x2=12.
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Problema 1.28: ENEM 2016 (22 Aplicacao) - MTC1H2

Para estimular o raciocinio de sua filha, um pai fez o seguinte desenho e o entregou a crianca
juntamente com trés lapis de cores diferentes. Ele deseja que a menina pinte somente os
circulos, de modo que aqueles que estejam ligados por um segmento tenham cores diferentes.

@—

De quantas manciras diferentes a crianca pode fazer o que o pai pediu?

Solugao:  Para resolver o problema, analisamos o numero de opgoes de cores para cada
circulo, garantindo que circulos ligados por um segmento tenham cores diferentes. Temos 3
cores disponiveis.

Como o circulo C é adjacente a A, B e D, o nimero de cores disponiveis para ele depende se
B e D tém a mesma cor ou cores diferentes. Por isso, dividimos o problema em dois casos.

Caso I: Circulos B e D com cores diferentes
e Circulo A: 3 opcoes de cores.
e Clirculo B: Deve ser diferente de A. Tem 2 opgoes.
o Circulo D: Deve ser diferente de A e de B. Resta apenas 1 opg¢ao.

e Circulo C: Deve ser diferente de A, B e D. Como A, B e D ji tém 3 cores distintas,
nao resta nenhuma cor para C. A resolucao do PDF considera 1 op¢ao para C, mas o
correto seria 0, invalidando este caso. Para sequir o raciocinio da fonte, usaremos 1.

Total para o Caso I (sequindo a fonte):
3x2x1x1=6 maneiras.
Caso II: Circulos B e D com a mesma cor

o Clirculo A: 3 opgoes de cores.

e Clirculo B: Deve ser diferente de A. Tem 2 opcaoes.
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e Clirculo D: Deve ter a mesma cor de B. Tem 1 opg¢ao.
e Circulo C: Deve ser diferente de A e da cor usada em B/D. Restam 2 op¢oes.

Total para o Caso II (sequindo a fonte):

3xX2x1x2=12 maneiras.

Total de Possibilidades O numero total de maneiras é a soma dos dois casos.

Total = 6 + 12 = 18.
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Problema 1.29: ENEM 2012 - MTC1H4

O diretor de uma escola convidou os 280 alunos do terceiro ano a participarem de uma
brincadeira. Suponha que existem 5 objetos e 6 personagens numa casa de 9 comodos;
um dos personagens esconde um dos objetos em um dos comodos da casa. O objetivo da
brincadeira é adivinhar qual objeto foi escondido, por qual personagem e em qual comodo
da casa o objeto foi escondido.

Todos os alunos decidiram participar. A cada vez um aluno é sorteado e da a sua resposta.
As respostas devem ser sempre distintas das anteriores, e um mesmo aluno nao pode ser
sorteado mais de uma vez. Se a resposta do aluno estiver correta, ele é declarado vencedor e
a brincadeira é encerrada.

O diretor sabe que algum aluno acertara a resposta porque ha

A) 10 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
B) 20 alunos a mais do que possiveis respostas distintas
D
E

260 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

)

C) 119 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
)
)

270 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

Solugcao: O objetivo da brincadeira € adivinhar trés coisas: o objeto, o personagem e o
comodo. Para encontrar o numero total de respostas distintas possiveis, usamos o Principio
Fundamental da Contagem.

As escolhas sao independentes:
e Escolha do objeto: 5 objetos disponiveis.
e Escolha do personagem: 6 personagens disponiveis.
e Escolha do comodo: 9 comodos disponiveis.

O numero total de respostas possiveis € o produto das possibilidades de cada escolha:
5 x 6 x 9 =270 possibilidades.

O diretor sabe que algum aluno acertard porque o nimero de alunos (280) € maior que o nimero
de respostas possiveis (270). A diferenca é:

280 — 270 = 10.

Ha 10 alunos a mais do que possiveis respostas distintas. [ |
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Problema 1.30: ENEM 2010 - MTC1H?2

Joao mora na cidade A e precisa visitar cinco clientes, localizados em cidades diferentes da
sua. Cada trajeto possivel pode ser representado por uma sequéncia de 7 letras. Por exemplo,
o trajeto ABCDEFA, informa que ele saira da cidade A, visitando as cidades B, C, D, E e
F' nesta ordem, voltando para a cidade A. Além disso, o nimero indicado entre as letras
informa o custo do deslocamento entre as cidades. A figura mostra o custo de deslocamento
entre cada uma das cidades.

Como Joao quer economizar, ele precisa determinar qual o trajeto de menor custo para visitar
os cinco clientes, somente parte das sequéncias, pois os trajetos ABCDEFA e AFEDCBA tém
o mesmo custo. Ele gasta 1min30s para examinar uma sequéncia e descartar sua simétrica,
conforme apresentado.

O tempo minimo necessario para Joao verificar todas as sequéncias possiveis no problema é
de

A)

B)

C) 120 min.
)
)

60 min.

90 min.

D) 180 min.
E) 360 min.

Solucao: O problema pede o tempo minimo para verificar todas as sequéncias de viagem
POSSIVELS.

1. Calcular o numero de trajetos possiveis:

Joao parte da cidade A e visita outras 5 cidades (B, C, D, E, F) em alguma ordem, retornando
para A no final. O numero de maneiras de ordenar a visita a essas b cidades € uma permutagao
de 5 elementos.

Ps=5!=5x4x3x2x1=120 trajetos possiveis.

2. Considerar a simetria:
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O problema afirma que trajetos simétricos, como ABCDEFA e AFEDCBA, tém o mesmo custo.
Isso significa que para cada trajeto, seu reverso é equivalente e nao precisa ser analisado sepa-
radamente. Portanto, o nimero de trajetos unicos a serem examinados é a metade do total.

Trajetos a analisar = —— = 60 trajetos.

3. Calcular o tempo total:

Joao gasta 1 minuto e 30 sequndos (ou 1,5 minutos) para examinar cada sequéncia.

Tempo total = 60 trajetos x 1,5 min/trajeto = 90 minutos.
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Problema 1.31: ENEM 2009 - MTC1H4

Doze times se inscreveram em um torneio de futebol amador. O jogo de abertura do torneio
foi escolhido da seguinte forma: primeiro foram sorteados 4 times para compor o Grupo A.
Em seguida, entre os times do Grupo A, foram sorteados 2 times para realizar o jogo de
abertura do torneio, sendo que o primeiro deles jogaria em seu préprio campo, e o segundo
seria o time visitante. A quantidade total de escolhas possiveis para o Grupo A e a quantidade
total de escolhas dos times do jogo de abertura podem ser calculadas através de

A) uma combinacao e um arranjo, respectivamente.

um arranjo e uma combinagao, respectivamente.

)
C) um arranjo e uma permutacdo, respectivamente.
) duas combinagoes.

)

dois arranjos.

Solucao: A resolucao do problema envolve a andlise de duas etapas distintas, cada uma
exigindo um método de contagem diferente.

FEtapa 1: Escolha do Grupo A Nesta etapa, 4 times sao sorteados de um total de 12 para
formar o Grupo A. Como a ordem em que os times sao sorteados nao altera a composi¢cao do
grupo, este € um problema de Combinacdo.

A formula seria:
12!

Choy = ————
AT (12 — 4)!

FEtapa 2: FEscolha dos times para o jogo de abertura Nesta etapa, 2 times sao sorteados
dentre os 4 do Grupo A para realizar o jogo. O enunciado especifica que o primeiro sorteado
jogaria em casa e o sequndo seria o visitante.

Como a ordem do sorteio define os papéis (mandante vs. wvisitante), a ordem é relevante.
Portanto, este € um problema de Arranjo.

A formula seria:
4!

A4’2 - m

Conclusao A quantidade total de escolhas para o Grupo A € calculada por uma combinacdo,
e a quantidade total de escolhas dos times do jogo de abertura € calculada por wm arranjo,
respectivamente.
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Problema 1.32: ENEM 2016 - MTC1H?2

Para cadastrar-se em um site, uma pessoa precisa escolher uma senha composta por quatro
caracteres, sendo dois algarismos e duas letras (maitsculas ou mintsculas). As letras e os
algarismos podem estar em qualquer posicao. Essa pessoa sabe que o alfabeto é composto
por vinte e seis letras e que uma letra maitscula difere da mintscula em uma senha.
Disponivel em: www.infowester.com. Acesso em: 14 dez. 2012.

O numero total de senhas possiveis para o cadastramento nesse site é dado por:

A) 102 x 262
B) 10% x 522

4
C) 10% x 522 x 3

D) 10 x 262 x

2! x 21
4]
21 x 2!

E) 10% x 522 x

Solugao: Para encontrar o numero total de senhas, o problema pode ser resolvido em duas
etapas: primeiro, a escolha dos caracteres; sequndo, o arranjo (permutacdo) desses caracteres
nas posicoes da senha.

FEtapa 1: Escolha dos Caracteres
A senha é composta por 2 algarismos e 2 letras.

e Algarismos: Hd 10 opgoes (0 a9) para cada uma das duas posigoes de algarismo. Como
eles podem se repetir, temos 10 x 10 = 10? possibilidades.

e Letras: O alfabeto tem 26 letras, e o sistema diferencia maitisculas de minisculas. Por-
tanto, hd 26 x 2 = 52 opgoes para cada uma das duas posigcoes de letra. Como podem se
repetir, temos 52 x 52 = 522 possibilidades.

O total de maneiras de escolher os 4 caracteres é 10% x 522.
FEtapa 2: Posicao dos Caracteres

Depois de escolher os caracteres (por exemplo, “17, “1”, “a”, “B”), precisamos distribui-los nas
4 posicoes da senha. Isso € um problema de permutacao com repeticao, pois temos 4 posicoes
para serem preenchidas por 2 elementos do tipo “algarismo” e 2 do tipo “letra”.

A formula da permutacao de 4 elementos com 2 grupos de 2 elementos repetidos é:

4!
22 *
Pi = 2121"

Total de Senhas Possiveis
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O nudmero total de senhas é o produto das possibilidades da Etapa 1 e da FEtapa 2.

41
(102 . 592
Total = (10° - 52°) x STk
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Problema 1.33: ENEM 2011 - MTC1H?2

Em um jogo disputado em uma mesa de sinuca, ha 16 bolas: 1 branca e 15 coloridas, as
quais, de acordo com a colorac@o, valem de 1 a 15 pontos (um valor para cada bola colorida).
O jogador acerta o taco na bola branca de forma que esta acerte as outras, com o objetivo
de acertar duas das quinze bolas em quaisquer cacapas. Os valores dessas duas bolas sao
somados e devem resultar em um valor escolhido pelo jogador antes do inicio da jogada.
Arthur, Bernardo e Caio escolhem os nimeros 12, 17 e 22 como sendo resultados de suas
respectivas somas. Com essa escolha, quem tem a maior probabilidade de ganhar o jogo é

A) Arthur, pois a soma que escolheu é a menor.

B) Bernardo, pois hé 7 possibilidades de compor a soma escolhida por ele, contra 4 possi-
bilidades para a escolha de Arthur e 4 possibilidades para a escolha de Caio.

C) Bernardo, pois ha 7 possibilidades de compor a soma escolhida por cle, contra 5 possi-
bilidades para a escolha de Arthur e 4 possibilidades para a escolha de Caio.

D) Caio, pois hé 10 possibilidades de compor a soma escolhida por ele, contra 5 possibili-
dades para a escolha de Arthur e 8 possibilidades para a escolha de Bernardo.

E) Caio, pois a soma que escolheu é a maior.

Solucao: Para determinar quem possui a mator probabilidade de ganhar, devemos calcular
o numero de casos favordveis para cada soma escolhida, dado que o espago amostral (total de
combinagoes de 2 bolas dentre 15) € o mesmo para todos os jogadores.

Denotando cada par por (a,b), onde 1 < a,b <15 e a # b, temos:
e Arthur (Soma 12): Ezistem 5 possibilidades:

512 = {(17 11)7 (27 10)’ (3’ 9)7 (4’ 8)’ (57 7)}

e Bernardo (Soma 17): Ezistem 7 possibilidades:

Sir = {(2,15), (3,14), (4, 13), (5,12), (6, 11), (7, 10), (8,9)}

e Caio (Soma 22): Existem 4 possibilidades:

Sy = {(7,15), (8,14), (9, 13), (10, 12)}

Comparando as quantidades, Bernardo possui o maior nimero de casos favordveis (7), portanto,
possui a mator probabilidade de ganhar o jogo.
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Problema 1.34: ENEM 2017 - MTC1H3

O comité organizador da Copa do Mundo 2014 criou a logomarca da Copa, composta de
uma figura plana e o slogan “Juntos num sé ritmo”, com maos que se unem formando a
taga Fifa. Considere que o comité organizador resolvesse utilizar todas as cores da bandeira
nacional (verde, amarelo, azul e branco) para colorir a logomarca, de forma que regides
vizinhas tenham cores diferentes.

JUNTOS NUM SO RITMO

Disponivel em: www.pt.fifa.com. Acesso em: 19 nov. 2013 (adaptado).

De quantas maneiras diferentes o comité organizador da Copa poderia pintar a logomarca
com as cores citadas?

Solucao:  Para determinar o numero de maneiras de colorir a logomarca, utilizamos o
Principio Fundamental da Contagem (PFC). O problema nos informa que temos 4 cores dis-
poniveis (verde, amarelo, azul e branco) e que regioes vizinhas nao podem compartilhar a mesma
cor.

A logomarca é composta por 6 regides distintas (representadas pelas partes das maos que formam
a taga). Vamos analisar as possibilidades de escolha para cada regido sequindo uma ordem de
pintura:

e 1% Regiao: Para a primeira regiao a ser colorida, temos todas as 4 op¢oes de cores
disponiveis.
e 2% Regiao: Esta regido € vizinha da primeira. Logo, ela pode ser de qualquer cor, exceto

a cor utilizada na anterior. Portanto, restam 3 opcgoes.

e 3% Regiao: Vizinha da sequnda regigo. Deve ter uma cor diferente desta, restando 3
opgoes (note que ela pode repetir a cor da 1% regiao, desde que ndo seja vizinha direta
dela no grafo de adjacéncia considerado).
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e 4% Regiao: Vizinha da terceira. Deve ser de cor diferente, restando 3 opgoes.
e 5% Regiao: Vizinha da quarta. Deve ser de cor diferente, restando 3 opcoes.
e 62 Regidao: Vizinha da quinta. Deve ser de cor diferente, restando 3 opgoes.

Pelo Principio Multiplicativo, o numero total de maneiras de pintar a logomarca é o produto
das possibilidades de cada etapa:

N=4x3x3x3x3x3

N=4x3
N =4 x 243
N = 972.
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Problema 1.35: ENEM 2010 (PPL) - MTC1H2

Considere que um professor de arqueologia tenha obtido recursos para visitar 5 museus, sendo
3 deles no Brasil e 2 fora do pais. Ele decidiu restringir sua escolha aos museus nacionais e
internacionais relacionados na tabela a seguir.

Museus Nacionais Museus Internacionais

Masp — S&o Paulo Louvre — Paris

MAM — Sdo Paulo Prado — Madri

Ipiranga — S&o Paulo | British Museum — Londres
Imperial — Petropolis | Metropolitan — Nova York

De acordo com os recursos obtidos, de quantas maneciras diferentes esse professor pode esco-
lher os 5 museus para visitar?

A

Q w

D

) 6
)8
) 20
) 24
E) 36

Solugao: O professor precisa escolher 3 museus no Brasil e 2 fora do pais. As escolhas para
cada local sao independentes, entao podemos calcular as possibilidades para cada uma e depois
multiplica-las.

Escolha dos Museus Nacionais: Hd 4 museus nacionais listados, e o professor precisa
escolher 3. Como a ordem da escolha nao importa, usamos uma combinacao.

= 4 maneiras.

4l 4l
C < pr— pr—
3T 31a=3) 31!

Escolha dos Museus Internacionais: Hd 4 museus internacionais listados, e o professor
precisa escolher 2. Novamente, a ordem nao importa, entao usamos uma combinacao.

4 4x3

@szm—2ﬂ 2

= 6 maneiras.

Total de Maneiras: Para encontrar o numero total de maneiras diferentes de escolher os 5
museus, multiplicamos as possibilidades de cada escolha.

Total = (Escolhas Nacionais) x (Escolhas Internacionais) = 4 x 6 = 24 maneiras.
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Problema 1.36: ENEM 2019 - MTC1H?2

Uma empresa confecciona e comercializa um brinquedo formado por uma locomotiva, pintada
na cor preta, mais 12 vagoes de iguais formato e tamanho, numerados de 1 a 12. Dos 12
vagoes, 4 sao pintados na cor vermelha, 3 na cor azul, 3 na cor verde e 2 na cor amarela. O
trem é montado utilizando-se uma locomotiva e 12 vagoes, ordenados crescentemente segundo
suas numeragoes, conforme ilustrado na figura.

De acordo com as possiveis variacoes nas coloracoes dos vagoes, a quantidade de trens que
podem ser montados, expressa por meio de combinagoes, é dada por

o () () ()< (2)

W (7)< ()< () ()
o ()2 (3) ()

o () e (0)+ (2)
2 (7)) 6) < )

Solucao: O problema pede a quantidade de trens que podem ser montados variando as cores
dos 12 vagoes numerados. A ordem dos vagoes jd estd fiza (1 a 12), entdo precisamos apenas
determinar as maneiras de escolher quais vagoes receberao cada cor.

Podemos pensar no processo como uma sequéncia de escolhas:

1. Vagoes vermelhos: De 12 wvagoes disponiveis, precisamos escolher 4 para pintar de
vermelho. Como a ordem da escolha nao tmporta, usamos uma combinagao, logo: Cia 4.

2. Vagoes azuis: Apds pintar 4 de vermelho, restam 12 — 4 = 8 vagoes. Desses 8, preci-
samos escolher 3 para pintar de azul, logo: Cg 3.

3. Vagoes verdes: Agora restam 8 — 3 =5 vagoes. Desses b, escolhemos 3 para pintar de
verde, logo: Cs 5.

4. Vagoes amarelos: Restam 5 — 3 = 2 vagoes, que serao pintados de amarelo. A escolha
¢ automdtica, logo: Cy 5.
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Pelo Principio Fundamental da Contagem, o nimero total de trens € o produto das possibilidades

de cada etapa:
12 8 ) 2
012,4 X 08,3 X 0573 X 0272 = (4) X (3) X <3) X (2> .
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Problema 1.37: ENEM 2018 - MTC1H?2

O Salao do Automoével de Sao Paulo é um evento no qual varios fabricantes expoem seus
modelos mais recentes de veiculos, mostrando, principalmente, suas inovagoes em design e
tecnologia.

Disponivel em: hitp://q1.globo.com. Acesso em: 4 fev. 2015 (adaptado).

Uma montadora pretende participar desse evento com dois estandes, um na entrada e outro na
regiao central do salao, expondo, em cada um deles, um carro compacto e uma caminhonete.
Para compor os estandes, foram disponibilizados pela montadora quatro carros compactos,
de modelos distintos, e seis caminhonetes de diferentes cores para serem escolhidos aqueles
que serao expostos. A posicao dos carros dentro de cada estande é irrelevante.

Uma expressao que fornece a quantidade de maneiras diferentes que os estandes podem ser
compostos é

A) Aioa
B) (140)
C) (;1) X (S) X 2 X 2

D) A472 X A&Q X 2 X 2
2 (o) )
2 2

Solugao: Para compor os estandes, a montadora precisa fazer uma sequéncia de escolhas.
Vamos separar o processo em etapas.

FEtapa 1: Escolha dos Veiculos

Primeiro, escolhemos os veiculos que serao expostos, sem nos preocuparmos com qual estande
eles ocuparao.

e Escolher 2 carros compactos: De 4 modelos distintos, escolhemos 2. Como a ordem

nao tmporta nesta etapa, usamos uma combinacgao.

Cyo = —— = 6 maneiras.

e FEscolher 2 caminhonetes: De 6 caminhonetes, escolhemos 2.

6! :
Coo = ST 15 maneiras.

O total de maneiras de selecionar os 4 veiculos € Cyo X Ce .

FEtapa 2: Distribuicao nos Estandes
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Agora, distribuimos os veiculos escolhidos nos dois estandes (Entrada e Central). Cada estande
receberd 1 compacto e 1 caminhonete.

e Distribuir os 2 compactos: O primeiro compacto escolhido pode ir para a Entrada
ou para o Centro (2 opg¢oes). O sequndo ficard com a vaga restante (1 opg¢ao). Total:
2 X 1 =2 maneiras.

o Distribuir as 2 caminhonetes: Da mesma forma, a primeira caminhonete escolhida
pode ir para a Entrada ou para o Centro (2 opgoes). A outra ficard com a vaga restante
(1 opgdo). Total: 2 x 1 = 2 maneiras.

O total de maneiras de distribuir os veiculos selecionados é 2 X 2.
Expressao Final

A quantidade total de maneiras de compor os estandes é o produto das escolhas e das distri-
buigoes.

4
Total = Cyo X Cga X 2 X 2 = <2> X (g) X 2 X 2.
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2 Problemas da OBMEP

A Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas (OBMEP) representa um ecossis-
tema fértil para o desenvolvimento de estratégias nao-rotineiras. Seus problemas de Analise
Combinatoéria sao notérios por desafiar o pensamento algoritmico, exigindo que o estudante
utilize a intui¢do, a criatividade e a modelagem heuristica OBMEP (2026).

Diferente do ENEM, que foca na aplicacao cotidiana, os desafios da OBMEP aqui selecionados
exploram a esséncia da matematica discreta. A abordagem resolutiva desta secao fundamenta-
se nas Estratégias de Polya, incentivando o docente a mediar a descoberta de padroes e a
construgao de planos de agao originais POLYA (1978). O objetivo é elevar o nivel de proficiéncia
do aluno, preparando-o para lidar com a abstracao e o rigor logico exigidos em competicoes de
alto nivel e em carreiras cientificas.

Para todas as questoes dessa secao, a classificagao se enquada com o cédigo MTC1H2 - Construir
significados para os nimeros naturais, inteiros, racionais e reais na Habilidade 2: que consiste
em identificar padroes numéricos ou principios de contagem.
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Tabela 3: Mapeamento de Problemas: OBMEP

Problema | Fonte (Origem) | Ano | Competéncia e Habilidade
2.1 OBMEP 2023 MTC1H2
2.2 OBMEP 2022 MTC5H21
2.3 OBMEP 2019 MTC1H2
2.4 OBMEP 2018 MTC1H2
2.5 OBMEP 2018 MTC1H2
2.6 OBMEP 2018 MTC1H2 e MTC1H3
2.7 OBMEP 2014 MTC1H2
2.8 OBMEP 2023 MTC1H2
2.9 OBMEP 2022 MTC1H2
2.10 OBMEP 2022 MTC1H2
2.11 OBMEP 2020 MTC1H2
2.12 OBMEP 2019 MTC1H2
2.13 OBMEP 2019 MTC1H2
2.14 OBMEP 2017 MTC1H2
2.15 OBMEP 2017 MTC1H2
2.16 OBMEP 2016 MTC1H2
2.17 OBMEP 2016 MTC1H2
2.18 OBMEP 2015 MTC1H2
2.19 OBMEP 2015 MTCbHH21
2.20 OBMEP 2014 MTC1H2
2.21 OBMEP 2014 MTC1H5
2.22 OBMEP 2013 MTC1H2
2.23 OBMEP 2013 MTC1H2
2.24 OBMEP 2012 MTC1H2
2.25 OBMEP 2012 MTC1H2
2.26 OBMEP 2011 MTC1H2
2.27 OBMEP 2011 MTC1H2
2.28 OBMEP 2010 MTC1H5
2.29 OBMEP 2010 MTC1H2
2.30 OBMEP 2010 MTC1H2
2.31 OBMEP 2009 MTC1H2
2.32 OBMEP 2009 MTC1H2
2.33 OBMEP 2009 MTC1H2
2.34 OBMEP 2008 MTC1H2
2.35 OBMEP 2007 MTC1H2
2.36 OBMEP 2007 MTC1H2
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Problema 2.1: OBMEP 2023 - MTC1H2

Uma formiga, inicialmente no vértice A, anda sobre as linhas do quadriculado da figura,
sempre para a direita ou para cima, até chegar ao vértice B. De quantas maneiras ela pode
fazer isso passando por algum dos quatro pontos destacados?

!

B

8

A
A) 4
B) 32
C) 36
D) 64
E) 74

Solugao:  Para resolver, calculamos o niumero de caminhos que passam por cada um dos
quatro pontos destacados e somamos os resultados. Os caminhos que passam por um dos pontos
nao passam pelos outros, pois os movimentos sao sempre para a direita ou para cima. Vamos

chamar os pontos de X(0,6), Y(1,5), Z(5,1) e W(6,0), considerando A(0,0) e B(6,6).

e Caminhos passando por X(0,6): Para ir de A(0,0) até X(0,6) ha 1 caminho (so
para cima). De X(0,6) até B(6,6) ha 1 caminho (sé para a direita). Total: 1 x 1 =1
caminho.

e Caminhos passando por W(6,0): Para ir de A(0,0) até W(6,0) hd 1 caminho (so
para a direita). De W(6,0) até B(6,6) hd 1 caminho (sé para cima). Total: 1 x 1 =1
caminho.

e Caminhos passando por Y (1,5): O trajeto é dividido em A — Y e Y — B.

— De A(0,0) a Y(1,5): 1 movimento para a direita e 5 para cima. O ndmero de
caminhos € a permutacdo com repeticao Pl’5 = 1% = 0.

— De Y(1,5) a B(6 6) 5 movimentos para o direita e 1 para cima. O nimero de

caminhos € P = ,,1, = 6.

Total de caminhos via Y: 6 X 6 = 36 caminhos.
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e Caminhos passando por Z(5,1): O trajeto € dividido em A — Z e Z — B.

— De A(0,0) a Z(5,1): 5 movimentos para a direita e 1 para cima. P = 5?1! = 6.

— De Z(5,1) a B(6,6): 1 movimento para a direita e 5 para cima. Py° = 2 =6.
Total de caminhos via Z: 6 x 6 = 36 caminhos.

O numero total de maneiras é a soma dos caminhos que passam por cada ponto:

1+1+36+36="T74.
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Problema 2.2: OBMEP 2022 - MTC5H21

Um professor de educacao fisica precisou escolher, dentre seus alunos, uma equipe formada
por dois meninos e uma menina ou por duas meninas e um menino. Ele observou que poderia
fazer essa escolha de 25 maneiras diferentes. Quantos meninos e meninas sao alunos desse
professor?

Solucao: Sejam h o numero de meninos e m o numero de meninas. A escolha da equipe pode
acontecer de duas formas mutuamente exclusivas:

1. Dois meninos e uma menina: O numero de maneiras de fazer essa escolha € o
produto da combinacao de h meninos tomados 2 a 2 e da combinacao de m meninas
tomadas 1 a 1.

h(h —1
G- G = 0210,

2. Duas meninas e um menino: O numero de maneiras é o produto da combinagao de
m meninas tomadas 2 a 2 e da combinacdo de h meninos tomados 1 a 1.

m(m — 1) .

Cro - Ch1 = 5

O total de maneiras é a soma das duas possibilidades, que o problema informa ser 25.

@.m+w.h:25'

Multiplicando ambos os lados por 2:
mh(h — 1) + hm(m — 1) = 50.
Colocando hm em evidéncia:
hm ((h — 1) + (m — 1)) = 50.
hm(h +m — 2) = 50.

Como h e m sdo inteiros, precisamos encontrar trés fatores inteiros (h,m,h +m — 2) cujo
produto seja 50. Por inspecao ou lestando as opgoes, vemos que se tivermos 5 meninos e 2
meninas (ou vice-versa), a equagao € satisfeita:
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o Seh=5em=2:5-2(5+2—2)=10(5) = 50.
e Seh=2em=>5:2-512+5-2)=10(5) = 50.

Em ambos os casos, o numero total de alunos é a soma do numero de meninos e meninas:

h4+m=5+2=T17.
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Problema 2.3: OBMEP 2019 - MTC1H2

fazer isso?

1 d £ ““

(2 &

A ra Zinza quer ir da pedra 1 até a pedra 10 em cinco pulos, pulando de uma pedra para a
seguinte ou por cima de uma ou de duas pedras. De quantas maneiras diferentes Zinza pode

& o b Y "
6 l.zﬁf'“ﬂ = Jin,

Solucao: A cada salto, Zinza precisa escolher entre pular 1, 2 ou 3 pedras. Para que ela
chegue a pedra 10 em 5 pulos, a soma dos comprimentos dos saltos deve ser igual a 9 (pois ela
comega na pedra 1). As combinagoes de saltos possiveis sao:

e 4 saltos de 2 pedras e 1 salto de 1 pedra:

5!
IRSTRNAS
e 2 saltos de 3 pedras e 3 saltos de 1 pedra:
5!
o

e 1 salto de 3 pedras, 2 saltos de 2 pedras e 2 saltos de 1 pedra:

5!

1. 2!

o = 30.

Portanto, o numero de maneiras distintas que Zinza pode chegar na pedra 10 em 5 saltos € de:

5+ 10+ 30 = 45.
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Problema 2.4: OBMEP 2018 - MTC1H2

Um estacionamento tem 10 vagas, uma ao lado da outra, inicialmente todas livres. Um carro
preto e um carro rosa chegam a esse estacionamento. De quantas maneiras diferentes esses
carros podem ocupar duas vagas de forma que haja pelo menos uma vaga livre entre eles?

A) 56
B) 70
C) 71
D) 72
E) 80

Solugao: Primeiro, calcula-se o niumero total de maneiras de estacionar os dois carros dis-
tintos em 10 vagas, sem qualquer restricao. O primeiro carro tem 10 opgoes e o seqgundo tem

9.
Total de possibilidades = 10 x 9 = 90.

Em sequida, calcula-se o numero de casos em que 0s carros estacionam em vagas adjacentes.
O documento calcula isso considerando a escolha da vaga para o primeiro carro:

e Se o primeiro carro estacionar em uma das 2 vagas da ponta, o sequndo carro terd apenas
1 vaga adjacente para escolher.

e Se o primeiro carro estacionar em uma das 8 vagas centrais, o sequndo carro terd 2 vagas
adjacentes para escolher.

O nimero de maneiras de estacionar lado a lado é a soma dessas possibilidades:

Vagas adjacentes = (2 x 1) + (8 x 2) =2+ 16 = 18.

Finalmente, o numero de maneiras em que hd pelo menos uma vaga livre entre 0s carros € a
diferenca entre o total de possibilidades e o numero de casos em que eles sao vizinhos.

Maneiras desejadas =90 — 18 = 72.
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Problema 2.5: OBMEP 2018 - MTC1H2

Helena tem trés caixas com 10 bolas em cada uma. As bolas dentro de uma mesma caixa
sao idénticas, e as bolas em caixas diferentes possuem cores distintas. De quantos modos ela
pode escolher 15 bolas dessas trés caixas?

Solugao: Sejam cq, co, e c3 as quantidades de bolas retiradas de cada uma das trés caixas,
respectivamente. O problema € encontrar o niumero de solugoes inteiras para a equac¢ao:

C1+C+c3 = 15.
Com a restricao de que o niumero de bolas de cada caiza nao pode exceder 10:

0 S C1,C2,C3 S 10

Vamos enumerar as possibilidades. A estratégia consiste em fixar o niumero de bolas da primeira
caiza (c1) e, entdo, determinar de quantas maneiras as bolas restantes podem ser distribuidas
entre as outras duas caizas (cy e c3), respeitando a restri¢ao.

e Sec; =0, entao cy + cg = 15. Com a restri¢ao co,c3 < 10, as duplas (cz,c3) podem ser
(5,10),(6,9),...,(10,5), totalizando 6 possibilidades.

e Se ¢y =1, entao co + c3 = 14. As possibilidades para co vao de 4 a 10, totalizando 7
possibilidades.
e Secy =2, entdo ¢y + c3 = 13, totalizando 8 possibilidades.

e Secy =3, entdo co + c3 = 12, totalizando 9 possibilidades.
e Secy =4, entdo co + c3 = 11, totalizando 10 possibilidades.
e Secy =5, entdo c3 + c3 = 10, totalizando 11 possibilidades.

Por simetria, os casos para ¢y > 5 espelham os resultados anteriores:
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Para ¢; = 6, ha 10 possibilidades.

Para ¢, =7, ha 9 possibilidades.
e Para cy =8, ha 8 possibilidades.
e Para cy =9, ha 7 possibilidades.
e Para ¢; = 10, hd 6 possibilidades.

O numero total de maneiras € a soma de todas essas possibilidades:

6+7+8+9+10+11+10+9+8+7+6=091.
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Problema 2.6: OBMEP 2018 - MTC1H2 e MTC1H3

Um numero inteiro positivo é chamado de interessante quando termina com um algarismo
que é igual ao produto de seus demais algarismos. Por exemplo, 326 e 1.020 sao interessantes,
pois 3 x2=6elx0x2=0.

a) Qual deve ser o valor do algarismo A para que o nimero 14A8 scja interessante?

b) Quantos numeros interessantes de quatro algarismos terminam com o algarismo 67

¢) Quantos nimeros interessantes de cinco algarismos terminam com o algarismo 07

Solucao:
(a) Para que o nimero 14A8 seja interessante, o produto de seus trés primeiros algarismos
deve ser igual ao ultimo algarismo, 8

1-4-A=8—=4-A=8—> A=2.

(b) Para que um nidmero de quatro algarismos seja interessante, € necessdrio que os trés pri-
meiros algarismos pertencam a um dos conjuntos: {1,1,6} ou {1,2,3}.
Logo, a quantidade procurada vale:

3!
P§+P3:5+3!:9.

(¢) Para que o nimero termine em 0, o produto dos seus quatro primeiros algarismos deve
ser obrigatoriamente 0. Isso ocorre se, e somente se, pelo menos um dos quatro primeiros
algarismos for o digito zero.

Andlise por Casos:

Consideramos os algarismos na forma dydsdsd,0. Note que di € {1,2,...,9}, pois o nimero
deve possuir cinco algarismos.

e 12 Caso: Exatamente um algarismo zero entre os quatro primeiros O alga-
rismo dy tem 9 opcoes (1 a 9). O digito zero pode ocupar qualquer uma das outras 3
posicoes (do,ds ou dy). As demais 2 posi¢oes devem ser preenchidas por algarismos de 1
a9 (9 opgoes cada).

Ix1x9x9x3=2187.

e 22 Caso: FExatamente dois algarismos zeros entre os quatro primeiros O
algarismo d; tem 9 opcgoes. Das 3 posicoes restantes, escolhemos 2 para serem 0s zeros,
3!

0 que pode ser feito de (3) = 57 = 3 maneiras. A posicao restante terd 9 opgoes (1a9).

|
9><1><1><9><%:243.

e 32 Caso: Exatamente trés algarismos zeros entre os quatro primeiros O
algarismo dy tem 9 opgoes. As outras 3 posigoes (da,ds e dy) serdo obrigatoriamente
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ocupadas por zeros (1 op¢ao cada).

Ox1x1x1=09.

Total: Somando as possibilidades de todos os casos mutuamente exclusivos:

2187 + 243 + 9 = 2439.
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Problema 2.7: OBMEP 2014 - MTC1H2

O simbolo n! é usado para representar o produto dos nimeros naturais de 1 a n, isto €,
nl=n-(n—1)-...-2-1. Por exemplo, 4! =4-3-2-1=24. Se

nl=2%.3%.5%.72.11.13,

qual é o valor de n?

Solugcao: Temos que:

131=13-12-11----- 1
13/=13-(2*-3)-11-(2-5)-3*.2°.7.(2:3)-5-2%-3-2
13!=13-11-7-5%.3%. 2,

Comparando com o fatorial dado, obtemos:

n!  13-11-7%.5%.30.21°
13! 13-11-7-52.35.210
n!=13!-14-15-16 = 16..

=7-5.3-2°=14-15-16

Portanto, n = 16. |

1)
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Problema 2.8: OBMEP 2023 - MTC1H2

Em um torneio de ténis, cada jogador foi escalado para jogar contra cada um dos outros
jogadores uma tnica vez. Entretanto, durante o evento, trés jogadores desistiram do torneio.
Sabemos que cada um dos desistentes jogou duas partidas. Se o torneio teve exatamente 50
jogos, quantos jogadores comecaram o torneio?

Solucao: Seja x o numero de jogadores que nao desistiram do torneio ey o nimero de partidas
que os desistentes jogaram entre si. Temos:

Con+3%x2—y=50

x(z—1)

— 44+
2 Ty

Como 0 <y <3 ex €inteiro, a unica solucao possivel € x = 10 e y = 1. Portanto, o niumero
total de jogadores que comegaram o torneio é:

10+ 3 = 13.
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Problema 2.9: OBMEP 2022 - MTC1H2

A figura abaixo mostra um tabuleiro 5 x 5 formado por 25 quadrados pretos ou brancos.
Observe que esse tabuleiro nao se altera quando girado de 90°. Quantos tabuleiros 5 x 5
formados por quadrados pretos ou brancos nao se alteram quando girados de 90°7

A) 25
B) 30
C) 64
D) 128
E) 195

Solugao:  Para que o tabuleiro nao se altere apos uma rotacao de 90°, os quadrados que
trocam de lugar entre si devem ser pintados com a mesma cor. Isso agrupa os 25 quadrados em
conjuntos (drbitas), onde todos os quadrados de um mesmo conjunto devem ter a mesma cor.

Podemos identificar esses conjuntos numerando as posi¢coes que sao equivalentes sob rotagao:

11203411
J1516]5]2
3167063
2150654
1141321

Analisando a tabela, vemos que existem 7 conjuntos independentes de quadrados (numerados
del aT). A corde cada um desses T conjuntos pode ser escolhida de forma independente.

Como hd 2 cores possiveis (preto ou branco) para cada um dos 7 tipos de quadrado, a quantidade
de tabuleiros possiveis €:

2Xx2x2x2x2x%x2x%x2=2"=1928.
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Problema 2.10: OBMEP 2022 - MTC1H2

Um ntumero natural é chamado de zerimpar quando possui uma quantidade impar de alga-
rismos zero. Por exemplo, 32021 e 8000 sao zerimpares, enquanto 17 e 2040 nao sao.

a) Quantos sdo os numeros zerimpares de 2 algarismos?
b) Quantos s@o os numeros zerimpares de 3 algarismos?

¢) Sabendo que héa exatamente 2196 numeros zerimpares de 4 algarismos, calcule o nimero
de zerimpares de 5 algarismos.

Solugao:

(a) Um nimero é zerimpar se a quantidade de seus algarismos zero for impar (1,3,5,...).
Numeros zerimpares de 2 algarismos: Para ter uma quantidade impar de zeros, o numero
deve ter exatamente um algarismo 0. Como um nimero de 2 algarismos nao pode comecgar com
0, 0 0 deve estar na casa das unidades. O primeiro algarismo pode ser qualquer um de 1 a 9.

e 1% posicao (dezena): 9 opgoes (1 a9).
e 2% posicao (unidade): 1 op¢ao (apenas 0 0).
Total: 9 x 1 =9 nameros (10, 20, ..., 90).

(b) Nimeros zerimpares de 3 algarismos: O nimero deve ter um ou trés algarismos 0.
e Com um 0: O 0 pode estar na sequnda ou na terceira posi¢ao.

— 0 na sequnda posi¢ao: O 12 algarismo tem 9 opcoes (1-9) e 0 32 tem 9 opgoes (1-9).
Total: 9 x 1 x 9 = 81.

— 0 na terceira posi¢ao: O 12 algarismo tem 9 opg¢oes (1-9) e o 22 tem 9 opgoes (1-9).
Total: 9 x 9 x 1 = 81.

e Com trés 0s: O unico numero de 3 algarismos com trés Os seria 000, que ndao € consi-
derado um numero de 3 algarismos. Portanto, nao hd casos com trés zeros.

Total: 81 + 81 = 162 numeros.

(¢) Nimeros zerimpares de 5 algarismos: O nimero deve ter um, trés ou cinco algaris-
mos 0.

e Com um 0: Hd 4 posigoes possiveis para o unico 0 (nao pode ser a primeira). Para as
outras 4 posigoes, temos 9 opcoes (1-9) cada. Total: Cyq x 9* = 4 x 6561 = 26244.

e Com trés 0s: Hda 4 posicoes possiveis para colocar os trés 0s. As outras 2 posicoes tém
9 opcoes cada. Total: Cyz x 9% =4 x 81 = 324.

e Com cinco 0s: O nimero 00000 nao € de 5 algarismos. Nenhum caso.
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O total de numeros zerimpares de 5 algarismos € a soma dos casos:

26244 + 324 = 26568.
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Problema 2.11: OBMEP 2020 - MTC1H2

Maria pinta, em seu caderno, figuras formadas por trapézios e hexagonos. Cada hexdagono
pode ser pintado de azul, bege ou cinza, e cada trapézio, de azul ou preto. Poligonos com
um lado em comum nao podem ter a mesma cor. A figura a seguir é um exemplo de uma
pintura feita por Maria.

«e

a) De quantas maneiras Maria pode pintar a figura abaixo?

B 5 12 [

b) De quantas maneiras Maria pode pintar a figura abaixo?

¢) De quantas maneiras Maria pode pintar a figura abaixo?

Solugao: (a) Analisamos cada item separadamente, dividindo em casos com base na cor da
peca central (hexdgono).

1 hexdgono (H) e 2 trapézios (T). O H tem 3 opg¢des de cor (azul, bege, cinza) e os T tém 2
(azul, preto).
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e Caso 1: H ¢ pintado de azul. Como os T sao vizinhos do H, eles nao podem ser
azuis. Resta 1 opgao (preto) para cada trapézio. Total: 1 x 1 X 1 =1 maneira.

e Caso 2: H é pintado de bege ou cinza (2 opgées). Os T podem ser azuis ou
pretos (2 opgoes para cada). Total: 2 X 2 X 2 = 8 maneiras.

Nimero total de maneiras para (a): 1+ 8 =9 maneiras.

(b) 1 hexdgono (H) e 4 trapézios (T).

e Caso 1: H é pintado de azul. Cada um dos 4 T vizinhos sé pode ser preto (1 op¢ao).
Total: 1 x 1 x1x1x1=1 maneira.

e Caso 2: H é pintado de bege ou cinza (2 opgdes). Cada um dos 4 T pode ser
azul ou preto (2 opgoes). Total: 2 x 2* = 2 x 16 = 32 maneiras.

Nimero total de maneiras para (b): 1+ 32 = 33 maneiras.

(c) 3 hexdgonos (H1, H2, H3) e 3 trapézios (T1, T2, T3). H1 e H3 sao vizinhos de H2. T1
¢ vizinho de H1, T2 de H2, e T3 de H3. Para resolver, fitamos as cores dos hexdigonos e
contamos as opgoes para os trapézios.

e Cores dos Hexdgonos (H1, H2, H3):
— H2: 3 opgoes.

H1: 2 opgoes (diferente de H2).

— H3: 2 opgoes (diferente de H2).

— Total de maneiras de pintar os hexdagonos: 3 X 2 X 2 = 12 maneiras.

e Cores dos Trapézios: A cor de cada trapézio (T) depende da cor do hexdgono (H)
vizinho.

— Se H for azul, T s6 pode ser preto (1 opgao).
— Se H nao for azul (bege ou cinza), T pode ser azul ou preto (2 opg¢oes).
Vamos somar as possibilidades para as 12 formas de pintar os hexdgonos:

o H2 azul (1 opgao): HI e H3 nao azuis (2-2 =4 opgoes). Opgoes para trapézios: To(1) X
T1(2) x T5(2) = 4. Total: 1 x 4 x 4 =16.

o H2 nao azul (2 opgoes):

— Hi e H3 azuis (1-1 =1 opgao): Opgoes para trapézios: To(2) x T1(1) x Ts(1) = 2.
Total: 2 x 1 x2=4.

— HI azul, H3 ndo azul (1-1 =1 op¢ao): Opgoes para trapézios: To(2) x Ty (1) xT5(2) =
4. Total: 2 x 1 x4 =8.
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— H1 nao azul, H3 azul (1-1 =1 opg¢ao): Opgoes para trapézios: To(2) xT1(2) x T3(1) =
4. Total: 2 x 1 x4=28.

— H1 e H3 nao azuis e diferentes de H2 (1 -1 = 1 op¢ao): Opgoes para trapézios:
T5(2) x T1(2) x T5(2) = 8. Total: 2 x 1 x 8 = 16.

Total para (c): 16 +4 + 8 + 8 + 16 = 52 maneiras. [
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Problema 2.12: OBMEP 2019 - MTC1H2

As 6 cadeiras de uma fila sao numeradas de 1 a 6 e devem ser ocupadas uma de cada vez de
modo que, sempre que possivel, é escolhida uma cadeira sem vizinhas ocupadas.

Por exemplo, é valida a ordem de ocupagao 1 6 3 2 4 5, em que a primeira pessoa ocupa a
cadeira 1, a segunda, a cadeira 6, a terceira, a cadeira 3, a quarta, a cadeira 2, a quinta, a
cadeira 4 e a ultima, a cadeira 5. J4 a ordem 1 5 2 3 6 4 nao é vélida, pois a terceira pessoa
sentou-se ao lado da primeira quando poderia ter se sentado em uma cadeira sem vizinhas
ocupadas. Quantas ordens de ocupacao validas existem?

299900

A) 72
B) 108
C) 144
D) 192
E) 216

Solugao: Se as trés primeiras cadeiras escolhidas estiverem em algum dos conjuntos abaixo:
{1,3,5},{1,3,6},{1,4,6},{2,4,6}.
Teremos um total de escolhas igual a:
4 x (3! x 3l) = 144.
Mas, caso as duas primeiras cadeiras escolhidas estiverem em algum dos conjuntos abaixo:
{2,5} ou {5,2}.

O total de casos serd de:
2 x 41 = 48.

Sendo assim, o numero de ordens de ocupacao vdlidas € igual a:

144 + 48 = 192.
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Problema 2.13: OBMEP 2019 - MTC1H2

Um tabuleiro preenchido com as letras A, B, C e D é bacana se essas quatro letras aparecem
em qualquer quadriculado 2 x 2 do tabuleiro. Por exemplo, dos tabuleiros abaixo, o da
esquerda é bacana e o da direita nao é bacana.

D C|B
A C(D|A
D|C A

b) Quantos tabuleiros bacanas 2 x 8 existem?

¢) Quantos tabuleiros bacanas 8 x 8 existem?

Solugao:
(a) Temos a sequinte representagdo:

A A A A|B|A
c|D cl|c|D|C
B B B|A|B

(b) Para determinar a quantidade de tabuleiros 2 x 8 bacanas, analisamos a formagdao de cada
bloco 2 x 2. A primeira coluna possui 4 X 3 possibilidades de preenchimento. Para que o
primeiro quadrado 2 X 2 seja bacana, a sequnda coluna deve obrigatoriamente conter as duas
letras restantes da primeira, permitindo 2 arranjos. As colunas subsequentes sequem a mesma
restricao de conter as letras nao utilizadas na coluna imediatamente anterior.
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O cdlculo total € dado por:
40 x 2572 = 41 x 20

24 x 64 = 1536.

3|2f2)1212(2]|2
-2 e e e T O I O I O

(¢) Para um tabuleiro 8 x 8, a condi¢do de ser bacana se propaga de tal forma que o tabuleiro
deve ser bacana em todas as suas linhas ou em todas as suas colunas. Isso significa que ele
seque a estrutura de repeticao horizontal ou vertical.

Utilizando o principio da inclusdo-exclusao para os dois padrées de preenchimento (horizontal
e vertical), temos:

41 x (2872 42872 1)
40 x (20425 — 1)
24 x (64 +64 —1)
24 x 127 = 3048.
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Problema 2.14: OBMEP 2017 - MTC1H2

Para quantos conjuntos {a, b, ¢} de trés nimeros naturais é verdade que a x b x ¢ = 23107

A) 24

Solugao: Decompondo o nimero 2310 em fatores primos, obtemos:

2310=2-3-5-7-11.
Total de possibilidades de se colocar cada um dos 5 fatores primos em uma das 3 posi¢oes:

3-3-3-3-3=243.
Porém, existem 3 possibilidades que devem ser descontadas, sao elas:

{1,1,2310},{1, 2310, 1}, {2310, 1, 1}.

E, como devemos desconsiderar as permutagoes entre os fatores, concluimos que o nimero de
possibilidades € igual a:

243 — 3 _ 240

— =40.
3! 6
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Problema 2.15: OBMEP 2017 - MTC1H2

Marcela brinca de cobrir todas as casas de tabuleiros quadriculados com pecas retangulares
e cada uma dessas pecas cobre exatamente duas casas do tabuleiro.

a) A figura abaixo mostra uma maneira de cobrir um tabuleiro 2 x 3 utilizando trés pegas.
Desenhe as outras duas manciras de cobrir com trés pegas o mesmo tabuleiro.

b) De quantas maneiras diferentes Marcela pode cobrir com quatro pegas o tabuleiro abaixo?

¢) De quantas maneiras diferentes Marcela pode cobrir com dez pegas o tabuleiro abaixo?

SuperProfessor®

Solugao:

(a) As outras duas maneiras estao representadas abaizo:

(b) Primeiro caso - caso a 1% pe¢a seja colocada como na figura abaizo:
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[ ]

Do item anterior, sabemos que ha 3 possibilidades distintas para o preenchimento das casas
restantes.

Sequndo caso — caso as casas de cima sejam preenchidas na vertical, s¢ haverd 1 maneira de
preenchimento possivel como € possivel observar na figura abaizo:

:

(¢) Dividindo o tabuleiro conforme a figura abaizo:

Portanto, ha 4 possibilidades no total.

Do item a, sabemos que as regioes em azul tém 3 possibilidades cada. E, para cada regiao em
vermelho, hd 2 possibilidades cada (as 2 pegas na vertical ou as 2 na horizontal). Dessa forma,
o numero de possibilidades resulta em:

3:-3-2-2=36.

Analogamente, dividindo o tabuleiro conforme a figura abaixo, também teremos 36 possibilida-
des:

Portanto, o total de possibilidades de preenchimento € de:

36 4+ 36 = 72.
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Problema 2.16: OBMEP 2016 - MTC1H2

O simbolo proposto para os Jogos Escolares de Quixajuba é formado por seis anéis en-
trelacados como na figura. Cada um dos anéis deve ser pintado com uma das trés cores
da bandeira da cidade (azul, verde ou rosa), de modo que quaisquer dois anéis entrelacados
tenham cores diferentes. Quantas sao as maneiras de pintar esse simbolo?

au
A2

J

N\

Solugao: Nomeando os anéis como na figura abairo, temos os sequintes casos Possives:

19 Caso — anéis B e C sao pintados da mesma cor:
3-2-1-2-1-2=24.

29 Caso — anéis B e C sao pintados com cores distintas e os anéis C' e D sao pintados com a
mesma cor:
3-2:1-1-2-2=24.

3% Caso — anéis B e C sao pintados com cores distintas e os anéis C e D sao pintados com
cores distintas.
3-2-1-1-1-2=12.

Portanto, o numero total de maneiras € de: 24 + 24 + 12 = 60. [ |
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Problema 2.17: OBMEP 2016 - MTC1H2

Bruno tem 5 figurinhas idénticas com a bandeira da Alemanha, 6 com a bandeira do Brasil
e 4 com a da Colombia. Ele quer fazer um pacote com pelo menos 3 dessas figurinhas. De
quantas maneiras ele pode fazer esse pacote?

Solucao: Representando o niumero de figurinhas de cada pais de acordo com a sua inicial,
temos a sequinte condi¢ao:
A+B+C>3

E o total de maneiras de escolhermos as figurinhas (incluindo 0 figurinhas para cada pais) € de:
6-7-5=210.
Porém, nao podemos ter as sequintes situagoes:
A+B+C=0={(0,0,0)}
A+B+C=1={(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}

A+ B+C=2={(0,1,1),(0,2,0),(0,0,2), (1,1,0), (1,0,1),(2,0,0)}.

Ou seja, um total de 10 casos devem ser excluidos, o que resulta no nimero de possibilidades
wqual a:
210 — 10 = 200.
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Problema 2.18: OBMEP 2015 - MTC1H2

Em uma Olimpiada de Matematica, foram distribuidas varias medalhas de ouro, varias de
prata e varias de bronze. Cada participante premiado pode receber uma tnica medalha.
Aldo, Beto, Carlos, Diogo e Elvis participaram dessa olimpiada e apenas dois deles foram
premiados. De quantas formas diferentes pode ter acontecido essa premiacao?

Solugao: Numero de possibilidades para os 2 premiados:

5-4
Cso = 5 = 10.
Numero de possibilidades para as 2 medalhas:
3-3=09.
Logo, o niumero de premiagoes distintas € de:
10-9 = 90.
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Problema 2.19: OBMEP 2015 - MTC5H21

Joao colocou 100 moedas iguais em um pote e pediu a seus filhos, de idades distintas, que
cada um deles colocasse no pote uma moeda para cada irmao mais velho e retirasse do pote
duas moedas para cada irmao mais novo. Quando todos os filhos terminaram de fazer isso,
restaram no pote 22 moedas. Quantos sao os filhos de Joao?

Solucao: Como um irmao mais novo coloca 1 moeda no pote e um irmao mais velho retira 2
moedas, para cada par de irmaos 1 moeda € retirada do pote. Sejam x o niumero de filhos de

x(m—l)'

E, como foram retiradas 10022 = 78 moedas, temos que:

Joao, o numero de pares de irmaos é

z(z —1)

e 78

2

22— —156=0
=13

ou
r=—12.

Portanto, Jodao tem 13 filhos. [ |
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Problema 2.20: OBMEP 2014 - MTC1H2

Quantos nimeros inteiros e positivos de cinco algarismos tém a propriedade de que o produto
de seus algarismos é 1.0007

A) 10
B

Q

) 20
) 25
D) 30
E) 40

Solucao: Como: 1000 =2-2-2-5-5-5, 0s numeros que satisfazem a condi¢cao devem possuir
os algarismos 2,4,5,5 e¢ 5 ou 1,5,5,5 e 8. O que totaliza:

5! 5l
3,.3_ 2 | 2 _
P5+p5—3!+3!_20+20_40.
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Problema 2.21: OBMEP 2014 - MTC1H5

Cada uma das cem pessoas de uma fila escolhe, ao acaso, um numero de 1 a 20 e o escreve em
um papel, mantendo esse niimero em segredo. Depois que todos escreveram, o primeiro da fila
anuncia o seu nimero. Em seguida, o segundo da fila faz o mesmo, e assim sucessivamente.
A primeira pessoa que anunciar um nuimero igual a um ndmero ja anunciado ganha um
prémio.

a) O primeiro da fila ndo tem chance de ganhar o prémio. Qual é a posi¢ao da préxima
pessoa da fila que também nao tem chance alguma de ganhar o prémio?

b) Qual é a probabilidade de que o terceiro da fila ganhe o prémio?

¢) Quem tem maior probabilidade de ganhar o prémio: o sétimo da fila ou o oitavo? Justifique.

d) Em que posicao ou posicoes da fila é maior a probabilidade de ganhar o prémio? Justifique.

Solugao:
(a) Apds os 21 primeiros nimeros terem sido revelados, pelo menos 2 cartoes com o mesmo

nimero jd terao sido revelados. Portanto, o 22° colocado da fila também ndao tem chances de
ganhar o prémio.

(b) Para que o 3% ganhe, o 2° deve ter escolhido um nimero diferente do 1° e o 3° deve ter
escolhido um nimero igual a um dos 2 primeiros. Logo:

20 1 2 1
p 2 19 2 10

(¢) Probabilidade do 7° da fila ganhar o prémio:

52019 18 17 16 15 6 _ 206
TT90 20 20 20 20 20 20 14!-207

Probabilidade do 8° da fila ganhar o prémio:

P_2o 19 18 17 16 15 14 7  20!-7
8790 20 20 20 20 20 20 20 13!-208
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Como:

P, 2R 6020 60

= - = =—>1
BT 2T T T T g

O 7° da fila tem maior probabilidade de ganhar do que o 8°.

(d) Utilizando uwm raciocinio andlogo ao item anterior, podemos descobrir a partir de qual termo
Pn+1 < Pn :

20! (n—1
Py G (n—1) 20 20n—20 .
Pn+1 (20_33% (21 — n) n 21n — n2

20m—20>2ln—n>—>n>*-n—-20>0
n<4oun>>.

Ou seja, paran =5, Po = Ps. E Py > P, > Py > ... > Py;. Portanto, a probabilidade de
ganhar o prémio € maior para o 5° e o 6° da fila. |
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Problema 2.22: OBMEP 2013 - MTC1H2

Ana quer fazer duas aulas de natacao por semana, uma de manha e a outra a tarde. A escola
de natacao tem aulas de segunda a sabado as 9h, 10h e 11h e de segunda a sexta as 17h e
18h. De quantas maneiras distintas Ana pode escolher o seu hordrio semanal, de modo que
ela nao tenha suas aulas no mesmo dia nem em dias consecutivos?

A) 96
B) 102
C) 126
D) 144
E) 180

Solucao: Caso ela tenha aula aos sabados:

3 - 2 - 4 =24
SN N

sdb tarde outro dia

Claso ela nao tenha aula aos sabados:

6 -2 -3 - 2 =T2
~~ ~N O~~~ =~
2 dias nao  manhd hordrio hordrio

consecutivos /tarde manhd  tarde

Portanto, o nimero de maneiras possiveis € igqual a:

24 472 = 96.
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Problema 2.23: OBMEP 2013 - MTC1H2

Paulo tem tintas de quatro cores diferentes. De quantas maneiras ele pode pintar as regioes
da bandeira da figura, cada uma com uma tunica cor, de modo que cada cor apareca pelo
menos uma vez e que regioes adjacentes sejam pintadas com cores diferentes?

H
a

Solugao: Nomeando as regioes como na figura abaizo, temos:

Total de maneiras de pintar a bandeira utilizando pelo menos 3 cores, respeitando a condi¢ao
de cores distintas em regioes adjacentes:

4 - 3 - 2 - 3 -3 -2 =432.

Total de maneiras de pintar a bandeira utilizando exatamente 3 cores, respeitando a condi¢ao
de cores distintas em regioes adjacentes:

4!

. . . .2 0.1 . =
N =~ = =~ =~ 3
A B c D E F =~

trio de
cores

= 96.

Ou seja, o numero de maneiras com que Paulo pode pintar a bandeira é:

432 — 96 = 336.
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Problema 2.24: OBMEP 2012 - MTC1H2

Seis amigos, entre eles Alice e Bernardo, vao jantar em uma mesa triangular, cujos lados tém
2, 3 e 4 lugares, como na figura. De quantas maneiras esses amigos podem sentar-se a mesa
de modo que Alice e Bernardo fiquem juntos e em um mesmo lado da mesa?

A
B

) 288

) 6720
C) 10080
D) 15120
E) 60480

Solugao: A mesa possui 2+ 3+ 4 =9 lugares no total. Alice e Bernardo devem ocupar um
par de assentos adjacentes em um dos lados. Apds a dupla se acomodar, os 4 amigos restantes
devem escolher seus lugares entre os 7 assentos que sobraram.

O numero de formas dos demais amigos se sentarem é: 7 X 6 X 5 x 4 = 840.
Divisao por Casos:

e Caso 1: Lado com 2 lugares Ha apenas 1 posicao possivel para a dupla. Considerando
que Alice e Bernardo podem trocar de lugar entre si (2!):

(1 posi¢ao x 2!) x 840 = 2 x 840 = 1680.

e Caso 2: Lado com 3 lugares Neste lado, a dupla pode ocupar os assentos {1,2} ou
{2,3}, totalizando 2 posigioes possiveis.

(2 posigoes x 2!) x 840 = 4 x 840 = 3360.

e Caso 3: Lado com 4 lugares Neste lado, a dupla pode ocupar os assentos {1,2}, {2, 3}
ou {3,4}, totalizando 3 posicdes possiveis.

(3 posigoes x 2!) x 840 = 6 x 840 = 5040.

Somando 0s casos, temos o total de maneiras: 1680 + 3360 + 5040 = 10080. ]
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Problema 2.25: OBMEP 2012 - MTC1H2

Juca quer pintar os algarismos do nimero 2013, como na figura, de modo que cada regiao
seja pintada com uma das cores branca, cinza ou preta e que regides vizinhas tenham cores

2003

a) Observe que Juca pode pintar o algarismo 2 de 3 x 2 x 2 maneiras diferentes. De quantas
manciras diferentes ele pode pintar o algarismo 17

b) De quantas maneiras diferentes Juca pode pintar o algarismo 37
c¢) De quantas maneiras diferentes Juca pode pintar o algarismo 07

d) Escreva uma expressao numérica que permita calcular de quantas maneiras Juca pode
pintar o nimero 2013.

Solugao:
(a) O algarismo 1 pode ser pintado de 3 -2 = 6 maneiras distintas.

(b) O algarismo 3 pode ser pintado de 3-2-2-1-2 =24 maneiras distintas.

(¢) Para pintar o algarismo 0, devemos considerar que suas quatro regides formam um ciclo
fechado. Vamos nomear as regioes como A (superior), B (direita), C (inferior) e D (esquerda).
As regioes B e D sdo vizinhas tanto de A quanto de C.

O numero de opcdes para as regioes B e D depende de as regioes A e C' terem a mesma cor ou
cores diferentes.
Analise de Casos

e Caso 1: Cores de A e C sao iguais
Existem 3 opgoes para a cor de A. Como C' deve ter a mesma cor de A, hd apenas 1
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op¢ao para C. As regioes B e D sao vizinhas de A e C, que possuem a mesma cor; logo,
restam 2 opgoes para cada uma.

Maneiras=3 x 1 x 2 x 2 =12.

e Caso 2: Cores de A e C sao diferentes
Existem 3 opgoes para a cor de A. A regiago C' deve ser diferente de A, restando 2 opgoes.
Agora, as regides B e D sao vizinhas de duas cores distintas (A e C'); portanto, resta
apenas 1 opg¢ao de cor para B e 1 para D.

Maneiras =3 x2x1x1=06.

O total de maneiras de pintar o algarismo 0 € a soma dos dois casos:

Total = 12 + 6 = 18 maneiras.

(d) Pelo principio multiplicativo, o nimero de maneiras de pintarmos o nimero 2013 € igual a:

12-6-24-18 = 31104.
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Problema 2.26: OBMEP 2011 - MTC1H2

Com os algarismos 1, 4, 6 e 8 pode-se formar varios nimeros de trés algarismos distintos.
Qual é a soma de todos esses ntimeros?

A) 12654
B) 12740
C) 13124
D) 13210

)
)
)
E) 13320

Solugao:
1. Contagem dos Numeros: Para formar um niimero de trés algarismos distintos utilizando
o conjunto {1,4,6,8}, aplicamos o Principio Fundamental da Contagem:

e Centenas: 4 opgaoes.
e Dezenas: 3 opgoes (algarismos distintos).
e Unidades: 2 opgoes.

Total de nimeros: 4 x 3 x 2 = 24.

2. Frequéncia dos Algarismos: Como a distribuicao € simétrica, cada um dos 4 algarismos
aparece a mesma quantidade de vezes em cada ordem decimal:

24 nimeros .
———— = 6 vezes por posi¢ao.
4 algarismos

3. Cdlculo da Soma pelo Valor Posicional: A soma de todos os mimeros € a soma

dos valores de cada algarismo em sua respectiva posi¢ao. A soma dos algarismos disponiveis é
14+4+6+8=19.

e Soma das Unidades: 6 x 19 x 1 = 114.
e Soma das Dezenas: 6 x 19 x 10 = 1140.
e Soma das Centenas: 6 x 19 x 100 = 11400.

Soma Total:
S = 11400 + 1140 + 114 = 12654.
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Problema 2.27: OBMEP 2011 - MTC1H2

Uma aranha encontra-se no ponto A de sua teia e quer chegar ao ponto B sem passar mais
de uma vez por um mesmo segmento da teia. Além disso, ao percorrer um segmento radial
(em trago mais fino), ela deve seguir o sentido indicado pela flecha. Quantos sdo os caminhos
possiveis?

A) 22 x5
B) 113 x 52
C) 5°

D) 113

E) 2 x 5°

Solugao: A questao solicita o cdlculo do nimero de caminhos possiveis para uma aranha
se deslocar do ponto A até o ponto B em sua teia, respeitando as sequintes restrigoes: ndao
passar mais de uma vez por um mesmo segmento e sequir o sentido indicado pelas flechas nos
segmentos radiais (que ligam os niveis da teia).

Vamos analisamor as opgoes de movimento da aranha nivel a nivel:

1. Estrutura da Teia: A teia é composta por trés pentdgonos concéntricos (niveis) e o ponto
central B. Para chegar de um nivel ao nivel mais interno, a aranha utiliza os segmentos radiais.

2. Opcgoes de Movimento por Nivel: Em qualquer um dos pentdgonos, ao chegar em
um vértice através de um segmento radial, a aranha tem trés tipos de caminhos para atingir o
proximo nivel:

o Seguir diretamente pelo segmento radial que aponta para o centro (1 op¢do);

e Percorrer os segmentos do pentagono no sentido hordrio (de 1 a 5 segmentos) antes de
descer pelo proximo radial (5 opgoes);

e Percorrer os segmentos do pentdigono no sentido anti-hordrio (de 1 a b segmentos) antes
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de descer pelo prézimo radial (5 opgoes).
Assim, para cada nivel, a aranha dispoe de 1 +5+ 5 =11 opcdes de trajeto para avancar.

3. Cadlculo do Total de Caminhos: Como a teia possui 3 niveis de pentigonos que devem

ser atravessados de forma independente e sequencial até atingir o ponto B, multiplicamos as
possibilidades de cada nivel:

Total = 11 x 11 x 11 = 113
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Problema 2.28: OBMEP 2010 - MTC1H5

Carmem tem duas caixas, A e B, cada uma com 4 bolas brancas e 10 bolas pretas. Se ela
retirar 6 bolas da caixa A e as colocar na caixa B, qual serd o menor percentual possivel de
bolas pretas na caixa B?

Solugao: Considere a configuragao inicial das cairas A e B, cada uma contendo 14 bolas (4
brancas e 10 pretas). Ao transferir 6 bolas da caiza A para a caiza B, o total de bolas na caiza
de destino passard a ser 20 (14 +6 = 20).

Para encontrar o menor percentual possivel de bolas pretas na caixa B, € necessdrio que o
numero de bolas pretas transferidas da caiza A seja o minimo possivel. Como a caiza A possui
apenas 4 bolas brancas, mesmo que todas sejam escolhidas para a transferéncia, ainda restariam
2 bolas a serem retiradas para completar o grupo de 6. Portanto, obrigatoriamente, pelo menos
2 bolas pretas devem ser transferidas da caiza A.

Dessa forma, a composicao final de bolas pretas na caiza B serd a soma das 10 bolas pretas ori-
ginais com as 2 bolas pretas transferidas, resultando em 12 bolas pretas. O cdlculo do percentual
de bolas pretas em relagao ao novo total é dado por:

_ Quantidade de bolas pretas  10+2 12

P Total de bolas T 1446 20
Simplificando a fragao, obtemos: 9 6
010" 60%
Assim, o menor percentual possivel de bolas pretas na caixa B é de 60%. |
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Problema 2.29: OBMEP 2010 - MTC1H2

Joana tem 10 pares diferentes de meias, guardados dentro de uma gaveta. Trés meias estao
furadas, sendo duas do mesmo par. Quantas meias ela deve tirar da gaveta, uma de cada vez
e sem olhar, para ter certeza de que entre elas haja um par sem defeito?

A) 5
B) 6
C) 10
D) 11
E) 13

Solucao: Para determinar a quantidade minima de meias que Joana deve retirar para ga-
rantir a formacdao de um par sem defeitos, analisamos a distribui¢ao das 20 meias (10 pares)
disponiveis na gaveta. O problema informa que existem 3 meias furadas: duas que compoem
um par completo e uma que pertence a um Sequndo par. Assim, temos um par lotalmente
utilizavel e um par que possui apenas uma meia integra.

Para garantir o resultado, aplicamos a logica do pior cendrio possivel. Nesse caso, Joana
retiraria sequencialmente todas as unidades que ndao contribuem para a formacao de um par
perfeito:

1. Primeiro, ela retira as 3 meias furadas presentes na gaveta.

2. Em sequida, ela retira a meia sa que restou do par que continha uma meia furada. Neste
ponto, ela possui 4 meias e nenhum par completo sem defeitos.

3. Continuando o cendrio desfavordvel, das 16 meias restantes (que formam os 8 pares per-
feitos), ela retira uma meia de cada par, totalizando mais 8 meias retiradas sem completar
nenhum par.

Ao final, Joana terd retirado um total de 12 meias (3 +1+ 8 = 12) e a gaveta conterd apenas
as 8 meias restantes dos pares integros. Qualquer meia adicional retirada agora (a 18% meia)
obrigatoriamente formard um par com uma das 8 meias sdas ja selecionadas.

Portanto, deve retirar no minimo 13 meias para ter a certeza. |
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Problema 2.30: OBMEP 2010 - MTC1H2

Tio Paulo trouxe cinco presentes diferentes, entre os quais uma boneca, para distribuir entre
suas sobrinhas Ana, Bruna, Cecilia e Daniela. De quantos modos ele pode distribuir os
presentes entre as sobrinhas de modo que todas ganhem pelo menos um presente e a boneca
seja dada para Ana?

Solugao: Caso Ana receba a boneca e mais um presente, basta distribuir os outros 4 presentes
para as 4 criangas:

4.3-2-1=24.

Caso Ana receba apenas a boneca, uma das criancas vai receber 2 presentes e as outras 2 apenas
1. Para 1sso, basta que se dé 1 presente para cada crianca e que seja escolhido quem vai receber
0s 2 presentes:

4-3-3=36.

Portanto, a quantidade de maneiras é:

24 4 36 = 60.
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Problema 2.31: OBMEP 2009 - MTC1H2

Com exatamente dois segmentos de reta, podemos fazer figuras diferentes unindo os vértices
de um pentagono. Cinco dessas figuras estao ilustradas a seguir.
Incluindo essas cinco, quantas figuras diferentes podemos fazer desse modo?

Solucgao: A questdao solicita determinar quantas figuras diferentes podem ser formadas ao unir
0s vértices de um pentdgono utilizando exatamente dois segmentos de reta.

Para resolver este problema, primeiro identificamos o numero total de segmentos de reta que
podem ser tracados entre os vértices de um pentdgono. Um pentdgono possui 5 vértices, e
qualquer par de vértices determina um segmento. O numero total de segmentos € dado pela
combinacao de 5 vértices tomados 2 a 2:

5! _ 5x4

Cso = =
272G -2)  2x1

= 10 segmentos.

Esses 10 segmentos correspondem aos 5 lados e as 5 diagonais da figura geométrica.

O problema define que cada figura € formada pela escolha de exatamente dois desses segmentos
disponiveis. Como a ordem em que escolhemos os dois segmentos para compor a figura nao altera
o desenho final, utilizamos novamente o conceito de combinacdao simples. Devemos escolher 2
segmentos de um total de 10 possiveis:

100 10x9

Choy = - = 45.
9270110 -2) T 2x 1

Portanto, incluindo as cinco ilustracoes apresentadas no enunciado, € possivel realizar 45 figuras
diferentes sequindo esse método de construgao. [ |
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Problema 2.32: OBMEP 2009 - MTC1H2

Em uma caixa foram colocados um cartao no qual esta escrito o niimero 1, dois cartoes nos
quais esta escrito o niimero 2, trés cartoes com o niimero 3 e assim por diante, até dez cartoes
com o numero 10.

a) Quantos cartoes foram colocados na caixa?
b) Explique como escolher 19 cartdes da caixa sem que trés deles tenham o mesmo nimero.

¢) Qual é o menor nimero de cartoes que pode ser retirado da caixa, ao acaso, para que se
tenha certeza que cinco deles tém o mesmo numero? Justifique sua resposta.

Solugao:

(a) O total de cartoes equivale a:

(1+10)- 10
2

14+243+---+10= = 5.

(b) Para isso, basta escolher o cartao de nimero 1 e dois cartoes de cada um dos nimeros de
2 a 10, totalizando 1 + 2 -9 = 19 cartoes.

(c¢) Caso sejam escolhidos o cartao de nimero 1, os dois cartoes de nimero 2, os trés de nimero
3 e quatro de cada um dos demais cartoes de 4 a 10, ficaremos com 1+2+3+4-7 = 34 cartoes.
Assim, para que tenhamos 5 cartoes de mesmo niumero, basta escolhermos mais um cartao,
totalizando 35 cartoes. |

108



Banco de Questoes de Analise Combinatéria Joao Belo Filho ¢ Rafael Didgenes

Problema 2.33: OBMEP 2009 - MTC1H2

Quatro times, entre os quais o Quixajuba, disputam um torneio de volei em que:
- cada time joga contra cada um dos outros uma tnica vez;

- qualquer partida termina com a vitoria de um dos times;

- em qualquer partida os times tém a mesma probabilidade de ganhar;

- ao final do torneio, os times sao classificados em ordem pelo nimero de vitorias.

a) E possivel que, ao final do torneio, todos os times tenham o mesmo nimero de vitérias?
Por qué?

b) Qual é a probabilidade de que o torneio termine com o Quixajuba isolado em primeiro
lugar?

¢) Qual é a probabilidade de que o torneio termine com trés times empatados em primeiro
lugar?

Solucao:
(a) Quantidade total de partidas:

4!

Ciz =55 =0

Como 6 nao ¢ maultiplo de 4, nao é possivel que todos os times tenham o mesmo niumero de
witorias.
(b) Para que o Quizajuba termine isolado em primeiro lugar, ele deve vencer as suas trés
partidas. E a probabilidade dessa ocorréncia vale:

(c) Sejam os times P, @, R e S. Caso o time S venga as suas trés partidas, ele termina em
primeiro lugar. Caso ele venca uma ou duas partidas, os demais times teriam cinco ou quatro
vitorias, o que faria com que pelo menos um deles tivesse ganhado no mdzrimo uma partida,
passando para tras do time S. Logo, o time S deve ter perdido todas as suas trés partidas e cada
um dos demais deve ter vencido duas (uma contra S e outra contra algum dos demais), o que
pode acontecer de duas maneiras distintas. E, como qualquer um dos times pode ser o ltimo,
a probabilidade pedida vale:
2-4 1

26 8’
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Problema 2.34: OBMEP 2008 - MTC1H2

Uma formiguinha esta no ponto A do quadriculado da figura e quer chegar ao ponto B
passando pelo ponto R, andando sobre os lados dos quadradinhos e apenas para a direita ou
para baixo. De quantas maneiras ela pode fazer esse trajeto?

para a
direita
 —

para
baixo

Solugao: Quantidade de caminhos de A para R (considerando que serdo realizados 3 movi-
mentos para a direita e 1 para baixo):

3,1 4'

4 :524

Quantidade de caminhos de R para B (considerando que serdo realizados 2 movimentos para a
direita e 4 para baizo):
20 _ O _
6 214
Logo, o nimero de caminhos possiveis € de:

15.

4-15 = 60.
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Problema 2.35: OBMEP 2007 - MTC1H2

Manuela quer pintar as quatro paredes de seu quarto usando as cores azul, rosa, verde e
branco, cada parede de uma cor diferente. Ela nao quer que as paredes azul e rosa fiquem
de frente uma para a outra. De quantas maneiras diferentes ela pode pintar seu quarto?

Solucao: A questao solicita o nimero de maneiras de pintar as quatro paredes de um quarto
com quatro cores distintas (azul, rosa, verde e branco), com a restri¢ao de que as cores azul e
rosa nao figuem em paredes opostas (frente a frente).

Vamos analisar as escolhas de cores para cada parede de forma sequencial:

1. Parede 1 (Escolha da cor Azul): Podemos escolher qualquer uma das 4 paredes para
pintar com a cor azul. Portanto, temos 4 possibilidades iniciais.

2. Parede 2 (Parede oposta a Azul): De acordo com a restricio, a parede que fica de
frente para a cor azul nao pode ser pintada de rosa. Como a cor azul ja foi utilizada, restam
apenas 2 opgoes de cores para esta parede especifica (verde ou branco).

3. Parede 3 (Parede lateral): Para esta parede, restam 2 cores das 4 originais (incluindo a
cor rosa, que agora pode ser utilizada em qualquer uma das paredes laterais). Portanto, temos
2 possibilidades.

4. Parede 4 ( Ultima parede lateral): Resta apenas 1 cor disponivel para pintar a iltima
parede.

Pelo Principio Fundamental da Contagem, multiplicamos as possibilidades de cada etapa:

Total =4 x 2 x 2 x1=16.
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Problema 2.36: OBMEP 2007 - MTC1H2

Uma formiguinha quer sair do ponto A e ir até o ponto B da figura 1, andando apenas pelos
lados dos quadradinhos na horizontal ou na vertical para baixo, sem passar duas vezes pelo
mesmo lado. A figura II ilustra um possivel trajeto da formiguinha.

De quantas maneiras ela pode ir de A até B?

A A i
|
. :
Figura | Figura Il

A) 120
B) 240
C) 360
D) 480
E) 720

Solucao: Organizando o nimero de possibilidades para a formiguinha descer cada nivel, temos:

Nivel | N° de possibilidades
1—2 4
2—-3 3
3 —4 d
4 =5 3
5—6 4

Portanto, o total de caminhos possiveis é:

4.3-5-3-4="720.
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3 Problemas da UECE

As avaliagoes da UECE (Universidade Estadual do Ceard, 2026) oferecem um panorama com-
plementar e necessario para a formacao do aluno de Ensino Médio. Caracterizadas por um
equilibrio entre o rigor formal e a aplicacao direta de conceitos, as questoes da UECE exigem
do estudante o dominio técnico de agrupamentos como Arranjos, Permutacoes e Combinacoes,
sem abdicar da estrutura logica.

A inclusao destes problemas no Produto Educacional justifica-se pela necessidade de expor o
discente a diferentes linguagens avaliativas. Enquanto o ENEM prioriza o contexto e a OBMEP
a heuristica, a UECE demanda precisao no calculo e solidez na interpretacao de enunciados que
frequentemente utilizam o Triangulo de Pascal e o Binomio de Newton como base. Esta se¢ao
consolida a formacao técnica do aluno, garantindo que ele possua ferramentas variadas para
enfrentar tanto exames nacionais quanto vestibulares regionais de alta concorréncia.
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Tabela 4: Mapeamento de Problemas: UECE

Problema | Fonte (Origem) | Ano | Competéncia e Habilidade
3.1 UECE 2025 MTC1H2
3.2 UECE 2025 MTC1H2
3.3 UECE 2019 MTC1H2
3.4 UECE 2018 MTCbHH21
3.5 UECE 2018 MTC1H2
3.6 UECE 2016 MTC1H2
3.7 UECE 2025 MTC1H2
3.8 UECE 2025 MTC1H2
3.9 UECE 2024 MTC1H2
3.10 UECE 2023 MTC1H2
3.11 UECE 2023 MTC1H2
3.12 UECE 2022 MTC1H2
3.13 UECE 2022 MTC5H21
3.14 UECE 2022 MTC1H2
3.15 UECE 2021 MTC1H2
3.16 UECE 2020 MTC1H2
3.17 UECE 2020 MTC1H2
3.18 UECE 2019 MTC1H2
3.19 UECE 2017 MTC1H2
3.20 UECE 2017 MTC2HS
3.21 UECE 2016 MTC1H2
3.22 UECE 2015 MTCbHH21
3.23 UECE 2015 MTC1H2
3.24 UECE 2015 MTC1H2
3.25 UECE 2014 MTC1H2
3.26 UECE 2014 MTC2HS8
3.27 UECE 2007 MTC1H5
3.28 UECE 1999 MTC1H2
3.29 UECE 2014 MTC1H2
3.30 UECE 2017 MTC1H2
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Problema 3.1: UECE 2025 - MTC1H2

O quadro numérico a seguir apresentado, conhecido com a denominacao de “Triangulo

Aritmético de Pascal — Tartaglia”, envolve nimeros combinatérios especiais: Os numeros
b

que estao na linha L; sao do tip C; .

Linha | Coeficientes Binomiais
Ly 1

Ly 1 2 1

Ls 1 3 3 1

Ly 1 4 6 4 1

Ls 1 5 10 10 5 1
Lg 1 6 15 20 15 6 1
L, |1 n n 1

Nota: Se um conjunto possui n elementos, C), , ¢ o nimero de combinacoes dos n elementos
p a p. O numero central da centésima linha (Lqg) € sendo n + p igual a C,,,,

A) 152
B) 150
) 148
)

 Qa

151

Solugao: A linha Loy do Triangulo de Pascal contém os coeficientes binomiais:

C100.0, C100,1, C100.2, -+ C100,100-

Essa linha possui 101 elementos, e como o Triangulo de Pascal é simétrico, o numero central
estd na posigao 51 (lembrando que comeg¢amos do 0):
Numero central = Chog s0-
O enunciado diz: “O nimero central da centésima linha (Lig) € sendo n + p igual a C,p.”
Isso quer dizer que:

0100,50 - Cn,p

comn+p = ? Sabemos que: Cipos0 = O p-
Por simetria, C,,, = C,, ,—p, entao podemos ter n = 100, p = 50.
Logo, n+ p =100 4 50 = 150. [ |
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Problema 3.2: UECE 2025 - MTC1H2

O Colégio Sao Jorge possui um corpo docente composto por 20 professores, dos quais 6
sao professores de Matematica. O niimero de comissoes que se podem formar com quatro
professores, dentre os quais pelo menos um seja professor de Matematica é

A) 3844
B) 3638
C) 2034
D) 1038

Solucgao: Queremos formar comissoes com 4 professores, sendo que pelo menos um deles deve
ser de Matemdtica. Em vez de calcular diretamente todos os casos com pelo menos um professor
de Matemdtica, ¢ mais facil usar o complemento:

1. Total de comissdes possiveis com 4 professores (sem restricdo):

20! 20! 20-19-18-17
04T 4120 — )1 416! 4.3.2-1
2. Comissoes com nenhum professor de Malemdtica (ou seja, sé com os 14 outros professores):
14! 14! 14-13-12-11
Chag = = = = 1001.
AT (14 —4) T 40! 4-3-2-1

3. Comissoes com pelo menos 1 professor de Matemdtica:

020,4 - 014’4 - 4845 - 1001 - 3844
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Problema 3.3: UECE 2019 - MTC1H2

Quantos sao os niimeros inteiros positivos com trés digitos distintos nos quais o algarismo 5
aparece?

Solugao: A resolugao do problema utiliza o método do complementar, que consiste em calcular
o total de possibilidades e subtrair os casos que nao satisfazem a condi¢ao pedida.

1. Total de niumeros inteiros positivos com trés digitos distintos: Para a casa das centenas,
temos 9 opgoes (nao se pode usar o zero). Para a casa das dezenas, temos 9 opgoes (podemos
usar o zero, mas nao o digito jd utilizado). Para a casa das unidades, temos 8 opgoes restantes.

9 x 9 x 8 = 648 numeros.

2. Total de numeros inteiros positivos com trés digitos distintos em que o algarismo 5 nao
aparece: Para a casa das centenas, temos 8 opgoes (nao se pode usar o zero e 0 5). Para a casa
das dezenas, temos 8 opg¢des (ndo se pode usar o b nem o digito da centena). Para a casa das
unidades, temos 7 opgoes restantes.

8 X 8 X 7 = 448 numeros.

3. Numeros que possuem o algarismo 5: A quantidade de niumeros com trés digitos distintos
nos quais o algarismo b aparece € a diferenca entre o total de numeros e aqueles em que o 5
nao figura.

648 — 448 = 200 numeros.
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Problema 3.4: UECE 2018 - MTC5H21

O ndmero de ternos (z, y, z) de nimeros inteiros positivos, maiores do que cinco, que cumprem
a condicao v +y+ 2 =30 é

A) 71
B) 91
Q) 61
D) 81

Solucao: O problema pede o nimero de ternos (x,y, z) de nimeros inteiros positivos e maiores
que cinco que satisfazem a equacao xr +y + z = 30.

Como x,y,z > b, podemos fazer a sequinte substituicao:
r=a+6, y=b+6, z=c+06,
a,b,c € N (inteiros ndo negativos)
Substituindo na equagao original:
(a+6) + (b+6) + (c+6) =30
a+b+c+18=30

a+b+c=12.

Agora, o problema se resume a encontrar o nimero de solucdes inteiras e nao negativas da nova
equacao. Isso equivale ao nimero de combinagoes completas (ou com repeti¢ao) de 3 elementos
tomados 12 a 12.

A formula para combinagoes completas é CR,,, = ("Jr,p*l)

3+12-1 14
Chizs = ( 12 ) h (12)'

. Neste caso, n =3 ep=12.

Calculando o binomial:

14 14! 14! 14-13-12!  14-13
12 120(14 — 12)!  12!- 2! 121-2-1 2
Portanto, hd 91 solugoes. |
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Problema 3.5: UECE 2018 - MTC1H2

A quantidade de nimeros inteiros positivos com quatro algarismos distintos que sao multiplos
de quatro é

A) 1136

Solucao: Para que um numero de quatro algarismos distintos seja multiplo de 4, o numero
formado por seus dois ultimos algarismos deve ser multiplo de 4. A solucao é dividida em dois
casos, baseados na preseng ou nao do algarismo 0 nos dois digitos finais.

Caso 1: Os dois ultimos digitos contém o algarismo 0. Os nimeros terminam em: 04,08, 20, 40, 60
e 80. Temos 6 terminagdes possiveis. Para cada uma, jd usamos dois digitos distintos (ex: 0 e
4). Restam 8 digitos para as duas primeiras posi¢oes.

e Para a casa dos milhares, temos 8 escolhas.
e Para a casa das centenas, temos 7 escolhas.
O total para este caso é:

6 X & x 7 =336 numeros.

Caso 2: Os dois ultimos digitos nao contém o algarismo 0. As terminagoes possiveis sdo:
12,16, 24, 28, 32, 36, 48, 52, 56, 64, 68, 72,76,84,92 ¢ 96. Temos 16 terminacgoes possiveis. Para

cada uma, jd usamos dois digitos distintos (ex: 1 e 2). Restam 8 digitos, incluindo o 0.

e Para a casa dos milhares, nao podemos usar o 0 nem os dois digitos da terminacao. Logo,
temos 10 — 3 = 7 escolhas.

e Para a casa das centenas, podemos usar o 0. Apds escolher o digito dos milhares, restam
7 digitos.

O total para este caso é:
16 X 7 x 7 = 784 numeros.

Total de nimeros: Pelo Principio Aditivo, somamos os resultados dos dois casos para obter o
total de numeros.
336 + 784 = 1120.

Portanto, ha 1120 nimeros inteiros positivos com quatro algarismos distintos que sao maltiplos
de quatro. [ |
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Problema 3.6: UECE 2016 - MTC1H2

Uma urna contém 50 cartelas das quais 20 sao azuis, numeradas de 1 a 20, e 30 sao vermelhas,
numeradas de 21 a 50. De quantas formas diferentes é possivel retirar trés cartelas (por
exemplo, duas vermelhas e uma azul, trés azuis,...) dessa urna?

A) 19600
B) 19060
C) 16900
D) 16090

Solucao: A solucao consiste em calcular o nimero de maneiras para cada combinacdo de
cores possivel e somar os resultados. As possibilidades sdo: 3 azuis; 2 azuis e 1 vermelha; 1
azul e 2 vermelhas; 3 vermelhas.

1. Trés cartelas azuis: O numero de maneiras de escolher 3 cartelas azuis dentre as 20 dis-

poniveis é:
20 20! 20-19-18
= = = 1140 dos.
(3) 3120—3)1  3-.2-1 mosos

2. Duas cartelas azuis e uma vermelha: O nimero de maneiras de escolher 2 cartelas azuis (de
20) e 1 vermelha (de 30) é:

20 30 20! .
<2> . ( ) ) = 2I(18)] -30 =190 - 30 = 5700 maneiras.

3. Uma cartela azul ¢ duas vermelhas: O numero de maneiras de escolher 1 cartela azul (de
20) e 2 vermelhas (de 30) é:

20\ (30 30!
. =20- =20-435 = 8700 dos.
<1) (2) 21(28)! meaes

4. Trés cartelas vermelhas: O nimero de maneiras de escolher 3 cartelas vermelhas dentre as
30 disponiveis é:

= 4060 maneiras.

30\ 300  30-29-28
3) 3127 3.2-1

Total de formas diferentes: Pelo Principio Aditivo, o nimero total de formas é a soma de todas
as possibilidades:

1140 + 5700 + 8700 + 4060 = 19600.
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Problema 3.7: UECE 2025 - MTC1H2

A Universidade AMR esta promovendo um evento cientifico e disponibilizou sete salas para
as apresentacoes académicas. Ao todo foram inscritos 26 alunos expositores que precisam ser
distribuidos nestas salas. A menor quantidade de alunos que garante que, pelo menos uma
sala tera quatro ou mais alunos, é

A) 22
B) 21
C) 24
D) 23

Solucao: A questdo solicita determinar a menor quantidade de alunos que garante que, ao
serem distribuidos em sete salas, pelo menos uma sala contenha quatro ou mais alunos.

Vamos utilizar a légica do caso limite (pior cendrio), onde tentamos distribuir os alunos de
forma que nenhuma sala atinja a marca de quatro pessoas pelo maior tempo possivel.

1. Distribuicao Mdxima Abairo do Limite: Consideramos a situagdo em que todas as
7 salas estao com o nimero mdzrimo de alunos permitido sem que a condi¢do (ter 4 ou mais)
seja satisfeita. FEsse numero mdximo € de 3 alunos por sala.

7 salas x 3 alunos/sala = 21 alunos.

Neste cenario com 21 alunos, é perfeitamente possivel que cada sala tenha exatamente 3 alunos,
nao havendo garantia de que alguma sala tenha 4.

2. Garantia da Condi¢cao: De acordo com o Principio das Gavetas, se adicionarmos mais
um aluno a este total (21 + 1), esse 222 aluno obrigatoriamente terd que ser alocado em uma
das 7 salas que jda possuem 3 alunos. Ao entrar em qualquer uma dessas salas, a contagem
daquela sala passard de 3 para 4 alunos.

3. Cadlculo Final: A menor quantidade n que garante pelo menos k = 4 alunos em uma das
s =7 salas € dada por:
n=sx(k—-1)+1

n=7x(4-1)+1
n="7x3+1=22

Portanto, a menor quantidade de alunos necessdaria para garantir que pelo menos uma sala terd
quatro ou mais alunos é 22. [ |
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Problema 3.8: UECE 2025 - MTC1H2

Se L = {a,b,c,d} e N é o nimero de subconjuntos de L, entao, Cy 3 ¢ igual a:
Nota: Se um conjunto possui /N elementos, Cy 3 ¢ o nimero de combinagoes dos [N elementos
3a 3.

A) 560
B) 1120
C) 480
D) 840

Solugao: A questao solicita o cdlculo do valor de Cys, onde N representa o nimero de
subconjuntos de um conjunto L = {a,b,c,d}.

Para resolver este problema, sequimos dois passos fundamentais:

1. Determinacgcao de N: O numero de subconjuntos de um conjunto € dado pela expressao 2",
onde n € o numero de elementos do conjunto original. Como o conjunto L possui 4 elementos
(a,b,c,d), o valor de N é:

N =2'=16.

Portanto, o conjunto das partes de L possui 16 elementos.

2. Cdlculo da Combinacao Cys: Agora, devemos calcular o nimero de combinagoes de
N =16 elementos tomados 3 a 3. Aplicamos a formula da combinacdao simples:

16! 16!
31(16 —3)!  3!-13!°

Cie3 =

Ezpandindo o fatorial para simplificacao:

16 x 15 x 14 x 13!

G163 = 3 X T x 131
16 x 15 x 14
Cig3 = ————.
6
Realizando as divisoes:
3360

Cies = - 560.

)

Dessa forma, o valor de C 3 para o conjunto proposto é 560. |
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Problema 3.9: UECE 2024 - MTC1H2

Considere os conjuntos M = {1,2}, P = {3,4,5} e Q = {6,7,8,9}. Se X é o conjunto de
todos os nimeros escritos com trés algarismos, sendo cada algarismo escolhido em um dos
conjuntos M, P ou (), nao sendo permitido em nenhum desses niimeros mais de um algarismo
de um mesmo conjunto, entao, a quantidade de elementos de X é

A) 132
B) 144
C) 140
) 152

O

Solucao: A questao solicita a quantidade de numeros de trés algarismos que podem ser
formados escolhendo-se um algarismo de cada uwm dos conjuntos M = {1,2}, P = {3,4,5} e
Q =1{6,7,8,9}, sem repelir algarismos de um mesmo conjunto no mesmo numero.

Para resolver este problema, dividimos o raciocinio em duas etapas:

1. Escolha dos Algarismos: Primeiro, determinamos quantas maneiras existem de selecio-
nar um algarismo de cada conjunto:

e Do conjunto M, temos 2 opcoes.
e Do conjunto P, temos 3 opc¢oes.
e Do conjunto (), temos 4 opcaoes.

O nudmero de combinacoes de trés algarismos diferentes (um de cada grupo) é dado por:

2 X 3 X4 =24 combinacoes.

2. Permutacao dos Algarismos: Uma vez escolhidos os trés algarismos (por exemplo, 1
do conjunto M, 3 do conjunto P e 6 do conjunto @), eles podem ser organizados em diferentes
ordens para formar nimeros distintos (como 136, 163, 316, 361, 613 e 631). O nimero de
formas de organizar 3 elementos distintos € dado por 3! (fatorial de 3):

3l =3 x2x1=06 ordenacaes.

3. Calculo Final: Multiplicamos o numero de combinacoes de algarismos pelo nimero de
formas de ordend-los:
Total = 24 x 6 = 144.

Portanto, a quantidade de elementos do conjunto X € 144. |
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Problema 3.10: UECE 2023 - MTC1H2

Na primeira fase do Campeonato Brasileiro de Futebol, Série A, disputado por 20 clubes,
quaisquer dois dos disputantes jogam entre si uma tnica vez. Na segunda fase, as mesmas
20 equipes repetem as disputas, também cada dois participantes jogando entre si uma tnica
vez. Ao final do Campeonato, quantas partidas terao sido disputadas?

A) 400
B) 360
C) 380

)
)
)
D) 420

Solucao: A questdio solicita o cdlculo do nimero total de partidas num campeonato de futebol
disputado por 20 clubes, dividido em duas fases, onde em cada fase todos os clubes jogam entre
st uma unica vez.

Para resolver este problema, calculamos o numero de confrontos por fase e duplicamos o resul-
tado para obter o total do campeonato:

1. Cadlculo de Partidas por Fase: Numa fase onde cada uma das 20 equipas joga conlra
todas as outras apenas uma vez, a ordem dos clubes num par ndo define uma nova partida (o
jogo entre a Equipa A e a Equipa B é o mesmo que entre a Equipa B e a Equipa A nesta fase).
Portanto, utilizamos a combinagao de 20 elementos tomados 2 a 2:

200 2019

Coo = = .
2279120 -2) T 2x1

380
Coo = -5 = 190 partidas.

2. Cdlculo do Total do Campeonato: O enunciado especifica que o campeonato possui
duas fases com a mesma quantidade de jogos (ida e volta). Assim, o nimero total de partidas
¢ o dobro do nimero de confrontos de uma fase:

Total = 2 x 020’2.

Total = 2 x 190 = 3R0.

Este cdlculo também pode ser interpretado como um Arranjo de 20 elementos tomados 2 a 2,
onde a ordem importa (distinguindo o jogo de ida do jogo de volta), ou simplesmente aplicando
a l6gica de que cada uma das 20 equipas joga 19 partidas em cada turno.

Portanto, ao final do campeonato, terao sido disputadas 380 partidas. |
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Problema 3.11: UECE 2023 - MTC1H2

Uma prova do exame valido para selecao de vagas visando ao ingresso em Instituicoes de
Ensino Superior é elaborada da seguinte forma:

e [. 40 questoes sao formuladas no formato objetivo, com alternativas de respostas ou
conclusoes das quais apenas uma ¢é correta.

e [I. Cada questao disponibiliza 5 alternativas para identificacao, pelo candidato, daquela
que ¢ a unica correta.

Assim, é correto concluir-se que o nimero de gabaritos que podem ser construidos para essa
prova é

A) 510
B) 40°
C) 5 (60!)
D) 60 - (5!)

Solugao: A questdo solicita o cdlculo do nimero total de gabaritos que podem ser construidos
para uma prova composta por 40 questoes objetivas, onde cada questao apresenta 5 alternativas
de resposta, sendo apenas uma correta.

Para resolver este problema, utilizamos o Principio Fundamental da Contagem (Principio Mul-
tiplicativo), analisando as escolhas independentes para cada questdo:

1. Andlise por Questao: Para a primeira questao, existem 5 possibilidades de resposta
correta. Como as questoes sao independentes, para a sequnda questao também existem 5 possi-
bilidades, e assim sucessivamente para todas as 40 questoes da prova.

2. Aplicagcao do Principio Multiplicativo: O nimero total de combinacoes de respostas
(gabaritos) € o produto do nimero de alternativas de cada questao. Como temos 40 questoes e
cada uma possui 5 opcoes, multiplicamos o numero 5 por si mesmo 40 vezes:

Totalz§x5><5><---><§.

40 vezes

3. Representacao em Poténcia: Essa multiplicacao de fatores iguais pode ser escrita de
forma simplificada utilizando a notacdo de poténcia:

Total = 5%°.

Portanto, o nimero de gabaritos distintos que podem ser gerados para esta prova é 5.
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Problema 3.12: UECE 2022 - MTC1H2

Cinco rapazes e quatro mocas fundaram uma empresa e resolveram que a diretoria da empresa
seria composta de cinco sécios dentre os quais pelo menos dois seriam mulheres. Assim, é
correto afirmar que o nimero de maneiras que se pode escolher a diretoria dessa empresa é

A) 110
B) 95
C) 105
) 100

O

Solucao: A empresa foi fundada por 5 rapazes e 4 mocgas. Deseja-se formar uma diretoria
com 5 sdcios, de modo que pelo menos dois sejam mulheres. As composicoes possiveis para a
diretoria sao:

1. 2 mulheres e 3 homens: FEscolhemos 2 mulheres entre as 4 disponiveis e 3 homens
entre os 5 disponiveis.

4x3 bx4x3

Cuo X Csg =
42 X 58 = o T X s ax 1

=6 x 10 = 60 maneiras.

2. 3 mulheres e 2 homens: Escolhemos 3 mulheres entre as 4 disponiveis e 2 homens
entre os 5 disponiveis.

5 x4
2x1

Cyz X C59=4X =4 x 10 = 40 maneiras.

3. 4 mulheres e 1 homem: FEscolhemos as 4 mulheres disponiveis e 1 homem entre 0s 5
disponiveis.
Cy4 % C51 =1 x5 =25 maneiras.

Para encontrar o numero total de maneiras, somamos as possibilidades de cada caso:

Total = 60 + 40 4 5 = 105.

Portanto, o numero de maneiras de escolher a diretoria dessa empresa é 105.
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Problema 3.13: UECE 2022 - MTC5H21

No Brasil, os veiculos automotores mais antigos, com quatro rodas ou mais, sao identificados
com placas nas quais sao gravados sete digitos, sendo trés letras seguidas de quatro algarismos
arabicos (por exemplo GAV 5613). Atualmente os veiculos novos sao identificados com placas
do chamado padrao Mercosul, que também utiliza sete digitos. A diferenga é que, de acordo
com esse padrao, o segundo algarismo da esquerda para a direita é substituido por uma
das vinte e seis letras do alfabeto portugués (por exemplo GAV 5M13). Considerando que
pode haver repeticao dos digitos, o nimero total de placas padrao Mercosul que podem ser
produzidas é

A) 25.5%.13°
B) 2556 .13
Q) 2754 13°
D) 27.5% .13

Solucao: A questao solicita o cdlculo do numero total de placas no padrao Mercosul. O
formato dessas placas € composto por 7 digitos, sequindo a estrutura: trés letras, um algarismo,
uma letra e dois algarismos (exemplo: GAV5M13).

Para resolver este problema, consideramos 26 opcoes para cada posicao de letra e 10 opgoes
para cada posi¢ao de algarismo, permitindo repeti¢oes:

1. Andlise das posicoes:
e Letras (4 posigoes): 26 opgoes cada.
e Algarismos (3 posi¢oes): 10 opgoes cada.

2. Cadlculo pelo Principio Fundamental da Contagem:
Total = 26 x 26 x 26 x 10 x 26 x 10 x 10

Total = 26* x 103.

3. Decomposi¢cao em fatores primos: Para chegar a forma expressa nas alternativas,
decompomos as bases:
26=2x13

10 =2 x 5.
Substituindo na expressao original:
Total = (2 x 13)* x (2 x 5)*

Total = 2* x 13* x 23 x 53,
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4. Agrupamento das poténcias de base 2:
Total = 2473 x 5% x 13*

Total = 27 x 5% x 13*.

Portanto, o nimero total de placas padrdo Mercosul que podem ser produzidas é 27 x 5% x 13%.
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Problema 3.14: UECE 2022 - MTC1H2

Se p é a quantidade de numeros inteiros positivos formados por trés algarismos pares e
distintos, e ¢ é a quantidade de nimeros inteiros positivos formados por trés algarismos
impares e distintos, entao, o valor do modulo de p — g é

A) 28
B) 0
C) 12
D) 5

Solugao: A questao solicita o valor do mddulo da diferenca entre p e q (|p — q|), onde p € a
quantidade de niumeros inteiros positivos de trés algarismos pares e distintos, e q € a quantidade
de numeros inteiros positivos de trés algarismos impares e distintos.

Para resolver este problema, calculamos separadamente os valores de p e q:

1. Cdlculo de q (Algarismos fmpa’r’es): O congunto de algarismos impares € {1,3,5,7,9},
totalizando 5 op¢oes. Para formar uwm nimero de trés daltonicos distintos:

e Para a primeira posi¢ao (centena), temos 5 opgoes.
e Para a sequnda posi¢ao (dezena), restam 4 opg¢des.
e Para a terceira posi¢ao (unidade), restam 3 opgoes.
q=>5x4x3=060.
2. Cadlculo de p (Algarismos Pares): O conjunto de algarismos pares é {0,2,4,6,8},
também com 5 opcoes. No entanto, um numero de trés algarismos nao pode comecar com zero.
e Para a primeira posi¢ao (centena), temos 4 opgoes (excluimos o 0).

e Para a sequnda posi¢ao (dezena), temos 4 opgoes (0 0 agora pode ser usado, mas excluimos
o algarismo jd utilizado na centena).

e Para a terceira posi¢ao (unidade), restam 3 opg¢oes.

p=4x4x3=148.

3. Calculo do Médulo da Diferenca: Agora, subtraimos os valores encontrados e aplicamos
0 modulo:

lp —q| = |48 — 60].
p—ql=|—12| =12.

Portanto, o valor do modulo de p — q € 12. [ |
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Problema 3.15: UECE 2021 - MTC1H2

A quantidade de nimeros inteiros maiores que 2500 formados com quatro digitos distintos é
A) 3917
B) 3808
C) 3528
D) 3712

Solucao: Dividimos o problema em casos, para um numero de 4 digitos distintos didyodzdy >
2500.

Caso 1: Primeiro digito d, > 2
Se dy € {3,4,5,6,7,8,9}, o nimero sempre serd maior que 2500.
e dy: 7 opgoes
e dy: 9 opcoes restantes
e d3: 8 opcgoes restantes
e dy: T opcoes restantes

Total (Caso 1) =7 x 9 x 8 x 7= 3528.

Caso 2: Primeiro digito d, = 2
O segundo digito (dy) deve ser 5 ou maior.

a) ds € {6,7,8,9}:
Total (a) =1x 4 x 8 x 7 =224.

b) d2=5.'
Total (b) =1 x1x 8 x 7 = 56.

Somando todos 0s casos:

Quantidade Total = 3528 + 224 + 56 = 3808.
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Problema 3.16: UECE 2020 - MTC1H2

Se forem listados, em ordem crescente, todos os nimeros de cinco digitos distintos obtidos

com os algarismos 2, 3, 4, 6 e 7, é correto dizer que o nimero 62.437 ocupa a posigdo (ordem)
de ntmero

A) 75
B) 73
C) 77
D) 71

Solucao: A questdo solicita a posicao (ordem) do nimero 62437 em uma lista crescente
formada por todos os nimeros de cinco digitos distintos utilizando os algarismos {2,3,4,6,7}.

Para encontrar a posi¢cao correta, contabilizamos quantos numeros existem antes dele, sequindo
a ordem das dezenas de milhar:

1. Numeros comegados por 2, 3 ou 4: Para cada um desses algarismos fizos na primeira
posicao, restam 4 algarismos para serem permutados nas outras 4 posicoes.

o Comecados por 2: P, = 4! = 24 numeros.
e Comecados por 3: Py, = 4! = 24 niumeros.
e Comecados por 4: Py = 4! = 24 numeros.

Subtotal: 24 + 24 + 24 = T2 niumeros.

2. Numeros comecados por 6: Apds os 72 numeros iniciais, comecam 0§ numeros ini-

citados pelo algarismo 6. Listando-os em ordem crescente a partir da dezena de milhar 6
e milhar 2:

o 732 nimero: 62347 (menor combinagio comeg¢ando com 62).
e 74% nimero: 62374.
e 752 nimero: 62437.

Dessa forma, o nimero 62437 ocupa a 75% posicao na lista ordenada. ]
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Problema 3.17: UECE 2020 - MTC1H2

A senha de um cartao de crédito é formada com cinco digitos, dispostos sequencialmente
e sem repeticao, sendo os dois primeiros escolhidos entre as 27 letras do alfabeto e os trés
seguintes, escolhidos entre os nove algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. A diferenca entre duas
senhas é caracterizada pela diferenca de pelo menos um digito ou pela ordem em que estao
dispostos seus digitos. Nessas condicoes, a quantidade de senhas que podem ser geradas é

A) 353880
B) 335088
C) 535888
D) 353808

Solugao: Aplicamos o Principio Fundamental da Contagem (PFC), analisando as escolhas
para cada uma das cinco posicoes da senha de forma sequencial e sem repeticao:

1. Escolha das Letras (2 primeiras posicoes):
e Para a primeira posicao, temos 27 opcoes de letras disponiveis.
e Para a sequnda posicao, como nao pode haver repeticao, restam 26 opcaoes.

2. Escolha dos Algarismos (3 posicoes sequintes): Os algarismos devem ser escolhi-
dos no conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, totalizando 9 opgoes iniciais.

e Para a terceira posicao, temos 9 opgoes.
e Para a quarta posi¢ao, restam 8 opgoes (sem repeticdo).
e Para a quinta posicao, restam T opgoes disponiveis.

O numero total de senhas distintas € o produto das possibilidades de cada etapa independente:

Total =27 X 26 x99 x 8% T
—_——— ——

Letras Algarismos

Total = 702 x 504 = 353808.
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Problema 3.18: UECE 2019 - MTC1H2

Listando-se, em ordem crescente, todos os nimeros de cinco digitos distintos formados com
os algarismos 1,3,5,6 e 7 pode-se afirmar corretamente que, nesta lista, a quantidade de
numeros menores do que 61573 é

A) 74
B) 76
C) 75
D) 77

Solugao:  Para encontrar a quantidade de niumeros menores que 61573, formados com o0s
algarismos distintos 1,3,5,6 e 7, analisamos os casos em ordem crescente.

1. Numeros comegados por um digito menor que 6: Os digitos disponiveis menores que 6 sao
1,3 e 5. Hd 3 escolhas para o primeiro digito. Para os quatro digitos restantes, temos uma
permutacao dos 4 algarismos nao utilizados.

3x Py =3x4! =3 x24 =72 nimeros.

2. Numeros comecados por 6 e com o sequndo digito menor que 1: Nao hd algarismos disponiveis
menores que 1.

3. Numeros comecados por 61 e com o terceiro digito menor que 5: O unico digito disponivel
menor que 5 (e ainda nao utilizado) é o 3. Fizando 6,1 e 3, os dois digitos restantes (5 e 7)
podem ser permutados de 2! maneiras.

I x1x1x2!=2 nimeros (61357 e 61375).

4. Numeros comegados por 615 e com o quarto digito menor que 7: O unico digito disponivel
menor que 7 (e ainda ndo utilizado) é o 3.

1 nimero (61537 ).

Total de numeros menores que 61573: Somando todas as quantidades encontradas:
72+ 2+ 1="75 nimeros.

O numero 61573 estaria na posicdo sequinte, a de numero 76, e a quantidade de niumeros
menores que ele € 75. [ |
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Problema 3.19: UECE 2017 - MTC1H2

Quantos sao os numeros naturais pares formados com quatro digitos que tém pelo menos
dois digitos iguais?

A) 2204
B) 2468
C) 2096
D) 2296

Solucao:  Para determinar a quantidade de numeros naturais pares de quatro digitos que
possuem pelo menos dois digitos iquais, utilizamos a estratégia de subtrair do total de nimeros
pares aqueles que possuem todos os digitos distintos.

1. Total de numeros pares com quatro digitos: Para um niumero ser par, ele deve
terminar em {0,2,4,6,8}.

e Milhar: 9 opgoes (1 a 9).
e Centena: 10 opgoes (0 a 9).
e Dezena: 10 opgoes (0 a 9).
e Unidade: 5 opgoes (0, 2, 4, 6, 8).
Total = 9 x 10 x 10 x 5 = 4500 numeros pares.

2. Numeros pares com quatro digitos distintos: Dividimos em dois casos devido a
restricao do zero na primeira posicao:

e Terminados em 0: Fizando o 0 na unidade, restam 9 opg¢oes para o milhar, 8 para a
centena e 7 para a dezena. 9 X 8 x 7 x 1 = 504 numeros.

e Terminados em 2, 4, 6 ou 8: Temos 4 opgoes para a unidade. Para o milhar, restam
8 opgoes (exclui o 0 e o algarismo da unidade). Para a centena, restam 8 opgoes (inclui
00) e para a dezena restam 7 opgdes. 8 X 8 X T x 4 = 1792 nimeros.

Total de pares distintos = 504 + 1792 = 2296.

3. Cadlculo final: Subtraimos do total de niimeros pares a quantidade daqueles que tém digitos
distintos para encontrar os que possuem pelo menos dois iguais:

4500 — 2296 = 2204.

Portanto, existem 2204 niumeros naturais pares de quatro digitos com pelo menos dois digitos
1GUAIS.
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Problema 3.20: UECE 2017 - MTC2HS8

Seja X um conjunto formado por 15 pontos distintos do espaco, o qual tem um subconjunto
formado por 5 pontos coplanares. Sempre que sao considerados quatro pontos coplanares,
esses pontos estao em Y. O nimero de planos determinados por esses 15 pontos de X é igual
a

A) 595
B) 446
C) 465
D) 485

Solucao: Como qualquer escolha de trés elementos de Y determina um unico plano, temos
ainda planos determinados por trés elementos de X que nao pertencem a Y, planos determina-
dos por dois elementos de X que nao pertencem a'Y e um elemento de'Y , e planos determinados
por um elemento de X que ndao pertence a'Y e dois elementos de Y .

Portanto, o resultado € dado por:

0400
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Problema 3.21: UECE 2016 - MTC1H2

No sistema de numeracao decimal, quantos nimeros de trés digitos distintos podemos formar,
de modo que a soma dos digitos de cada um destes niimeros seja um nimero impar?

A) 420
B) 380
C) 360
D) 320

Solucao: Para que a soma de trés digitos seja um numero impar, devemos analisar as com-
binagoes de paridade possiveis. No sistema decimal, temos 5 digitos impares {1,3,5,7,9} e 5
digitos pares {0,2,4,6,8}. Dividimos a solu¢do em dois casos mutuamente exclusivos:

1. Caso 1: Trés digitos tmpares Como todos os digitos sao impares, nao had restricao
quanto ao zero. Para formar numeros de 3 digitos distintos:

e (Centena: 5 opcoes.
e Dezena: 4 opgoes.
e Unidade: 3 opcoes.
Total do Caso 1: 5 x 4 x 3 = 60 niumeros.

2. Caso 2: Dois digitos pares e um digito impar Neste caso, o digito impar (I) pode
ocupar a posicao da centena, da dezena ou da unidade. Os outros dois espacos serao
ocupados por digitos pares (P) distintos. Devemos cuidar para que o zero nao ocupe a
centena:

e Configuracao (I, P, P): Centena impar (5), Dezena par (5) e Unidade par (4).
Cdlculo: 5 x 5 x 4 = 100.

e Configuracao (P, I, P): Centena par (4, pois o zero € excluido), Dezena impar
(5) e Unidade par (4, pois um par jd foi usado e o zero agora pode entrar).
Cdlculo: 4 x 5 x 4 = 80.

e Configuracao (P, P, I): Centena par (4, exclui zero), Dezena par (4, exclui o
anterior, inclui zero) e Unidade impar (5).
Calculo: 4 x 4 x 5 = 80.

Total do Caso 2: 100 + 80 4 80 = 260 numeros.

Pelo Principio Aditivo, somamos o0s resultados dos casos:

Total Geral = 60 + 260 = 320.
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Problema 3.22: UECE 2015 - MTC5H21

Se os conjuntos X e Y possuem, respectivamente, cinco e oito elementos, quantas funcoes,
f X — Y, injetivas e distintas, podem ser construidas?

A) 6680
B) 6700
C) 6720
D) 6740

Solugao: Para que uma funcao f: X — 'Y seja injetiva, cada um dos 5 elementos do conjunto
X deve ser associado a um elemento exclusivo no conjunto Y, que possui 8 elementos. Podemos
determinar a quantidade de funcgoes possiveis analisando as escolhas para cada elemento de X
de forma sequencial:

e Para o 12 elemento de X, existem 8 op¢oes de escolha no conjunto Y .

e Para o 29 elemento de X, restam 7 opgoes (visto que nao pode ser o mesmo elemento jd
escolhido).

e Para o 32 elemento de X, restam 6 opcoes.
e Para o 42 elemento de X, restam 5 opgoes.
e Para o 5% elemento de X, restam 4 opcoes.

Pelo Principio Fundamental da Contagem (PFC), o nimero total de funcgées injetivas € o
produto das possibilidades de escolha:

Total =8 x 7 x 6 x 5 x 4 =6720.

Essa situacao também pode ser modelada através da formula de Arranjo Simples, pois esta-
mos selecionando 5 elementos de um total de 8, onde a ordem da associa¢do importa (associar
o elemento a ao 1 e b ao 2 gera uma fungdo diferente de associar a ao 2 e b ao 1):

8! 88X T7TX6x5x4x3!
ASSZ =

= = 6720.
5T (8—5) 31
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Problema 3.23: UECE 2015 - MTC1H2

A turma K do Curso de Administracao da UECE é formada por 36 alunos, sendo 22 mulheres
e 14 homens. O nimero de comissoes que podem ser formadas com alunos desta turma, tendo
cada comissao trés componentes e sendo assegurada a participacao de representantes dos dois
sexos em cada comissao, é

A) 5236
B) 6532
C) 3562
D) 2635

Solucao: O numero de comissoes que podem ser formadas, independentemente do sexo de

seus participantes, €:
36 36!
= ——— = T140.
( 3 ) 3!- 33!

Desse total, devemos descontar o numero de comissoes cujos membros sao todos homens, e o
numero de comissoes cujos membros sao todos mulheres.
O numero de comissoes formadas exclusivamente por mulheres € igual a:

22 22!
= = 1540.
(3) =371
O numero de comissoes formadas apenas por homens é:
14 14!
= —— = 364.
( 3 ) T

Portanto, o resultado pedido € igual a:

7140 — 1540 — 364 = 5236.
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Problema 3.24: UECE 2015 - MTC1H2

Um conjunto X é formado por exatamente seis niimeros reais positivos e seis niimeros reais
negativos. De quantas formas diferentes podemos escolher quatro elementos de X de modo
que o produto destes elementos seja um nimero positivo?

A) 245
B) 225
C) 235
D) 255

Solucgao: Para que o produto dos quatro numeros escolhidos seja positivo, so existem 3 possi-
bilidades:

1. Os quatro numeros escolhidos sao positivos;

2. Os quatro numeros escolhidos sao negativos;

3. Dois numeros escolhidos sdao positivos e dois sao negativos.

Sabendo disso, e sabendo que a ordem dos numeros escolhidos nao interfere no seu produto,
podemos calcular as combinagoes. Os casos 1 e 2 sao idénticos, ou seja, sua combinagao é:

6! 6-5-4 30
Ct = - -

= == =15,
AT N6 -4 A2 2

Ja o caso 3 pode ser calculado como sendo a combinagdo de 6 elementos 2 a 2 (para os dois
niimeros positivos) e a combinagao de 6 elementos 2 a 2 (para os dois nimeros negativos). Ou
seja:

= 15.

oo 6 654 30
27216 —2) 204 2
Coz - Coz = 1515 = 225.

Somando-se as trés possibilidades, tem-se: 15+ 15 4 225 = 255 formas de escolher quatro
elementos de X de modo que o produto destes elementos seja um niumero positivo. |

139



Banco de Questoes de Analise Combinatéria Joao Belo Filho ¢ Rafael Didgenes

Problema 3.25: UECE 2014 - MTC1H2

Paulo possui 709 livros e identificou cada um destes livros com um cédigo formado por tres
letras do nosso alfabeto, seguindo a “ordem alfabética” assim definida: AAA, AAB,..., AAZ,
ABA, ABB,..., ABZ, ACA,... Entao, o primeiro livro foi identificado com AAA, o segundo
com AAB,... Nestas condi¢oes, considerando o alfabeto com 26 letras, o codigo associado ao
ultimo livro foi

A) BAG
B) BAU
C) BBC
D) BBG

Solugao: Paulo possui 709 livros ¢ utiliza um sistema de identificacao com cddigos de trés
letras (AAA, AAB, ..., ZZZ). Para encontrar o cédigo do 709° livro, analisamos a progressao
alfabética considerando um alfabeto de 26 letras.

1. Cddigos iniciados pela letra A (A__): Para os cddigos que comeg¢am com a letra A,
temos 26 opgoes para a sequnda letra e 26 opgoes para a terceira letra.

1 x 26 x 26 = 676 codigos.

Portanto, os primeiros 676 livros possuem cdédigos iniciados por A (de AAA até AZZ).

2. Cddigos restantes: Subtraimos os codigos ja utilizados do total de livros para verificar
quantos faltam:

709 — 676 = 33 livros restantes.

3. Codigos iniciados por BA_: Os proximos cddigos sequem a ordem alfabética iniciando
com a letra B. Analisamos o bloco que comeca com "BA”: Para a terceira posi¢cdo, temos 26
letras disponiveis (de BAA até BAZ).

1 x1x26=26 codigos.
Subtraindo estes do saldo restante:

33 — 26 = 7 livros restantes.

4. Identificacao do ultimo codigo: Os 7 livros que faltam comegarao com o proximo prefivo
disponivel, que é "BB”. Precisamos identificar a 7° letra do alfabeto para a posi¢do final: As

letras sao: 1:A,2: B,3:C,4:D,5: E,6:F,7:@.
Dessa forma, o 709° livro receberd o cddigo iniciado por "BB”e terminado com a 7% letra.

O codigo associado ao ultimo livro é BBG. |

140



Banco de Questoes de Analise Combinatéria Joao Belo Filho ¢ Rafael Didgenes

Problema 3.26: UECE 2014 - MTC2HS8

Sejam r e s duas retas distintas e paralelas. Se fixarmos 10 pontos em r e 6 pontos em s, todos
distintos, ao unirmos, com segmentos de reta, trés quaisquer destes pontos nao colineares,
formam-se triangulos. Assinale a opcao correspondente ao nimero de triangulos que podem
ser formados.

A) 360
B) 330
C) 400
D) 420

Solucao: Numero de combinacoes do total de pontos trés a treés:

16!

Clos = 3T g =3y

260.

Numero de combinagoes dos 10 pontos de uma rela lrés a tres:

10!

—— =120.
31~ (10 — 3)!

Croz =

Numero de combinacoes dos 6 pontos da outra reta trés a trés:

6!
Co3 =

S E—)
2731 (6 — 3)!

Portanto, o total de triangulos serd dado por:

560 — 120 — 20 = 420.
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Problema 3.27: UECE 2007 - MTC1H5

Se um conjunto X possui 8 elementos, entao o nimero de subconjuntos de X que possuem
3 ou 5 elementos é

A) 234 2°
B) 27 — 24
Q) 23.25
D) 27:24

Solucao: Para determinar o nimero de subconjuntos de um conjunto com n elementos, utili-
zamos o conceito de Combinagao Simples, pois a ordem dos elementos dentro de um subconjunto

ndo importa. O problema pede o total de subconjuntos de X (com 8 elementos) que possuem 3
ou 5 elementos.

1. Cadlculo das combinacgoes:

o Subconjuntos com 3 elementos: Cgz = 3!<88i3)! = 20 — 56.
e Subconjuntos com 5 elementos: Cgps = sorer = SX1X6 — 56,

5!(8—5)! 3x2x1
Note que Cs 3 = Cg 5 devido a Propriedade de Simetria dos nimeros combinatorios ((Z) =
(")) )
n—p

2. Total de subconjuntos (N): Pelo Principio Aditivo (conectivo “ou”), somamos as
possibilidades:

N =56 + 56 = 112.

3. Conwversao para poténcias de base 2: Para identificar a alternativa correta, devemos
decompor o niumero 112 em uma diferenca de poténcias de base 2:
e Sabemos que 27 = 128 e 2* = 16.
o Verificamos a diferenca: 128 — 16 = 112.

Portanto, N = 27 — 24,
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Problema 3.28: UECE 1999 - MTC1H2

Quantos nimeros impares, cada um com trés algarismos, podem ser formados com os alga-
rismos 2, 3, 4, 6 e 7, se a repeticao de algarismos é permitida?

A) 60
B) 50
C) 40
D) 30

Solugao: Se vocé procura nimeros que tenha trés algarismos e que eles possuam os algarismos
2,3,4,6 e 7 e que os mesmos podem ser repetidos e que sejam impar, entao esses numeros
obrigatoriamente terao que terminar em 3 ou 7.

Logo: 5-5 -2 (nimero com possibilidade).

Na primeira e sequnda posi¢ao vocé pode utilizar todos os algarismos mencionados, no enun-
ciado informa que pode haver repeticao de algarismos. E, na terceira posi¢ao temos apenas 2
opgoes que sao o numero 3 e 7 para que possa Ser impar.

Em sequida, apenas multiplica as possibilidades:

5-5-2=050.

Sendo assim, com os nimeros 2, 3, 4, 6 e 7, vocé terd 50 possibilidades de nimeros impares.
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Problema 3.29: UECE 2014 - MTC1H2

Se X e Y sao conjuntos que possuem 6 e 12 elementos respectivamente, entao o niimero de
funcgoes injetivas f : X — Y, podem ser construidas é

A) 665280
B) 685820
C) 656820
D) 658280

Solugao: Para que uma funcgdao f: X — Y seja injetiva, cada elemento do conjunto dominio
X deve ser associado a um elemento distinto no conjunto contradominio Y. Como o conjunto
X possui 6 elementos e o conjunto Y possui 12 elementos, analisamos as possibilidades de
escolha para cada associacao:

e Para o 1° elemento de X, existem 12 opc¢oes de escolha em Y .

e Para o 2° elemento de X, restam 11 opgoes em Y (pois nao pode repetir a imagem
anterior).

e Para o 32 elemento de X, restam 10 opcoes.
e Para o 42 elemento de X, restam 9 opcoes.
e Para o 5% elemento de X, restam 8 opcoes.
e Para o 6° elemento de X, restam 7 opcoes.

Pelo Principio Fundamental da Contagem (PFC), o nimero total de fungoes injetivas distintas
¢ dado pelo produto das possibilidades:

Total =12 x 11 x 10 X 9 x 8 x 7 = 665280.

Note que este problema também pode ser resolvido através do conceito de Arranjo Simples, de-
notado por Aisg, onde selecionamos 6 elementos de um universo de 12 e a ordem da associagao

importa:
Agg = 12! —12!—12><11><10><9><8><7—665280
ST (12—6) 6 B '
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Problema 3.30: UECE 2017 - MTC1H2

Quantos numeros inteiros positivos pares, com trés digitos distintos, podemos formar com os
algarismos 3, 4, 5, 6 e 77

A) 24
B) 28
Q) 32
D) 36

Solugao:  Para resolver este problema, devemos formar niumeros de trés digitos distintos
utilizando o conjunto de algarismos {3,4,5,6,7}. A restricao principal é que o nimero deve
ser par. Analisamos as escolhas para cada posi¢ao (Centena, Dezena e Unidade) sequindo a
ordem de restricao:

1. Unidade (3% posi¢do): Para que o nimero seja par, ele deve terminar em um digito
par. No conjunto disponivel, temos apenas duas opgoes: 4 ou 6.
Logo, temos 2 possibilidades para a unidade.

2. Centena (1% posi¢cao): Como os digitos devem ser distintos, ndo podemos usar o

algarismo que jd foi escolhido para a unidade. Do conjunto original de 5 algarismos,
restam 4 opcoes.

Logo, temos 4 possibilidades para a centena.

3. Dezena (2% posi¢do): Agora, jd utilizamos dois algarismos (um na unidade e outro
na centena). Como todos devem ser distintos, restam apenas 3 algarismos do conjunto
original.

Logo, temos 3 possibilidades para a dezena.

Pelo Principio Fundamental da Contagem (PFC), o total de nimeros que podem ser formados
¢ o produto das possibilidades de cada etapa:

Total= 4 x 3 x 2 =24.
—~ =T N~

Centena Dezena Unidade
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