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1 Carta ao Leitor

Querido e gentil leitor, seja muito bem-vindo!

Como professor que vivencia o cotidiano da educacao basica, conheco as dificuldades que per-
meiam as salas de aula do Brasil quando o assunto é Funcao Exponencial e, principalmente,
Fungao Logaritimica. Conhego bem como ¢ dificil para o aluno se familiarizar com as notagoes
de logaritmo e ainda mais como eles sentem dificuldade na hora de aplicar as propriedades.

E pensando nessas dificuldades, juntamente com a minha pesquisa durante o mestrado PROF-
MAT, fiz a elaboracao deste material, o qual estas agora debrucado.

Este recurso nao é apenas mais um banco de questoes ou um gabarito tradicional. Ele foi
desenhado para ser um material de apoio estruturado e conversado, util tanto para o colega
professor que busca enriquecer suas aulas, quanto para o estudante que deseja aprofundar seus
estudos.

Este material foi dividido em duas secoes. Uma para falar sobre as questoes do ENEM, que
sao problemas mais focados em interpretagao textual, graficos, e em aplicagoes matematicas
em contextos reais e interdisciplinares.

Enquanto que a outra secao é sobre as questoes da UECE, que desafiam o leitor a ter mais
domininio da algebra, das propriedades do assunto estudado e que possuem um grau de rigor
matematico bem acima do nivel do ENEM.

Entretanto, caro e gentil leitor, este material possui ainda mais diferenciais em relacao a tantos
outros que existem neste mundao. Fiz questao de que cada solugao possuisse um alto grau
de detalhamento, e ainda que apds cada solucao das questoes impares tivesse um comentario
pedagdgico sobre o problema como um todo, deixando até uma segunda solucao em alguns
casos, a fim de que este material torne-se extremamente rico e quem sabe, 1inico.

Também, caro e gentil leitor, trouxe para voceés em cada questao a competéncia e habilidade
da BNCC a qual se refere o problema e também a habilidade da Matriz de Referéncia do
Enem, com o objetivo de ajudar aqueles docentes que gostam de buscar as questoes através das
competéncias e habilidades.

Espero que este material seja uma excelente ferramenta na sua caminhada e que os logarit-
mos e exponenciais passem a ser vistos nao como obstaculos, mas como belas ferramentas de
interpretacao do mundo.

Ah, caro e gentil leitor, a seguir irei trazer para vocés o texto original de cada competéncia e
habilidade tanto da BNCC (BRASIL, 2018) como da Matriz de Referéncia do Enem (Brasil,
2009), que estarao presentes nos problemas deste material a fim de que vocé nao precise se dar
ao trabalho de buscar essas informagoes nos documentos oficiais.

Atenciosamente,
Carlos Higor Sousa de Freitas
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Base Nacional Comum Curricular (BNCC)

O material foca nas Competéncias Especificas 3, 4 e 5 da Matematica e suas Tecnologias,
mobilizando as habilidades:

e EM13MAT303: Interpretar e comparar situagoes que envolvam juros simples com as
que envolvem juros compostos, por meio de representacoes graficas ou algébricas.

e EM13MAT304: Resolver e elaborar problemas com funcoes exponenciais nos quais seja
necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas.

e EM13MAT305: Resolver e elaborar problemas com logaritmos, inclusive em contextos
de outras areas do conhecimento.

e EM13MAT403: Analisar e estabelecer relagoes entre as representacoes de fungoes (ex-
ponencial, logaritmica) para identificar caracteristicas fundamentais (dominio, imagem,
crescimento).

e EM13MAT501: Investigar relagoes entre ntiimeros reais e fungoes, utilizando diferentes
registros de representacao.

e EM13MATS508: Identificar e associar Progressoes Geométricas (PG) a fungoes expo-
nenciais de dominios discretos.

Matriz de Referéncia do ENEM

No ambito da avaliagao nacional, as situagoes-problema aqui propostas contemplam as Com-
peténcias de Area 5 (Modelagem Algébrica) e 6 (Interpretagao de Graficos e Tabelas), vindas
da (Brasil, 2009)

e H19: Identificar representacoes algébricas que expressem a relagao entre grandezas.
e H20: Interpretar grafico cartesiano que represente relacoes entre grandezas.

e H21: Resolver situacao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.
e H24: Utilizar informagoes expressas em graficos ou tabelas para realizar inferéncias.
e H25: Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou gréficos.

e H26: Analisar informagoes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a cons-
trucao de argumentos.

Este mapeamento permite ao docente utilizar este material de forma estratégica, selecionando
problemas nao apenas pelo contetido, mas pela habilidade cognitiva que se deseja desenvolver
no estudante. E ¢é vélido salientar que por mais que a UECE nao utilize de maneira direta
em suas diretrizes a Matriz de Referéncia do Enem, foi feito uma anélise das habilidades dessa
matriz que mais se encaixavam nos problemas propostos pela UECE.
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2 Questoes ENEM

Nesta segao serao expostos os itens (questdes) do Exame Nacional do Ensino Médio sobre o
assunto Funcao Exponencial e Funcao Logaritmica dos tltimos anos. Todos os problemas podem
ser acessadas na integra em (Brasil. Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais
Anisio Teixeira (INEP), 2025)).

Problema 2.1: Habilidade EM13MAT403 - H21 - Enem 2025

Um empresario utiliza maquinas cuja pressao interna P, em atmosfera, depende do tempo
continuo de utilizagao t, em hora, e de um parametro positivo K, que define o modelo da
maquina, segundo a expressao:

P=4-log[-K - (t+1)-(t —19)].
O fabricante dessas maquinas recomenda ao usudrio que a pressao interna desse tipo de
maquina nao ultrapasse 10 atmosferas durante seu funcionamento.

O empresario pretende comprar novas maquinas desse tipo que deverao funcionar, diaria-
mente, por um periodo continuo de 10 horas. Para isso, precisa definir o modelo de maquina
a ser adquirida escolhendo o maior valor possivel do parametro K, atendendo a recomendacao
do fabricante.

O maior valor a ser escolhido para K é

a) 10%°
b) 10
)
d) 5
e) 25 x 1072

Solucao: O objetivo € encontrar o maior valor possivel para o parametro K, garantindo que
a pressao interna P nunca ultrapasse 10 atmosferas (P < 10) durante o periodo de funciona-
mento.

i) Andlise da Fungdo Pressao:

A fungdo dada é P(t) = 4-log|—K - (t+1)-(t—19)]. Como a base do logaritmo € 10 (maior que
1), a fungao logaritmica é estritamente crescente. Isso significa que a pressao mdzima (Ppgy)
ocorrerd quando o logaritmando (o termo dentro do logaritmo) for mdzimo.

Seja f(t) o logaritmando:
ft)=—K-(t+1)-(t—19).

Essa € uma fun¢ao quadrdtica (pardbola). Como K é positivo, o coeficiente do termo quadrdtico
(—K ) é negativo, indicando que a pardbola tem concavidade voltada para baizo e possui um valor
mdximo no seu vertice.
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ii) Determinacdo do Tempo de Pressao Mdxrima:

As raizes da fun¢ao quadrdtica sao t; = —1 ety = 19, e fica facil determind-las pois o problema
nos forneceu sua equacao na forma fatorada, ou seja, basta observarmos que t +1 =0 implica
em t; = —1 como primeira raiz e t — 19 = 0 implica em ty = 19 como sequnda raiz.

A coordenada t do vértice (t,) encontra-se exatamente no ponto médio entre as raizes:

Ctith —1+419 18

Ly = .
2 2 2 )

O enunciado informa que a mdquina funciona por um periodo continuo de 10 horas, ou seja, t
varia no intervalo [0,10]. Como o vértice t =9 horas estd dentro desse intervalo de funciona-
mento, a pressao maxima serd atingida eratamente neste instante.

t13) Cdlculo do Parametro K:

Calculamos o valor mdximo do logaritmando para t = 9:
f9)=—-K-94+1)-(9-19)
f(9) = —K-(10) - (-10)
f(9) = 100K.
A pressao mdxima corresponde a este valor:

Prge = 4 -1og(100K).

A recomendacao do fabricante ¢ P < 10. Portanto:
4 -1og(100K) < 10.

Dividindo ambos os lados por /:
log(100K) < 2,5.

Aplicando a defini¢io de logaritmo (base 10):
100K < 10*°.

Isolando K :

2,5
K< 10 .
— 100

Sabendo que 100 = 10?:
10%°

<

= 102
K < 102,5—2
K <10%5,

O maior valor possivel para K ¢é 10°°.
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Alternativa correta: a). |

Comentario Pedagdgico

Neste problema, a habilidade EM13MAT403 da BNCC e a competéncia H21 da Matriz do
ENEM sao mobilizadas de forma muito sofisticada. O grande obstaculo para o aluno aqui
nao ¢é apenas aplicar uma férmula, mas realizar a sobreposicao de dois conceitos distintos:
ele precisa reconhecer que, como a base do logaritmo é maior que 1, a fungao logaritmica é
crescente. Consequentemente, a pressao maxima ocorrera exatamente no vértice da fungao
quadratica que compoe o logaritmando.

Em sala de aula, é um momento excelente para mostrar aos alunos a utilidade da forma
fatorada da equagao do segundo grau. Muitos tendem a expandir a expressao para usar a
férmula de Bhaskara, mas a forma fatorada j& entrega as raizes (—1 e 19) “de bandeja”,
tornando o calculo do vértice (¢t = 9) muito mais intuitivo e rapido. Por fim, a manipulacao
final da inequacao logaritmica exige que o discente tenha maturidade nas propriedades de

poténcia, que costuma ser o ponto em que ocorrem os maiores travamentos na resolucao.
. J




Banco de questoes com solugao Higor Freitas e Rafael Didgenes

Problema 2.2: Habilidade EM13MAT304 - H19 - Enem PPL 2024

Visando obter créditos de carbono, uma empresa, emissora de gases de efeito estufa, elabora
um projeto de reflorestamento em uma drea desmatada. De acordo com o projeto, no primeiro
ano serao reflorestados 500 hectares. A partir dai, a cada ano, a area total reflorestada sera
aumentada em 50% em relacao ao ano anterior.

A expressao algébrica que representa a area total reflorestada (A, ), em hectare, ao final de
n anos é:

a) A, =500 0.5
b) A, =500-1,5"
c) A, =500+ n-250
d) A, =500 (1+0,5"1)
) Ay

e =500+ (n—1)-250

Solucao: A empresa ird reflorestar 500 hectares no primeiro ano, e a cada ano aumentard
essa drea em 50% em relagdio ao ano anterior. Isso caracteriza uma progressio geométrica,
cuja razao €:

A formula geral de uma progressao geométrica para o n-ésimo termo, considerando o primeiro
termo a; = 500, é:
A, =500-(1,5)"1.

Portanto, a expressao que representa a drea total reflorestada ao final de n anos é:
A, =500-1,5""".

Alternativa correta: b). |
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Problema 2.3: Habilidade EM13MAT403 - H20 - Enem 2024

Uma caneca com agua fervendo € retirada de um forno de micro-ondas. A temperatura 7', em
grau Celsius, da caneca, em funcao do tempo ¢, em minuto, pode ser modelada pela funcao
T(t) = a+ 80 - b' representada no gréfico a seguir.

Os valores das constantes a e b sao
a) a=20; b=1log(0,5)
b) a=100; b=0,5

1

c) a=20; b=(0,5)10

1
— 920- _ (4010
d) a=20; b= "=

e) a=20; b=40

Solugao: A funcao que modela a temperatura da caneca é:
T(t) = a+ 80b".

Sabemos que a caneca estd a 100°C no instante t = 0 e atinge 40°C no instante t = 20. Vamos
usar esses dados para montar um sistema e encontrar os valores de a e b.

e Parat=0:
T(0)=a+80° =a+80-1=a+80=100

a = 20.

e Parat = 20: ]
T(20) = 20 + 80b*° = 40 = 80v*° = 20 = b*° = T

1
b0 = T podemos reescrever:

1 1
1\ 2 1\N™ o a1
b = <Z) = (?) = 2 20 = 2 10 = (2 1) 0 =

Como

(V]
o
-
N
N | —
~~
s~
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L

Logo, temos: b = (0,5)10. Assim, a func¢do fica: T(t) = 20+ 80 - (0,5)
1

dea ebsio:a=20 e b=(0,5)1.

.
0. Portanto, os valores

Alternativa correta: c). |

Comentario Pedagégico

Esta questao é um classico exemplo de modelagem a partir de um grafico, aplicando uma
fungao exponencial translatada (empurrada), que ecoa a Lei de Resfriamento de Newton.
A principal dificuldade conceitual para os alunos é interpretar o significado do coeficiente
‘a’. E crucial que o professor explore a ideia de assintota horizontal, questionando os alu-
nos: “O que acontecerd com a temperatura da caneca depois de muito tempo?”. Isso os
levara a concluir que a temperatura se aproxima da temperatura ambiente, que é o valor
de ‘a’. No campo algébrico, a manipulaciao para encontrar ‘b’ a partir de ‘b*° = }l’ pode ser
um obstéaculo, exigindo dominio das propriedades de potenciacao. Uma estratégia didatica
eficaz é, antes da resolucao, pedir que os alunos descrevam o fenomeno verbalmente, co-

nectando a fisica do resfriamento a matematica da funcao.
G J

10
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Problema 2.4: Habilidade EM13MAT304 - H21 - ENEM PPL 2023

Um tipo de célula se reproduz constantemente por divisao celular, triplicando sua quantidade
a cada duas horas, sob condicoes ideais de proliferagao. Suponha uma quantidade inicial Qg
dessas células sob as condigoes ideais de proliferacao durante um certo periodo.

Qual a representagao algébrica da quantidade () dessas células em funcao do tempo ¢, em
hora, nesse periodo?

a) Q(t) = Q-3
b) Q(t) = Qo - 3%
¢) Q(t) = Qo -2
d) Q(t) = Q- 32
) Q(t) =Qo- 3:!

Solucgao: O problema informa que a quantidade de células triplica a cada 2 horas, e que no
instante inicial t = 0 existe uma quantidade Qo de células. Deseja-se encontrar uma expressao
para Q(t), a quantidade de células apds t horas.

Como a cada 2 horas a quantidade triplica, temos uma funcdao exponencial com base 3 e expoente
fraciondrio, pois o crescimento acontece a cada 2 horas.

A forma geral da fungao exponencial que modela esse tipo de crescimento é:

Qt) = Qo - 3.
Justificativa:
- Parat=0:
Q(0) =Qo-3"=Qy (correto).
- Para t = 2:

Q(2) = Qo - 3% = Qo-3=13Qy (correto).
Portanto, a funcdo correta que representa a quantidade de células em fungdo do tempo t, em
horas, é:

Q) = Qo - 32.

Alternativa correta: d). |

11
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Problema 2.5: Habilidade EM13MAT508 - H20 e H21 - ENEM PPL 2021

O grafico informa a producao registrada por uma industria nos meses de janeiro, marco e
abril.

, Produgéo
(milhar de unidade)

960 === mm—n- /

480 {------= oo /

120

jan. fev. mar. abr.

Por problemas logisticos, nao foi feito o levantamento sobre a produgao no meés de fevereiro.
Entretanto, as informagoes dos outros trés meses sugerem que a produc¢ao nesse quadrimestre
cresceu exponencialmente, conforme aponta a curva de tendéncia tracada no grafico.

Assumindo a premissa de que o crescimento nesse periodo foi exponencial, pode-se inferir
que a producao dessa industria no meés de fevereiro, em milhar de unidade, foi

a) 0

b) 120
c) 240
d) 300
e) 400

Solugao:  Para resolver o problema, assumimos que o crescimento da produ¢ao pode ser
modelado por uma fung¢do exponencial da forma f(x) = a - b", onde x € o nimero do més
(janeiro=1, fevereiro=2, mar¢co=3) e f(x) € a produc¢ao em milhares de unidades. Coletar os
dados do grdfico:

Do gradfico, extraimos os dados de produgao para os meses de janeiro e margo:
e Para janeiro x = 1, a produgao foi de f(1) = 120.
e Para mar¢o x = 3, a producao foi de f(3) = 480.

i) Montar o sistema de equacées:

12
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Substituindo os pontos na funcao f(x) = a-b", obtemos o sequinte sistema de equagoes:

a- bt = 120. (1)
a-b* = 480. (2)

ii) Resolver o sistema para encontrar ‘b’:
A forma mais simples de resolver é dividir a equagao (@) pela equacao .'

a-b® 480
a-b 120

Simplificando a expressao, os termos ‘a’ se cancelam:
’

b = 4.

Como o problema descreve um crescimento, consideramos a raiz positiva:

b=2.

1i1) Encontrar o valor de ‘a’:

Agora, substituimos o valor de b =2 na equagdo (1):

a-(2) = 120.
120
a=—.
2
a = 60.

iv) Escrever a funcao exponencial:

Com os valores de a = 60 e b= 2, a funcdo que modela a producao é:
f(z) =60-2°.
v) Calcular a produgdo para fevereiro:

A questao pede a produgcao no més de fevereiro, que corresponde a x = 2. Substituimos r = 2
na funcdo:

f(2) =60-22
f(2)=60-4
f(2) = 240.

Portanto, pode-se inferir que a produgao no més de fevereiro foi de 240 mil unidades.

Alternativa correta: c). |

13
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Comentario Pedagdgico

Este problema conecta a fungdo exponencial com a Progressao Geométrica (PG), uma
associacao explicita na habilidade EM13MAT508 da BNCC. A resolucao via sistema de
equagoes é robusta, mas o professor pode enriquecer a aula apresentando uma solugao
alternativa mais elegante: a interpolagao geométrica. Como o crescimento é exponencial
e os intervalos de tempo sao iguais (um meés), a producao de fevereiro deve ser a média
geométrica entre as producoes de janeiro e marco. Assim,

Proy = \/Pian * Pmar = V120 - 480 = V57600 = 240.

Apresentar essa alternativa nao sé oferece um atalho, mas aprofunda a compreensao da
natureza da PG e do crescimento exponencial, mostrando que os termos em um grafico

exponencial, para intervalos de tempo iguais, formam uma PG.
N J

14
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Problema 2.6: Habilidade EM13MAT304 - H20 - Enem PPL 2021

O crescimento de uma populagao de microrganismos é descrito pela expressao
K(t)=81-35 42

em que K(t) indica a quantidade de microrganismos em um meio de cultura em funcao do
tempo t. O grafico representa a evolugao de K em relacao ao tempo t.

K
6 563

Com base nos dados, o valor de m é

—_
o oo o ol

e) 81

Solucao:

A resolucdo da questao se baseia em encontrar o valor de m a partir da func¢ao de crescimento
1

populacional K(t) = 81 - 33"+ 2. De acordo com o grdfico, no tempo t = m, a populacio de

microrganismos € K(m) = 6563.

Substituindo o valor de K(m) na fungao, temos:

6563 = 81-35™ +2
6563 —2 = 81.35™
6561 = 81.35™.

O passo sequinte € reescrever os numeros 81 e 6561 como poténcias de base 3, a mesma base
do termo exponencial. Sabemos que 81 = 3* e 6561 = 38. Com isso, a equacdo se torna:

38 —3%.35m,

15
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Utilizando a propriedade de multiplicacao de poténcias de mesma base, onde os expoentes sao
somados (a* - a¥ = a* V), obtemos:
3% = 35,

Agora que ambos os lados da equacdo sdo poténcias de mesma base, podemos igualar seus
expoentes:

1
8=4+ -m.
3
Resolvendo a equacao linear para m:
1
8—4=—
Uk
1
4=-m
3
m = 12.
O wvalor de m €, portanto, 12.
Alternativa correta: d). |

16
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Problema 2.7: Habilidade EM13MAT304 - H21 - Enem PPL 2020

Um laboratério realizou um teste para calcular a velocidade de reproducao de um tipo de
bactéria. Para tanto, realizou um experimento para observar a reproducao de uma quantidade
x dessas bactérias por um periodo de duas horas. Apds esse periodo, constava no habitaculo
do experimento uma populacao de 189.440 da citada bactéria. Constatou-se, assim, que a
populagao de bactérias dobrava a cada 0,25 hora.

A quantidade inicial de bactérias era de

a) 370

Solucao: O problema descreve um crescimento exponencial onde a populacdo de bactérias

dobra em um intervalo de tempo fizo. O modelo matemdtico para este tipo de crescimento é
t
dado pela funcao Q(t) = Qo - 2T, onde:

Q(t) é a quantidade de bactérias no tempo t.
e ()y € a quantidade inicial de bactérias, que queremos descobrir.
e 1 ¢ o tempo total decorrido.
o T ¢ o tempo de duplicagdo (o periodo necessdrio para a popula¢ao dobrar).
i) Identificacao dos Dados
A partir do enunciado, temos os sequintes dados:
o A populagao final apos 2 horas € de 189.440 bactérias. Portanto, Q(2) = 189.440.
e O tempo total do experimento foi de t = 2 horas.
e A populacao dobrava a cada T = 0,25 hora.
i1) Montagem e Resolucao da Equacado
Substituimos os valores conhecidos na formula do crescimento exponencial:
189.440 = Q, - 22/9%),

Primeiro, vamos simplificar o expoente para saber quantas vezes a populagdo dobrou.

t 2 horas

T 0,25 hora
Isso significa que a populagao dobrou 8 vezes durante o periodo de 2 horas. A equagdo torna-se:

189.440 = Qq - 28.

17
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Agora, calculamos o valor de 28:
28 = 256.

Substituindo este valor de volta na equagao:
189.440 = Q) - 256.

Para encontrar a quantidade inicial Qq, isolamos a varidvel, dividindo a populagao final pelo
fator de crescimento:

189.440
@ = 256
Qo = 740.

Portanto, a quantidade inicial de bactérias no experimento era de 740.

Alternativa correta: b). |

Comentario Pedagdgico

Neste problema, a habilidade EM13MAT304 da BNCC e a competéncia H21 da Matriz do
ENEM sao exigidas por meio da modelagem de um crescimento populacional continuo. O
principal desafio didatico aqui nao é a algebra em si, mas a interpretacao do expoente na
funcao exponencial. E muito comum em sala de aula que os alunos “travem” ao lidar com
periodos de duplica¢do que ocorrem em fragdes de hora (como dobrar a cada 0,25 hora) e
um tempo total dado em horas inteiras (2 horas).

O professor pode utilizar esta questao para trabalhar fortemente o conceito do expoente
como um “contador de ciclos”. Quando o estudante é estimulado a compreender que em 2
horas ocorrem 8 ciclos independentes de 0, 25 hora (2+0, 25 = 8), a modelagem da equagcao
189.440 = Q, - 2% torna-se extremamente intuitiva. Essa abordagem quebra a dependéncia
exclusiva da memorizacao de férmulas prontas e faz com que a resolucao flua de maneira

muito mais légica e natural para o discente.
_ J
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Problema 2.8: Habilidade EM13MAT508 e Habilidade EM13MAT305 - H24 e
H25 - Enem 2020

Enquanto um ser esta vivo, a quantidade de carbono 14 nele existente nao se altera. Quando
ele morre, essa quantidade vai diminuindo. Sabe-se que a meia-vida do carbono 14 é de
5.730 anos, ou seja, num féssil de um organismo que morreu ha 5.730 anos havera metade
do carbono 14 que existia quando ele estava vivo. Assim, cientistas e arquedlogos usam a
seguinte féormula para saber a idade de um f6ssil encontrado: Q(t) = Qo - Qﬁ, em que t é
o tempo, medido em ano, Q(t) é a quantidade de carbono 14 medida no instante ¢t e Qq é
a quantidade de carbono 14 no ser vivo correspondente. Um grupo de arquedlogos, numa
de suas expedigoes, encontrou 5 fosseis de espécies conhecidas e mediram a quantidade de
carbono 14 neles existente. Na tabela temos esses valores juntamente com a quantidade de
carbono 14 nas referidas espécies vivas.

Féssil | Qo | Q(t)
1 128 32
2 256 8
3 512 64
4 1024 | 512
) 2048 | 128

O f6ssil mais antigo encontrado nessa expedicao foi

a) 1
b) 2
c) 3
d) 4
e) b

Solucao: O objetivo do problema € identificar o fossil mais antigo entre os cinco encontrados.
A idade de um fdssil estd diretamente relacionada a propor¢do de carbono 14 que decaiu ao
longo do tempo.

i) Andlise da Formula:

Para determinar qual fossil € o mais antigo, precisamos manipular a formula de decaimento
. . —t . ./
fornecida no enunciado, Q(t) = Qo - 2570, para isolar a varidvel tempo, ‘¢ .

Primeiramente, dividimos ambos os lados por Qg para obter a proporcao de carbono-14 restante:

Q)
Qo

=t
= 925730,
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Utilizando a propriedade de expoentes negativos (a~™ = 1/a"), podemos reescrever a equagao:

Q) _ 1
Qo 250

Invertendo ambos os lados da equacao, chegamos a:

Q.
Q(t)

_t
— 95730 ,

Para isolar t°, aplicamos a definigao de logaritmo (ou aplicamos o logaritmo de base 2 em

ambos 0s lados):
b log Qo
5730 2\ Q)

t = 5730 - log, <%) .

A partir desta equacdo, observa-se que a idade ‘t’ € diretamente proporcional ao valor de
log, (% . Como a funcao logaritmica de base maior que 1 € estritamente crescente, o fossil

mais antigo (maior valor de ‘t’) serd aquele que apresentar a maior razdo %

ii) Cdlculo das Razédes:
Vamos agora calcular a razao % para cada um dos cinco fosseis, utilizando os dados da tabela
fornecida:

o Fossil 1: %:%:4
o Fossil 2: %:?:32.
e Fossil 3: %:%:8,
o Fossil 4: %:%:
e Féssil 5: %:%:

111) Conclusdo: Comparando os valores das razoes calculadas:
2<4<8<16 <32

A maior razdo encontrada foi 32, que corresponde ao Fossil 2. Portanto, o fossil mais antigo
encontrado na expedicao foi o Fossil 2.

Alternativa correta: b). |
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Problema 2.9: Habilidade EM13MAT304 - H21 - Enem PPL 2019

Em um laboratorio, cientistas observaram o crescimento de uma populacao de bactérias
submetida a uma dieta magra em fésforo, com generosas porgoes de arsénio. Descobriu-se
que o numero de bactérias dessa populacao, apds t horas de observacao, poderia ser modelado
pela funcao exponencial

N(t) = Ny - e

em que Ny é o numero de bactérias no instante do inicio da observacao (¢ = 0) e representa
uma constante real maior que 1, e k£ é uma constante real positiva.

Sabe-se que, apds uma hora de observacao, o nimero de bactérias foi triplicado.

Cinco horas apés o inicio da observacao, o nimero de bactérias, em relacao ao nimero inicial
dessa cultura, foi

a) 3Ny
b) 15N,
¢) 243N,
d) 360N,
)

e) 729N

Solucao: O problema descreve o crescimento de uma populacao de bactérias modelado pela
funcao exponencial N(t) = Noekt. O objetivo é determinar o nimero de bactérias apds 5 horas
em relacao a quantidade inicial.

i) Determinar o fator de crescimento c*:

A primeira informagdao crucial € que, apds wma hora (t = 1), o niumero de bactérias triplicou.
Matematicamente, isso significa que N(1) = 3Nj.

Substituimos t = 1 na funcgao de crescimento dada:
N(1) = NoeF! = Nye*.
Agora, igualamos essa expressio ao valor conhecido de N(1):
3Ny = Npe".

Para encontrar o valor do fator de crescimento €*, dividimos ambos os lados da equagdo por
Ny (considerando Ny #0):

ef = 3.
Este resultado € fundamental para a resolugao do problema.
ii) Calcular o nimero de bactérias apds 5 horas:

A pergunta final € sobre o nimero de bactérias apds cinco horas (t =5). Para isso, calculamos
N(5) usando a fungao original:
N(5) = Noe*.
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Utilizando a propriedade das poténcias (a®)¢ = a®, podemos reescrever a expressio da sequinte
forma:
N(5) = No(e")®.

Agora, podemos substituir o valor de e¥ = 3 que encontramos no passo anterior:
N(5) = Ny - (3)°

N(5) = 243N,

Portanto, cinco horas apds o inicio da observacdo, o numero de bactérias serd 243 vezes o
numero inicial da cultura.

Alternativa correta: c). |

Comentario Pedagégico

A presenga da base ‘e’ (nimero de Euler) pode intimidar os alunos, que podem associé-la a
uma matematica mais avancada. O papel do professor aqui é desmistificar essa constante,
tratando-a, no contexto do problema, como “uma base como qualquer outra”. A dificuldade
mais comum ¢é o aluno tentar isolar a constante ‘k’ utilizando o logaritmo natural, um
caminho mais complexo e totalmente desnecessario para a resolucao. A estratégia didatica
central deve ser orientar os alunos a enxergarem o termo ‘e*’ como um tnico “bloco de
crescimento”. O professor pode perguntar: “Se a populagao triplica em uma hora, qual
é o fator que multiplica a populagao a cada hora?”. A resposta é 3. Assim, os alunos
concluem que o bloco ‘e¥’vale 3. Uma vez que esse fator é visto como uma tinica entidade,
a resolucao para ‘t = 5, ou seja, ‘(€¥)%’, torna-se uma simples potenciacio (3°), reforcando
o dominio das propriedades de poténcias.
- J
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Problema 2.10: Habilidade EM13MAT305 - H21 - Enem PPL 2019

Um jardineiro cultiva plantas ornamentais e as coloca a venda quando estas atingem 30
centimetros de altura. Esse jardineiro estudou o crescimento de suas plantas, em funcao do
tempo, e deduziu uma férmula que calcula a altura em fungao do tempo, a partir do momento
em que a planta brota do solo até o momento em que ela atinge sua altura maxima de 40
centimetros. A férmula é

h =5 -logy(t+ 1)
em que t é o tempo contado em dias e h, a altura da planta em centimetros.

A partir do momento em que uma dessas plantas é colocada a venda, em quanto tempo, em
dias, ela alcangara sua altura maxima?

a) 63

Solucao:

O problema pede para calcular o tempo, em dias, que uma planta leva para crescer de 30 cm
(altura de venda) até sua altura mdzima de 40 cm. O crescimento da planta é modelado pela
fungao logaritmica h =5 -logy(t + 1), onde h € a altura em cm e t o tempo em dias.

A solugao consiste em dois cdlculos principais: primeiro, encontrar o tempo (t1) em que a

planta atinge 30 cm; sequndo, encontrar o tempo (t3) em que ela atinge 40 cm. A resposta serd
a diferenga entre esses dois tempos (ta — t1).

i) Tempo para atingir 30 cm:
Substituimos h = 30 na formula para encontrar o tempo t;:
30 =5-logy(t; +1).

Dividindo por 5 ambos os membros, temos:

30

E = 10g2(t1 + ]_)

6 = log,(t1 + 1).

Para resolver o logaritmo, usamos sua defini¢io (log,(x) =y < b¥ = x):
t+1=2°
1 +1=064
11 =64—-1=063.
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Portanto, a planta € colocada a venda apos 63 dias.

i1) Tempo para atingir 40 cm:

Agora, substituimos h = 40 na formula para encontrar o tempo ts:
40 =5 - logy(ta + 1.)

Dividindo por 5 ambos os membros, temos:

40
5= log,y(ta + 1)

Novamente, usando a definicao de logaritmo:
to+1=2°
to +1 =256
to =256 — 1 = 255.
A planta atinge sua altura mdzima em 255 dias.
1i1) Cadlculo do intervalo de tempo:

O tempo necessario para a planta crescer de 30 cm para 40 cm € a diferenca entre to e ty:
At =ty —t; = 255 — 63 = 192.

A resposta é 192 dias.

Alternativa correta: d). |
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Problema 2.11: Habilidade EM13MAT304 - H20, H21 - Enem Libras 2017

Um modelo de automovel tem seu valor depreciado em funcao do tempo de uso segundo a
fungao f(t) =b-a’ com t em ano. Essa funcao estd representada no gréfico.

60 000
64 000+ --= :

43740
39 366

Valor do automével (RS)

Qual sera o valor desse automovel, em real, ao completar dois anos de uso?
a) R$ 48.000,00

b) R$ 48.114,00

) R$ 48.600,00

d) R$ 48.870,00

e) R$ 49.683,00

C

Solucao: O wvalor de wm modelo de automdvel tem seu valor depreciado em fungdo do tempo de
uso (t) sequndo a funcao f(t) =b-a'. O objetivo € encontrar o valor do automdvel ao completar
dois anos de uso, o que corresponde a calcular f(2). Para isso, primeiro determinamos os
valores das constantes b e a usando os dados do grifico.

i) Determinar o valor inicial b:

O wvalor inicial do carro, b, corresponde ao valor no tempo t = 0. Observando o grdfico, vemos
que para t =0, o valor do automdvel é de R$ 60.000,00.

£(0) = 60.000.

Substituindo t = 0 na funcao:
b-a® = 60.000.

Sabendo que qualquer nimero (diferente de zero) elevado a zero € 1 (a° = 1), temos:
b-1=60.000 = b= 60.000.

Assim, o valor inicial do carro ¢ R$ 60.000,00.

i1) Determinar o fator de depreciacgdo a:

Para encontrar o fator de depreciagao a, utilizamos outro ponto do grdfico. Emt =1 ano, o
valor do automdvel € de R$ 54.000,00.

£(1) = 54.000.
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Substituimos t =1 e o valor de b = 60.000 na funcao:
60.000 - a' = 54.000.

Agora, isolamos a:
~54.000 54 9

“ 760000 60 10
O fator de depreciacao anual é de 0,9, o que significa que o carro perde 10% de seu valor a
cada ano.

0,9.

113) Calcular o valor do automdvel apds 2 anos:

Com o0s valores de b = 60.000 e a = 0,9, a funcdo completa que descreve a depreciacdo é:
f(t) = 60.000 - (0,9)"

A questao pede o valor do automdével ao completar dois anos de uso (t =2):
f(2) = 60.000 - (0,9)?

f(2) =60.000 - 0,81
f(2) = 48.600.
Portanto, o valor do automdvel apds dois anos de uso serd de R$ 48.600,00.

FE vadlido acrescer que o valor de a poderia ser encontrado usando outros pontos conhecidos do
grdafico.

Alternativa correta: c). |

Comentario Pedagdgico

Neste problema, mobilizamos a habilidade EM13MAT304 da BNCC em conjunto com as
competéncias H20 e H21 da Matriz de Referéncia do ENEM. O grande desafio didatico
desta questao esta na transicao da representacao grafica para a modelagem algébrica da
funcao de depreciacao f(t) =b-a'.

Em sala de aula, é comum observar que os estudantes sentem dificuldade em associar o
corte no eixo vertical R$ 60.000 diretamente ao parametro b da funcdo, que representa
o valor inicial no instante ¢t = 0. Além disso, a determinacao da base a que é o fator
de decaimento, exige a compreensao de que cada ponto do grafico é um par ordenado
(t, f(t)), como o ponto (1,54.000). O docente pode aproveitar esta situagao-problema para
reforcar a diferenca visual e algébrica entre o decrescimento linear e o exponencial. E
fundamental mostrar ao aluno que o automével nao perde um valor fixo em reais a cada
ano, mas sim uma taxa percentual constante e, neste caso, uma desvalorizacao de 10% ao

ano, evidenciada pela base a = 0, 9.
. J
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Problema 2.12: Habilidade EM13MAT304 - H20, H21 - Enem 2° Aplicacao 2016

Admita que um tipo de eucalipto tenha expectativa de crescimento exponencial, nos primeiros
anos apds seu plantio, modelado pela funcao

y(t) =a" ',

na qual y representa a altura da planta em metros, ¢ é considerado em anos, e a ¢ uma
constante maior que 1. O grafico representa a funcao y.

¥ (metra)

32

& t (ana)

Admita ainda que y(0) fornece a altura da muda quando plantada, e deseja-se cortar os
eucaliptos quando as mudas crescerem 7,5 m apds o plantio.

O tempo entre a plantacao e o corte, em anos, € igual a:

Solucao:

O problema pede para determinar o tempo, em anos, entre o plantio de uma muda de eucalipto

e o momento do seu corte. O crescimento da planta é modelado pela funcao exponencial y(t) =

a'~!, onde y € a altura em metros e t o tempo em anos.

i) Determinar o valor da base a:

O primeiro passo € encontrar o valor da constante a. O problema informa que y(0) representa a
altura da muda no momento do plantio. Pelo grdfico, vemos que emt = 0, a altura é y(0) = 0,5
metros. Substituimos esses valores na funcgao:

y(0) =a""'=0,5
al=0,5.
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Lembrando que a™! = % e 0,5 =3, temos:

1
2

1 1
—==- = a=2.
a 2 “

Com isso, a funcgdo de crescimento completa € y(t) = 21,
i1) Determinar a altura do corte:

Deseja-se cortar os eucaliptos quando eles tiverem crescido 7,5 metros apos o plantio. A altura
wnicial da muda era de 0,5 metros. Portanto, a altura final no momento do corte serd:

Altura do corte = Altura inicial + Crescimento desejado.

Altura do corte = 0,5+ 7,5 = 8,0 metros.

111) Calcular o tempo para o corte:

Agora, precisamos encontrar o tempo t em que a altura da planta y(t) serd igual a 8 metros.
Usamos a fun¢ao de crescimento com a = 2:

Para resolver a equacao, expressamos o numero 8 como uma poténcia de base 2:
21 =23,
Como as bases sdao iguais, podemos igualar os expoentes:
t—1=3
t=3+1=4

tv) Conclusdo:
O tempo entre a plantacdo e o corte € de 4 anos.

Alternativa correta: b). |
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Problema 2.13: Habilidade EM13MAT304 - H21 - Enem 2° Aplicacao 2016

O governo de uma cidade esta preocupado com a possivel epidemia de uma doenca infecto-
contagiosa causada por bactéria. Para decidir que medidas tomar, deve calcular a velocidade
de reproducao da bactéria. Em experiéncias laboratoriais de uma cultura bacteriana, inici-
almente com 40 mil unidades, obteve-se a féormula para a populacao:

p(t) =40 - 2%

em que t é o tempo, em hora, e p(t) é a populagao, em milhares de bactérias.
Em relagao a quantidade inicial de bactérias, apds 20 minutos, a populagao serd

a) reduzida a um terco.

o

reduzida a metade.

o

)
)
¢) reduzida a dois tercos.
) duplicada.

)

e) triplicada.

Solucao: O problema pede para analisar o crescimento de uma populacao de bactérias apds
20 minutos, comparando-o com a quantidade inicial. A formula que descreve a populagdo p(t),
em milhares, € p(t) = 40 - 23, com t medido em horas.

i) Identificar a Quantidade Inicial:
A quantidade inicial de bactérias corresponde ao valor da populagao no instante t = 0.
p(0) =40-2%0 =40-2° =40-1 = 40.
A populacgado inicial, conforme o enunciado, é de 40 mail unidades.
ii) Converter a Unidade de Tempo:
A formula utiliza o tempo t em horas, mas a questao pede a andlise para 20 minutos. FE

necessario converter 20 minutos para horas.

20 1
20 minutos = 50 horas = 3 hora.

#11) Calcular a Populagdo apds 20 minutos:

1

Substituimos o valor de t = 5 na fungao para encontrar a popula¢ao nesse instante:

o (L) = 40.9()
(5
p(é>:40~21
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(3)n

Isso significa que a populacao apos 20 minutos serd de 80 mal bactérias.

iv) Conclusdo:

Para determinar a relacao entre a populacao apos 20 minutos e a populacao inicial, comparamos

os dois valores: ~ _
Populagao em 20 min  80.000

Populacdo inicial ~ 40.000
O resultado mostra que a populagao dobrou de tamanho.

Portanto, apds 20 minutos, a populagao de bactérias serd duplicada em relacao a quantidade
micial.

Alternativa correta: d). |

Comentario Pedagdgico

Neste problema, que mobiliza a habilidade EM13MAT304 da BNCC e a competéncia H21
do ENEM, o principal obstdculo para o aluno nao é a manipulagao da funcao exponencial
em si, mas sim a atencao as grandezas e unidades de medida envolvidas. Em sala de aula,
o erro mais previsivel e comum cometido pelos discentes é a substituicao direta de ¢ = 20
na equagao, ignorando que a lei de formacao da funcgao foi definida explicitamente para o
tempo em horas.

O professor pode utilizar esta questao para enfatizar a importancia da leitura atenta e
da coeréncia dimensional na modelagem algébrica. A conversao de 20 minutos para 1/3
de hora é o passo crucial que reduz o expoente 3t a 1, simplificando o cédlculo de forma
elegante e evitando resultados completamente absurdos como a tentativa de calcular 2°°.
Além disso, ¢ um momento muito oportuno para debater a estrutura da poténcia: mostrar a
turma que 23 é algebricamente equivalente a 8' ajuda o aluno a visualizar que a populacao
de bactérias se multiplica por oito a cada hora, enriquecendo a interpretacao analitica do

comportamento exponencial.
- J
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Problema 2.14: Habilidade EM13MAT304 - H21 - Enem PPL 2015

O sindicato de trabalhadores de uma empresa sugere que o piso salarial da classe seja de
R$ 1.800,00 propondo um aumento percentual fixo por cada ano dedicado ao trabalho. A
expressao que corresponde a proposta salarial (s), em fungao do tempo de servigo (t), em
anos, é

s(t) = 1800 - (1,03)".

De acordo com a proposta do sindicato, o salario de um profissional dessa empresa com 2
anos de tempo de servigo sera, em reais:

a) R$ 7.416,00
b) R$ 3.819,24
) R$ 3.709,62
d) R$ 3.708,00
e) R$ 1.909,62

C

Solucao: O problema pede para calcular o saldrio de um profissional com 2 anos de servigo,
de acordo com a proposta de um sindicato. A expressio que modela o saldrio (s), em fun¢ao
do tempo de servigo (t) em anos, € dada por:

s(t) = 1.800 - (1,03)".

Onde o valor de 1.800 representa o piso salarial em reais e o fator 1,03 representa um aumento
anual de 3%.

i) Identificar o valor de t:

A questao especifica que o profissional possui 2 anos de tempo de servigo. Portanto, o valor a
ser utilizado na funcgao é:
t=2.

i1) Calcular o saldrio para t = 2:

Substituimos t = 2 na fun¢ao salarial para encontrar o valor correspondente:
s(2) = 1.800 - (1,03)>.
Primeiro, calculamos a poténcia:
(1,03)? = 1,03 x 1,03 = 1,0609.
Em sequida, multiplicamos esse fator pelo saldrio base:
s(2) = 1.800 - 1,0609

$(2) = 1909, 62.
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113) Conclusdo:

O saldrio de um profissional dessa empresa com 2 anos de tempo de servico serd de R$
1.909,62.

Alternativa correta: e). |
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Problema 2.15: Habilidade EM13MAT303 - H26 - Enem PPL 2013

Um trabalhador possui um cartao de crédito que, em determinado mes, apresenta o saldo
devedor a pagar no vencimento do cartao, mas nao contém parcelamentos a acrescentar
em futuras faturas. Nesse mesmo més, o trabalhador é demitido. Durante o periodo de
desemprego, o trabalhador deixa de utilizar o cartao de crédito e também nao tem como
pagar as faturas, nem a atual nem as proximas, mesmo sabendo que, a cada mes, incidirao
taxas de juros e encargos por conta do nao pagamento da divida. Ao conseguir um novo
emprego, ja completados 6 meses de nao pagamento das faturas, o trabalhador procura
renegociar sua divida. O grafico mostra a evolugao do saldo devedor.

Divida (RE)
1100 4+
1060 +_ o __
?
1000 = ¥
r
o500 T §
aon -+ r
BSD +
BOD + o
TED 4+
TOD + ¥
850 1 -

&00 + ¥

B e i i
O e s - —— -

Tempo (meses)

Com base no grafico, podemos constatar que o saldo devedor inicial, a parcela mensal de
juros e a taxa de juros sao:

a) R$ 500,00; constante e inferior a 10% ao més.

b) R$ 560,00; varidvel e inferior a 10% ao més.

d) R$ 560,00; constante e superior a 10% ao més.

)

¢) R$ 500,00; variavel e superior a 10% ao més.
)
)

e) R$ 500,00; variavel e inferior a 10% ao més.

Solucao: A questio pede para analisarmos as caracteristicas de uma divida de cartao de
crédito (saldo inicial, parcela de juros e taxa de juros) com base em seu grdfico de evolug¢ao ao
longo de 6 meses.

i) Saldo Devedor Inicial:

O saldo devedor inicial corresponde ao valor da divida no tempo t = 0. Observando o grdfico,
o ponto que cruza o eizo vertical (Divida (R$)) estd em 500.

e Saldo inicial: R$ 500,00.
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ii) Parcela Mensal de Juros:

O grdfico € uma curva com inclinagao crescente, e nao uma linha reta. Em uma linha reta,
08 acréscimos mensais seriam constantes (juros simples). A forma da curva indica que os
Juros sao calculados sobre o montante acumulado (divida + juros do més anterior), o que é
caracteristico de juros compostos. Neste regime, o valor absoluto dos juros pagos a cada més
aumenta.

e Parcela mensal de juros: Varidvel.
111) Andlise da Taxa de Juros:

Para avaliar se a taxa de juros é superior ou inferior a 10% ao més, podemos simular o cresci-
mento da divida com uma taza fiza de 10% a.m. e comparar com o valor do grdfico. Usamos
a formula de juros compostos: M = C(1 4 1i)*.

e Capital inicial (C): R$ 500,00
e Taza de teste (1): 10% ou 0,10
e Tempo (t): 6 meses

O montante final (M) seria:

M =500 - (1+0,10)% =500 - (1,1)°.
Calculando a poténcia, temos (1,1)% ~ 1,771561.
M =~ 500 -1,771561 ~ 885, 78.

O saldo devedor com uma taza de 10% ao més seria de aprorimadamente R$ 885,78. O grifico,
no entanto, mostra que o saldo real apés 6 meses foi de R$ 1.050,00. Como o wvalor real da
divida (R$ 1.050,00) é maior que o valor que seria obtido com uma taza de 10% (R$ 885,78),
podemos concluir que a taxa de juros efetiva € superior a 10% ao més.

e Taxa de juros: Superior a 10% ao més.
tv) Conclusdo:
Reunindo as informacaoes:

e Saldo devedor inicial: R$ 500,00.

e Parcela mensal de juros: Varidvel.

e Tazxa de juros: Superior a 10% ao més.

Alternativa correta: c). |
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Comentario Pedagdgico

Uma questao rica em analise gréafica, conceitual e até de educagao financeira, que vai além
da simples aplicacao de férmulas. A principal distin¢ao pedagdgica a ser explorada é a dife-
renca visual entre juros simples cujo grafico seria uma reta e juros compostos representado
pela curva exponencial. O professor deve incitar os alunos a observarem a “velocidade”
com que a divida cresce, notando que os acréscimos mensais nao sao constantes, o que va-
lida a ideia de uma parcela de juros variavel. A analise sobre a taxa ser superior ou inferior
a 10% introduz uma importante estratégia de resolucao, que é uma espécie de “testagem”.
O aluno nao precisa encontrar a taxa exata; ele deve apenas usar o valor de referéncia de
10% para criar um cendrio e compara-lo com a realidade do gréfico. Essa habilidade de
estimar e comparar é frequentemente mais valorizada no ENEM do que o cédlculo exato,

que neste caso exigiria logaritmos.
- J
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Problema 2.16: Habilidade EM13MAT303 - H19 - Enem 2013

Em um experimento, uma cultura de bactérias tem sua populagao reduzida pela metade a
cada hora, devido a acao de um agente bactericida.

Neste experimento, o nimero de bactérias em funcao do tempo pode ser modelado por uma
funcao do tipo:
a) afim.
b) seno.
¢) cosseno.
d) logaritmica crescente.
)

e) exponencial.

Solugao: A questao descreve um processo onde a populacio de uma cultura de bactérias
¢ reduzida pela metade a cada hora, devido a acao de um agente bactericida. Precisamos
wdentificar o tipo de fun¢do matemdtica que melhor modela esse fenomeno.

i) Andlise do Processo:
Vamos analisar o comportamento da populagao em intervalos de tempo:
e Seja Ny a populagdo inicial de bactérias (no tempo t =0).
e Apés 1 hora (t =1), a populagao serd metade da inicial: N(1) = Ny - %
o Apds 2 horas (t = 2), a populagao serd metade da populagao no instante anterior: N(2) =
N $= (N-3) 5= No- ()7
e Apds 3 horas (t = 3), o processo se repete: N(3) = N(2)- 3 = (NO . (%)2) 3 =Np- (%)3

i1) Generalizacdo do Modelo:

Observando o padrdo, podemos generalizar a fungdo que descreve a populagdo N(t) em qualquer
instante de tempo t (em horas):

Esta fungdo também pode ser escrita na forma N(t) = Np - 27"
111) Classificagdo da Funcgado:

Uma fungdo do tipo f(x) = c-a®, onde a varidvel x aparece no expoente e a e ¢ saGo constantes
(coma >0 ea##1) € por definicio, uma funcao exponencial.

Neste caso, temos a varidvel t no expoente e as constantes Ny e % Como a base % esta entre
0 e 1, a funcao descreve um decaimento exponencial, mas ainda pertence a familia das funcoes

exponenciais. As demais opcoes nao se aplicam:
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e Funcdo afim (f(x) = ax +b): Descreve um decréscimo constante, nao proporcional a
quantidade existente.

e Seno e Cosseno: Sao fungoes periodicas, que oscilam, o que nao descreve uma redu¢ao
continua.

e Logaritmica crescente: Descreveria um aumento, nao uma redu¢ao.
iv) Conclusdo:

Portanto, o niumero de bactérias em funcao do tempo pode ser modelado por uma fungao do
tipo exponencial.

Alternativa correta: e). |

37



Banco de questoes com solugao Higor Freitas e Rafael Didgenes

Problema 2.17: Habilidade EM13MATS508 - H21 - Enem PPL 2011

Os medicamentos, imediatamente apods a ingestao, comecam a ser metabolizados pelo orga-
nismo, o que faz com que sua concentra¢ao no sangue diminua gradualmente, num processo
denominado decaimento. Denomina-se meia-vida de uma substancia o tempo necessario para
que o teor dessa substancia no sangue se reduza a metade do valor inicial.

Considere a situacao em que um médico prescreveu a um paciente uma dosagem de 800 mg
de um medicamento cuja meia-vida é 6 horas, com recomendacao de tomar um comprimido
a cada 12 horas, durante 3 dias. Para esse medicamento, considera-se superdosagem um teor
superior a 1.520 mg, o que causa riscos de intoxicagao.

Apressado em recuperar-se a tempo de ir a uma festa, o paciente sugeriu ao médico que
mudasse a prescri¢ao para 6 em 6 horas, imaginando que, assim, reduziria o tempo de trata-
mento. O médico contra-argumentou, informando ao paciente que, caso antecipasse as doses,
correria o risco de estar intoxicado em

a) 12 horas.
b) 24 horas.
¢) 36 horas.
d) 48 horas.
e) 72 horas.

Solugao: O problema nos pede para determinar em quanto tempo um paciente estaria intoxi-
cado se sequisse uma posologia alterada de um medicamento. Para isso, vamos calcular passo
a passo a quantidade do fdrmaco no organismo.

i) Dados Fundamentais:
e Dosagem por comprimido: 800 mg.

e Meia-vida do medicamento: 6 horas. A cada 6 horas, a quantidade presente no
organismo se reduz a metade.

e Posologia alterada: 1 comprimido a cada 6 horas.
e Limite de superdosagem (intoxicac¢do): Quantidade superior a 1.520 mg.
i1) Evolugao da Quantidade do Fdrmaco:

Calculamos a quantidade do medicamento no corpo a cada 6 horas, no momento em que uma
nova dose é administrada.

e t = Oh (Dose 1): O paciente toma o primeiro comprimido.
Quantidade no organismo: 800 mg.

e t = 6h (Dose 2): A quantidade da primeira dose cai pela metade 800 + 2 = 400mg. O
paciente toma o sequndo comprimido.
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Quantidade total: 400 mg+ 800 mg = 1.200 mg.
(Abaizo do limite de 1.520 mg)

e t = 12h (Dose 3): A quantidade anterior 1.200 mg cai pela metade 1.200 + 2 = 600
mg. O paciente toma o terceiro comprimido.
Quantidade total: 600mg+ 800 mg = 1.400 mg.
(Abaizo do limite de 1.520 mg)

e t = 18h (Dose 4): A quantidade anterior 1.400 mg cai pela metade 1.400 =2 = 700
mg. O paciente toma o quarto comprimido.
Quantidade total: 700 mg+ 800 mg = 1.500 mg.
(Abaizo do limite de 1.520 mg)

e t = 24h (Dose 5): A quantidade anterior 1.500 mg cai pela metade 1.500 = 2 = 750
mg. O paciente toma o quinto comprimido.
Quantidade total: 750 mg+ 800 mg = 1.550 mg.
(Acima do limite de 1.520 mg)

113) Conclusdo:

No instante em que completa 24 horas, a quantidade do farmaco no organismo (1.550 mg)
ultrapassa o limiar de intoxicacao de 1.520 mg. Portanto, ao antecipar as doses para cada 6
horas, o paciente correria o risco de estar intoxicado em 24 horas.

Alternativa correta: b). |

Comentario Pedagdgico

N

Neste problema, que articula a habilidade EM13MAT508 da BNCC com a competéncia
H21 do ENEM, o principal obstaculo cognitivo para o aluno reside na ideia de acumulagao
continua. Em sala de aula, o erro mais frequente é o estudante analisar apenas o decaimento
de uma dose isolada, esquecendo-se de somar o residuo do farmaco que ainda permanece
no organismo no momento da nova ingestao.

O professor pode utilizar esta questao como um excelente laboratério pratico para conectar
o decaimento exponencial com a Progressao Geométrica (PG). Do ponto de vista did4tico,
a construcao do passo a passo iterativo, como mostrado na resolucao, ¢ a estratégia mais
eficaz para evitar bloqueios. Essa abordagem retira a abstragao matematica e mostra visu-
almente como o limite de toxicidade de 1.520 mg vai sendo perigosamente alcancado. Além
disso, é uma oportunidade fantastica para debater o letramento cientifico e a utilidade real

da matematica na compreensao de bulas e prescricoes médicas no cotidiano do estudante.
J
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Problema 2.18: Habilidade EM13MAT508 - H20, H25 - Enem 2007

A duracao do efeito de alguns farmacos esta relacionada a sua meia-vida, tempo necessario
para que a quantidade original do fArmaco no organismo se reduza a metade. A cada intervalo
de tempo correspondente a uma meia-vida, a quantidade de farmaco existente no organismo
no final do intervalo é igual a 50% da quantidade no inicio desse intervalo.

100
90 l

804

T4

(] 4

50 1

a0

304

% da farmaco no organismo

2004

104

0

] 1 2 3 4 5 B T
numearo de meias-vidas

A meia-vida do antibidtico amoxicilina é de 1 hora. Assim, se uma dose desse antibiético for
injetada as 12h em um paciente, o percentual dessa dose que restara em seu organismo as
13h30min serd aproximadamente de:

a) 10%
b) 15%
25%
35%
50%

C

d

)
)
)
)

e

Solugao: A questao pede para encontrarmos o percentual aproximado de uma dose do an-
tibiotico amoxicilina que permanece no organismo de um paciente em um determinado hordrio.
Para isso, devemos usar o grdfico fornecido, que relaciona o percentual de um farmaco com o
numero de meias-vidas decorridas.

i) Calcular o Nimero de Meias-Vidas:

O primeiro passo é determinar quantas meias-vidas se passaram entre o momento da inje¢ao e
o momento da verificagao.

e Hordrio da injecao da dose: 12h 00min.
e Hordrio da verificacao: 13h 30min.

e Tempo total decorrido: de 12h 00min até 13h 30min, temos 1 hora e 30 minutos, o
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que equivale a 1,5 horas.
e Meia-vida da amoxicilina: Conforme o enunciado, é de 1 hora.

Para encontrar o nimero de meias-vidas, dividimos o tempo total decorrido pelo tempo de uma
meia-vida:

Tempo decorrido 1,5 horas

Numero de meias-vidas = 1,5.

Duracio da meia-vida 1 hora
Portanto, no hordario de 13h 30min, terao se passado 1,5 meias-vidas.
i) Interpretag¢do do Grdfico:

Agora, usamos o grifico para encontrar o percentual do fdrmaco correspondente a 1,5 meias-
vidas.

e Localizamos o valor 1,5 no eizo horizontal (“nimero de meias-vidas”). Este valor estd
posicionado exatamente entre os marcadores 1 e 2.

o A partir desse ponto (1,5), tragcamos uma linha vertical até encontrar a curva de decai-
mento.

e Do ponto de intersecao na curva, tracamos uma linha horizontal para a esquerda, em
direcdo ao eixo vertical (“% de farmaco no organismo”).

e O wvalor que essa linha atinge no eixo vertical é a resposta. Observando o grifico, esse
valor estd entre 30% e 40%. Uma leitura visual cuidadosa indica um valor aproximado
de 35%.

ti1) Conclusdo:

De acordo com o grifico, apos 1,5 meias-vidas, o percentual da dose que restard no organismo
do paciente serd de aprorimadamente 35%.

Alternativa correta: d). |
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3 Questoes UECE

Nesta secao serao expostas as questoes do vestibular da Universidade Estadual do Ceara
(UECE) sobre o assunto Fungao Exponencial e Fungao Logaritmica (Logaritmos em geral), e
apoés cada questao sua resolucao bem detalhada para ajudar tanto ao discente leitor, quanto ao
docente leitor deste produto educacional. Todos problemas podem ser acessadas na integra em
(Universidade Estadual do Ceara, 2025)).

Problema 3.1: Habilidade EM13MAT403 - H20 - UECE 2025

Considerando as funcoes reais de varidvel real f, g, h, k e q assim definidas: f(z) = 22,

g(z) = 2%, h(z) = sen(x), k(z) = cos(x) e q(x) = logy(z? + 1), onde log, m denota o
logaritmo de m na base 2, analise as seguintes afirmacoes:

I . Ao representarmos graficamente as funcoes f e g, em um plano munido do sistema
de coordenadas cartesianas usual, verificamos que seus graficos possuem exatamente 3
(trés) pontos de intersegao.

IT . As funcoes h e k sao periddicas com periodos 7w e 271 respectivamente.
IIT . A funcao g é uma funcao par.

IV . O menor nimero do conjunto imagem da fungao composta g o f, definida por (g o
) = g(f(x)), € igual a 1.
O ntmero de afirmacoes verdadeiras é
a) dois.

b

uIn.

d) tres.

)
¢) quatro.
)

Solucao: Vamos analisar cada uma das afirmacoes propostas.
i) Andlise da Afirmacao I: Intersecao de f e g.

A afirmacao diz que os grdficos de f(x) = x* e g(x) = 2% se intersectam em exatamente trés
pontos. Os pontos de intersecio sio as solugoes da equacdo x* = 2°.

e Para x =2: 22=4 ¢22=4. Correto.
e Para x =4: 4> =16 e 2* = 16. Correto.

e Para x < 0: Por inspecao grdfica ou métodos numéricos, observa-se que existe uma
terceira raiz para um valor negativo de x (aproximadamente x ~ —0.76 ).

Portanto, a afirmacao I é verdadeira.

i1) Andlise da Afirmacgdo II: Periodo de h e k.
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A afirmagao diz que os periodos de h(z) = sen(z) e k(x) = cos(x) sdo 7 e 2w, respectivamente.
e O periodo fundamental da func¢ao seno, h(x) = sen(x), € 2.
e O periodo fundamental da fungdo cosseno, k(x) = cos(x), também é 2.

A afirmacao estd incorreta ao dizer que o periodo da func¢ao seno € w. Portanto, a afirmacgao
II € falsa.

1i1) Andlise da Afirmacao III: Paridade da funcao q.
A afirmagdo diz que q(x) = logy(x? + 1) € uma funcao par. Uma fungdo € par se, para todo x
em seu dominio, q(—x) = q(x). Vamos verificar:
q(—2) = logy((—)* + 1) = logy(2* + 1) = q(x).
A condigao € satisfeita. Portanto, a afirmacao 11l € verdadeira.
iv) Andlise da Afirmacao IV: Imagem da fungdo composta.

A afirmagao diz que o menor valor da imagem da fun¢ao composta (go f)(x) é 1. A fungdo
composta é:

(g0 f)(x) = g(f(x)) = gla®) = 2"".

Para encontrar o menor valor da imagem, precisamos encontrar o menor valor que a fung¢do

pode assumir. O expoente x tem como valor minimo 0, que ocorre quando x = 0. Assim, o
2, . . .

menor valor de 2*° é 2° = 1. Portanto, a afirmacdo IV é verdadeira.

v) Conclusao:

Temos trés afirmacoes verdadeiras (I, III e IV) e uma falsa (II). O nimero de afirmagoes
verdadeiras € 3.

Alternativa correta: d).
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Comentdrio Pedagdgico

Neste problema inaugural da segao da UECE, que mobiliza a habilidade EM13MAT403
da BNCC, nos deparamos com o rigor matematico e a multiplicidade de conceitos carac-
teristicos dos vestibulares tradicionais. O grande desafio didédtico aqui é a exigéncia de
que o aluno transite fluidamente entre diversas classes de fungoes (quadratica, exponen-
cial, trigonométrica e logaritmica) e analise suas propriedades formais, como paridade,
periodicidade e composi¢cao, em um tnico item.

Em sala de aula, a afirmagao I é, sem duvida, o principal ponto de atencao e onde ocorrem os
maiores “escorregoes”. E extremamente comum que os estudantes, ao tentarem resolver a
equacao 2 = 27, testem mentalmente apenas valores positivos e encontrem as raizes ¢bvias
xr =2 e x =4, concluindo erroneamente que existem apenas dois pontos de interse¢ao. O
professor pode aproveitar este momento para incentivar o esbogo grafico intuitivo (ou o uso
de ferramentas digitais como o GeoGebra) para mostrar que a pardbola com concavidade
para cima e a curva exponencial crescente obrigatoriamente se cruzam uma terceira vez no
semieixo negativo. Além disso, a andlise do valor minimo da funcao composta no item IV
é um excelente exercicio tedrico para consolidar a ideia de que a imagem da funcao “de

dentro” (f(z)) atua como o dominio da fungao “de fora” (g(x)).
- J
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Problema 3.2: Habilidade EM13MAT305 - H21 - UECE 2025

Se o valor de x maior que 1 satisfaz a equagao log, (2x+3) = 2 e é o total de pessoas que estao
aguardando para entrar no cinema, entao, a quantidade de maneiras diferentes de organizar
estas pessoas em fila é:

Nota: Veja que o log, k é o logaritmo de k na base x.

a) 2.
b) 4.
c) 6.
d) 8

Solugao: FEste problema tem duas etapas: primeiro, devemos resolver a equagao logaritmica
para determinar o numero de pessoas e, em sequida, usar esse numero para calcular a quantidade
de filas possiveis.

i) Resolucao da Equacao Logaritmica:

A equacao dada é:
log, (2z +3) = 2.

Para que o logaritmo seja bem definido, devemos satisfazer as sequintes condi¢oes de existéncia:
o A base x deve ser positiva e diferente de 1: © >0 e x # 1.
e O logaritmando (2x + 3) deve ser positivo: 2x +3 >0 — = > —1.5.

O enunciado também nos informa que x > 1. A intersecdo de todas essas condi¢oes € simples-
mente x > 1.

Agora, aplicamos a definicao de logaritmo (logya = ¢ <= b° = a) a4 equagdo:
2 =22 + 3.
Reorganizamos os termos para formar uma equacao quadrdtica padrao:
2’ =22 —3=0.
Resolvendo esta equagao (por soma e produto ou Bhaskara), encontramos as raizes:
(x —3)(x+1)=0.
As solugoes siox =3 ex = —1.

Awaliando as solug¢oes com base na nossa condi¢ao de existéncia (x > 1), descartamos x = —1.
Portanto, a tunica solugao vilida ¢ x = 3. Isso significa que hda 3 pessoas aguardando para
entrar no cinema.

i1) Cdlculo das Maneiras de Organizar a Fila:
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A quantidade de maneiras diferentes de organizar 3 pessoas distintas em uma fila € dada pela
permutacdo de 3 elementos, ou seja, 3! (3 fatorial).

P;=31=3x2x1=6.

FExistem 6 maneiras distintas de organizar as trés pessoas na fila.

Alternativa correta: c). |
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Problema 3.3: Habilidade EM13MAT304 - H21 - UECE 2025

Uma instituicao financeira realiza aplicacao monetaria a médio e longo prazos, ficando a
aplicacdo modelada (descrita com excelente aproximagao) pela fun¢do exponencial f(t) =
p - 200625 em que o parametro p representa o capital inicial a ser aplicado e t a varidvel
tempo, medida em anos. Sendo assim, ¢é correto afirmar que o tempo necessario a partir do
momento inicial da aplicacao de um certo capital para a sua duplicacao é

a) 10 anos.
b) 16 anos.
c¢) 12 anos.
d)

14 anos.

Solugao: A funcdo que modela a aplicacao financeira € dada por:
f(t) =p- 20,062515'

Nesta fungao, p € o capital inicial et € o tempo em anos.

O objetivo € encontrar o tempo t necessdario para que o capital inicial dobre. A condi¢cao para a
duplicagdao do capital € que o montante final, f(t), seja igual a duas vezes o capital inicial, ou

seja, f(t) = 2p.
Substituindo esta condi¢cdo na fungao, obtemos a sequinte equagdo:

2p =p- 20,062515‘

Podemos simplificar a equagdo dividindo ambos os lados por p (considerando que o capital inicial

p € diferente de zero):
2 — 20,062513'

Como as bases da exponencial sao iguais em ambos os lados da equacdo, podemos igualar seus
expoentes. Lembrando que 2 € o mesmo que 2':

1 = 0, 0625¢.

Agora, isolamos a varidvel t para encontrar o tempo:

t__ 1
©0,0625°

625 __ 1

Para facilitar o cdlculo, podemos converter o decimal em fragao: 0,0625 = 1555 = 15-

t= = 16.

;l»—tl —

Portanto, o tempo necessario para que o capital aplicado dobre é de 16 anos.

Alternativa correta: b). |
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Comentario Pedagdgico

Neste problema, que mobiliza a habilidade EM13MAT304 da BNCC e dialoga com a com-
peténcia H21, exploramos a Matematica Financeira sob a dtica das fungoes exponenciais.
Do ponto de vista didatico, o primeiro obstaculo surge logo na interpretacao do enunci-
ado: é comum que muitos estudantes paralisem por nao conhecerem o valor numérico do
capital inicial p. Este é o momento ideal para o professor reforcar que, na busca pelo
tempo de duplicacao, o montante inicial é irrelevante, o que fica algebricamente provado
pelo cancelamento da varidvel p em ambos os lados da equacao 2p = p - 20:0625¢,

O segundo grande gargalo na sala de aula é a manipulagao aritmética. Resolver a equacao
1 = 0,0625¢ dividindo o niimero 1 por um numero decimal com quatro casas costuma
gerar muitos erros de cédlculo e frustracao. A estratégia pedagodgica aqui é incentivar o
aluno a trabalhar com fracoes, mostrando que 0,0625 é equivalente a %. Essa simples
conversao transforma uma divisao incomoda em uma percepcao direta, desenvolvendo a
fluencia numérica do discente e dando-lhe muito mais agilidade para enfrentar as provas

tradicionais da UECE.
I\ y,
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Problema 3.4: Habilidade EM13MATS508 - H19, H21 - UECE 2024

X

p- g, onde p e q sao
) com a; = 1 e razao

Sejam N* = {1,2,3,...} e f: N* — R a fungao definida por f(z) =
numeros reais. Se a imagem de f é a progressao geométrica a, = f(n
igual a —2, entao, a soma p + ¢ é igual a

a) -3/2.
b) -7/2.
c) -5/2.
d) -9/2.

Solugao: O problema afirma que a imagem da funcao f(n) = p-q"™ € uma progressio geométrica
(PG) com primeiro termo a; = 1 e razio r = —2.

i) Expressao do Termo Geral da PG:

n—1

A formula para o termo geral de uma progressao geométrica € a, = ay - " . Com os dados

fornecidos, temos:

it) Relacao entre a Funcao e a PG:

A condi¢ao de que a imagem de f é a PG significa que f(n) = a,. Portanto, podemos igualar
as duas expressoes:

p-qt=(=2)""
Para encontrar os valores de p e q, precisamos reescrever o lado direito da equagao para que ele

tenha a mesma forma do lado esquerdo, ou seja, uma constante multiplicada por uma poténcia
de expoente n. Utilizando as propriedades de poténcias:

Agora, a equacdo fica na forma:

pq" = <—%) (=2)".

ii1) Identificacdo de p, q e Cdlculo da Soma:

Comparando os dois lados da equagao, identificamos diretamente os valores de p e q:

_ 1.
L p__§7

o qg=—2.

A questao pede o valor da soma p+ q:

ptaq= (—1) E -
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O wvalor da soma € —g.

Alternativa correta: c).
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Problema 3.5: Habilidades EM13MAT303 e EM13MAT305 - H21 e H19 - UECE
2024

Um investidor aplicou, no sistema de juros compostos, certa quantia em uma instituicao
financeira que remunera as aplicacoes a taxa de 1% mensal. Assim, é correto afirmar que o
niumero de meses, a partir da aplicagao, em que o capital inicial sera dobrado é igual a

Use os valores aproximados: log(1,01) = 0,0043 e log(2) = 0, 30103.

Solugao: Para resolver um problema de juros compostos, utilizamos a formula do montante:
M = C(1+1i)".
Onde:
e M € o montante final;
e C ¢ o capital inicial;
e | ¢ a taxa de juros por periodo;
e { € 0 numero de periodos (meses, neste caso).

A tazxa de juros mensal fornecida é de i = 1% = 0,01. O objetivo é encontrar o tempo t em
que o capital inicial serd dobrado, o que nos dd a condi¢ao M = 2C.

i) Montagem da Equac¢do:

Substituindo a condicao M = 2C' e a taxa i = 0,01 na formula, temos:
2C = C(1+0,01)".

Simplificamos a equacao dividindo ambos os lados pelo capital inicial C':

2 = (1,01)".

i1) Solugdo com Logaritmos:

Como a incognita t estd no expoente, a ferramenta adequada para resolver a equacdo € o loga-
ritmo. Aplicamos o logaritmo decimal (base 10) em ambos os lados:

log(2) = log(1,01").

Utilizando a propriedade do logaritmo de uma poténcia, que nos permite “descer” o expoente,
temos:
log(2) =t -log(1,01).
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Agora, substituimos os valores aprorimados que foram fornecidos no enunciado:
0,30103 =t - 0,0043.

Finalmente, isolamos t:
~0,30103

-~ 0,0043 "
t ~ 70, 0069...

O numero de meses necessarios €, portanto, aprorimadamente 70.

Alternativa correta: d). |

Comentario Pedagdgico

Embora o tema de juros compostos seja recorrente no ENEM, esta questao da UECE se
diferencia pela exigéncia explicita do calculo com logaritmos, uma habilidade que o ENEM
geralmente busca contornar. A questao é um exemplo canonico para o professor ilustrar o
proposito fundamental dos logaritmos: resolver equacoes exponenciais onde nao é possivel
igualar as bases. O enunciado, ao fornecer os valores aproximados de ‘log(1,01)" e ‘log(2)’,
funciona como um sinal claro para o aluno sobre o método que devera ser utilizado. O
professor deve treinar os estudantes a reconhecerem essas “dicas” como parte do roteiro de
resolucao. A questao serve, portanto, como uma avaliacao direta da capacidade do aluno
em aplicar a propriedade do logaritmo da poténcia para isolar uma varidvel no expoente,

uma competéncia de fluidez algébrica.
g J
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Problema 3.6: Habilidade EM13MAT305 - H21 - UECE 2024

Sobre a equagao logaritmica 3 — 2 -log,(2 + x) — 2 - logy(2 — ) = 0, é correto afirmar que
Dados: log, z = logaritmo de z na base 2

a) a equacao nao possui solucao real.

b

a equacao possui uma unica solucao real.

d

¢) a equagao possui duas solugdes reais positivas.

a equacao possui duas solucoes reais: uma positiva e a outra negativa.

Solucgao: Para analisar as solugoes da equacao, sequiremos trés passos: determinar a condi¢ao
de existéncia (dominio), resolver a equagdo e, por fim, verificar se as solugoes encontradas
pertencem a esse dominio.

i) Condicdo de Existéncia:

Para que os logaritmos na equacao sejam definidos no conjunto dos niumeros reais, seus loga-
ritmandos devem ser estritamente positivos.

e 2+2>0 = z> -2

e 2—x>0 = <2
A intersecao das duas condi¢oes nos dd o dominio de validade para as solugoes: —2 < x < 2.
ii) Resolvendo a Equacgao:

A equagao original é:
3 —2logy(2+ ) —2logy(2 —x) = 0.

Primeiro, vamos isolar os termos logaritmicos:
3 =2logy(2+ )+ 2logy(2 — ).
3 =2[logy(2+ z) +logy(2 — x)].
Usando a propriedade da soma de logaritmos (loga + logb = log(ab)):
3=2-log,[(2+z)(2 —x)].

O produto no argumento é um produto notdvel (diferenca de quadrados): (2+x)(2—x) = 4—22.
Logo,
3 =2-log,(4 — 1?).

Isolando o logaritmo, obtemos:
3
5= log, (4 — 7).

Aplicando a defini¢ao de logaritmo (log,a = ¢ <= b° =a):

4 — g% =932 = /23 = /3 = 2V2.
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Isolando x?%, temos:

x2:4—2\/§.

As possiveis solucoes para x sdo, portanto:

r=4\4-2V2.

1i1) Verificacao das Solugées:

Agora, devemos verificar se as solucoes encontradas satisfazem a condicao de existéncia, que €
—2 < x < 2. Esta condicdo é equivalente a 2* < 4.

e Como /2~ 1,414, o valor de 2v/2 ~ 2, 828.
e Owvalordex® é4—2v2~4—2,88=1,172.
e Como 0 < 1,172 < 4, o valor de 2* € wvdlido.

Isso nos leva a duas solucées reais e distintas: 1 = +v/4 — 2v/2 (que é uma solugao positiva)
ey =—\4—2v2 (que é uma solug¢ao negativa). Ambas pertencem ao dominio.

iv) Conclusdo:
A equacao possui duas solugoes reais, uma positiva e outra negativa.

Alternativa correta: d). |

54



Banco de questoes com solugao Higor Freitas e Rafael Didgenes

Problema 3.7: Habilidade EM13MAT304 - H21 - UECE 2023

A taxa de evaporagao de dgua de um reservatério (lugar reservado para represar ou acumular
grande quantidade de dgua; agude) é proporcional a quantidade de dgua nele existente. Em
um determinado reservatorio, a quantidade de agua apods ¢ meses de evaporacao é dada por
q(t) = k-e % onde k é a quantidade inicial de 4gua e t é o tempo dado em meses. Aproxi-
madamente, o tempo, em meses, até que a agua deste reservatério, em continua evaporacao,
se reduza a um quarto do que era inicialmente é igual a

Vocé pode considerar que o logaritmo natural de quatro é aproximadamente igual a 1,3863.

a) 11.
b) 13.
c) 12.
d) 14.

Solucao: A funcdo que descreve a quantidade de dgua no reservatorio ao longo do tempo é
uma funcao de decaimento exponencial:

q(t) = k-e M

onde k € a quantidade inicial et é o tempo em meses.
i) Estabelecendo a Condi¢do do Problema:

O problema pede para encontrar o tempo t em que a quantidade de dgua serd um quarto (1/4)
da quantidade inicial. Matematicamente, esta condi¢ao é:

o) = 3.

Substituindo esta condicdo na funcao de decaimento, temos:

k
=k 01
4
Podemos simplificar a equacao dividindo ambos os lados por k, que € diferente de zero (a
quantidade inicial):
1 —0,1t

1°°

i1) Resolvendo a Equagcdo Exponencial:

Como a incognita t estd no expoente de uma poténcia de base e, a maneira mais direta de
resolver € aplicando o logaritmo natural (In) em ambos os lados da equagao:

In G) = In(e ™).
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Usando as propriedades dos logaritmos, sabemos que In(1/a) = —1In(a) eln(e®) = x. Aplicando-
as, a equagdo se torna:
—In(4) = —0, 1t.

Multiplicando ambos os lados por -1, obtemos:
In(4) =0, 1t.

O enunciado fornece o valor aproximado In(4) ~ 1,3863. Substituindo na equagdo:

1,3863 = 0, 1t.
Finalmente, isolamos t:
1, 3863
t =~ = 13, 863.
0,1 ’

t13) Conclusdo:
O tempo necessdrio € de 13,863 meses. O valor aprorimado solicitado é, portanto, 14 meses.

Alternativa correta: d). |

Comentario Pedagégico

Neste problema, que mobiliza a habilidade EM13MAT304 da BNCC, retornamos a mode-
lagem de fenomenos de decaimento, mas agora com o rigor algébrico exigido pela UECE
por meio da base e e do logaritmo natural (In).

No cotidiano da sala de aula, o surgimento do In costuma causar grande estranheza e
bloqueio imediato nos estudantes, que muitas vezes o encaram como um “bicho de sete
cabecas” desconectado do que ja aprenderam. O professor deve aproveitar esta questao
para desmistificar o logaritmo natural, provando que ele opera exatamente com as mesmas
propriedades dos logaritmos convencionais. A manipulacdo da fracao na passagem de
ln(;ll) para —1In(4) e a aplicagao de propriedade para “resgatar” a variavel ¢t em In(e=%1")
sao momentos cirirgicos para o docente consolidar a maturidade algébrica da turma. Além
disso, reforga-se o letramento matematico ao evidenciar que o tempo de evaporacao para
uma determinada propor¢ao (um quarto) independe do volume inicial k& do reservatério.
g J
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Problema 3.8: Habilidade EM13MAT304 - H21 - UECE 2023

Uma cultura de bactérias cresce obedecendo & fungao f(t) = c¢- 3% onde ¢ é uma constante
positiva e t é o tempo medido em horas. O valor de t para que a quantidade inicial de
bactérias fique multiplicada por nove é

a) 1/2 hora.

b) 1 hora.

¢) 1 hora e meia.
)

d) 2 horas.

Solugao: A funcdao que modela o crescimento da cultura de bactérias € dada por:
ft) =c-3*.

A constante positiva ¢ representa a quantidade inicial de bactérias, pois no tempo t = 0, temos

i) Estabelecendo a Condi¢ao do Problema:

O problema pede para encontrar o tempo t em que a quantidade de bactérias serd nove vezes a
quantidade inicial (c). A condi¢do matemdtica é:

f(t) =9ec.
Substituindo a expressao da funcao nesta condi¢ao, montamos a sequinte equacao:
c- 3% =9c.
ii) Resolvendo a Equacao Exponencial: Podemos simplificar a equagao dividindo ambos

os lados pela constante c:
3% =9.

Para resolver esta equacao, precisamos expressar ambos os lados com a mesma base. Como
9 = 32, podemos reescrever a equacdo como:

32t — 32
Com as bases iguais, podemos igualar os expoentes:
2t = 2.

Isolando t, obtemos:

O tempo necessdario para que a quantidade de bactérias seja multiplicada por nove é de 1 hora.
113) Conclusdo:

Alternativa correta: b). |
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Problema 3.9: Habilidade EM13MAT305 - H21 - UECE 2023

Considere as fungoes reais f : R" — R e g : Rt — R onde RT é o conjunto dos nimeros
reais positivos, definidas por f(z) = log, x e g(x) = log; x. Se x; e x5 sdo os possiveis valores
de x que satisfazem a condic¢do f(z) - g(z) = log2 - log 3, entao, o produto x; - x2 é igual a

Nota: log x indica o logaritmo de x na base 10.
a) 1.
b

o

) 6.
) 3.
) 2

o,

Solucao: A condicao a ser satisfeita € dada pela equagao:
f(z)-g(x) =log2-log3.
Substituindo as defini¢oes das funcoes f(x) e g(x), temos:
(log, ) - (logs ) = log 2 - log 3.

i) Mudanca de Base dos Logaritmos:

Para resolver a equagao, é conveniente que todos os logaritmos estejam na mesma base. Utili-
zaremos a base 10, conforme indicado na nota do enunciado. A formula da mudanca de base é
log . a ; .
=<2 Aplicando-a, obtemos:

log, a = Tog b
log x log
. =log2 -log 3.
(1og2> (10g3> BT

ii) Resolvendo a Equacgao:

Agora, podemos simplificar a expressao algebricamente:

(log x)?
————— =log?2-log3.
log 2 - log 3 8= 108
Multiplicamos ambos os lados por (log2 - log3) para isolar (logz)?*:
(logz)? = (log2 - log 3) - (log 2 - log 3)

(log )* = (log 2 - log 3)°.

Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados, encontramos duas possibilidades para log x:
logx = £(log2 - log 3).
Isso nos leva a duas solucoes distintas para x, que chamaremos de x1 e x5.
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o logz; =log2-log3 = x; = 10(e2log3),

e logzy = —(log2-log3) — x5 = 10— (log2-log 3)
#11) Cdlculo do Produto:

A questao pede o valor do produto x - x5.

T1- Ty = 10(log2-1og3) | 1()—(log2log3)

Utilizando a propriedade da multiplicagao de poténcias de mesma base (a™-a™ = a™" ), soma-

mos oS expOentGS.'
Ty Ty = 10(log2-10g3)7(10g2-log3)

Ty - Tg = 100

I’l'ZEQ:l.

Alternativa correta: a). |

Comentario Pedagégico

Neste problema, que exige a habilidade EM13MAT305, entramos na manipulacao algébrica
de logaritmos, uma exigéncia muito caracteristica das provas da UECE. O principal desafio
didatico aqui é a aplicagao da temida “Mudanca de Base”, que inclusive muitos professores
pulam por cair pouco em vestibulares menos tradicionais, o que nao é o caso da UECE.
Na sala de aula, os estudantes costumam memorizar essa formula de forma mecanica,
0 que gera inseguranca e bloqueios quando se deparam com a multiplicagao de funcgoes
logaritmicas com bases distintas (f(z) - g(x)).

O professor pode utilizar esta resolucao para mostrar a elegancia da mudanga para a base
10, que permite transformar a equacao inicial numa relacdo muito mais familiar e visual-
mente mais simples. Outro ponto forte no qual os alunos frequentemente “escorregam” é
no momento de extrair a raiz quadrada de (log x)2. E extremamente comum que conside-
rem apenas a raiz positiva, encontrando apenas x; e ignorando por completo a solucao xs.
Isso ocorre porque os alunos misturam muito a geometria com a algebra, pois quando eles
aprendem Teorema de Pitdgoras, é comum os professores nao comentarem da existéncia
do £+ quando se extraem as raizes. Alertar para este detalhe algébrico (o uso do +) é
fundamental. Por fim, a manipulacao das poténcias de base 10 para calcular o produto
X1 - T coroa a questao, exigindo que o aluno articule em simultaneo as propriedades dos

logaritmos e das exponenciais.
& J
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Problema 3.10: Habilidade EM13MAT304 - H21 - UECE 2022

Seja f: R — RT uma fungao definida por f(z) = b-a” onde a e b sdo nliimeros reais positivos,
a#1. Se f(1) =8e f(2) = 16, entdo, o valor de f(4) é

Solugao:  Para encontrar o valor de f(4), primeiro precisamos determinar os valores das
constantes a e b da fun¢ao exponencial f(x) =b-a®, utilizando as informagées fornecidas.

i) Montagem do Sistema de Equacgdes: As condi¢oes dadas, f(1) =8 e f(2) = 16, nos
permitem criar um sistema de duas equagoes com duas incdognitas (a e b):

1. A partir de f(1)=8:b-a' =8 = ab=38.
2. A partir de f(2) = 16: b-a® = 16.
O sistema é:

ab = 8 (1),
{aQb = 16 (I7).

i1) Resolvendo o Sistema:

Uma maneira eficiente de resolver este sistema é dividir a equagio (1) pela equagao (I):
10
ab 8

Simplificando a fragao, cancelamos os termos b e a, obtendo o valor de a:

a=2.

Com o valor de a em maos, substituimos na equagdo (I) para encontrar b:

b=8 = b—§—4.

Assim, as constantes da func¢ao sio a =2 e b= 4.
1i1) Calculando o Valor de f(4):
A fungao especifica € f(x) =4-2%. Agora, podemos calcular o valor de f(4) substituindo x = 4:

f(4)=4-2%
Primeiro, calculamos a poténcia: 2* = 16. Logo,
f(4)=4-16 = 64.
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iv) Conclusdo:
O walor de f(4) é 64.

Alternativa correta: d). |
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Problema 3.11: Habilidade EM13MAT403 - H20 - UECE 2022

Considere o plano R? munido do sistema de coordenadas cartesianas usual, onde sao repre-
sentadas as funcoes f,g: A C R — R. O grafico de g é simétrico ao grafico de f em relacao a
reta r, dada por y = a, se para cada r € A a reta r é a mediatriz do segmento de reta cujos
extremos sao os pontos (z, f(x)) e (z,g(z)). Se f(x) =2-3% e g é a funcdo cujo gréfico é
simétrico ao grafico de f em relacao a reta y = 2, entao, a expressao de h(x) = g(z)/f(z) é
igual a

a) —2+ 3%

b) 2 —377.

¢) —142-377.

d) 1-2-3°.

Solugao: Para encontrar a expressao de h(x), primeiro precisamos determinar a expressao
da func¢ao g(x) a partir da condi¢ao de simetria fornecida.

i) Interpretando a Condigcao de Simetria:

A definicao de simetria dada no enunciado diz que a reta y = a € a mediatriz do segmento
vertical que une os pontos (xz, f(x)) e (x,g(x)). Isso significa que a altura y = a € o ponto
médio das alturas f(x) e g(x). Matematicamente, a média das coordenadas verticais € igual a

{CZ 7._
flx)+g(x) _
2
No problema, a reta de simetria € y = 2, entdo a = 2. A relacdo se torna:
fa) +ole)
i .

ii) Encontrando a Expressdo de g(x):

Podemos isolar g(x) na equagao da simetria:
f(z) +g(z) =4

g() = 4 - f(@).
Como sabemos que f(x) = 2 - 3%, podemos substituir para encontrar a expressao explicita de

g(x):
glx)=4—-2-3"

i1) Calculando h(x):

A questao pede a expressio da fung¢do h(x) = 92 - Substituindo as expressoes de g(x) e f(z)

g
e
que jd conhecemos:
4—-2-3"
2-30

~

h(z) =

62



Banco de questoes com solugao Higor Freitas e Rafael Didgenes

Para simplificar esta fracdo, podemos dividi-la em duas partes:

4 2-3"

o) =55~ 53

Agora, simplificamos cada termo separadamente:

4 _ 2 _9. 3%
¢ =3 =2-3"
3

* 3 =1L

8

[\

8

[\

Juntando os termos simplificados, temos:
h(z)=2-37%—1.

Que € equivalente a h(z) = —1+42-37".
tv) Conclusdo:
A expressio de h(x) é —1+2-37".

Alternativa correta: c). |

Comentario Pedagdgico

Neste problema, que mobiliza a habilidade EM13MAT403 da BNCC, a UECE apresenta
um excelente desafio que cruza a geometria analitica com a algebra das fungoes expo-
nenciais. O principal obstaculo didatico na sala de aula é a interpretacao analitica da
simetria. Os estudantes estao habituados a visualizar a simetria apenas como um “reflexo”
no plano cartesiano, mas revelam enorme dificuldade em traduzir essa ideia geométrica
para a equagao do ponto médio w = 2. O professor pode utilizar esta questao para
trabalhar ativamente essa importante conversao de linguagens.

Além disso, o cdlculo final de h(x) esbarra num erro cldssico de manipulacao algébrica.
Ao depararem-se com a fragao 4;%’335, muitos alunos sentem a forte tentagao de “cortar”
diretamente o termo 2 - 3* do numerador com o do denominador, ignorando por completo
a subtracao. Este é o momento ideal para reforcar a propriedade de separacao de fragoes
com denominadores comuns e o uso do expoente negativo (37%), consolidando a fluéncia
algébrica e o letramento mateméatico necessarios para enfrentar provas com este elevado
nivel de rigor. No entanto, é preciso admitir que nesta questao a UECE pegou um pouco

pesado no nivel de abstragao da interpretacao.
- J
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Problema 3.12: Habilidades EM13MAT304 e EM13MAT508 - H21 - UECE 2022

O radio é uma substancia radioativa que se desintegra espontaneamente ao longo do tempo.
Sua desintegracao pode ser descrita matematicamente pela expressao Q(t) = K - (2)70-00!
onde K é a quantidade inicial de rddio e Q(t) é a quantidade ainda presente apés ¢ anos.
Observa-se que, apos transcorridos 1000 anos, ocorre uma redugao porcentual, relativa a
quantidade inicial, de aproximadamente 33,33%. Quando decorridos 2000 anos, a reducao

porcentual (relativa a quantidade inicial) aproximada serd de
a) 55,55%.
b) 88,88%.
c¢) 66,66%.
d) 77.,77%.

Solucao: O problema pede para calcular a reducao percentual da quantidade de radio apds um
periodo de 2000 anos.

i) Cdlculo da Quantidade Remanescente apds 2000 anos:

A fungao que descreve a quantidade de rddio (QQ) em fungao do tempo (t) é:

Q) = K - (;) -

Vamos calcular a quantidade que resta para t = 2000 anos:

—0.001-2000
3)

Q(2000) = K - (5

Primeiro, simplificamos o expoente:
—0.001 x 2000 = —2.

A expressao para Q(2000) se torna:

Q(2000) = K - @) -

Usando a propriedade do expoente negativo, que inverte a base ((a/b)™" = (b/a)"):

2\ 2 4
Q(2000) = K - (g) =K

Isso nos diz que, apos 2000 anos, % da quantidade inicial K ainda estd presente.

i1) Cdlculo da Redugao Percentual:
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A quantidade que se desintegrou (a reducdo) € a diferenca entre a quantidade inicial (K) e a
quantidade remanescente (()(2000)):

4 K — 4K
Redugio = K — Q(2000) = K — §K = QT = gK.

A reducao percentual € a razao entre a quantidade reduzida e a quantidade inicial, multiplicada
por 100%:

Reducao K

5
Redugao Percentual = x 100% = 9? x 100% = 9 x 100%.

Calculando o valor:

)
— = 0,5555...
9 7

Reducao Percentual ~ 55, 55%.

(Nota: a informagdo sobre a redugdo em 1000 anos serve para validar a formula, mas nao €
estritamente necessdria para resolver o problema.)

ti1) Conclusdo:
A redugdo percentual da substancia apds 2000 anos serd de aproximadamente 55,55%.

Alternativa correta: a). |
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Problema 3.13: Habilidade EM13MAT304 - H21 - UECE 2021

Seja f a fungao real de variavel real definida por f(x) = 8a”*, onde a é um numero real
positivo diferente de um. Se f(3) = 125 entdo, pode-se afirmar corretamente que f(4) + f(5)
¢é igual a

a) 3.
b) 2.
) 2.
d) £.

Solugao: A resolugdo do problema envolve dois passos: primeiro, usar a condi¢ao f(3) = 125
para determinar o valor da base a, e sequndo, usar esse valor para calcular a razao pedida.

i) Determinando o valor da base ‘a’:

A funcgao € dada por f(zx) = 8a®. Foi-nos dado que f(3) = 125. Substituindo x = 3 na fungao,
temos:

f(3) = 8a®.
Igualando este valor a condicao fornecida:
8a® = 125.
Isolamos a poténcia a®:
5 125
a’ = —.
8

FExtraindo a raiz cibica de ambos os lados para encontrar a:

125 ¥125 5
a = _— — =

s 82
i) Calculando a razao f(4) = f(5):
Agora, vamos montar a expressao para a razdo solicitada:

f(4) 8

f(5)  8a®

Podemos simplificar a fragcao cancelando o fator 8. Em sequida, usamos a propriedade da divisao
A . m _
de poténcias de mesma base (% = x™ " ):
x

O wvalor da razao €, portanto, o inverso da base a.

111) Resultado Final:

66



Banco de questoes com solugao Higor Freitas e Rafael Didgenes

Como jad calculamos que a = g, o valor da razao é:

f4 1 1 2
fG) a5 5
iv) Conclusdo:
O wvalor de f(4) <+ f(5) € 2.
Alternativa correta: c). |

Comentario Pedagdgico

Neste problema, que mobiliza a habilidade EM13MAT304 da BNCC e a habilidade 21
da Matriz do Enem a UECE avalia o poder do aluno na manipulacao de poténcias e
na compreensao da estrutura de uma funcao exponencial. Na pratica da sala de aula, o
professor depara-se frequentemente com alunos que, por inseguranca, escolhem o caminho
algébrico mais longo e suscetivel a erros. Apos descobrirem que a base é a = g, muitos
estudantes tentam calcular o valor exato de f(4) e de f(5) (elevando a fracdo a quarta e a
quinta poténcias) para sé depois efetuarem a divisdo entre dois nimeros enormes.

O trunfo didatico desta questao é mostrar a elegancia da simplificacao algébrica prévia.

. . ~ . 4 .
O docente deve incentivar a turma a olhar para a razao algébrica % antes de substituir
s 4 . —
o valor numérico de a. Ao mostrar que 3% se reduz instantaneamente a a~' (ou %),

o professor trabalha a economia de calculo e o dominio das propriedades das poténcias.
Mais do que isso, é uma excelente oportunidade para debater o préprio comportamento
multiplicativo da fungao exponencial, evidenciando que a razao entre um termo e o seu

sucessor imediato num intervalo unitario sera sempre o inverso da base.
. J
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Problema 3.14: Habilidade EM13MAT304 - H21 -UECE 2020

Se f: R — R ¢é a fungao definida por f(z) = %, entao, o numero de elementos do
conjunto {z € R tais que f(z) = 1} é igual a

a) 0.
b

@)

) 2
) 1.
) 3

o

Solucao: O problema nos pede para encontrar a quantidade de solugoes reais para a equagao

fa) = 1.

i) Montagem da Equacgdo:

Substituimos a expressao da funcdo f(x) na condi¢ao dada:
2117 2—"17
Sra 1.

2
i1) Manipulacao Algébrica:
Para resolver a equacdao, comecamos multiplicando ambos os lados por 2:

24277 =2,

Lembrando que 27% = %, a equacao se torna:

1

Para eliminar o denominador, multiplicamos todos os termos por 2*. Isso € wvdlido pois 2% €
sempre positivo.

1
@) @)+ @) (5) =2 @)
(2" +1=2-2%
Reorganizando os termos para formar uma equacao do sequndo grau na varidvel 2%, temos:

(27)* = 2(2") + 1 =0.

1i1) Resolucdo da Equacgao:

A expressao obtida é um trinémio quadrado perfeito da forma a® — 2ab + b* = (a — b)?, onde
a=2% eb=1. Portanto, podemos fatord-la como:

(2" —1)* = 0.
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FExtraindo a raiz quadrada de ambos os lados, a equacdo se simplifica para:
2" —-1=0
2 = 1.
A tnica forma de uma poténcia de base 2 ser iqual a 1 € se o expoente for zero.

x = 0.

iv) Conclusdo:

A equagao possui uma unica solugao real, © = 0. O conjunto de solugoes é {0}, que contém
apenas 1 elemento.

Alternativa correta: c). |
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Problema 3.15: Habilidade EM13MAT403 - H21 - UECE 2020

O dominio de uma fungao real de variavel real f é o mais amplo subconjunto X de R tal
que para cada z € X, f(z) é um numero real bem deﬁnido Portanto, se X é o dominio
da funcao real de Varlavel real f, definida pela expressao f(x \/ log( x2 6x + 6), entao,
tem-se que

log k = logaritmo decimal de k
a) X:{xER:xgl}U{xeR:x25}

b) X
c) X={reR:z>0}
d) X =R - {0}
Solugao: Para encontrar o dominio da fungao f(z \/ log(x? — 6x + 6), precisamos satis-

fazer duas condicoes de existéncia simultaneamente pam que f(z ) seja um numero real.

i) Condi¢do da Raiz Quadrada (Radicando):

O argumento de uma raiz quadrada deve ser um nimero nao-negativo. Portanto:
log(2® — 6z + 6) > 0.

Como a base do logaritmo é 10 (que é maior que 1), a desigualdade se mantém para o logarit-
mando em relacao a 10° = 1.
22— 6x+6>1.

x> —6x+5>0.

Resolvida esta inequagdo, encontramos as raizes de > — 6x +5 = 0, que sao x = 1 e x = 5.
Como a pardbola tem concavidade para cima, a inequacao € satisfeita para os valores de x fora
do intervalo das raizes:

r<1 ou z>05.
i) Condigcao do Logaritmo (Logaritmando):
O argumento de um logaritmo deve ser estritamente positivo.
2? — 61 +6 > 0.
Encontramos as raizes de x* — 6x + 6 = 0 usando a formula de Bhaskara:

6) £ /(0P A6 _ 6V _,
2 2 |

Novamente, a pardbola tem concavidade para cima, entdo a inequacao € satisfeita para valores
de x fora do intervalo das raizes:

r<3—V3 ou z>3+V3
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1i1) Intersecdo das Condicoes:

O dominio da fun¢ao f(x) € a interse¢ao dos conjuntos de solugoes das duas condi¢oes. Para
facilitar, vamos aproximar os valores:

o V3~ 1,732
e 3—3~1,268;
e 3+ 3=~ 4,732.
Agora, fazemos a intersecdo dos conjuntos:
e Conjunto da Condig¢ao 1: (—oo,1] U [5,00);
e Conjunto da Condigdo 2: (—oo,1,268) U (4,732,00).

A intersec¢ao desses dois conjuntos é (—oo, 1] U [5,00), pois todo x < 1 também é menor que
1,268, e todo x > 5 também é maior que 4,732.

iv) Conclusdo:
O dominio da fung¢io é D(f) ={x € R |z <1 ouz > 5}.

Alternativa correta: a). |

Comentario Pedagdgico

Neste problema, que aprofunda a habilidade EM13MAT403 da BNCC, a UECE eleva
significativamente o nivel de exigéncia ao cobrar a andlise de dominio de uma funcgao
composta com multiplas restricoes. Na sala de aula, o maior obstaculo para o aluno nao
¢ resolver as inequagoes do segundo grau, mas sim as varias condigoes de existéncia. E
muito comum que o estudante foque apenas na restricao da raiz quadrada e se esqueca
completamente da restri¢ao interna do logaritmando o qual deve ser estritamente positivo.
Outro erro cldssico ocorre na resolugao da inequagao log(x? — 6z + 6) > 0. Muitos alunos
associam o zero diretamente ao polinomio, esquecendo-se de aplicar a definicao do loga-
ritmo, onde a base 10 elevada a zero resulta em 1 (z*> — 6x + 6 > 1). O professor pode
utilizar este problema para treinar a organizacao estrutural do pensamento matematico:
ensinar o aluno a separar o problema em “filtros” independentes e, em seguida, utilizar
o recurso visual das retas reais sobrepostas para encontrar a intersecao dos intervalos de

forma segura.
- J
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Problema 3.16: Habilidade EM13MAT304 - H21 - UECE 2020

No pais das comunicagdes, cuja populacdo é x (em milhdes de habitantes), uma noticia
de interesse nacional foi divulgada e, t horas apds a divulgacao, o nimero de pessoas que
tomaram conhecimento da noticia é dado por f(t) = Sabendo que, uma hora apéds

oz
a divulgacao, a metade da populagao ja tinha conhecirilz;%:éa noticia, é correto afirmar que
a populacao desse pais, em milhoes de habitantes, é, aproximadamente,
Considere o logaritmo de cinco na base dois, aproximadamente, igual a 2,32.
a) 4,64.
b) 8,32.
c) 6,62.
d) 3,68.

Solucao:
A funcao que modela o niumero de pessoas que conhecem a noticia é:

f(t)

B T
145-273t

Onde x € a populagdo total (em milhoes) et é o tempo (em horas).
i) Aplicando a Condi¢do do Problema:

Foi informado que em t =1 hora, o nimero de pessoas que sabiam da noticia era a metade da
populagdo, ou seja, f(1) = 5. Substituindo esses valores na fungdo, temos:

Xz

2 145.230)

Como a populagao x é um valor positivo, podemos simplificar a equagao igualando os denomi-
nadores:

2=1+5-2"2.
ii) Resolvendo a Equac¢ao Exponencial:

Vamos isolar o termo com o expoente:
2-1=5.2"2

1=5-2"2
1
Z 9~
5

como 571 para facilitar a manipulagdo:

NIE

1

Podemos reescrever 5
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Para resolver a equacao e encontrar x, aplicamos o logaritmo na base 2 em ambos os lados:

logy(571) = 10gy(277).
Usando as propriedades do logaritmo (log,(a®) = ¢ -log,(a) e log,(b°) = ¢), a equagio se torna:

X
—1-logy(5) = 3.

Multiplicando ambos os lados por -1:

x
logy(5) = 9

13) Cdlculo Final:

O problema nos dd o valor aproximado logy(5) ~ 2,32. Substituindo este valor na equagado:

22,32 =4 64

iv) Conclusdo:
A populagdo aprozimada do pais € de 4,64 milhoes de habitantes.

Alternativa correta: a). |
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Problema 3.17: Habilidade EM13MAT305 - H21 - UECE 2019

Se x e a sao numeros reais positivos e ambos diferentes de um, entao, o valor de z%, onde
In\/a £ - ~

u = Y5, é igual a: Observacao:
Inx?

e ¢ = base do logaritmo natural
e Inz = logaritmo natural de z
Va.

a.

a

o

)

) a
c) Va

)

e.

o

Solucao: O objetivo € encontrar o valor de x*. O primeiro passo é simplificar a expressao do
expoente u usando as propriedades dos logaritmos.

i) Simplificagcao do Expoente u:

A expressao para u € dada por:
In
u= \/E.
In 22
Vamos aplicar a propriedade do logaritmo de uma poténcia, In(b°) = c-In(b), tanto no numerador
quanto no denominador.

e No numerador: In\/a = In(a*/?) = L1n(a).

e No denominador: In(x?) = 21n(x).

Substituindo as expressoes simplificadas de volta em w:

Y 1n(a) _ 1 In(a)
2In(z) 4 In(x)
Agora, usamos a formula da mudanca de base de logaritmos na sua forma inversa: llogcz =
og.

log, a. Para os logaritmos naturais (base e), temos:

1
u=7 log,(a).

Usando a propriedade da poténcia novamente, mas no sentido inverso (c-log, a = log,(a®)):

u = log,(a'/") = log,(Va).

i) Cdlculo de z":
Com a expressao de u simplificada, podemos calcular x*:

4
2V = log.(Va)
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Pela identidade fundamental dos logaritmos, que diz que (b'°®¥ = y), o resultado é:

113) Conclusdo:
O valor de x* € a.

Alternativa correta: c). |

Comentario Pedagégico

Neste problema, que mobiliza a habilidade EM13MAT305 da BNCC, a UECE apresenta
um exercicio de manipulacao puramente algébrica. Novamente trazendo para o aluno a
dificuldade de trabalhar com o niimero de Euler e o logaritmo natural. No cotidiano da
sala de aula, uma expressao que mistura logaritmos naturais (In), raizes e varidveis no
expoente causa intimidacao imediata na maioria dos estudantes. O grande desafio didatico
aqui € a aplicacao da formula de mudanca de base no sentido “inverso”.

Geralmente, os alunos memorizam a mudanca de base apenas para “quebrar” um logaritmo
em uma divisao. O professor pode utilizar esta questao para treinar o olhar reverso do
discente: perceber que o quociente }E(Z; é, na verdade, a expansao de log,(a). Além disso,
a finalizagao da questao exige o reconhecimento da identidade fundamental dos logaritmos
(b'°8¥ = y), uma propriedade simples, mas que costuma ser negligenciada nos resumos
tedricos. Explorar esse passo a passo com a turma fortalece o letramento matematico e
mostra que, por tras de uma notacao aparentemente assustadora, existem apenas aplicagoes

sequenciais de propriedades basicas.
. J
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Problema 3.18: Habilidade EM13MAT403 - H20 - UECE 2018

No plano, com o sistema de coordenadas cartesianas usual, os pontos P e () estao no primeiro
quadrante, pertencem aos graficos das fungoes g(x) = €® e f(z) = In(z) respectivamente e
satisfazem a condicao: se P = (u,v), entdo, Q = (v,u). Nessas condi¢oes, pode-se afirmar
corretamente que a medida do comprimento do segmento P() tem a forma:

a) (a+e*)V2.

b) (a+e*)V/3.
c) (e* —a)Vv2.
d) (e* —a)V/3.

Solugao: O problema pede para encontrarmos a medida do comprimento do segmento de reta
PQ. Para isso, primeiro determinamos as coordenadas dos pontos P e ().

i) Determinando as Coordenadas dos Pontos:

O ponto P pertence ao grdfico da func¢ao g(x) = e*. Se sua primeira coordenada (abscissa) é
u, entao sua sequnda coordenada (ordenada), v, € dada por g(u) = e*. Assim, as coordenadas
de P sao:

= (u,€").
O enunciado nos dd a condigdo de que, se P = (u,v)
que encontramos para v, temos as coordenadas de @):

Q = (", u).

(Nota: as fungoes g(x) = e* e f(z) = In(x) sdo inversas uma da outra, e seus grdficos sao
simétricos em relagao a retay = x. A condi¢ao dada para os pontos P e Q) reflete essa simetria).

, entdo Q = (v,u). Substituindo os valores

1) Calculando a Distancia entre P e Q:

Utilizamos a férmula da distancia entre dois pontos, d = +/(xa — x1)2 + (y2 — y1)2, para os
pontos P = (u,e") e Q = (e*,u):

PQ = \/(e“ —u)? + (u — ev)2.

Sabendo que (u — €*)?* = (—(e* —u))? = (e* — u)?, podemos reescrever a expressao:

PQ= /e =P+ (=P = V2 (e -

Simplificando a raiz quadrada:
PQ=V2 (et —u)2=V2|e* —ul.

1i1) Andlise do Mddulo:
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Para qualquer nimero real u, a funcao exponencial e é sempre maior que a func¢ao identidade
u. Ou seja, e* > u. Isso garante que a diferenca e* —u € sempre um numero positivo. Portanto,
o modulo pode ser removido sem alterar o valor:

le" —u| =e" —u.

A expressao final para a distancia é:

tw) Conclusdo:

As alternativas utilizam a varidvel a no lugar de u. Realizando essa troca, a medida do com-
primento do segmento PQ € (e® — a)v/2.

Alternativa correta: c). |
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Problema 3.19: Habilidade EM13MAT305 - H21 - UECE 2018

logn<" VRS C/ﬁ)] é:

Se n é um numero inteiro maior do que dois, o valor de log,,

log,, = logaritmo na base n

a) 3.
b) -4
c) 4.
d) -3.

Solugao: Para calcular o valor da expressao, devemos resolvé-la de dentro para fora, comecando
pela simplificacdo da cadeia de raizes que estd no argumento do logaritmo mais interno.

i) Simplificacao da Cadeia de Raizes:

O argumento € \"/ A/ ¥/ /n. Usando a propriedade de poténcias e radicais, podemos converter

as raizes para erpoentes fraciondrios.

1/n
n n/n/%: <((n1/n)l/n>1/n) / |
Pela propriedade da poténcia de uma poténcia,
(ab)c — albc’

multiplicamos os expoentes:

3 e
3
3
3

1
nn’ =nnt,

Uma forma alternativa € usar a propriedade de raiz de uma raiz, \//x = Yz, que resulta em
4 , . 4
mmn/n = ”\/ﬁ, que € equivalente a nt/m,

ii) Cdlculo do Logaritmo Interno:

Agora, substituimos o resultado da simplificacdo na expressao do logaritmo interno:

1
log,, (nw?‘) .

Pela propriedade fundamental do logaritmo, log,(bY) = vy, o resultado desta parte é:

1

n4’

t1i3) Cdlculo do Logaritmo Externo:
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O resultado do passo anterior se torna o argumento do logaritmo mais externo:

1
log,, (ﬁ) .

Para resolver, reescrevemos o argumento como uma poténcia de base n, usando a propriedade
do expoente negativo: aik =a .
-4
log, (n™%).

Aplicando novamente a propriedade log,(bY) = y, encontramos o resultado final:

—4.

iv) Conclusdo:

Alternativa correta: b). [ |

Comentario Pedagégico

Neste problema, que mobiliza a habilidade EM13MAT305 da BNCC, a UECE apresenta
uma questao que testa a resiliéncia e a organizacao algébrica do estudante, inclusive nao é a
primeira vez que coloca uma questao com esse mesmo padrao de logaritmos. No cotidiano
da sala de aula, o impacto visual de raizes “coladinhas” dentro de logaritmos compostos
gera um bloqueio psicolégico imediato, o famoso “bicho de sete cabegas”. O maior desafio
didatico aqui é ensinar o aluno a ter paciéncia e a resolver o problema “de dentro para
fora”.

O professor pode utilizar esta questao como o exemplo definitivo da importancia de conver-
ter radicais em expoentes fraciondrios. Quando o aluno compreende que a sobreposicao de

1,11

raizes ¢ apenas a multiplicacao sucessiva de fragoes no expoente (- - - - - %), a expressao,

1
aparentemente monstruosa, converte-se de forma rapida em n»*. A partir desse ponto, o
problema torna-se uma aplicacao direta e repetida de propriedade e da definicao basica de

logaritmo.
_ J
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Problema 3.20: Habilidade EM13MAT403 - H21 - UECE 2016

O dominio da funcao real de varidvel real definida por f(z) = log,(2? — 4x) - logs(5z — z?) é
o intervalo aberto cujos extremos sao os nimeros

a) 3ed.
b) 4eb.
c) 5eb.
d) 6eT.

Solugao: Para encontrar o dominio da fun¢ao f(z), que € um produto de dois logaritmos,
precisamos determinar o conjunto de valores de x para os quais ambos os logaritmos estao bem
definidos. A condigao de ezisténcia para qualquer logaritmo é que seu argumento (logaritmando)
seja estritamente positivo.

i) Condicoes de Existéncia:
Devemos satisfazer o sequinte sistema de inequacoes simultaneamente:
1. O argumento do primeiro logaritmo: x*> — 4x > 0.
2. O argumento do sequndo logaritmo: 5z — z* > 0.
ii) Resolvendo a Primeira Inequacgdo:
Analisamos a inequacio x* — 4x > 0. Fatorando, temos:
z(x —4) > 0.

As raizes da equagdo quadrdtica correspondente, x(x —4) = 0, sio x =0 e x = 4. Como a
pardbola y = x* —4x tem concavidade para cima, a expressdao é positiva para valores de x “fora”
do intervalo das raizes.

Solugao 1: © <0 ou x > 4.

Em notagdo de intervalo: (—o0,0) U (4,00).

1i1) Resolvendo a Segunda Inequacgao:

Analisamos a inequacdo 5x — x* > 0. Fatorando, temos:
z(b—x) > 0.

As raizes da equacio (5 —x) = 0 sio x = 0 e x = 5. Como a pardbola y = —z* + 5z tem
concavidade para baixo, a erpressao € positiva para valores de x “entre” as raizes.

Solucao 2: 0 < x < 5.
Em notagdo de intervalo: (0,5).
iv) Interse¢cdo dos Dominios:

O dominio da funcgdo f(x) é a intersecdo dos conjuntos de solugoes das duas inequagoes. Pre-
cisamos de um valor de x que satisfaca a Solugdo 1 e a Solugcdo 2.
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e Solucio 1: {x e R|z <0 ou x> 4}.
e Solugao 2: {x e R |0 < x <5}.

A tnica regiao que satisfaz ambas as condigoes € o intervalo onde x € maior que 4 e menor que

d.
D(f)y={reR |4 <z <5}

v) Conclusao:

O dominio da fungao € o intervalo aberto (4,5). Os extremos desse intervalo sao os nimeros 4
e d.

Alternativa correta: b). |
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Problema 3.21: Habilidade EM13MAT403 - H21 - UECE 2015

Sejam f,g : R — R fungoes definidas por f(z) = 3%"@) e g(x) = sen(3%). Se m e n sdo os
valores maximos atingidos por f e g respectivamente, entao o produto m - n ¢é igual a

a) 6

o o

Q.

)3
)1
) 0

Solugao: Para encontrar o produto m.n, precisamos primeiro determinar os valores mdrimos
de cada uma das fungoes, f(z) e g(x).

i) Andlise do Valor Mdximo de f(x):

A fungdo ¢ dada por f(z) = 3%°*@) . Trata-se de uma funcgdo exponencial com base 3 (maior que
1). Uma fungao exponencial com base maior que 1 € crescente, o que significa que ela atinge
seu valor mdzimo quando seu expoente atinge o valor mdrimo.

O expoente da fungao ésen(z). O valor mdzimo que a fun¢do sen(x) pode assumir é 1. Portanto,
o valor mdzimo da funcdo f(x), que chamamos de m, serd:

m = fmaq:(l') — 3ma:r(sen(x)) _ 31 _3

i1) Andlise do Valor Mdzimo de g(x):

A fungao € dada por g(xr) = sen(3%). Esta é uma fungdo seno, e o valor mdzrimo que a
fungao seno pode atingir é sempre 1, independentemente do valor de seu argumento. O argu-
mento 3% assume todos os valores no intervalo (0,00), o que inclui os valores necessdrios (como
7/2,5m/2,...) para que o seno seja iqual a 1. Portanto, o valor mdzimo da func¢do g(z), que
chamamos de n, é:

N = Gmal(x) = 1.

13) Cdlculo do Produto m - n:

Agora, calculamos o produto dos valores mdzrimos encontrados:

m-n=3-1=3.

iv) Conclusdo:
O produto m -n € igual a 3.

Alternativa correta: b).
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Comentdrio Pedagdgico

Neste ultimo problema do material, uma questao classica sobre maximos e minimos
de funcgoes que tém seno ou cosseno como parte principal, e que explora a habilidade
EM13MAT403 da BNCC, deparamo-nos com uma excelente oportunidade para discutir
o comportamento de fungoes compostas que mesclam a natureza exponencial com a tri-
gonométrica. No cotidiano da sala de aula, o principal obstdculo é a confusao visual e
conceitual que a inversdo dos papéis (base e expoente em contraste com arco e fungao)
provoca na cabeca do aluno.

O professor pode utilizar este exercicio para consolidar o conceito de “imagem” de uma
funcio atuando como “dominio” para outra. No caso de f(z) = 3°°"(*)_ a estratégia didatica
é fazer o aluno focar primeiro no expoente: como o seno é limitado ao intervalo [—1,1], o
valor méximo da poténcia ocorrerd obrigatoriamente quando o expoente for maximo (pois
a base 3 ¢ maior que 1). Ja em g(x) = sen(3%), o erro comum é o estudante achar que
o crescimento exponencial vertiginoso do arco fara a funcao ”explodir’para o infinito. E
o momento perfeito para reforcar o letramento matematico sobre a natureza limitada e
peridédica da fungao seno, cujo "teto’serd sempre 1, independentemente do tamanho do

argumento.
g J
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