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Consideracoes Iniciais

Neste texto apresentamos uma colegdo de problemas com o tema de Invari-
antes em Matematica, especificamente, envolvendo contetidos trabalhados nos
anos finais do Ensino Fundamental I1.

A Matematica é amplamente reconhecida como a ciéncia que busca padrdes.
Nesse contexto, justifica-se a investigacédo das propriedades invariantes, que,
como o préprio nome sugere, referem-se a algo que ndo muda. Seja no campo
da chamada Matemadtica Pura, em suas diversas Aplicag@es, ou até mesmo no
Ensino de Matemadtica, as propriedades invariantes desempenham um papel
central em variados momentos, sendo utilizadas para identificar caracteristicas
que permanecem constantes sob determinadas transformagdes ou operagdes.

Uma propriedade invariante pode ser representada por uma expresséo,
equacdo ou caracteristica que ndo se altera conforme o sistema evolui ou é
transformado. Em diversas 4reas da Matematica — como Geometria, Algebra,
Teoria dos NUmeros e Combinatéria — os invariantes aparecem como ferramen-
tas fundamentais na andlise de Situag&es-Problema. Um exemplo cléssico é a
propriedade comutativa da adi¢do, que afirma que a ordem das parcelas ndo
altera o resultado da soma, sendo assim um invariante. O mesmo principio se
aplica a multiplicacdo, em que a ordem dos fatores nao altera o produto, outra
manifestacdo da comutatividade.

Entretanto, embora seja uma caracteristica presente em muitos momentos
nos estudos de matematica, em diversas etapas de ensino, ndo temos o hdbito de
dar o devido destaque a essa caracteristica que € mais comumente relacionada,
guando pensamos na etapa escolar da Educagdo Basica, a atividade Olimpica.

Nesse sentido, selecionamos uma colecédo de problemas que envolvem
propriedades invariantes e estdo relacionados a contelidos de matematica do
Ensino Fundamental que podem ser trabalhados no cotidiano da sala de aula,
ao ser abordado o tema de que trata o problema escolhido. Para ilustrar a
diversidade de situagdes em que podemos procurar propriedades invariantes,
apresentamos problemas de Algebra, Aritmética e Geometria. Além disso, com
o intuito de auxiliar o professor, apresentamos a habilidade da BNCC (Base
Nacional Comum Curricular) (BRASIL, |2018) a que cada problema pode ser
associado.



Ainda, ao apresentar as solu¢des, optamos por sugerir recomendacgdes
metodoldgicas ao professor, de modo a direcionar a construcéo da solugéo por
parte dos estudantes. Ao nomearmos de Solugao Comentada, apresentamos
uma solugéo rigorosa para o problema, mas com direcionamentos ao professor
sobre procedimentos possiveis, metologicamente falando, e entregamos um
material de apoio mais completo.

Esse texto é, ainda, o Produto Educacional resultante do Trabalho de Conclu-
sédo de Curso do Autor, intitulado “Invariantes no Ensino de Matemaética: Uso de
Problemas na Educac&o Basica”e tem como objetivo orientar melhor o professor
a trabalhar com alunos do Ensino Fundamental Il, na resolugdo de problemas
sobre invariantes, destacando sua importancia para o desenvolvimento de es-
tratégias, busca de padrdes e a promogdo de uma aprendizagem ativa. Assim,
esse Produto Educacional apresenta uma sequéncia que envolve conteldos
matematicos de ideias que podem ser aprimoradas de acordo com a realidade
de cada escola. Lembrando que as questdes desse produto estdo norteadas
pelas diretrizes contidas na BNCC, pois traz as habilidades referentes a cada
problema apresentado.



Problema 01 - Problema do
Poliomio Quadratico

O primeiro enunciado é pautado foi escolhido para que o professor, além de
mostrar a importancia de reconhecer as propriedades invariantes, reforce a ne-
cessidade do estudo da equacgédo quadratica no Ensino Fundamental como uma
ferramenta importante na resolugéo dos mais variados problemas. Além disso,
o0 propdsito desse problema é trabalhar a Habilidade EFO9MA09, da BNCC(BRA-
SIL,2018), cuja descrigdo € Compreender os processos de fatoragédo de expres-
sdes algébricas, com base em suas rela¢gdes com os produtos notédveis para
resolver e elaborar problemas que possam ser representados por equacgdes poli-
nomiais do 2° grau, tendo como objetivo especifico conhecer e compreender a
férmula resolutiva da equacgéo quadratica.

Este problema foi extraido de (LOPES, [2012).

Problema: Considere o polindmio quadratico p(z) = az?+ bz +c. Em p, podemos
fazer as seguintes operagdes:

1. trocaracomc;
2. trocarz porxz +tcomt e R.

Usando essas operacdes é possivel transformar o polinémio p, (z) = 2?—z—2
emp,(z) =22 —x—1?

Objetivo: Ao trabalhar com esse problema, buscamos identificar propriedades
invariantes a partir das operagdes apresentadas ao relaciond-las com elementos
e propriedades de todas os polindmios quadréaticos, fixando assim conceitos
fundamentais desse tema.

Solugdo Comentada: De modo a direcionar a resolucéo por parte dos alunos,
deve-se orientd-los a observar que o discriminante de uma equagédo quadratica
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fornece informagdes importantes sobre o polindmio associado. Sendo, assim,
a andlise do discriminante de p(z) = 0, pode ser um ponto de partida para a
discussdo do problema.

A partir disso, mostraremos que é invariante o valor do discriminante de
todas equagdes obtidas pela aplicacéo das operacdes permitidas.

De fato, aplicando a primeira operagédo, em p(z) = 0, obtemos a expresséo

cx’+br+c=0,
Chamando de A, o discriminante da equagdo p(x) = 0 e A, o discriminante
da equagdo acima, podemos concluir que
Ay =b%—dac=b*> —4dca = A,.

Agora, utilizando a segunda operacgéo, em p(z) = 0, obtemos

a(x+t)2+blx+t)+c=0
logo,
az? + (b + 2at)z + (at? + bt +¢) = 0.

Se A, é o discriminante desta Ultima equacéo, na incégnita z, entdo
A, = (b+2at)?—4a(at> +bt+c) = b +4dabt+4a*t>—4at> —dabt—4dac = b>—4ac = A,.

Assim, deve-se concluir que ao realizar qualquer das operagdes listadas, o
valor do discriminante da equagéo correspondente permanece invariante. Dai,
para tentar resolver a questdo imposta pode-se comparar os discriminantes das
equacdes p;(x) =0e py(z) = 0.

Observamos que os discriminates de p, () = 0 e py(z) = 0 sdo, respectiva-
mente,

A= (=12 —4x1%(—2)=9eA=(—1)2—4x1x(—1)=5.

Como A # A, entdo, com as operagdes indicadas ndo é possivel transformar
Py €M py.



Problema 02 - O Problema do
Cavalo

O segundo enunciado escolhido é particularmente interessante, pois pro-
porciona aos estudantes uma oportunidade de trabalhar com o jogo de xadrez,
tema que foge a disciplina de Matemadtica, em geral, ao mesmo tempo em que
possibilita a exploracdo de contetidos como a paridade e localizagdo no Plano
Cartesiano.Tal problema foi extraido de (MAGALHAES, 2021).

Aqui, a habilidade trabalhada da BNCC é a habilidade EFO5MAT15, que € des-
crita por “Interpretar, descrever e representar a localizacdo ou movimentagéo de
objetos no plano cartesiano (1° quadrante), utilizando coordenadas cartesianas,
indicando mudancas de dire¢do e de sentido e giros.”

Problema: E possivel em um tabuleiro de xadrez um cavalo sair do canto superior
esquerdo desse tabuleiro e chegar no canto inferior direito desse mesmo tabuleiro
passando uma Unica vez por todas as suas casas?

Objetivo: Como esse problema envolve o Jogo de Xadrez, objetiva-se, além do
trato com o Plano Cartesiano, a nogéo de espaco, representacdo e as ideias
envolvidas, apresentar o Jogo e caracteristicas deste aos estudantes.

Solugdo Comentada: Para o encaminhamento da resolugdo desse problema,
pode-se entregar tabuleiros de xadrez e as pegas que representam o cavalo
para os estudantes, de modo que o trabalho com o concreto possa ajuda-los
na visualizacdo do problema. Além disso, é importante recordar (ou introduzir)
o movimento do Cavalo, popularmente chamado de “formato de L”. Caso néo
seja possivel entregar tabuleiros fisicos, pode-se pedir que os alunos pintem um
tabuleiro e identifiquem suas linhas e colunas como na figura abaixo:

O objetivo agora € identificar algum padrdo invariante no movimento do
cavalo sobre o tabuleiro.

Ora, como o cavalo anda em forma de L, ele sempre saird de uma casa
branca para uma casa preta e vice-versa, ou seja, o cavalo sair de uma casa de
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Figura 1: Tabuleiro usual de xadrez

a b c d e f ] h

Fonte: (ZANDONADI,|2016)

determinada cor e chegar numa casa de mesma cor é impossivel. E este é um dos
invariantes do nosso problema. Esta andlise deve ser feita com a representacéo
das coordenadas da casa, no plano cartesiano associado ao tabuleiro.

Agora, enumerando as casas de acordo com os movimentos feitos, pelo
cavalo, considerando a casa 1, como a casa de saida (canto superior esquerdo),
e a andlise feita acima, concluimos que

- casa 1: branca;
» casa 2: preta;
. casa 3: branca;

+ casa 4: preta,

Ou seja, as casas pares serdo de cor preta e as casas impares serédo de cor
branca. O que nos d& nosso segundo invariante.

Percebemos entdo, que, uma vez que a casa final serd a sexagésima quarta
casa, que é um valor par, ela seria, necessariamente, de cor preta e, como
ilustrado na Figura[] esta casa é de cor branca, o que nos leva a concluir que o
problema proposto € impossivel de ser realizado.

Para este problema, destacamos que as invariantes sdo as cores das casas
do tabuleiro e sua relacéo com a paridade da casa que estd sendo tomada como
referéncia.
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Problema 03 - Cortando
Digitos

Para este terceiro enunciado, consideramos que a aplicagédo desse problema
é relevante para o trabalho com alunos no tema de sequéncias, permitindo abor-
dar conceitos como equidistancia e revisar os critérios de divisibilidade. Esse
contelido é adequado para estudantes a partir do 8° ano do Ensino Fundamental
I, alinhando-se a habilidade EFO8MA10PE, que contempla a identificacéo de
regularidades em sequéncias numeéricas ou figurais ndo recursivas e a constru-
¢do de algoritmos, através de fluxogramas, para indicar os préximos elementos.
Esse problema foi retirado de (MAGALHAES| 2021)

Escreva seis 0's e cinco 1's em um pedaco de papel. Dai comece a cortar os pares
de digitos: dois 1’s, dois 0"s ou um 1 e um 0. Se os digitos cortados sdo iguais,
escreva um novo 0. Se eles forem diferentes, escreva um novo 1. Continue assim,
até que ndo haja mais digitos a serem cortados ou até haver somente um digito
restante. O que vocé verd ?

Objetivo: O objetivo deste enunciado é explorar as operacdes de adigdo e sub-
tragdo no conjunto dos Numeros Naturais, com énfase no estudo da invariante
destacada no problema, evidenciada por meio da andlise de sua paridade, con-
forme apresentado na solucéo.

Solugdo Comentada: Deve-se orientar os estudantes a pensar quais proprie-
dades numéricas sdo possiveis de serem observadas no enunciado. Espera-se
que alguma das respostas conclua que a soma dos nimeros inscritos no papel,
conforme a proposta, € igual a 5, ou seja, um ndimero impar.

A partir dali, é possivel orientd-los a respeito do que acontece com o resultado
da soma, quando cada uma das agGes possiveis é feita, inclusive, recomendamos
que eles saiam testando no papel as possibilidades e registrando os resultados
encontrados.

Vejamos:
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1. quando dois 0’s forem cortados, deve-se escrever no pedago de papel
um novo 0. Ou seja, haverd na papel apenas um 0 a menos, e a mesma
quantidade de 1's anterior aos cortes feitos. Dessa forma a soma dos
nuimeros escritos no papel serd a mesma e, portanto, a sua paridade serd
mantida.

2. quando dois 1's forem cortados, deve-se escrever no pedago de papel
um novo 0. Ou seja, havera no papel dois 1's a menos que a quantidade
anterior anterior aos cortes e um 0 a mais. Dessa forma, a soma dos
numeros escritos no papel serd duas unidades menor o que mantém a
paridade anterior aos cortes.

3. quando forem cortados niimeros diferentes, deve-se escrever no pedago
de papel um novo 1. Ou seja, haverd na papel apenas um 0 a menos, e a
mesma quantidade de 1°s anterior aos cortes feitos. Dessa forma, a soma
dos niimeros escritos no papel serd a mesma e, mais uma vez, sua paridade
serd mantida.

Assim, pode-se concluir que que a soma dos niimeros escritos no papel apds
cada jogada ou serd mantida ou ficard diminuida em duas unidades. Em ambos
a casos, a paridade dessa soma serd mantida. Como inicialmente a soma tem
paridade impar conclui-se que, ao final teremos um Unico ndimero 1 escrito no
papel, porque esse é o menor niimero natural impar.

Cabe aqui uma observacéo: essa conclusdo € a esperada para o problema,
mas € possivel que os estudantes tirem outras conclusdes relevantes. Estimula-
mos que tais considera¢8es nédo sejam descartadas, pelo contrério, que sejam
acrescentadas a solucéo oficial dada.
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Problema 04 - Uma Questao
de Divisibilidade

Neste quarto enunciado, o problema aborda alguns assuntos na matematica
de Ensino Fundamental Il, onde destacamos a adigcdo e subtracdo dos niimeros
naturais, resultado da adic&o do algarismos das unidades no sistema bindrio de
numeracado e mddulos da subtracéo. Todos esses assuntos sendo destacados
pelas habilidades (EFO6MAQ3PE), que aborda a resolucgéo e elaboragéo de pro-
blemas que envolvam cdlculos(mentais ou escrito, exatos ou aproximados)com
ndmeros naturais por meio de estratégias variadas com compreenséo dos pro-
cessos neles envolvidos, enfatizando os diferentes significados das operagdes
fundamentais com ou sem uso da calculadora. De onde faremos o problema em
seguida.

Esse problema foi extraido de (MAGALHAES, [2021).

Problema: Os niimeros 1,2,3,4,...,999,1000 est3o escritos na lousa. Duas pes-
soas decidem jogar um jogo com estes nliimeros que consiste em apagar alter-
nadamente um dos nimeros da lista (cada um deles apaga um nlimero por vez)
até que so restem dois nlimeros. Se a soma desses nimeros for divisivel por 3, o
primeiro jogador vence, caso contrério vence o segundo. E possivel indicar uma
estratégia vencedora ?

Objetivo: Apresentar o conceito de termos equidistantes em uma sequéncia e
revisitar os critérios de divisibilidade por 3 no conjunto dos Nimeros Naturais

Solugdo Comentada: Para que os estudantes comecem a pensar no problema,
pode-se incentiva-los a escreverem uma sequéncia menor de nimeros, de 1a 10,
por exemplo, de modo que eles comecem a testar as possibilidades e observar
os resultados. Aqui, € importante também que o professor recorde o critério de
divisibilidade por 3, isto €, que a soma dos digitos que componhem o ndmero
seja divisivel por 3. Por exemplo, 18 é divisivel por 3, pois 1 +8 =9 e 9 é divisivel
por 3, 23454 ¢é divisivel por 3, pois2 + 3+ 4 + 5+ 4 =18 e 18 é divisivel por 3, etc.
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Ainda, a introducdo do conceito de termos equidistantes de uma sequéncia
pode ser colocada, como ideia, para levar os estudantes a observar o que acon-
tece ao somar tais termos na sequéncia considerada. Eles devem observar que
a soma de dois elementos equidistantes sempre € 1001 que n&o é multiplo de 3.

Como o primeiro jogador sé vence o jogo se a soma dos nimeros por divisivel
por 3, entdo se o segundo jogador adota a seguinte estratégia de simetria, ou
seja, de apagar o termo equidistante ao termo apagado pelo primeiro jogador,
entdo ele vence. Por exemplo, quando o primeiro jogador apagar o ndmero
1, o0 segundo deve apagar 1000, quando o primeiro jogador apagar o nlimero
2, o0 segundo deve apagar o nimero 999, e assim sucessivamente, ou seja
generalizando se o jogador nimero 1, apagar o ndmero X, o segundo jogador
deverd apagar o nimero 1001 - x. Assim, os dois nimeros que sobraram no final
da partida terdo necessariamente soma igual a 1001.

Observe que a invariante do problema é a soma dos termos equidistantes.

Além disso, pode-se incentivar os estudantes a jogarem o jogo do enunciado
(com um problema adaptado a uma sequéncia menor de digitos) e que eles
possam ir testando a divisibilidade por outros nimeros como forma, inclusive,
de fixar tais resultados.
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Problema 05 - Um Problema
de Paridade

No quinto enunciado o problema € de grande interesse, pois permite uma
revisdo sobre a paridade dos niimeros, ressaltando, mais uma vez, a importancia
da paridade na resolucdo de problemas relacionados ao estudo das invariantes.
E importante destacar que esse tema pode ser abordado em qualquer série
dos anos finais do Ensino Fundamental. Com isso destacamos a habilidade
(EFOB6MAOQ4PE) construir algoritmo em linguagem natural e representéa-lo por
fluxograma que indique a resolugdo de um problema simples e envolva a ideia
de contagem (por exemplo, se um ndmero natural qualquer é par).

Esse problema foi adaptado de (GOMES, [2022).

Problema: Emanuela comprou um caderno com 96 folhas, com paginas numera-
das de 1a192. Para fazer algumas anotacdes, ela arrancou 25 folhas aleatérias
do caderno. Se somarmos todos os 50 niimeros escritos nessas folhas, é possivel
gue essa soma seja 20247?

Objetivo: O objetivo dessa questéo é fazer com que os alunos percebam e en-
tendam que a soma de dois nimeros pares é sempre par e a soma de um ndmero
par com um ndmero impar é sempre impar.

Solucdo Comentada: Aqui, mais uma vez, estimula-se que os alunos peguem
um bloquinho de anotagdes ou algo semelhante, numerem as paginas, rasguem
ou risquem os nimeros de algumas pdginas e testem os resultados.

O que espera-se é que eles observem que a soma dos nimeros escritos
em uma folha é sempre impar. Ou seja a invariante do problema é a relagéo
de paridade (impar) da soma da numeracé&o das folhas, pois uma folha contém
duas paginas e uma pdgina é sempre numerada com um niimero par e a outra,
impar.

Como a soma de um ndimero par com um ndimero impar resulta num ndimero
impar, entdo a soma das numeracgdes de todas as paginas arrancadas, indepen-
dente de quantas sejam, é sempre um niimero impar. Assim, em particular, essa
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soma ndo pode ser 2024, pois, a soma das numeragdes das 25 folhas arrancadas
serd um ndmero impar.

16



Problema 06 - As formigas e
o retangulo

No sexto enunciado, o problema traz situa¢gdes interessantes no estudo
da Geometria de modo a despertar no aluno a ideia de que a Geometria ndo
sdo apenas férmulas, uma vez que temos algumas propriedades que s&o muito
relevantes na resolugéo de situag®es problemas. Ainda, podemos destacar a
habilidade (EFO8MA16) que trata de Resolver e elaborar problemas que envolvam
medidas de area de figuras geométricas, utilizando expressdes de célculo de
area (quadrilateros, triangulos e circulos), em situagdes como determinar medida
de terrenos.

Este problema foi extraido de (OBMEP, [2023)).

Problema: Trés formigas estdo paradas em trés dos quatro vértices de um
retangulo (uma formiga em cada vértice). As formigas movem-se no plano, uma
por vez. A cada vez, a formiga que se move, o faz segundo uma reta paralela
a determinada pelas posi¢des das outras duas formigas. E possivel que, apés
alguns movimentos, as formigas se situem nos pontos médios de trés dos quatro
lados do retangulo original?

Objetivo: O objetivo desta questdo € proporcionar aos alunos do Ensino Funda-
mental Il a compreensdo de uma propriedade fundamental no célculo da drea de
triangulos. Essa propriedade estabelece que a area de um tridngulo permanece
inalterada quando sua base é mantida fixa e o terceiro vértice se desloca ao
longo de uma reta paralela a base.

Solucdo Comentada: E importante que os estudantes representem no papel
o enunciado e fagam movimentos para cada uma das formigas para entender
de forma clara o enunciado. Também é importante que o professor recorde o
conceito de paralelismo e chame a atencéo de que a posicdo das formigas pode
ser considerada como os vértices de um tridngulo, de modo que, ao movimentar
as formigas, eles devem observar o que acontece com o tridngulo e se hd relacéo
entre o tridngulo original e o novo triangulo determinado pela posicéo das formi-
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gas. E importante que se incentive as comparacdes de todas as caracteristicas
dos triangulos: tamanhos dos lados, angulos, areas, etc.

Assim, os estudantes podem observar que apds o movimento de qualquer
uma das formigas, a area do triangulo formada por suas posi¢des nédo se al-
tera. E esta é nossa invariante. Assim, independente da quantidade (finita) de
movimentos feitos para a formiga, a area dos triangulos formadas pelas suas
posi¢des permanece igual a drea do tridngulo original que, por sua vez, mede
metade da &rea do retangulo original.

Como a drea de um tridngulo formado pelos pontos médios de trés lados do
retdngulo ABCD ¢€ igual a um quarto da drea do mesmo, a situagdo descrita no
enunciado ndo podera ocorrer.

A imagem abaixo apresenta uma ilustragdo dos dados do enunciado.

Figura 2: Movimentacdo das Formigas

Fonte: (OBMEP,[2023)
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Problema 07 - Brincando com
Triangulos

O problema desta secdo tem o potencial de despertar nos estudantes inte-
resse pelo desenho que se apresenta como uma ferramenta fundamental para
que, de maneira dindmica, possamos compreender melhor o problema selecio-
nado. Além disso, podemos utilizar o GeoGebrdl} uma ferramenta extremamente
importante na construgdo de figuras Geométricas, além de contribuir signifi-
cativamente para o aprendizado. Ao empregar essa tecnologia, os estudantes
podem visualizar e manipular as formas, o que facilita a compreenséo dos te-
oremas e propriedades que envolvem formas geométricas, em particular, os
triangulos.

Ainda, este sétimo enunciado foi extraido de (MACHADO),, 2015)), e € uma
questdo onde podemos destacar em suas habilidades a congruéncia de triangu-
los e demonstragdes de propriedades dos quadrilateros, bem como o reconheci-
mentos de tridngulos congruentes de acordo com os casos de congruéncia: Lado,
Angulo, Lado (L.A.L); Angulo, Lado, Angulo (A.L.A); Lado,Lado,Lado (L.L.L) e
Lado, Angulo e Angulo (L.A.A), além da demonstracéo das propriedades dos qua-
drilateros a partir da congruéncia de tridngulos. Assi, associamos a habilidade
(EFOBMA14PE) que cujo teor € o enunciado acima.

Problema: Desenhe um triangulo isésceles ABC de base AB. Em seguida
construa trés triangulos equilateros BCF, ACE e ABD para fora desse triangulo.
Por fim, trace os segmentos BE, AF e CD. O que se conclui?

Solugdo Comentada: A atividade tanto pode ser proposta para que os
alunos o facam no papel, como, como dito antes, incentivamos que eles possam
utilizar a ferramenta do GeoGebra. E importante que os estudantes tentem
fazer as construcdes e sejam incentivados a analisar cada elemento que vai
aparecendo na imagem, como novos segmentos, novos tridngulos ou novos
poligonos.

'Software de matematica dinamica livre e gratuito. Disponivel em <https://www.geogebra.org/>


https://www.geogebra.org/
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A partir da construgdo observa-se que os triangulos AFB e ABE sdo con-
gruentes pelo caso LAL (Lado-Angulo-Lado), pois BF = BC = AC = AE, AB é
comum ao angulo ABF = CBA + FBC = CBA + 60° = BAC + CAE = EAB. Em
particular, AF = BE.

Considerando agora os triangulos DBC e ABF, temos DB = AB (lados do
triangulo equilatero ABD), BC = BF.

A imagem abaixo ilustra a construgéo.

Figura 3: Construcéo de Triangulos

D

Fonte: Machado (2015)
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Problema 08 - Um Invariante
Retangular

No oitavo enunciado, o problema se refere a habilidade (EFO7TMA23PE) que
trata de verificar a relagdo entre os angulos formados por retas paralelas cortadas
por uma transversal com e sem uso de softwares de geometria dinamica.Tra-
zendo a relagdo entre angulos formadas por retas paralelas intersectadas por
uma transversal, medic&o e construgdo de diferentes angulos usando ou ndo
softwares de geometria dindmica e a classificagédo dos &ngulos como complemen-
tares, suplementares e a definicdo dos angulos opostos pelo vértice e angulos
formados por duas retas paralelas cortadas por uma transversal.

Este problema possui grande relevancia para os estudantes do 8° e 9° anos
do Ensino Fundamental I, uma vez que abordaremos o tema das retas paralelas
cortadas por uma transversal. Na Geometria, esse assunto abrange diversos
tépicos relacionados a poligonos. E importante considerar que esse tema nos
proporciona a oportunidade de explorar vérias propriedades, incluindo angulos
alternos internos, angulos alternos externos, a&ngulos colaterais internos, &ngulos
colaterais externos, angulos correspondentes, angulos opostos pelo vértice,
angulos complementares e angulos suplementares, entre outros.

O problema também foi extraido de (MACHADO, [2015).

Problema: Desenhe um retangulo ABCD e marque um ponto E no interior do
retdngulo. Em seguida, trace os segmentos BE e CE. Por fim, construa os angulos
EBA, DCE e BEC e identifique a invariante geométrica.

Solucdao Comentada Mais uma vez, incentivamos o uso de desenhos para au-
xiliar, seja a partir de tragados manuais, com |apis e régua, seja por meio do
GeoGebra. E importante que o processo de investigagao por parte dos estudan-
tes seja incentivado para que eles tirem as préprias conclusoes.

Agora, note que, ao tracar por E uma reta paralela ao lado AB, denotando
por L o ponto de interseccdo desta reta com o lado BC, concluimos que os
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Figura 4: Retangulo e uma Invariante

Fonte: Machado (2015)

angulos DCE e CEL s0 congruentes, pois sdo angulos alternos internos com
relacdo as retas paralelas EL e CD.

Os angulos ABE e BEL, por sua vez, também s&o congruentes, pois sdo
angulos alternos internos com relacdo as retas paralelas EL e AB. Logo, a
invariante procurada é que, independentemente da posigdo de E no interior do
retangulo, temos BEC = CEL + BEL = DCE + ABE.
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Consideracoes Finais

Nesse produto de Educacional, fizemos uma introdugéo ao tema invariantes
no Ensino de Matematica que foi desenvolvido para ajudar os estudantes do
Ensino Fundamental Il a aprender sobre invariantes por meios de resolugéo de
problemas de areas distintas. Por serem problemas de areas distintas a busca
por padrdes ou a busca por invariantes também apresenta estratégias distin-
tas, as quais tentamos apresentar de forma clara em cada uma das solugdes
comentadas.

Com as recomendagdes sugeridas ao professor, esperamos ter contribuido
para aumentar seu leque de possibilidades metodoldgicas e, portanto, contri-
buido com a melhoria da prética docente.

As invariantes em matematica s&do realmente muito poderosas, pois per-
mitem que os alunos fagam abstracdes e generalizacgdes, o que é fundamental
para o desenvolvimento do raciocinio [6gico-matemadtico. Esperamos que esse
recurso possa inspirar novas abordagens pedagdgicas e tornar o aprendizado
ainda mais eficiente e envolvente.
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