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APRESENTAGCAO

Esse guia didatico consiste no Produto Educacional vinculado a dissertagéo
intitulada "GEOGEBRA E APRENDIZAGEM SIGNIFICATIVA DE SECOES CONICAS:
UMA PROPOSTA DE CURSO PARA A GRADUACAQ", desenvolvida por Taina da
Costa dos Santos, sob a orientagao da Prof2. Dra. Laurete Zanol Sauer e coorientagao
da Prof2. Ma. Ménica Scotti, no Programa de Pds-Graduagao em Ensino de Ciéncias
e Matematica (PPGECiMa) — Mestrado Profissional, da Universidade de Caxias do Sul
(UCS). Ele é resultado de observacdes e aprimoramentos, apos a realizacdo de um
curso da extensao na instituicdo de ensino citada, sobre o estudo das se¢des cOnicas
utilizando o GeoGebra.

O objetivo principal deste material € contribuir para a aprendizagem das secodes
cbnicas -- parabola, circunferéncia, elipse e hipérbole -- por meio da utilizacdo do
software GeoGebra, explorando seu potencial para tornar o estudo desses conteudos
mais dindmico, visual e significativo. O guia esta organizado em sete capitulos,
sendo que aqueles dedicados a cada uma das se¢des cbnicas, contém: introdugao
tedrica, construgcdes passo a passo no GeoGebra, atividades para exploragcdo e
fixagdo, e sugestdes de aprofundamento. Ao final de cada capitulo, sdo apresentadas
resolugdes comentadas das atividades propostas. Este Produto Educacional
complementa a pesquisa desenvolvida na dissertacdo, sendo fruto das reflexées e
observacgoes realizadas durante um curso promovido no contexto do estudo. Nao se
trata de um roteiro fechado, mas de uma proposta flexivel, que pode ser adaptada a
diferentes contextos e necessidades de ensino. Para o professor, sugerimos a
utilizacdo deste guia como apoio na preparagao de aulas, na criagdo de atividades
investigativas e no incentivo ao uso de tecnologias digitais na Matematica. Para o
estudante de graduagao, especialmente aqueles que se preparam para a docéncia,
0 guia pode servir como fonte de estudo autbnomo e de inspiragao para a elaboragéo
de praticas inovadoras com o GeoGebra. Esperamos que este material inspire o leitor
a explorar, criar e experimentar, tornando o estudo das sec¢des cOnicas mais acessivel
€ prazeroso.
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COMO UTILIZAR ESTE GUIA

Este guia foi elaborado para apoiar professores e estudantes no estudo das
secgoes codnicas, utilizando o software GeoGebra como recurso para construgao,
visualizagdo e investigacdo. Sua proposta €& oferecer uma abordagem pratica,
interativa e significativa, favorecendo tanto o planejamento de aulas quanto o estudo
autébnomo.

Para Professores

Este material pode ser utilizado como recurso complementar no ensino de
Matematica, especialmente em conteudos relacionados a se¢des conicas.

Sugestoes de uso:

Tempo estimado: Recomendamos 5 periodos de aula (50 minutos cada) para
cada sec¢ao cbnica, contemplando discussdes tedricas, exploracdo no GeoGebra e
resolugcao das atividades.

Recursos necessarios: Computadores ou notebooks com o software
GeoGebra instalado (ou acesso a versao online), projetor multimidia e copias
impressas ou digitais das atividades.

Estratégias de aplicagao:
1. Inicie com uma breve introducao tedrica sobre a cénica a ser estudada.

2. Oriente a turma a seguir 0 passo a passo do guia para realizar as construgdes
no GeoGebra.

3. Estimule que os alunos modifiquem parametros e observem os efeitos.
4. Promova discussdes em grupo para analise dos resultados.

Avaliagao: Considere avaliar tanto o processo (participagdo, exploragao,
colaboragdo) quanto o produto final (respostas, justificativas e construgdes
realizadas), sempre lembrando de estabelecer os critérios de avaliagdo previamente.

Para Estudantes

O guia também pode ser usado para estudo individual ou em grupo, como apoio a
aprendizagem em sala de aula ou de forma auténoma.
Sugestoes de uso:

Leia a introdugéo tedrica antes de iniciar as construgdes no GeoGebra para
contextualizar o conteudo.

- Siga o passo a passo para construir cada conica e explore alteragdes nos
parametros para compreender melhor suas propriedades.

id cI?egistre suas observagdes e conclusdes, relacionando-as com a teoria
estudada.

Ao finalizar cada capitulo, resolva as atividades propostas sem consultar o
passo a passo, para testar seus conhecimentos.

Use o material como complemento aos estudos formais, especialmente na
preparacao para provas e trabalhos académicos.



REFERENCIAL TEORICO

O desenvolvimento deste guia didatico esta ancorado em pressupostos tedricos
que orientam sua proposta pedagdgica e justificam o uso do software GeoGebra
COmMoO recurso para o ensino e aprendizagem de se¢des conicas. A pesquisa baseou-
se na Teoria de Aprendizagem Significativa de Ausubel (TAS), no Construtivismo de
Seymour Papert, assim como no uso das tecnologias na educacgao.

De acordo com Ausubel, Novak e Hanesian (1980), a TAS define que
aprendizagem significativa € aquela em que ideias expressas simbolicamente
interagem de maneira substantiva (n&o-literal) e n&o-arbitraria com aquilo que o
aprendiz ja sabe. Nao-literal no sentido de que o estudante consiga fazer constru¢des
mesmo que o conteudo se apresente de uma forma diferente daquela que foi
ensinada e n&o-arbitraria porque € necessario que o conteudo seja relevante e possa
ser associado ao que ele ja sabe. Essa premissa, de certa forma, destaca a
importancia da escolha da forma de abordagem dos conteudos pelos professores.

Ausubel nomeou como subsuncor ou ideia-ancora o conhecimento ja existente na
estrutura cognitiva do sujeito e, para que ocorra a aprendizagem significativa, o novo
conhecimento deve interagir com o subsungor. Como resultado dessa interagao, o
subsuncor se modifica, assim como o novo conhecimento (Moreira, 2012). No
contexto do ensino de secdes cobnicas, esse principio da TAS pode ser
operacionalizado por meio da exploracao das representacdes graficas e analiticas no
GeoGebra, desde que articuladas com os conhecimentos prévios dos estudantes.

Entretanto, para que essa predisposicdo do estudante se traduza em uma
experiéncia efetiva de construcdo de sentido, torna-se fundamental oferecer
condicdes que estimulem sua participagao ativa e reflexiva nos processos de ensino
e aprendizagem. Nesse contexto, a mediacdo de recursos tecnolégicos, como o
GeoGebra, pode potencializar a aprendizagem ao favorecer a manipulacédo de
representacdes matematicas e a produgao de construgdes préprias. Essa perspectiva
aproxima-se das concepgdes defendidas por Seymour Papert, no ambito do
Construcionismo, que enfatiza a aprendizagem por meio da construgao de artefatos
concretos e significativos, proporcionando ao estudante experiéncias praticas de
investigacao e descoberta (Papert, 2008).

O Construcionismo de Seymour Papert (2008) pode ser entendido como uma
reconstrugao do construtivismo e tem como principal caracteristica o fato de examinar
mais profundamente a ideia da construgcdo mental (em comparacgao as outras teorias
educacionais, tais como o Construtivismo de Piaget). Papert “atribui especial
importancia ao papel das construgdes no mundo como um apoio para o que ocorre na
cabeca, tornando-se assim uma concepg¢ao menos mentalista” (Papert, 2008, p.137).

As Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicagéo (TDIC), e em especial os
softwares de matematica dindmica como o GeoGebra, ampliam as possibilidades de
ensino e aprendizagem ao permitir a visualizagdo e manipulagdo de objetos
matematicos de maneira interativa. No caso das secdes cOnicas, esses recursos
favorecem a exploracdo de propriedades, relacbes e representacbes multiplas,



tornando mais acessivel a compreensdo de conceitos que, tradicionalmente,
apresentam alto grau de abstracdo. Assim, este guia se fundamenta na integracao
desses referenciais tedricos para propor atividades que promovam uma
aprendizagem significativa, ativa e investigativa, utilizando as TDIC como mediadoras
do processo.

Borba, Silva e Gadanidis (2014) destacam que a integragcao do GeoGebra com a
internet permite aos alunos nao apenas visualizar, mas também experimentar
conceitos matematicos. Um exemplo mencionado por esses autores € a exploragao
da nocdo de derivada. Ampliando essa ideia, pode-se considerar que o mesmo
potencial se aplica ao estudo das seg¢des cbOnicas, permitindo ao aluno manipular
parametros e observar, de forma dindmica, as alteragbes nas representacdes
graficas.



O GEOGEBRA

GeoGebra € um software gratuito de matematica dindmica que junta geometria,
algebra e calculo. E desenvolvido para aprendizagem e ensino da matematica nas
escolas, podendo ser utilizado também para o Ensino Superior (GeoGebra, 2025).

Conta com aplicativos que podem ser tanto acessados de forma online, quanto
offline (desde que seja feito o download destes) no celular, tablet ou computador.
Alguns sao para utilidades especificas como, por exemplo, o aplicativo “Geometria”,
cujas ferramentas sdo mais restritas a este assunto, enquanto outros aplicativos, tais
como a “Calculadora”, sdo um compilado dos demais aplicativos. Disponivel em:
https://www.geogebra.org/ .

Figura 1 - Pagina inicial GeoGebra

Ferramentas e recursos do GeoGebra

Ensine e aprenda
matematica de uma
forma mais inteligente

Fonte: GeoGebra (2025).

No GeoGebra, as constru¢des consistem em objetos matematicos de varios tipos
gue podem ser criados usando ferramentas ou comandos (GeoGebra, 2025). A seguir,
nas Figuras 2 e 3, temos alguns exemplos.

Figura 2 - Construgéo e calculo da area de poligonos

41y
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Fonte: a autora (2025).



Figura 3 - Circulo trigonométrico com os valores de seno, cosseno e tangente

Fonte: a autora (2025).

Ha o aplicativo GeoGebra Notas que permite, por exemplo, a criagdo de um quadro
dindmico em que séo resolvidas equagdes conforme sdo movimentados os numeros
e as variaveis. Também é possivel criar um quadro com algum site. Na Figura 4, é
apresentada a resolugao do sistema de equagbes x+y=10 e 2x-y=-7. Foi criado um
quadro com o site do GeoGebra Classic (versdo mais antiga do GeoGebra, com
interface diferente) inserindo as equacgdes do sistema. Assim, & possivel conferir a
solugdo do sistema, observando os graficos das equagdes, cuja intersegao representa
a solucéo calculada.

Figura 4 - Algumas possibilidades do GeoGebra Notas
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Fonte: a autora (2025).

As ferramentas disponiveis na plataforma GeoGebra possibilitam diversificar as
abordagens no ensino de alguns conteudos de matematica e também facilitam a
compreensao de determinados conceitos, por meio de uma abordagem visual e
interativa.



Laratola

Uma parabola é o conjunto de todos os pontos no plano que séao
equidistantes de uma reta fixada e de um ponto fixado que nao esta na reta.

Areta é chamada de diretriz da parabola e o ponto é chamado de foco [...].
Uma parabola é simétrica em relagéo a reta que passa pelo foco em angulo
reto com a diretriz. Tal reta, chamada de eixo ou eixo de simetria da
parabola, intersecta a parabola em um ponto que € chamado de vértice.

(Anton; Bivens; Davis, 2014, p.731)



APRESENTAGCAO

Neste capitulo, exploramos a parabola, uma das sec¢bes cdnicas mais presentes no
cotidiano e na ciéncia. A parabola aparece em fendmenos fisicos (como a trajetéria de
projéteis), na engenharia (refletores parabdlicos), na arquitetura e em diversos outros
contextos.

O objetivo € compreender suas caracteristicas geométricas e analiticas,
visualizando-as e manipulando-as por meio do GeoGebra, o que permitira
estabelecer conexdes entre teoria e pratica.

A proposta é conduzida em etapas:

+ Uma ilustragdo geométrica que evidencia a definicdo da parabola como o
conjunto de pontos equidistantes de um ponto fixo (foco) e de uma reta fixa
(diretriz);

» |dentificacao e representacdo geométrica dos elementos da parabola;
* Analise das equagoes reduzidas e variacdo de seus parametros;
» Exercicios para fixagao.

O capitulo foi elaborado para ser utilizado tanto por professores - como roteiro para
aulas - quanto por estudantes - como material de estudo e pratica individual. Ao
seguir as instrucbes, sera possivel modificar valores, observar propriedades e
construir entendimento solido do conceito.

Professores podem utilizar este roteiro como base para aulas, atividades
investigativas e tarefas de aprofundamento. Estudantes podem se beneficiar ao
repetir e adaptar as construgcdes, explorando variagcdes e documentando suas
conclusoes.



PARABOLA: UMA ILUSTRAGAO GEOMETRICA

Objetivo da atividade: mostrar, geometricamente, que a parabola é o conjunto dos
pontos equidistantes de um ponto fixo (foco) e de uma reta fixa (diretriz).

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 45 minutos.

Passo 1 - Acesso ao GeoGebra
« Abra o site https://www.geogebra.org/classic, conforme mostra a imagem a seguir:

Passo 2 - Ajuste do ambiente de trabalho
. Retire a malha e os eixos: clique com o bot&o direito na malha do plano cartesiano
e desmarque Exibir Eixos e Exibir Malha - Sem malha.

Passo 3 - Criagao da diretriz
Utilize a ferramenta Reta.

k& ‘-7'| = :" '(E) fj‘ & .. e C o] %] httpsy//www.geogebra.org/classic

+ | e &) A > 0 04N = @
" Segmento + A
<" Segmento com Comprimento Fixo
" Semirreta
:_ : Caminho Poligonal
" Vetor

-_f Vetor a Partir de um Ponto

Dica: ao passar o cursor sobre um icone, o GeoGebra exibe instrugdes no canto
inferior esquerdo.



Reta

ione dois pontos ou duas p

Fonte: GeoGebra (2023).

Selecione dois pontos quaisquer, na janela de visualizagao, obtendo:

N % |B S O N SPANNIEIES - Q
A= (568, 187) N

Ll

+ e @e ¥

Nomeie-a como “diretriz”: para nomear um objeto, logo apds cria-lo, digite 0 nome
desejado ou clique com o bot&o direito sobre ele e selecione Renomear.

Renomear _—

Movo nome para Rets |

diretriz [==]

* Nota pedagédgica: incentive os alunos a sempre nomear objetos de forma
significativa, para facilitar o acompanhamento.

IMPORTANTE: sempre que for trocar de ferramenta, apertar a tecla ESC ou clicar no
icone Mover ((:/). Senado vocé ira continuar construindo retas, por exemplo.

Passo 4 - Criagao do foco
Insira um ponto F fora da reta diretriz.

A
.

P S ION S IR

R
. O A .P-Q.'
. o' Ponto

.“ Ponto em Objeto

Vincular / Desvincular Ponto
T Interseciio de Dois Objetos
\

.
E + ,* Ponto Médio ou Centro
— Renomear | Y —

.Z Nimero Complexo
Novo nome para Ponts G

£ = ‘."\‘a" Otimizacdo

A Bas
CANCELAR “ t % # Raizes




Passo 5 - Criacao do ponto P’ na diretriz
Escolha um ponto qualquer na reta e nomeie-o como P'.

Renomear

Nova nome para Ponto

P a

Passo 6 - Ocultar pontos Ae B

. glli)que com o bot&o direito sobre cada um dos pontos e depois clique em “Exibir
jeto”.

Ponto A

Coordenadas Polares

Exibir Objeto v

Exibir Rétulo v
" Exibir Rastro

Renomear

Apagar

- T

L]

Configuragdes

Passo 7 - Criagdo do segmento FP'
Conecte o foco F ao ponto P".
R AL 004N =2 e
O A: g
© B= .~ Segmento

i 2" Segmento com Comprimento Fixo

@

; — o Semireta
@ F-= _': Caminho Poligonal
b / Vetor
» v:" &) B u;. Vetor a Partir de um Ponto

o



Passo 8 - Criagao da mediatriz de FP'

Com a ferramenta Mediatriz, crie a mediatriz do segmento FP' e nomeie-a
como “mediatriz”. rleleleN =

A= (581 % pota perpendicular

B = (375 - Reta Paralela
diretriz : < Mediatriz

— 002« <% Bisselriz

e e e o ¥

F — (-1.87 /O Reta Tangente
O Reta Polar ou Diametral
F = Por

= (029 _'"-“ Reta de Regresséo Linear

é\ Lugar Geométrico
f = Segn.lvyise g

=52

Passo 9 - Criacao da reta perpendicular a diretriz por P’
Use a ferramenta Reta Perpendicular para criar essa reta.

h

R B SIPANIED S

A=881 } Reta perpendicular

- N
diretriz; * Mediatriz

= 0.02¢ <5 Bissetriz

&
@
@ B=(375 =" Rela Paralela
Q@
&)

F = (187 /O Reta Tangente

. O Reta Polar ou Diametral

F /
~ P =Pa
@) K SoL
~ (020, #* Rota de Rogressio Linear
e Lugar Geomético
f = Segniteey e H
) @

=52

diretriz
& : Mediatriz(f)
= -216x + 4.73y = 21.78

+ | E diretriz

Passo 10 - Localizagao do ponto P

_Determine o ponto de intersegdo entre a mediatriz e a reta perpendicular;
nomeie-o como P.

O ponto P sera um ponto da parabola.
" R [A) 0oL = e
@ [A Pontoem Objeto

& Vincular  Desvincular Ponto

@
X Intersagao de Dois Objetos

@ .*" PontoMédio ou Centro

F 2 Niimero Complexo .
| ®
f s
P gmento(E, B’} :
@
£ ¢ Mediatriz(f)
@
= 216x+ 4Ty = 2078

diretriz h - Perpendicular(P'. diretriz) H
e retriz
= 936¢- 002 =275
+ E




Passo 11 - Exibi¢ao do rastro do ponto P

Clique com o botao direito no ponto P e selecione Exibir Rastro.

Ponto P
Coordenadas Polares
Exibir Objeto v
A A’ Exibir Rétulo v

o~ Exibir Rastro

Passo 12 - Animacao do ponto P’
: Clique com o botao direito em P' e selecione Animar.

&

Ponto P*

Coordenadas Polares

Exibir Objeto
A ExbirRémlo
o+ Exibir Rastro

® Animacto

2 Renomear
§ Apagar

£ Configuragdes

Observe que o rastro do ponto P descreve a parabola

direlrie




Passo 13 - llustracao geométrica
Crie os segmentos PF e PP".

Pela congruéncia dos triangulos PMF e PMP' (caso Lado-Angulo-Lado), temos
PF = PP’, o que esta de acordo com a definigdo de parabola: "conjunto de pontos
equidistantes do foco e da diretriz".

LifaCch : @

PMF = PRMP’
F PF = PP’

dPF = dPP’

diretriz

/

Com essa construcao, € possivel verificar que a definicdo da parabola € valida,
mesmo quando se altera a posigao do ponto P, pois a igualdade entre os segmentos
PF e PP’ sera mantida.



ELEMENTOS DA PARABOLA

Apos compreender a definicdo e a construgdo geomeétrica da parabola, € fundamental
identificar e compreender seus elementos caracteristicos, pois eles s&o a base para
a analise algébrica e a resolugéo de problemas.

Nesta secao, utilizamos o GeoGebra para construir uma parabola de maneira direta,
empregando a ferramenta “Parabola”, e assim visualizar:

Foco (F) - ponto fixo que define a curva;

Diretriz - reta fixa associada ao foco;

Vértice (V) - ponto médio entre o foco e a diretriz;

Parametro (p) - distancia do vértice ao foco e também do vértice a diretriz;

Outros pontos da parabola e suas respectivas projecoes sobre a diretriz.
Essa construgao permitira:

Relacionar medidas e posi¢cdes de cada elemento;

Confirmar propriedades fundamentais;

Preparar o terreno para o estudo das equagdes reduzidas.

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 30 minutos.

Elementos da Parabola - Passo a Passo no GeoGebra

Passo 1 - Preparagao do ambiente de trabalho
Abra uma nova janela no GeoGebra.

Certifique-se de que a malha e os eixos estejam visiveis (se necessario, ative-
os clicando com o bot&o direito e selecionando Exibir Eixos / Exibir Malha).

Passo 2 - Definigao do foco e da diretriz
Crie um ponto F(0,1) como foco.
Crie a reta diretriz com equacéoy = -1.

Sugerimos essa posi¢ao, para que a parabola resultante tenha o vértice na
origem.

Nota: iniciar com vértice na origem simplifica a observagao das propriedades e facilita
a introducao das equacdes reduzidas.

Passo 3 - Identificagcao do ponto D
Determine o ponto D como a intersegao da diretriz com o eixo y.
Passo 4 - Determinacgao do vértice

O vértice V(0,0) € o ponto médio entre o foco F e o ponto D.



Neste caso, o vértice coincide com a intersegédo da parabola com o eixo y.
Passo 5 - Representagao do parametro p
Crie o segmento FV e renomeie-o para p.

Esse segmento representa a distancia do vértice ao foco (e também do vértice
a diretriz).

Passo 6 - Representagao da distancia ao ponto D

Crie o segmento VD, que corresponde a distancia do vértice até a diretriz.

diretriz

Passo 7 - Configuragao da exibicao das medidas

Clique com o botao direito sobre o segmento FV, acesse Configuragoes e
altere Exibir Rétulo para “Nome & Valor”.

No segmento VD, altere para “Valor”.

Assim, é possivel visualizar numericamente que VF = VD = p.
Passo 8 - Localizagao de novos pontos na parabola

Crie trés pontos quaisquer sobre a parabola: A, B e C.
Passo 9 - Projecao dos pontos na diretriz

Para cada ponto criado, desenhe uma reta perpendicular a diretriz que passe
por ele.

Determine a intersegao com a diretriz e nomeie como A', B' e C'.
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Passo 10 - Ocultacao das retas auxiliares

Cligue com o botéao direito sobre as retas perpendiculares e desmarque Exibir
Objeto para deixar apenas os pontos visiveis.

Passo 11 - Criagado de segmentos para analise
Construa os segmentos AA', BB, CC’ (distancias até a diretriz).
Construa também FA, FB, FC (distancias até o foco).
Configure todos para exibir apenas o valor.

Observacgao didatica: ao comparar os valores de FA e AA' (e assim por diante),
verifique a definicdo da parabola como lugar geométrico dos pontos equidistantes do
foco e da diretriz.

-7 -6 -5 -4 -3 -2 9]V 1 3 4 5 6 7
diretriz A" |B' |C




Resumo dos elementos da parabola:

VERTICE: ponto cuja distancia até o foco & igual a distancia até a reta diretriz;
FOCO: ponto fixado, cuja distancia até o vértice é igual a distancia do vértice até
a reta diretriz;

PARAMETRO; tem relagao com a abertura da parabola;

RETA DIRETRIZ: reta perpendicular ao eixo de simetria, cuja distédncia até o
vértice é igual a distancia do vértice até o foco;

EIXO DE SIMETRIA: uma reta perpendicular a reta diretriz que passa pelo foco e
pelo vértice da parabola.

EIXO DE SIMETRIA

FOCO
>

PARAMETRO

8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 VERTICE 2 3 4 5 6 7 8

DIRETRIZ

o

-2




EQUAGOES REDUZIDAS DA PARABOLA (COM VERTICE NA ORIGEM)

Nesta etapa, vamos relacionar a construgdo geométrica da parabola com sua
expressao algébrica.

Quando a parabola esta na posigao padrao - isto €, com o vértice na origem e eixo
de simetria alinhado a um dos eixos cartesianos - sua equagao assume uma forma
simplificada chamada equacgao reduzida.

Os casos possiveis sao:
Abertura para cima: x? = 4py
Abertura para baixo: x* = —4py
Abertura para a direita: y? = 4px
Abertura para a esquerda: y? = —4px

O parametro p mantém o mesmo significado geométrico visto anteriormente: é a
distancia do vértice ao foco (ou do vértice a diretriz).

Nesta construgao, utilizamos o GeoGebra para visualizar como a variagao de p afeta
a parabola e confirmar que as equagdes se ajustam ao desenho.

Ao final, professores poderdo explorar a relagao entre o valor de p e a abertura da
parabola, e estudantes poderdo experimentar diferentes valores para consolidar a
compreensao.

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 40 minutos.

Passo a Passo no GeoGebra
Passo 1 - Colocacgao das equagdes no ambiente
No GeoGebra, selecione a ferramenta Texto e escreva:

“‘Equacbes da parabola na posi¢céao padrao
(vértice na origem):

$x"2=4py$ concavidade para cima
$x72=-4py$ concavidade para baixo
$y*2=4px$ concavidade para direita
$y"2=-4px$ concavidade para esquerda”

Utilizar o simbolo $ é uma forma de separar as descrigcdes sobre a concavidade das
respectivas equagdes. Caso contrario, estariam agrupadas como se fossem uma
equacao.

Passo 2 - Criagado do controle deslizante para p

Na barra de ferramentas, selecione Controle Deslizante e nomeie como “p”.

Defina valores iniciais que permitam observar mudancgas significativas (por
exemplo: minimo = -5, maximo = 5, incremento = 0,5).



Passo 3 - Construcao da primeira parabola

Digite no campo de entrada: x*2 = 4*p*y.

Observe como a curva se forma e como a alteracao de p modifica a abertura.

Use o comando Foco(eq1) para localizar o foco.

y
p=3 8
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5
Equagdes da parabola na posi¢do padréo
(vértice na origem):
4
= 4py concavidade para cima
x? = —4py concavidade para baixo : A=(0,3)
y? = 4px concavidade para direita
y? = —4px concavidade para esquerda 2
1
x
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Passo 4 - Construgcao das demais parabolas

Digite no campo de entrada:
xA2 = -4*p*y
Foco(eq2)

Equagdes da parabola na posigdo padrao
(vértice na origem):

2= 4py concavidade para cima

x? = —4py concavidade para baixo

y? = 4px concavidade para direita

y? = —4px concavidade para esquerda

A=(0,3)
3




yA2 = 4*p*x

Foco(eq3)
\\ V /
| A (94

=(3,0)

yA2 = -4*p*x
Foco(eq4)
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Passo 5 - Localizagao dos vértices

Use os comandos Vértice(eq1), Vértice(eq2), Vértice(eqg3) e Vértice(eg4) para
verificar que todos coincidem na origem.

Equagdes da parabola na posigdo padréo
(vértice na origem):

= 4py concavidade para cima

x? = —4py concavidade para baixo

y? = 4px concavidade para direita

y? = —4px concavidade para esquerda

Passo 6 - Exploragao do parametro p
Oculte trés parabolas, mantendo visivel apenas x* = 4py.
Mostre o deslocamento de 2p a partir do foco.
Para criar um ponto L que acompanhe o foco, digite: L = (x(A) + 2p, y(A)).

Crie segmentos do foco até o vértice e do foco até L, exibindo suas medidas.

Parametro igual a 3:

p=3
*

L) (=63




Quando o parametro for 5:
ACH : @

(=10, 5)

Passo 7 - Exploragao das diretrizes

Construa e nomeie as diretrizes correspondentes para observar a simetria e as
distancias.

Sugestao de uso em sala:

Professor: pode fixar valores de p e propor que os alunos determinem foco,
diretriz e equacgao, invertendo o processo de construcao.

Estudante: pode criar variacdes, como alterar a posi¢ao do vértice ou inverter
a concavidade, para verificar o efeito direto na equacéo.



EQUAGOES REDUZIDAS DA PARABOLA TRANSLADADA

Até agora, estudamos parabolas com vértice na origem, o que facilita a visualizagao
e a compreensao da relagéo entre equacgao e grafico.

Entretanto, na pratica, muitas parabolas aparecem transladadas no plano cartesiano,
isto €, deslocadas em relac&o a origem.

Os deslocamentos horizontal e vertical sdo representados por dois parametros
adicionais:

h - deslocamento horizontal do vértice;
k - deslocamento vertical do vértice.
As equagdes reduzidas da parabola, quando o vértice € (h,k), ficam:
(x—h)? =4p(y—-k) (abertura para cima)
(x—h)? = —-4p(y-k) (abertura para baixo)
(y—k)?> =4p(x—h) (abertura para a direita)
(y—-k)? = —4p(x—h) (abertura para a esquerda)

Nesta construgdo, vamos usar controles deslizantes para manipular p, h e k e
observar como cada valor altera a posicao e a forma da parabola.

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 20 a 40 minutos.

Passo a Passo no GeoGebra
Passo 1 - Criagao dos controles deslizantes

Insira trés controles deslizantes:

o) p: valor inicial 1, minimo -5, maximo 5, incremento 0,5.
o h: valor inicial 0, minimo -10, maximo 10, incremento 0,5.
o k: valor inicial 0, minimo -10, maximo 10, incremento 0,5.

Passo 2 - Colocagao das equagdes no campo de texto

“Equacbes da parabola transladada:
$(x-h)*2=4p(y-k)$ concavidade para cima
$(x-h)"2=-4p(y-k)$ concavidade para baixo
$(y-k)*2=4p(x-h)$ concavidade para direita
$(y-k)*2=-4p(x-h)$ concavidade para esquerda”

Passo 3 - Digitagcao das equagoes no campo de entrada

(x—m)"2=4p(y — k)
(x —m)"2=—4p(y — k)
y—Kk)"2=4p(x—h)
v —k)"2==4p(x —h)



Passo 4 - Localizagao do foco e do vértice

Para cada equacao, utilize:
Foco(eq1), Foco(eq2), Foco(eq3), Foco(eqg4)
Vértice(eq1) (o vertice sera o mesmo para todas).

Equages da parabola na posigéo padréo
(vértice na origem):

(x—h)? = 4p(y — k) concavidade para cima
(x—h)? = ~4p(y — k) concavidade para baixo
(v~ K)* = 4p(x— h) concavidads para dirita

(y—K)? = —4p(x — h) concavidade para esquerda

= 2 = 5 = 3

Passo 5 - Exploragao dos deslocamentos
Altere os valores de h e k para verificar o deslocamento do vértice.

Por exemplo, p = 1, h =5, k = -2 produz uma parabola deslocada 5 unidades
a direita e 2 para baixo.

Passo 6 - Registro de observagoes
Compare com os casos de vértice na origem.
Relacione os sinais e valores de h e k com o deslocamento no grafico.
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Sugestao de uso em sala:

Professor: proponha que os alunos determinem p, h e k a partir de um grafico
ja pronto, deduzindo a equacgéo.

Estudante: experimente valores positivos e negativos para p, observando
como a abertura e a concavidade mudam.



ATIVIDADES SOBRE PARABOLA

Depois de estudar a definicao, os elementos e as equacgdes da parabola (tanto na
posi¢cao padrao quanto transladada), é hora de aplicar o que foi aprendido.

As atividades a seguir foram elaboradas para consolidar o conhecimento,
permitindo que o estudante pratique:

Identificacdo e representacao grafica da parabola;

Determinacéao de foco, vértice, diretriz e parametro;

Deducao da equacao a partir de informacdes geométricas;

Interpretacdo da equagao para extrair elementos da curva.
Justificativa da Realizagao das Atividades

A pratica € um passo essencial para a aprendizagem efetiva. Segundo Ausubel (TAS),
o0 conhecimento se torna significativo quando o novo conteudo é relacionado com
conceitos ja presentes na estrutura cognitiva do aluno.

Essas atividades favorecem:

A aprendizagem significativa, ao exigir que o aluno faga conexdes entre
construcdes no GeoGebra, conceitos algébricos e interpretacdo geométrica;

O desenvolvimento da autonomia, pois os exercicios podem ser realizados
tanto individualmente quanto em grupo;

O raciocinio matematico, ao aplicar propriedades e formulas em diferentes
contextos.

Além disso, para professores, estas atividades podem servir como avaliagao
diagndstica ou formativa, permitindo verificar se os alunos compreendem e sabem
aplicar os conceitos.

Dicas de Aplicagao

Para Estudantes: tente resolver sem consultar o passo a passo; depois
confira com o conteudo do guia; apés, consulte a resposta dada.

Para Professores: utilize exemplos com e sem apoio do GeoGebra,
incentivando a resolugao manual e a verificagao digital.



ATIVIDADES SOBRE PARABOLA

1) Esboce a parabola, indicando o foco, o vértice e a diretriz:
a) y* =4x

2) Determine a equacao da parabola:

a) b)




3) Esboce a parabola, indicando o foco, o vértice e a diretriz:
a)(y—1)2*=—12(x+ 4)

b) x—1)*—2(y—%)=0

4) Determine a equacéao da parabola:
a)

Y,




RESPOSTAS DAS ATIVIDADES SOBRE PARABOLA

As resolugdes a seguir mostram, ndo apenas o resultado final, mas, também, o raciocinio necessario

para chegar a cada resposta, permitindo ao estudante entender como e por que cada passo é
realizado.

Sugestao para o professor: Solicite que os alunos expliquem cada passo da resolugdo oralmente, ou

por escrito, justificando a escolha da forma da equagdo e a determinacdo de p. Isso estimula o
raciocinio légico e a comunicagao matematica.

1) Esboce a parabola, indicando o foco, o vértice e a diretriz:
a)y*=4x

y% = 4px Vértice: V (0,0) Diretrz
4px = 4x Foco: F (1,0)
4p =4 Diretriz:x = 1 + A
p=1 T
b) x*=— 8y
y
x* = —4py Vértice: V (0,0)
Diretriz: y = 2
—4py = —8y Foco: F (0,-2) :
—4p = -8 Diretriz: y = 2 SR SRS Aa Lol ) RSRERRS
p=2 -1 \
¢ F=(0,-2)
2) Determine a equagéao da parabola:
a) b) y
1
p=-3 x? = 4py
1
K =4(3)y
2 — 2
y? = —4.3x y y
Equacgéo:x? =2
y2 = —12x quag y
Equagdo: y? = —12x




3) Esboce a parabola, indicando o foco, o vértice e a diretriz:

a)(y—1)*=—12(x+4)
Vértice: V (-4,1)
(r—1)% = —4p(x +4)
—12(x+4) = —4p(x + 4)
—-12=—4p
p=3

Diretriz: x = —1

b) (x — 1)? —2(y —%) =0
worrer(r-
Vértice:V(l,%)
@-12=4p(y-3)
1 1
2(y-3)=(r-3)

2=4p

1

p=3

Diretrizzy =0

4) Determine a equacgao da parabola:

a)

diretriz: x =-[I

V=(4,1)

—4

b)

0 1 2 3 4 5

-1

Vértice: V (-2,-3)
Parametro: p = 2
Diretrizzy = —1
(x—h)?=—4ply—k)
(x+2)?=-42(y +3)
(x+2)*=-8(y+3)

Equagdo: (x + 2)? = —8(y + 3)

Vértice: V (2,1)
Pardmetro:p =1
Diretrizzx =1
y—-1D?*=4px—2)
y-1*=4(x-2)

Equagdo: (y — 1) = 4(x — 2)



FECHAMENTO - CAPITULO PARABOLA
Resumo Conceitual
Neste capitulo, exploramos a parabola a partir de trés perspectivas complementares:

1. Construgcao geométrica - utilizando o GeoGebra para visualizar a definicdo
como lugar geométrico: conjunto de pontos equidistantes de um foco e de uma
diretriz.

2, Elementos fundamentais - foco, diretriz, vértice, eixo de simetria e
parametro, compreendendo suas fungdes e relacdes métricas.

3. Representagao algébrica - equacdes reduzidas (padrdo e transladada),
analise de concavidade e uso de parametros para gerar diferentes curvas.

Também realizamos atividades praticas que conectaram teoria e aplicagao,
promovendo a consolidagao da aprendizagem significativa (Ausubel), o engajamento
na construgao do conhecimento (Construcionismo de Papert) e o uso pedagdégico das
TDIC (GeoGebra) para visualizagao e experimentagao.

Para o estudante

Revise as construcoes feitas no GeoGebra e tente reproduzi-las sem consultar
0 passo a passo.

Experimente alterar valores dos parametros para perceber como isso afeta a
forma da curva.

Construa exemplos proprios e compare com 0s exercicios resolvidos.
Para o professor
Use as construcdes como demonstracdes dindmicas em sala de aula.

Adapte as atividades de acordo com o nivel da turma (Ensino Médio, curso de
graduacéao ou formagéo continuada).

Utilize o recurso para avaliagdo formativa, observando se os alunos conseguem
identificar e relacionar elementos e equagdes da parabola sem apoio visual.



Circunferéncia € um conjunto dos pontos de um plano cuja distancia a um ponto
dado desse plano € igual a uma distancia (ndo nula) dada. O ponto dado € o centro,
e a distancia dada € o raio da circunferéncia.

(Dolce; Pompeo, 2013, p.143)



APRESENTAGCAO

Neste capitulo, exploramos a circunferéncia, uma das sec¢bes cbdnicas que esta
presente no cotidiano e na ciéncia. A circunferéncia aparece na engenharia (rodas,
pecas), na arquitetura, em objetos domésticos e em diversos outros contextos.

O objetivo &€ compreender suas caracteristicas geométricas e analiticas,
visualizando-as e manipulando-as por meio do GeoGebra, o que permitira
estabelecer conexdes entre teoria e pratica.

A proposta é conduzida em etapas:

+ Uma ilustragcao geométrica que evidencia a definigdo da circunferéncia como o
conjunto dos pontos de um plano cuja distancia a um ponto dado desse plano &
igual a uma distancia (ndo nula) dada;

+ ldentificag&o e representacdo geométrica dos elementos da circunferéncia;
* Analise das equagoes reduzidas e variacdo de seus parametros;
» Exercicios para fixagao.

O capitulo foi elaborado para ser utilizado tanto por professores - como roteiro para
aulas - quanto por estudantes - como material de estudo e pratica individual. Ao
seguir as instrugbes, sera possivel modificar valores, observar propriedades e
construir entendimento solido do conceito.

Professores podem utilizar este roteiro como base para aulas, atividades
investigativas e tarefas de aprofundamento. Estudantes podem se beneficiar ao
repetir e adaptar as construgbes, explorando variagcbes e documentando suas
conclusodes.



CIRCUNFERENCIA: UMA ILUSTRAGAO GEOMETRICA

Objetivo da atividade: mostrar, geometricamente, que a circunferéncia € o conjunto
dos pontos de um plano cuja distancia a um ponto dado desse plano é igual a uma
distancia (ndo nula) dada.

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 25 minutos.

Passo 1 - Acesso ao GeoGebra

Abra o site: https://www.geogebra.org/classic

C B 0 s E 5
B+ rroe<N =+ a=

Passo 2 - Ajuste do ambiente de trabalho

Retire a malha e os eixos: clique com o botdo direito na malha do plano
cartesiano e desmarque Exibir Eixos e Exibir Malha - Sem malha.




Passo 3 - Criagao do ponto C (centro da circunferéncia)

Com a ferramenta Ponto, crie um ponto no local que preferir e renomeie como
C.

[N ~ 5
oML L = (:) '.,/'

o™ Ponto

'._.‘_“_'- Ponto em Objeto

(“ Vincular / Desvincular Ponto °
\ Intersecéo de Dois Objetos

. * Ponto Médio ou Centro

oZ Nimero Complexo

A

Y,/ Otimizagio

~ o
{44 Raizes

Passo 4 - Criacao do segmento CA
Crie um segmento de reta com comprimento fixo, clicando no ponto C.

Escolha o valor que preferir para o comprimento, no exemplo, foi criado um
segmento de comprimento igual a 5:
[ | . .

INICI=IPAN .

-

" Reta

Segmento com Comprimento Fixo

A Cor o
" Segmento : -

<" Segmento com Comprimento Fixo e [N
" Semirreta

-® . .

~, ‘Caminho Poligonal

P

.-"' Vetor

.__f Vetor a Partir de um Ponto

Passo 5 - Exibigao do rastro e animagao do ponto A
Clique com o botao direito no ponto A e selecione Exibir Rastro.

Clique novamente com o botao direito no ponto A e agora selecione a opgao
Animacao.

Ponto A

Ponto A
Coordenadas Polares

Exibir Objeto v
Exibir Rétulo v

Coordenadas Polares
Exibir Objeto
A ExibirRéulo

@ >

o Exibir Rastro Exibir Rastro Vg
® Animagdo Animagio

[0 Renomear [ Renomear

W Apagar Apagar

£t ConfiguracBes

g m

Configuragtes



Sera formada uma imagem semelhante a essa:
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Pode-se afirmar que no rastro feito pelo ponto A estdo diversos pontos que
estdo a mesma distancia do ponto C, pois o segmento f (CA) tem comprimento fixo.

Passo 6 - Escrita da definigao
Utilize a ferramenta Inserir Texto para escrever a defini¢ao:

Circunferéncia € um conjunto de pontos de um plano que estdo a mesma distancia

(ndo nula) de um ponto dado (centro da circunferéncia). Essa distancia é o raio da
circunferéncia.

ST

Circunferéncia € um conjunto de pontos de um
plano que estdo a mesma distdncia (ndo-nula)

=2 .
2% Controle Deslizante

(Aeclexio de um ponto dado (centro da circunferéncia). Essa
M Inserir Imagem distdncia € o raio da circunferéncia
Botio

7® Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=1 Campo de Entrada

Passo 7 - Identificagao do raio

Renomeie o segmento f para “raio”:
e .

/ Circunferéncia € um conjunto de pontos de um

/ plano que estdo a mesma distancia (ndo-nula)
— de um ponto dado (centro da circunferéncia). Essa
- distancia & o raio da circunferéncia




ELEMENTOS DA CIRCUNFERENCIA

Apds compreender a definicdo e a construgcdo geométrica da circunferéncia, é
fundamental identificar e compreender seus elementos caracteristicos, pois eles
sdo a base para a analise algébrica e a resolugao de problemas.

Nesta secao, utilizamos o GeoGebra para construir uma circunferéncia de maneira
direta, empregando a ferramenta “Circulo dados Centro e Um de seus Pontos”, e
assim visualizar:

Centro (C) - ponto central da curva;
Raio - distancia do centro da circunferéncia até um de seus pontos;

Diametro - segmento de reta que vai de um extremo a outro da circunferéncia
e que contém o centro da circunferéncia. E o dobro do raio;

Comprimento da circunferéncia - 2.1.r;

Essa construgao permitira:
Relacionar medidas e posi¢cdes de cada elemento;
Confirmar propriedades fundamentais;

Preparar o terreno para o estudo das equagdes reduzidas.

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 30 minutos.

Elementos da Circunferéncia - Passo a Passo no GeoGebra
Passo 1 - Criacao da circunferéncia
Abra uma nova janela no GeoGebra.

Utilize a ferramenta “Circulo dados Centro e Um de seus Pontos” e escolha
como centro o ponto (0,0), para que seja trabalhado, primeiramente, a circunferéncia
com centro na origem. A posigao do proximo ponto (ponto B) fica a seu critério.

ECIEIPANEIES

@ Circulo dados Centro € Um de seus Pontos
E Circulo: Centro & Raio
: Compasso

‘: Circulo definido por Trés Pontos

'./-‘ Semicirculo s
..\.‘ Arco Circular

“7} Arco Circuncircular

J\- Setor Circular

‘-'w.; Setor Circuncircular




Passo 2 - Criacao do segmento CB e identificagdao do centro e raio
Renomeie o ponto A (centro) para C.
Crie um segmento de reta que va do ponto C até o B e renomeie como raio.

Selecione o segmento que representa o raio (CB). Em suas configuragdes, va
na parte de “Exibir Rétulo” altere para “Nome&Valor’. Faga o mesmo processo para
os pontos C e A. Dessa forma, sera mostrado o valor do raio e as coordenadas dos
pontos.

51Y
B=(253,27)

raio = 3.7

Passo 3 - Identificagdao do diametro

Crie um segmento de reta que va de um extremo a outro da circunferéncia e
que passe pelo centro dela. Renomeie como diametro.

: Em suas configuragdes, va na parte de “Exibir Rotulo” altere para
“Nome&Valor”.

Compare o valor do didametro com o valor do raio, vocé ira perceber que existe
uma relagao entre eles: o didametro é o dobro do valor do raio.

51V

B =(2.53,2.7)

raio = 3.7

gmetro = 7.4

Passo 4 - Escrita dos elementos com texto dinamico

Escreva, com a ferramenta Inserir Texto, alguns elementos e relagbes da
circunferéncia, tais como:

“Raio: distancia do centro da circunferéncia até um de seus pontos.

Geralmente, representado pela letar.

Diametro: segmento de reta que vai de um extremo a outro da circunferéncia e que
contém o centro da circunferéncia.



E o dobro do raio.
Comprimento da circunferéncia $2.1.r=2*pi*raio$”

Para que o texto que mostra o valor do comprimento seja dindmico, selecione o objeto
raio na aba que contém o simbolo do GeoGebra, apés multiplique por 2 e por pi:

Texto

B T | |Serf

S
Diametro: segmento de reta que

extremo a o
centro da ci‘ 2°pitraio
E o dobro do -

Comprimento da circunferéncia: $2 mr=2%pi*raio0 ~

Avancado

Visualizar € apy

Fémula LaTeX

Texto

STannEI, o auy
N Didmetro: segmento de reta que vai de um o
extremo a outro da circunferéncia e que contém o
centro da circunferéncia

E o dobro do raio

Comprimento da circunferéncia: $2 .rr =2m raio$ ~

Avancado

vissaizar | (3 By | Fémua LaTex

Raio: distancia do centro da circunferéncia até ur

(area vazia) A Geralmente, representado pela leta r.
S c Didmetro: segmento de reta que vai de um extrer
didmetro ::aio E o dobro do raio

Comprimento da circunferéncia: 2 .m.r = 23.25+
1 G 3

B =(2.53,2.7) Raio: distancia do centro da circunferéncia até um de seus pontos.
Geralmente, representado pela leta r.
Diametro: segmento de reta que vai de um extremo a outro da circunferéncia e que contém o centro da circunféncia.
E o dobro do raio.
raio = 3.7 Comprimento da circunferéncia: 2 .7r.r = 23.25
D X
5 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 1 15 16 17 18 1 20 2t 2 23

0 1
igmetro = 7.4

Mesmo que vocé altere a posi¢ao do ponto B e extensdo do raio, a formula do
comprimento ira mostrar o valor do comprimento da circunferéncia:

y

c 6

(-5.58,4.74)

Raio: distancia do centro da circunferéncia até um de seus pontos.

Geralmente, representado pela leta r.

P Diametro: segmento de reta que vai de um extremo a outro da circunferéncia e que contém o centro da circunferéncia.
E o dobro do raio.

Comprimento da circunferéncia: 2 .7.r = 46

raio = 7.32

,0)

D

0 1 2
igmetro = 14.64




Os principais elementos de uma circunferéncia sio:

CENTRO: ponto fixo;

RAIQ: distancia do centro da circunferéncia até um de seus pontos;

DIAMETRO: segmento de reta que vai de um extremo a outro da circunferéncia e que
contém o centro da circunferéncia. E o dobro do raio.



EQUAGAO REDUZIDA DA CIRCUNFERENCIA (COM CENTRO NA ORIGEM)

Nesta etapa, vamos relacionar a construgdo geométrica da circunferéncia com sua
expressao algébrica.

Quando a circunferéncia esta na posi¢céo padréo - isto €, com o centro na origem
-sua equacgao assume uma forma simplificada chamada equacgao reduzida:

X2+y2=r2
Nesta construcao, utilizamos o GeoGebra para visualizar como a variagao de r (raio)
afeta a circunferéncia e confirmar que as equacgodes se ajustam ao desenho.

Ao final, professores poderao explorar a relacdo entre o valor do raio e o formato da
circunferéncia, e estudantes poderao experimentar diferentes valores para consolidar
a compreensao.

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 20 minutos.

Passo a Passo no GeoGebra
Passo 1 - Colocacao da equagcao no ambiente
Escreva a equacgao, usando a ferramenta Texto, conforme segue:

“Equacao da circunferéncia com centro (0,0):
$(x-h)+(y-k)2=r2$ *

Texto

Equacéo da circunferéncia com centro (0,0)

Sxtryt=r§

Equacéo da circunferéncia com centro (0,0):
Visualizar | €} | aBy = Férmula LaTex x5 4 3" = rz

Equacfo da circunferéncia com centro (0,0):

gyl = 1

Passo 2 - Construgao da circunferéncia

Digite a equagao x*+y?=r? no campo de entrada. Automaticamente, sera criado
o controle deslizante r.

Ajuste os controle deslizante conforme preferir.

Perceba que r representa o raio da circunferéncia.



Passo 3 - Identificagao do centro, raio e comprimento da circunferéncia
Digite os comandos:

Centro(eq1)

Raio(eq1)

Perimetro(eq1)

Segue exemplo de circunferéncia com centro (0, 0) e raio 5:

@

Equagdo da circunferéncia com centro (0.0)
oyt =

=5
-

Sugestao de uso em sala:

Professor: pode fornecer os valores do diametro ou do comprimento e propor
que os alunos determinem a equacao, invertendo o processo de construgao.

Estudante: pode criar variacdes, como alterar o valor do raio, para verificar o
efeito direto na equacao.



EQUAGAO REDUZIDA DA CIRCUNFERENCIA COM CENTRO (h,k)

Até agora, estudamos circunferéncias com centro na origem, o que facilita a
visualizagdo e a compreensao da relagao entre equagao e grafico.

Entretanto, na pratica, muitas circunferéncias aparecem transladadas no plano
cartesiano, isto &, deslocadas em relacdo a origem.

O deslocamento horizontal e vertical é representado por dois parametros adicionais:
h - deslocamento horizontal do vértice;
k - deslocamento vertical do vértice.

A equacao reduzida da circunferéncia, quando o centro é (h,k), é:

(x-h)*+(y-k)*=r?

Nesta construgcdo, vamos usar controles deslizantes para manipular h, k e r; e
observar como cada valor altera a posi¢cao e a forma da parabola.

Esta secao tem por objetivo orientar uma forma de utilizar o GeoGebra para estudar
as circunferéncias com centro centro (h,k), ou transladadas, e suas equacgdes
reduzidas.

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 20 a 40 minutos.

Passo a Passo no GeoGebra
Passo 1 - Colocacgao das equagdoes no campo de texto
Escreva a equagéao, usando a ferramenta texto, conforme segue:

“Equacao da circunferéncia com centro (h,k):
S(c-h)+(y-k)=r$ *

Texto

B||z]]|er[r

Equacio da circunferéncia com centro (h k).
${x-h)>+y-kpP=r$

Equacéo da circunferéncia com centro (h k)

Avancado a b !
Visualizar | €} | oy | Férmula LaTeX {x s hJ— + {y = k}_ = r*

Equacdo da circunferéncia com centro (hk):
(=)' ty — k)P =

Passo 2 - Digitacao das equagdées no campo de entrada
Digite a equacao (x-h)?*+(y-k)*=r?

Automaticamente, serdo criados os controles deslizantes de h, k e r.



Ajuste os controles deslizantes conforme preferir.

Perceba que r representa o raio da circunferéncia, h e k representam as
coordenadas do centro da circunferéncia.

Passo 3 - Identificagao do centro, raio e comprimento da circunferéncia
Digite os comandos:

Centro(eq1)

Raio(eq1)

Perimetro(eq1)

Segue exemplo de circunferéncia com centro (3,2) e raio 4:

y

h=3
@
k=2
® '
r=4
. e

Equagao da circunferéncia com centro (h,k):
(x=hP+(y—k?=r

DICA: vocé pode tanto digitar a equagao com centro (h,k) no campo de entrada ou
alterar a equacgéao ja existente (caso vocé tenha construido a circunferéncia com
centro na origem). Se optar pela segunda opgao, ira verificar que os controles
deslizantes h e k sdo criados. Os valores de h e k podem ser alterados, assim como
os valores de r. Caso os controles deslizantes h ou k ndo sejam criados, pode ser que
ja exista com algum elemento com esse nhome, nesse caso, € sO renomear.



ATIVIDADES SOBRE CIRCUNFERENCIA

Depois de estudar a definicdo, os elementos e as equagdes da circunferéncia (tanto
na posi¢cao padréo quanto transladada), é hora de aplicar o que foi aprendido.

As atividades a seguir foram elaboradas para consolidar o conhecimento,
permitindo que o estudante pratique:

Identificagdo e representacgao grafica da circunferéncia;

Determinacéo de centro, raio, diametro e comprimento;

Deducao da equacao a partir de informacdes geométricas;

Interpretacdo da equagao para extrair elementos da curva.
Justificativa da Realizagao das Atividades

A pratica € um passo essencial para a aprendizagem efetiva. Segundo Ausubel (TAS),
o0 conhecimento se torna significativo quando o novo conteudo é relacionado com
conceitos ja presentes na estrutura cognitiva do aluno.

Essas atividades favorecem:

A aprendizagem significativa, ao exigir que o aluno faga conexdes entre
construcdes no GeoGebra, conceitos algébricos e interpretacdo geométrica;

O desenvolvimento da autonomia, pois os exercicios podem ser realizados
tanto individualmente quanto em grupo;

O raciocinio matematico, ao aplicar propriedades e formulas em diferentes
contextos.

Além disso, para professores, estas atividades podem servir como avaliagao
diagndstica ou formativa, permitindo verificar se os alunos compreendem e sabem
aplicar os conceitos.

Dicas de Aplicagao

Para Estudantes: tente resolver sem consultar o passo a passo; depois
confira com o conteudo do guia; apés, consulte a resposta dada.

Para Professores: utilize exemplos com e sem apoio do GeoGebra,
incentivando a resolugao manual e a verificagao digital.



ATIVIDADES SOBRE CIRCUNFERENCIA

1) Escreva a equagao e esboce o grafico da circunferéncia com centro (0,0) e raio
igual a 7.

2) Escreva a equagao e esboce o grafico da circunferéncia com centro na origem,
sabendo que o ponto (-3,0) faz parte dela.

3) Escreva a equacao e esboce o grafico da circunferéncia com centro no ponto(-4,2),
sabendo que o seu comprimento € igual 12,56 (considere o valor de T como 3.14).



4) Escreva a equacao da circunferéncia a seguir, sabendo que o valor do didmetro é
3 e que o centro dela esta na origem do plano cartesiano:

y

5) Escreva a equacgao da circunferéncia a seguir, sabendo que o raio € igual a 2:

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

-

D =(-3,-3)
-3

=5

-6

=7

-8




RESPOSTAS DAS ATIVIDADES SOBRE CIRCUNFERENCIA

As resolugdes a seguir mostram, nao apenas o resultado final, mas, também, o raciocinio necessario
para chegar a cada resposta, permitindo ao estudante entender como e por que cada passo é
realizado.

Sugestéo para o professor: Solicite que os alunos expliquem cada passo da resolugao oralmente, ou
por escrito, justificando a escolha da forma da equagdo. Isso estimula o raciocinio logico e a
comunicagao matematica.

1) Escreva a equacgao e esboce o grafico da circunferéncia com centro (0,0) e raio igual a 7.

(x=01+@y—-0?*=7°

x% +y% =49

2) Escreva a equacao e esboce o grafico da circunferéncia com centro na origem, sabendo que o ponto
(-3,0) faz parte dela.

(x—0)+(y—0) =3

x*+y?=9 1

3) Escreva a equacéao e esboce o grafico da circunferéncia com centro no ponto(-4,2), sabendo que o
seu comprimento é igual 12,56 (considere o valor de T como 3.14).

C(-4,2) y
2nr = 12,56

2.3,14.r =12,56

6,28r = 12,56
12,56 !
r= 6,28 -7 -1 0 1
r =2 5

@ +472+ (-2 =4



4) Escreva a equacgao da circunferéncia a seguir, sabendo que o valor do didmetro € 3 e que o centro
dela esta na origem do plano cartesiano:

3 Didmetro= 2 r
3 Diametro= 3

3=2r

\ :
i B3 1o I oj b 3 4 T=§

r=15
-2
C (0,0)
-3
32
=)
X y 2
9
2+ 2 —
X y )

5) Escreva a equacao da circunferéncia a seguir, sabendo que o raio é igual a 2:
y

X r=2

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

5 C(-3,-5)

- (x +3)% + (y + 5) = 22

D =(-3,-3)

H (x+3)2+(y+52=4

-5
-6
=7

-8




FECHAMENTO - CAPITULO CIRCUNFERENCIA
Resumo Conceitual

Neste capitulo, exploramos a circunferéncia a partir de trés perspectivas
complementares:

1. Construgao geométrica - utilizando o GeoGebra para visualizar a definicao
como lugar geométrico: conjunto dos pontos de um plano cuja distancia a um ponto
dado desse plano € igual a uma distancia (ndo nula) dada. O ponto dado € o centro,
e a distancia dada é o raio da circunferéncia.

2. Elementos fundamentais - centro, raio e didmetro da circunferéncia,
compreendendo suas fungdes e relacbes métricas.

3. Representagao algébrica - equagdes reduzidas (padrao e transladada), uso
de controle deslizante para gerar diferentes circunferéncias.

Também realizamos atividades praticas que conectaram teoria e aplicagao,
promovendo a consolidacao da aprendizagem significativa (Ausubel), o engajamento
na construgao do conhecimento (Construcionismo de Papert) e o uso pedagdgico das
TDIC (GeoGebra) para visualizagao e experimentagao.

Para o estudante

Revise as construgdes feitas no GeoGebra e tente reproduzi-las sem consultar
0 passo a passo.

Experimente alterar valor do controle deslizante para perceber como isso afeta
a forma da curva.

Construa exemplos préprios € compare com 0s exercicios resolvidos.
Para o professor
Use as construgdes como demonstragdes dinamicas em sala de aula.

Adapte as atividades de acordo com o nivel da turma (Ensino Médio, curso de
graduacéao ou formagao continuada).

Utilize o recurso para avaliagdo formativa, observando se os alunos conseguem
identificar e relacionar elementos e equagdes da circunferéncia sem apoio visual.



Uma elipse € o conjunto de todos os pontos no plano tais que a soma
de suas distancias a dois pontos fixados € uma constante positiva dada,
maior do que a distancia entre os pontos fixados.

Os dois pontos fixados sdo chamados de focos da elipse, € o ponto
médio do segmento que une os focos € chamado de centro [...]. Note
que, se os focos coincidirem, a elipse se reduz a um circulo. Para
elipses outras que ndo sejam circulos, o segmento de reta através dos
focos com extremidades na elipse é chamado de eixo maior [...], € 0
segmento de reta através do centro com extremidades na elipse, e
perpendicular ao eixo maior, € chamado de eixo menor. As
extremidades do eixo maior sdo chamadas de vértices.

(Anton; Bivens; Davis, 2014, p.731)



APRESENTAGCAO

Neste capitulo, exploramos a elipse, uma das se¢des cdnicas mais presentes no
cotidiano e na ciéncia. A elipse aparece na astronomia (érbita dos planetas ao redor
do Sol), na engenharia (espelhos elipticos utilizados em telescopios), na arquitetura e
em diversos outros contextos.

O objetivo € compreender suas caracteristicas geométricas e analiticas,
visualizando-as e manipulando-as por meio do GeoGebra, o que permitira
estabelecer conexdes entre teoria e pratica.

A proposta é conduzida em etapas:

* Uma ilustragao geométrica que evidencia a definigdo da elipse como o conjunto
de todos os pontos no plano tais que a soma de suas distancias a dois pontos
fixados é uma constante positiva dada, maior do que a distancia entre os pontos
fixado;

* |dentificagcao e representacdo geométrica dos elementos da elipse;
* Analise das equagoes reduzidas e variagdo de seus parametros;
» Exercicios para fixagao.

O capitulo foi elaborado para ser utilizado tanto por professores - como roteiro para
aulas - quanto por estudantes - como material de estudo e pratica individual. Ao
seguir as instrucbes, sera possivel modificar valores, observar propriedades e
construir entendimento sélido do conceito.

Professores podem utilizar este roteiro como base para aulas, atividades
investigativas e tarefas de aprofundamento. Estudantes podem se beneficiar ao
repetir e adaptar as construgcdes, explorando variacbes e documentando suas
conclusoes.



ELIPSE: UMA ILUSTRAGAO GEOMETRICA

Objetivo da atividade: mostrar, geometricamente, que a elipse € o conjunto de todos
os pontos no plano tais que a soma de suas distancias a dois pontos fixados € uma
constante positiva dada, maior do que a distancia entre os pontos fixados.

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 45 minutos.

Passo a Passo no GeoGebra
Passo 1 - Acesso ao GeoGebra

Abra o site: https://www.geogebra.org/classic

[EESETP AT a=

Passo 2 - Ajuste do ambiente de trabalho

Retire a malha e os eixos: clique com o botdo direito na malha do plano
cartesiano e desmarque Exibir Eixos e Exibir Malha - Sem malha.

Janela de Visualizagao
+ Exibir Eixos v
| Exibir Malha

Barra de Navegagio

EixoX - Eixo¥
@ Zoom
%) Ampliar para enquadrar
f Visualizacio Pacrio

£ Janela de Visualizacio

Passo 3 - Criacao dos focos F1 e F2

Utilize a ferramenta Ponto para criar dois pontos distintos e renomeie-os como
Fie Fa.



[ A [ - 0 || gu:
R [A] @04 \ 22 p
+ .A Ponto
A\ Ponto em Objeto
‘/ Vincular / Desvincular Ponto
3{-‘ Intersecéo de Dois Objetos 1 p
- L L]
.+ Ponto Médio ou Centro
.Z Namero Complexo
/\/ Otimizagzo

A
{4# Raizes

Passo 4 - Criagdo do segmento FiF:

Trace, com a ferramenta segmento, um segmento que passe pelos pontos F4
e Fa.

BRSNS IPANIEI P
F‘_/Reta

Fa: .~ Segmento

+ @ 0 ¥

Ent o Segmento com Comprimento Fixo F f

" Semirreta f k

:_: Caminho Poligonal
" Vetor

«}' Vetor a Partir de um Ponto

Passo 5 - Criagao de uma circunferéncia

Crie, com a ferramenta "Circulo dados Centro e Um de seus Pontos" um circulo
com centro no ponto Fi, de modo que o ponto F: fique na parte interna da
circunferéncia;

ClI=PANEIRS

@ Circfplp dados Centro e Um de seus Pontos

@ Circulo: Centro & Raio

;.: Compasso

O Circulo definido per Trés Pontos
'./_\ Semicirculo

..\'; Arco Circular

{} Arco Circuncircular

.(: Setor Circular

q Setor Circuncircular




Passo 6 - Criagcao do ponto B

Crie novo ponto na circunferéncia (ponto B), diferente do ponto A.

[ Al . . Fon ) W
|o | e Ry ) .{;x

.A Ponto
."' Ponto em Objeto @
Y'/ Vincular / Desvincular Ponto

>{" Intersecio de Dois Objetos

ot * Ponto Médio ou Centro
,Z Nimero Complexo
I.".\.a" Otimizacdo

A .
# % # Raizes

Passo 7 - Criagdo os segmentos F:B e FzB

Crie, com a ferramenta segmento, os segmentos F1B e F2B.

Passo 8 - Criagao da mediatriz do segmento F:B

Trace, com a ferramenta mediatriz, a mediatriz do segmento F2B.



] . e ¥ .
‘“ =l \i’ 4 x

i __' Reta Perpendicular

1-+"" Reta Paralela '“

) }( Medariz

. -f., " Bissetriz

i ‘Q Reta Tangente

.0 Reta Polar ou Diametral
I N
E.;?." Reta de Regress#o Linear

n(_).}n Lugar Geométrico

Passo 8 - Determinagao da intersegao da reta mediatriz i com o segmento FiB

Utilize a ferramenta Interse¢cdo de Dois Objetos e selecione a interseg¢édo da
reta mediatriz i com o segmento F4B.

Renomeie o ponto C como ponto P.

(A X >oo

.A Ponto
."‘\ Ponto em Objeto
(’. Vincular / Desvincular Ponto L

>-,\’ Intersecdo de Dois Objjfjs

-
ot Ponto Médio ou Centro

® Z Numero Com plexo
I."’\__;"- Otimizacéo

~ [ -
I
f & # Raizes

s L BV

Passo 9 - Exibigao do rastro do ponto P

Clique com o botao direito no ponto P e selecione a opgao Exibir Rastro.



Ponto P

F,
Coordenadas Polares & B
Exibir Objeto ~
g

Y

Exibir Rétula

" Exibir Rastro

Renomear

Apagar

Configuragbes

Passo 10 - Animacao do ponto B

Clique com o botao direito no ponto B e selecione a opgcédo Animacao;

Ponto B

Coordenadas Polares
Exibir Objeto vy
A’ Exibir Rétulo v
9 " Exibir Rastro

(® Animacdo

([0 Renomear @
[ ]

Apagar

Configuracies

Sera formada a imagem a seguir:



Passo 11 - Criagcao do segmento F:P
Crie o segmento F2zP.

11 % . = = A
ENINICIFIPANS

- -

© " Reta

o Segme@ﬁ

.« Segmento com Comprimento Fixo
" Semirreta

d :: Caminho Poligonal
," Vetor

.:_,': Vetor a Partir de um Ponto

Passo 12 - Determinagao da interse¢ao da reta mediatrizi com o segmento F:B

Crie, com a ferramenta Intersegdo de Dois Objetos, a intersegdo da reta
mediatriz (i) com o segmento F2B.

Renomeie o ponto criado como M.

- . F-\‘ I
ol —1 |+ || W~
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©

.A Ponto

."' Ponto em Objeto

J Vincular / Desvincular Ponto
>{ In@e@ﬁn de Dois Objetos
oY " Ponto Médio ou Centro

.Z Numero Complexo

_."'.\\.-"I. Otimizacdo

"

|
f +# Raizes

Passo 13 - llustragao da definicao da elipse
Oculte o rétulo dos segmentos f, g, h e j.

A ilustragdo da definigdo da elipse pode ser feita pela congruéncia de
triangulos, ao considerarmos os triangulos PF-M E PBM.

Pela definicao, para ser elipse, F1P+F2P=2a.

Pela mediatriz, temos:

F-M=BM

MP é um segmento comum dos triangulos PF-M e PBM
O angulo F2MP é igual ao angulo BMP



Pela correspondéncia de igualdade entre as medidas de dois lados de cada tridngulo
e do angulo formado por estes, tem-se que os tridngulos PF-M e PBM séao
congruentes pelo caso "lado, angulo, lado".

Por consequéncia, BP=FzP

Também podemos considerar que:
raio=F+B=F+P+BP

Como BP=F2P:

FiB=F+P+F2P

Ou seja,

raio=F.1P+F2P

O raio € uma constante, da mesma forma que 2a, o que mostra que vale a definicao

inicial FiP+F2P=2a e que o conjunto de pontos mostrado pelo rastro do ponto P ilustra
uma elipse.

Pela definicéo, para ser elipse, F1P + F2P = 2a

Pela mediatriz, temos que:

F2M = BM

MP & um segmento comum dos tridngules PF2M ¢ PBM
0 éngulo F2MP éigual ao dngulo BMP

Pela correspondéncia de igualdade entre as medidas de dois lados de cada tridngulo
e do angulo formado por estes, tem-se que os tidngules PF2M & PBM
s@0 congruentes pelo caso “lado, dngulo, lado™

Por consequéncia, BP = FoP

Também podemos considerar que:
raio= F1B = F;P + BP

Como BP = F;P

FiB=F,P +F,P

Ou seja, raio= F1P + F2P

O raio & uma constante, da mesma forma que 22 , o que demonstra que vale a definicao inicial
FiP + F3P = 2a & que o conjunto de pontos mostrado pelo rastro do ponto P ilustra uma elipse



ELEMENTOS DA ELIPSE

Apds compreender a definicao e a construgdo geométrica da elipse, é fundamental
identificar e compreender seus elementos caracteristicos, pois eles sdo a base para
a analise algébrica e a resolucao de problemas.

Nesta secdo, utilizamos o GeoGebra para construir uma elipse de maneira direta,
empregando a ferramenta “Elipse”, e assim visualizar:

Focos - pontos fixos que definem a curva;
Distancia focal - distancia entre os focos (2¢);
Centro: ponto médio entre os focos;

Vértices - extremidades do maior €ixo;

: Eixo 2a: maior eixo da elipse que vai de um vértice a outro e que contém os
focos dela;

Semieixo a: distancia de um dos vértices que esta no EIXO A até o centro da
elipse;

Eixo 2b: menor eixo da elipse;

Semieixo b: a distdncia do centro da elipse até a extremidade do EIXO B.

Essa construcio permitira:
Relacionar medidas e posi¢cdes de cada elemento;
Confirmar propriedades fundamentais;

Preparar o terreno para o estudo das equagdes reduzidas.

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 40 minutos.

Elementos da Elipse - Passo a Passo no GeoGebra
Passo 1 - Preparagao do ambiente de trabalho

Abra uma nova janela no GeoGebra.

Certifique-se de que a malha e os eixos estejam visiveis (se necessario, ative-
os clicando com o botao direito e selecionando Exibir Eixos - Exibir Malha).

Passo 2 - Criacao da elipse e identificagao dos focos

Utilize a ferramenta “Elipse” e escolha os pontos (-3,0) e (3,0) para serem os
focos da elipse e um terceiro pelo qual a elipse passe. Os focos foram escolhidos
propositalmente nessa posi¢cdo, para que seja trabalhado, primeiramente, a elipse
centrada na origem com focos sobre o eixo x.

Renomeie os pontos (-3,0) e (3,0) como F1e Fo.



O] £\ =2 @
") Elipse

'-‘.; Hipérbole

¢ Pardbola

C_: Cdnica por Cinco Pontos

Passo 3 - Determinagao do ponto médio dos focos
Com a ferramenta “Ponto Médio ou Centro”, selecione os pontos F1 e F2. Sera
criado o ponto B (0,0).

- . . )

~|| [
-

@

.A Ponto

."‘ Ponto em Objeto

\/" Vincular / Desvincular Ponto
t.‘.\;\"" Intersecdo de Dois Objetos

o * Ponto Médio ou Centr

.Z Numero Complexo

.I."'\‘s". Otimizacdo 49

Y| -
f\'\,‘ Raizes
|

Passo 4 - Determinagao dos vértices da elipse
Insira, no campo de entrada, o comando Vértice (c).
Serao criados os pontos B, C, D e E.

Renomeie o ponto B como O.



c : Elipse[Fy. Fa, A)

569.7%¢ + 713.70y" = 25410.49

0 = PontoMédia(F, F3)

@

= (0,0)

Vértice[c)

= B = (668 0)
C = (6.68, 0)
D = (0, -5.97)

E = (0, 5.97)

+10® 0 & O

Passo 5 - Criagdo do segmento BC (eixo 2a)
Crie um segmento de reta que vai de B até C

Altere a cor dele nas configuragdes (na figura a seguir ele esta em azul).

_|E

. b - ¥ M, .
= .|r3- Ii:jl ’;:/. 'Cf %, __

..-"".". Reta
« Segmento

. Segmento com Cnmprimentﬁixu

" Semireta
1 :_ Caminho Poligonal
" Vetor

.__:': Vetor a Partir de um Ponto

Passo 6 - Identificagdao do eixo 2a e dos semieixos a

Esse segmento BC representa o eixo 2a, e os segmentos BO e OC sao
considerados semieixos a.

Utilize a ferramenta “Texto” para identifica-los.



i:i '_:H Texto

B I | |Seri| |Fémula LaTex
a=2 H
27¢ Controle Deslizante semieixo d
ABC Texto
1 Avancado

M Inserir Imagem vinmizar || @ | oy || Fémus Laex

= semieixo a
Botio

/1® Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=1 Campo de Entrada CANCELAR q

semieixo a semieixo a

EIXO MAIOR = 2a

Passo 7 - Criagdo do segmento DE (eixo 2b), identificacdo do eixo 2b e
semieixos b

Crie o segmento DE (cor verde), que representa o eixo menor da

elipse (2b), sendo assim, os segmentos DO e OE representam os semieixos b.
Utilize a ferramenta “Texto” para identifica-los.

Altere a cor do segmento e do texto nas configuragdes.

_|E

semieixo b

EIXO MENOR = 2b

semieixo a

EIXO MAIOR = 2a

semieixo b




Passo 8 - Criagcdo do segmento FiF:

Crie um segmento F+F2 (em laranja) que representa a distancia focal (2c),
sendo assim, F1O e OFz valem c.

Utilize a ferramenta “Texto” para identifica-los.

Altere a cor do segmento e do texto nas configuracdes.

LE

semieixo b

EIXO MENOR = 2b

semieixo a semieixo a

EIXO MAIOR = 2a

semieixo b

DICA: Uma outra forma de identificar - sem utilizar a ferramenta “Texto” - os
segmentos que representam o eixo maior (2a), o eixo menor (2b) e a distancia focal
(2c), é clicar com o botéo direito do mouse sobre os respectivos segmentos e ir em
configuragbes . Apds, preencha, na parte da legenda, como vocé quer nomear o
segmento. Em seguida, na parte de ‘Exibir Rétulo”, escolha a opgéo “Legenda’.

=0 W—[-[-|[~ (&% : =& Bsasico Cor Estio Avangado X

Programacio *

Nome
h

Definigio
Segmento(F_1, F_2)

Legendz )
DISTANCIAFOCAL = 2a

D Usar texio como legenda

Exibir Objeto

Exibir Rastro

[ |

Exibir Rétulo: Nome
semieixo b
Fxar Objeto Noeme & Valor

Valor
Definir como Obje

EIXO MENOR = 2b Legenda

Permitir Intersecd
Prolongamenios '-EQEN{'J Valor

0Ooo

semieixo a semieixo a

EIXO MAIOR =2a

semieixo b




Os principais elementos da elipse sio:

FOCOS: pontos fixos;;

CENTRO: ponto médio entre os focos;

VERTICES: extremidades do maior €ixo;

EIXO 2A: maior eixo da elipse que vai de um vértice a outro e que contém os focos
dela;

EIXO 2B: menor eixo da elipse.



EQUAGOES REDUZIDAS DA ELIPSE (COM CENTRO NA ORIGEM)

Nesta etapa, vamos relacionar a construgdo geométrica da elipse com sua expressao
algébrica.

Quando a elipse esta na posigao padrao - isto €, com o centro na origem - sua
equacgao assume uma forma simplificada chamada equacao reduzida.

Os casos possiveis sao:

Maior eixo sobre o eixo x: _z+37=1

Maior eixo sobre o eixoy: +=5=1

Nesta construcao, utilizamos o GeoGebra para visualizar como a variagdo de ae b
afeta a elipse e confirmar que as equacgdes se ajustam ao desenho.

Ao final, professores poderao explorar a relacao entre o valores de a e b e o formato
da elipse, bem como a sua equacao, e estudantes poderdo experimentar diferentes
valores para consolidar a compreensao.

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 40 minutos.

Passo a Passo no GeoGebra
Passo 1 - Preparagao do ambiente de trabalho

Abra uma nova janela no GeoGebra.

Certifique-se de que a malha e os eixos estejam visiveis (se necessario, ative-
os clicando com o botao direito e selecionando Exibir Eixos - Exibir Malha).

Passo 2 - Escrita das equagoes

Escreva as equacoes, usando a ferramenta “Texto”, conforme segue:

“‘Equacdes da elipse com centro (0,0):
$\frac{x"2a*2}+\frac{y"2}{b"2}=1$ Maior eixo sobre o eixo x
$\frac{x"2b"2}+\frac{y*2Ka”2}=1$ Maior eixo sobre o eixo y”

Equagbed da elipse com centro (0,0)
Pfracix2}a 2} +\fracly~2H{b*2}=1% Maior sixo
sobre o eixo x

$\racx2}{b*2) +fracfy*2}{a*2}=15 Maior eixo
sobre o eixo y -

»

Avancado

izsr | € aPy | Fémmula LaTeX

x? )‘2
=+ 1 Maior eixo sobre o eixo x

Equacbes da elipse com centro (0,0): -
Ny |

b?
2 ¥ . :

5+ =5 = 1 Maior eixo sobre o eixo y
b*  a =



Passo 3 - Construcao da primeira elipse
Digite no campo de entrada: x*2/a*2+y"2/b"2=1

Verifique que os controles deslizantes a e b s&o criados. Os valores de ae b
podem ser alterados, mas € importante que o valor de a seja sempre maior do que 0
valor de b, em respeito a definicao da elipse.

v . . e ) O » .
R A7 D> OO 4D
— . textol = “Equac3odaelipsecomcentr =/ ¥
= . =AJ
. textol = “Equag3odaelipsecomcentr =/ ¥ \ O -
3y : Y s . 5 ®
+ 1 .
A 5+5=1 o b
. 5 L ] 5 ®
. eql: 3 [ 12 + y* | 12_1{'“]
+ |

e

Clique sobre o circulo dos controles deslizantes a e b, para que eles fiquem
visiveis na tela de construgao:

. textol = "Equacdodaelipsecomcentr :.'P'\J pEnr
&

. a=1 H b=1
-5 ® 5 () -

{HJ.E. ® 5Ci)

Passo 4 - Localizagao dos focos
Digite, no campo de entrada: Foco(eq1).
@ eql: /38 +y/(16P=1 H 2

Foco(eql) {Ej

— (—356. 0)

Faco(eql) @ :

= A=(-356,0)

O B = (356, 0)

Renomeie os pontos A e B como F1 e Fa.



Clique com o botdo direito sobre esses pontos e va nas configuragoes,
selecione, na parte de “Exibir Roétulo”, a opcdo mostrar “Nome & Valor”, assim irdo
aparecer as coordenadas dos pontos que representam os focos da elipse.

Basico Cor Estlo Avangado b4
eql
Algebra  Programagio
g g G e
Nome — -
F1 ] *  Renomear
Definigdo
Foco{eq1) & d Novo neme pars Fonto A
Legends A F1 =
[[] Usartexto como lagenda CANCELAR “
Exibir Objeto : . . . . .
[[] Esibir Rastro
Exibir Rotulo Nome .
[[] Fixar Objsto Nome & V@ﬁr
Valor
[] Definir como Obje
Legenda

Legenda & Valor

Passo 5 - Localizagao do centro

Digite, no campo de entrada, C: Centro(eq1).
A C: centro

C = Centro(eql) : Centro ' Centro 0
e > CentroDeGravidade *
= (0,0) Centro( Cédnica )
CentroDoTriangulo  *

Centro( Quadrica )

Baricentro

O ponto C sera criado:

(]

Va nas configuragdes do ponto C e selecione na opgéo “Exibir Rétulo” para que
apareca o “Nome & Valor”.



1

F, =(-3.56, 0)

-3 -2

Passo 6 - Localizagao dos vértices

Digite, no campo de entrada, Vértice(eq1). Serdo mostrados os pontos que
representam os vertices da elipse.

Vértice(eql)
= A=(-39,0)

B =(390) (3.56, 0)

D = (0, -1.6)

E = (0, 16)

@ @ @ ©

Passo 7 - Construgao da segunda elipse
Digite no campo de entrada: x*2/b”2+y”2/a*2=1

4 5 ] T 8

Equacio da elipse com centro (0,0}
2 2
1 :2-+:J;=l Maior eixo sobre o eixo x

: 1 Maior eixo sobre o eixo y




Altere os valores de a e b, analise o qu

e acontece com as duas elipses.

Mantenha o valor de a sempre maior do que o valor de b, em respeito a

definicdo da elipse.

Altere a cor das elipses nas configuragdes.
o

a
x

Passo 8 - Localizagao do centro

Digite, no campo de entrada, C_ 2 =
segunda elipse.

C, : Centro(eq2)

L]

b?

\

Equacio da elipse com centro (0.0)

2 2
X ¥
2

b3 1 Maior eixo sobre o eixo x

+ :—_, 1 Maior eixo sobre o eixo y

Centro(eg2) para verificar o centro da

2lE=(0,1%)
—

A:|,3903F‘=\'-356 0) C5(0,0) Fjrulaﬁ G\B (3.9,0)
>z 2 s = fdmmms yun y iy yw g Jmmay Taway
- /,/’
s 1.6)—"
Equacdo da elipse com centro (0.0)
Passo 9 - Localizagao dos focos
Digite no campo de entrada, Foco(eq2) para verificar os focos da segunda

elipse.



Foco(eq2)

= F = (0, -3.56)

O G = (0, 3.56)

| -

Equacao da elipse com centro (0,0)

Passo 10 - Localizagao dos vértices

Digitar, no campo de entrada, Vértice(eq2) para verificar os vértices da
seaiinda elinse.

[
® Vértice(eq?2) :G
= H=(0,-3.9) \

E=(0,16
(@) I = (0, 3.9) LEE Y
O J=(16,0) mﬂpz (3.9,0)

1 2 3 s 5 ®

@) K = (-16, 0)

D = (0, -1.6)

10=(0.-1,

Irm

Equacao da elipse com centro (0,0):

Passo 11 - Exploragao dos controles deslizantes ae b

Movimente os controles deslizantes a e b e perceba que ambas as elipses

terdo os seus formatos alterados, bem como as coordenadas dos seus focos e

Ve s
a=44

b=-1.6

J  Fp=(41.01B=(44,0)

D=(0,-16),

Equacio da elipse com centro (0.0)
2y

- 22 + b2
2y
s h_1+§ < 1 Maior eixo sobre o eixc y

= 1 Maior eixo sobre o eixo x




Altere o valor de a e b, de forma que sejam iguais. Verifique o0 que acontece
com as elipses.

Para ocultar uma das elipses, clique com o botdo direito sobre ela e, em
seguida, “Exibir Objeto”.

A=(5 0)JH
T .

elipse com centro (0,0)

= 1 Maior eixo sobre 0 eixo x

- [FRE



EQUAGOES REDUZIDAS DA ELIPSE COM CENTRO (h,k)

Até agora, estudamos elipses com centro na origem, o que facilita a visualizagao e
a compreensao da relagao entre equacgao e grafico.

Entretanto, na pratica, muitas elipses aparecem transladadas no plano cartesiano,
isto €, deslocadas em relac&o a origem.

O deslocamento horizontal e vertical é representado por dois parametros adicionais:
h - deslocamento horizontal do centro;
k - deslocamento vertical do centro.

As equacgdes reduzidas da elipses, quando o centro é (h,k), ficam:
Maior eixo sobre o eixo x:

(x—h)? (y—k)?
a? + b2 =1

Maior eixo sobre o eixo y:

(x—h)? (y—k)?
b2 @ 1
Nesta construgcdo, vamos usar controles deslizantes para manipular a, b, h e k e
observar como cada valor altera a posi¢cao e a forma da elipse.

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 20 a 40 minutos.

Passo a Passo no GeoGebra
Passo 1 - Preparagao do ambiente de trabalho
Abra uma nova janela no GeoGebra.

Certifique-se de que a malha e os eixos estejam visiveis (se necessario, ative-
os clicando com o bot&o direito e selecionando Exibir Eixos - Exibir Malha).

Passo 2 - Escrita das equacgoes

Escreva as equacgdes, usando a ferramenta “Texto”, conforme segue:

Texto

B| || sei ‘ji s LaTeX ‘ Equagbes da elipse com centro (h,k):
(x=h)’  (y-k)’
quacbes da elipse com centro (h k) al b2 |
HHfrac{(y-k)*2}{b*2}=1$% Maior 2 2
" s x—th)” L [y — k)
+\frac{(y-k)*2}{a"2}=1$ Maior ‘ b? a?

eixo paralelo ao eixo y

1 Maior eixo paralelo ao eixo x

= 1 Maior eixo paralelo ao eixo y

A D €M

xo paralelo

Avancado



Passo 3 - Construgao das elipses
Digite no campo de entrada:
(x-h)*2/a”*2 + (y-k)*2/b”2 =1

(x-h)A2/bA2 + (y-k)A2/a*2 = 1

Automaticamente, serdo criados os controles deslizantes de a, b, h e k.

Ajuste os controles deslizantes conforme preferir, mas lembre-se que, por
definigdo, o valor de a deve ser maior do que o valor de b.

Passo 4 - Localizagao do centro, vértices e focos das elipses

Digite os comandos Centro(eq1), Centro(eq2), Vértice(eq1), Vértice(eq2),
Foco(eq1) e Foco(eq2) para verificar os elementos das elipses.

Ty

MB =(49,0) x

1 2 3 4 5 6 7 [ 9 10

| ——

Equagbes da elipse com centro (h,k):

—h)? — k)2
L 5 ) + % =1 Maior eixo paralelo ao eixo x
a
—h)? —K)?
_(X b2 ) + Q =1 Maior eixo paralelo ao eixo y
a

H=(1.5,16.4)

Passo 5 - Exploracao dos controles deslizantes a, b, h e k

Movimente os controles deslizantes a, b, h e k, e perceba que ambas as
elipses terao os seus formatos alterados, bem como as coordenadas dos seus focos,
vértices e do centro da cada uma.

DICA: vocé pode, tanto digitar as equagdées com centro (h,k), no campo de entrada,
ou alterar as equacgdes ja existentes (caso vocé tenha construido as elipses com
centro na origem). Se optar pela segunda opg¢ao, ira verificar que os controles
deslizantes h e k sdo criados (pois a e b ja existem). Os valores de h e k podem ser
alterados, assim como os valores de a e b. Lembrando que o valor de a deve ser
maior do que o valor de b, em respeito a definicdo da elipse.



ATIVIDADES SOBRE ELIPSE

Depois de estudar a definicdo, os elementos e as equacdes da elipse (tanto na
posi¢cao padrao quanto transladada), é hora de aplicar o que foi aprendido.

As atividades a seguir foram elaboradas para consolidar o conhecimento,
permitindo que o estudante pratique:

Identificacéo e representacao grafica da elipse;

Determinacao de centro, focos, vértices, eixos e semieixos;

Deducao da equacao a partir de informacdes geométricas;

Interpretacdo da equagao para extrair elementos da curva.
Justificativa da Realizagao das Atividades

A pratica € um passo essencial para a aprendizagem efetiva. Segundo Ausubel (TAS),
o0 conhecimento se torna significativo quando o novo conteudo é relacionado com
conceitos ja presentes na estrutura cognitiva do aluno.

Essas atividades favorecem:

A aprendizagem significativa, ao exigir que o aluno faga conexdes entre
construcdes no GeoGebra, conceitos algébricos e interpretacdo geométrica;

O desenvolvimento da autonomia, pois os exercicios podem ser realizados
tanto individualmente quanto em grupo;

O raciocinio matematico, ao aplicar propriedades e formulas em diferentes
contextos.

Além disso, para professores, estas atividades podem servir como avaliagao
diagndstica ou formativa, permitindo verificar se os alunos compreendem e sabem
aplicar os conceitos.

Dicas de Aplicagao

Para Estudantes: tente resolver sem consultar o passo a passo; depois
confira com o conteudo do guia; apés, consulte a resposta dada.

Para Professores: utilize exemplos com e sem apoio do GeoGebra,
incentivando a resolugao manual e a verificagao digital.



ATIVIDADES SOBRE ELIPSE

1) Esboce a elipse e indique os focos, os vértices e os extremos do eixo menor:

a) X _i_
T t5 =1

b) 4x2 + y? = 36

c) (x + 32+ 4(y - 52 =16

z 2
dtx +5@+2) -1=0



2) Determine a equacao da elipse:

a) y

35

b)




3) Determine a equacgao da elipse:
a)

5.5 Y

45

3.5

25

0.5

—2:

b)




RESPOSTAS DAS ATIVIDADES SOBRE ELIPSE

As resolugdes a seguir mostram, nao apenas o resultado final, mas, também, o raciocinio necessario
para chegar a cada resposta, permitindo ao estudante entender como e por que cada passo é
realizado.

Sugestao para o professor: Solicite que os alunos expliquem cada passo da resolugdo oralmente, ou
por escrito, justificando a escolha da forma da equacgdo. Isso estimula o raciocinio logico e a
comunicagao matematica.

1) Esboce a elipse e indique os focos, os vértices e os extremos do eixo menor:
a) 2 2

X Ul
16 + 9 y
Z—z+ i—j =1 Focos:
=16 a=+4 F(V7,0)
b2=9 b=3 F,(—7,0) F,=(2.65,0) V=0,

a? =b% +c? Vértices: 5
16 =9 + ¢? V,(4,0)
=7 V,(—4,0)
c=v7 Extremos eixo menor:
E1(0,-3)
E,(0,3) P
={(0, 6)
b) 4x* + y? = 36
ax? 2 36 Ho.s2)
Ty _36 Focos: Extremos eixo menor:
36 36 36
X2 2 El(()! _3)
_+y_=1 Fl(O.—\/ﬁ)
9 36 E,(0,3)
a?=36 a=6 F,(0,v27) i ki,
b2=9 b= Vértices:
a? =b? +c? V,(0,—6)
36 =9 +c? ,(0,6) |
c=+v27
={(0,-6)

c)(x+3)2+4(y-52=16

Focos: el
@ L0-5 16 =
6 6 16 F(-3-v12,5)
€3 5 =(7.5 = (- - (- 46,5\ V,=(1,5
e Fy(=3+VIZ5) AL SR DI L) kb
Centro elipse: C (-3,5) Vértices:
=16 a=4
. v, (=7,5)
_ _ E;=(3,3)
a?=b?+c? V2(15) :

16 =4+c? Extremos eixo menor:
'
2=12
‘ E(-33) :
c=vTZ 537 EEEEE EEC JEEEC BESC RSt EEEEEET 7 2
209,
2
d) 1 1 2 _
—x +t5@+2) -1=0 oy
V,5(0,1)
x? +2)? Focos:
T+(y9 ) =1 F,=(0,0.24)
F,(0,—2-5) x
Centro elipse: C (0,-2) iy Y I
F,(0,—2++5
a?=9 a=3 2( )
Vértices:
b2=4 b=2
2 b? e V1(0,-5) ,eC=0.2) E,=(2.-2)
,(0,1
9=4+c? 20D
5 Extremos eixo menor:
c*=5
Ey(-2,-2)
c=+5 '
Ep(=2,2)
Vv, 7(0,-5)
-5




2) Determine a equacao da elipse:
a) y

35

-2 -1.5

b) y

Centro elipse: C (0,0)
a=3 a’>=9
b=1 b* =1
Equacédo da elipse:

2,0
;\c—l-9 1

Centro elipse: C (0,0)
a=>5 a? =25
b=2 b? =4

x, Equacéo da elipse:

x2 y?
X240
25 +4



3) Determine a equacgao da elipse:

a) 5] Centro elipse: C (1,2)
5 a= 3 ﬂ‘,z — 9
45 hb=1 b2 =1
1 Equacéo da elipse:
3.5 —72
@-1?+ 2=
b) y

Centro elipse: C (-3,-2)

Equacéao da elipse:

(x+3)2 (v+2)2 -1
25 4



FECHAMENTO - CAPITULO ELIPSE
Resumo Conceitual
Neste capitulo, exploramos a elipse a partir de trés perspectivas complementares:

1. Construgcao geométrica - utilizando o GeoGebra para visualizar a definicdo
como lugar geométrico: conjunto de todos os pontos no plano tais que a soma de suas
distancias a dois pontos fixados € uma constante positiva dada, maior do que a
distancia entre os pontos fixados.

2. Elementos fundamentais - focos, distdncia focal, centro, vértices, eixos e
semieixos, compreendendo suas funcdes e relagdes métricas.

3. Representagao algébrica - equagdes reduzidas (padrao e transladada), uso
de parametros para gerar diferentes curvas.

Também realizamos atividades praticas que conectaram teoria e aplicagao,
promovendo a consolidacédo da aprendizagem significativa (Ausubel), o engajamento
na construgao do conhecimento (Construcionismo de Papert) e o uso pedagdgico das
TDIC (GeoGebra) para visualizagao e experimentagao.

Para o estudante

Revise as construgdes feitas no GeoGebra e tente reproduzi-las sem consultar
0 passo a passo.

Experimente alterar valores dos controles deslizantes para perceber como isso
afeta a forma da curva.

Construa exemplos préprios e compare com 0s exercicios resolvidos.
Para o professor
Use as construgdes como demonstragdes dindmicas em sala de aula.

Adapte as atividades de acordo com o nivel da turma (Ensino Médio, curso de
graduacéao ou formagao continuada).

Utilize o recurso para avaliagao formativa, observando se os alunos conseguem
identificar e relacionar elementos e equacdes da elipse sem apoio visual.



2 bonbol,

Uma hipérbole é o conjunto de todos os pontos no plano tais que a
diferengca de suas distancias a dois pontos distintos fixados € uma
%:.ongtante positiva dada, menor do que a distancia entre os pontos
ixados.

Os dois pontos fixados sdo chamados de focos da hipérbole, e o termo
“diferenca” usado na definicdo deve ser entendido como a distancia ao
foco mais distante menos a distancia ao foco mais préximo. Como
resultado, os pontos da hipérbole formam dois ramos, cada um dos quais
‘rodeando” o foco mais proximo [...]. O ponto médio do segmento de reta
que une os focos € chamado de centro da hipérbole, a reta que passa
pelos focos € chamada de eixo focal, e reta que passa pelo centro e é
perpendicular ao eixo focal € chamada de eixo conjugado. A hipérbole
intersecta o eixo focal em dois pontos, chamados de vertices.

Associado com toda hipérbole existe um par de retas, chamadas de
assintotas da hipérbole. Essas retas cortam o centro da hipérbole e tém
a propriedade que a medida que um ponto P move-se ao longo da
hipérbole afastando-se do centro, a distancia vertical entre P e uma das
assintotas tende a zero.

(Anton; Bivens; Davis, 2014, p.732)



APRESENTAGCAO

Neste capitulo, exploramos a hipérbole, uma das se¢des cdnicas mais presentes no
cotidiano e na ciéncia. A hipérbole aparece nos sistemas de navegagao, nos
telescopios refletores, na engenharia, na arquitetura e em diversos outros contextos.

O objetivo &€ compreender suas caracteristicas geométricas e analiticas,
visualizando-as e manipulando-as por meio do GeoGebra, o que permitira
estabelecer conexdes entre teoria e pratica.

A proposta é conduzida em etapas:

+ Uma ilustragdo geométrica que evidencia a definicdo da hipérbole como o
conjunto de todos os pontos no plano tais que a diferenca de suas distancias a dois
pontos distintos fixados € uma constante positiva dada, menor do que a distancia
entre os pontos fixados.;

» |dentificacao e representacdo geométrica dos elementos da hipérbole;
* Analise das equagoes reduzidas e variacdo de seus parametros;
» Exercicios para fixagao.

O capitulo foi elaborado para ser utilizado tanto por professores - como roteiro para
aulas - quanto por estudantes - como material de estudo e pratica individual. Ao
seguir as instrucbes, sera possivel modificar valores, observar propriedades e
construir entendimento solido do conceito.

Professores podem utilizar este roteiro como base para aulas, atividades
investigativas e tarefas de aprofundamento. Estudantes podem se beneficiar ao
repetir e adaptar as construgcdes, explorando variagcdes e documentando suas
conclusoes.



HIPERBOLE: UMA ILUSTRAGAO GEOMETRICA

Esse capitulo tem por objetivo orientar uma forma de utilizar o GeoGebra para ilustrar
que a definicdo da hipérbole é valida. Foi utilizada a semelhancga de triangulos para
tal.

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 45 minutos.

Passo a Passo no GeoGebra
Passo 1 - Acesso ao GeoGebra

Abra o site: https://www.geogebra.org/classic

Passo 2 - Ajuste do ambiente de trabalho

Retire a malha e os eixos: clique com o botdo direito na malha do plano
cartesiano e desmarque Exibir Eixos e Exibir Malha - Sem malha.

Passo 3 - Criacao dos focos F1 e F2 e do segmento de reta FiF-.
Crie dois pontos F1 e Fo.

Com a ferramenta Segmento, crie o segmento de reta FiF-.




Passo 4 - Criagao de uma circunferéncia.

Crie uma circunferéncia cujo centro seja o ponto F.

Passo 5 - Criagcao da reta que passa por FiB e do segmento de reta BF-.

Crie uma reta que passe por F1 e B e um segmento que va de B até F-.

Passo 6 - Criagdo da mediatriz do segmento BF-.
Crie a mediatriz do segmento BF-.

Identifique a intersecao da reta mediatriz com a reta que passa por F1 e B.
Nomeie esse ponto como P.




Passo 7 - Habilitagcao do rastro do ponto P e animagao do ponto B.
Habilite o rastro do ponto P.
Anime o ponto B.

Perceba que sera mostrado um desenho parecido ao da hipérbole.

\
%

/

Passo 8 - llustragao da propriedade com o uso da semelhanga de triangulos.

Uma forma de ilustrar que a propriedade vale é fazer uso da semelhanca de
triangulos, como mostra o exemplo a seguir:

|d(F1, P) — d(F2,P)| = 2a

Os triangulos PMB e PMF,, tem um lado em comum:
PM
Pela mediatriz m, temos que:
PNIB = PNIF, = 90°

BM = MF,

ﬁFZ Pela congruéncia de tridngulos, temos que os triangulos PMB e PMF,
Mg 252 s&o congruentes pelo caso Lado, Angulo, Lado (LAL).




ELEMENTOS DA HIPERBOLE

Apos compreender a defini¢gdo e a construgao geométrica da hipérbole, € fundamental
identificar e compreender seus elementos caracteristicos, pois eles sdo a base para
a analise algeébrica e a resolugéo de problemas.

Nesta secao, utilizamos o GeoGebra para construir uma hipérbole de maneira direta,
empregando a ferramenta “Hipérbole”, e assim visualizar:

Centro: ponto médio entre os focos F1 e Fz;

Focos: pontos fixos F1 e F2. A distancia de um foco até o centro da hipérbole é
c. A distancia entre os focos é 2c;

Vértices: pontos A1 e A2. Sa0 pontos da hipérbole que intersectam o eixo real.
A distancia de um vértice até o centro da hipérbole é a. A distancia entre os vértices
€ 2a;

Eixo real: segmento A1Az, cuja medida é 2a;

Eixo imaginario: segmento BiB2, cuja medida é 2b. Passa pelo centro da
hipérbole e é perpendicular ao eixo real,

Assintotas: retas as quais os ramos da hipérbole se aproximam, sem que se
intersectem. As assintotas comportam as diagonais do retadngulo construido
considerando as medidas dos eixos real e imaginario. Quando a hipérbole esta na
posicao horizontal, as equacdes das assintotas sdo y=(b/4)x e y=-(b/a)x. Quando a
hipérbole esta na posigao vertical, as equagdes sao y=(a/b)x e y=-(a/b)x;

Tem-se, também, uma medida que representa a abertura dos ramos da hipérbole e é
sempre maior do que 1. Essa é a excentricidade (e), sendo que e=c/a.

Essa construgao permitira:
Relacionar medidas e posi¢cdes de cada elemento;
Confirmar propriedades fundamentais;

Preparar o terreno para o estudo das equagdes reduzidas.

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 30 minutos.

Elementos da Hipérbole - Passo a Passo no GeoGebra

Passo 1 - Preparagao do ambiente de trabalho
Abra uma nova janela no GeoGebra.



Passo 2 - Construgao da hipérbole
No menu em que consta a Elipse, clique na opgao “Hipérbole”:

[% .A "‘., ._ B ,G} 2| .{. .. ot "I"

’:j Elipse
L Hipérbole
~:* Parabola

C_: Cénica por Cinco Pontos

Assim, o GeoGebra, no canto inferior esquerdo da tela, ira informar como criar
uma hipérbole:

Hipé&rbole

Selecione dois focos e AdUDA

Fonte: GeoGebra (2023).

Sugerimos, primeiramente, criar pontos sobre o eixo das abscissas (x). No
exemplo, foram criados os pontos A(-3,0) e B(3,0). Seguido por um ponto da hipérbole
C (5,5):




Passo 3 - Identificagdao dos focos e do ponto P

Renomeie os pontos A como F_1 (que sera exibido como F1), B como F_2 (que
sera exibido como F2) e C como P.

Para nomear um objeto, logo apds cria-lo é sé digitar o nome desejado.
Também pode-se clicar com o botdo direito sobre o objeto e ir na opgao “Renomear”.

Renomear Renomear

Movo nome para Ponto A Movo nome para Ponto B

Fi| ==} F2 =]

!

Renomear

Novo nome para Ponto C

P =

Y Aanan et \

Passo 4 - Identificagao da hipérbole

Clique com o botado direito sob o traco de dois ramos e renomeie como
Hipérbole.



Hipérbole ¢

Equacdo (x-m)*/a*-(y-nf /b =1

Exibir Objeto ~
A’ Exibir Rétulo v
o Exibir Rastro
(0 Remear
B Apagar

£ Configuragbes

s 'IREEE RRRLIRERI

sl
h {
Renomear
Movo nome para Hipérbole c
Hipérbole =]
g

S 1 T 1 —m

Passo 4 - Alteragao da cor e da espessura do trago

Clique com o botdo esquerdo sob a hipérbole e no icone que aparece no canto
superior direito para alterar a cor e a espessura do traco:




Passo 5 - Criagao de uma circunferéncia

Crie uma circunferéncia com a ferramenta Circulo dados Centro e um de seus
Pontos, considerando como origem o ponto (0,0) e clicando em um dos focos:

©

1 @ Circulo dados Centro & Um de seus Pontos

O LN =B

® Circulo: Centro & Raio

:': Compasso

O Circulo definido per Trés Pontos
'./_3 Semicirculo

-.\; Arco Circular

'/) Arco Circuncircular

f__\'- Setor Circular

@ Setor Circuncircular

Passo 6 - Criacao de retas perpendiculares

Crie uma reta perpendicular que passe pelo ponto A1.



BRI oN=)P Al

! J( Reta Perpendicular

J"/J Reta Paralela

' x* Mediatriz

é‘ Bissetriz
1 _ p Reta Tangente

£ 'Q Reta Polar ou Diametral

jionasasal

3 ;Za Reta de Regressao Linear

f (\":{ Lugar Geométrico

Crie uma reta perpendicular que passe pelo ponto A2:
NICH=IPAD =B iR /

! )r Reta Perpendicular

g

)/‘/ Reta Paralela

' X Mediatriz

£ Bissetriz
' _ r/-O Reta Tangente
H 'O Reta Polar ou Diametral

3 ;:i Reta de Regresséo Linear

e

5 E)ﬂ Lugar Geométrico

Passo 7 - Determinacgao de intersecoes

Com a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos, clique na reta f e na
circunferéncia.

Siga o mesmo procedimento com a reta g e a circunferéncia, de modo que os
pontos B, C, D e E sejam criados:
(Ao
o~ Ponto

@ Ponto em Objeto

‘f Vincular / Desvincular Ponto

X Intersec&o de Dois Objetos "
Lt * Ponto Médio ou Centro

o2 Nimero Complexo

N Otimizacdo
N Raizes




Passo 8 - Construgcao dos segmentos BD e CE

Construa um segmento de reta que va do ponto B ao ponto D e construa um
segmento de reta que va do ponto C ao E:

A @O 4N i /
" Rela C/a— E

" Segmento

" Segmento com Comprimento Fixo A x

~~ Semirreta -
i \: Caminho Poligonal e = 7

: o Vetor

—_ -4

.}’ Vetor a Partir de um Ponto ) 7

Passo 9 - Determinagao do ponto médio dos segmentos BD e CE
Determine o ponto médio do segmento BD e do segmento CE.

Renomeie os pontos como B1 e B2.

S f y g /
BRI oN ) 4 y
A Ponto
y \ C/- B, E
F“\ Ponto em Objeto 2
‘/‘ Vincular / Desvincular Ponto :
A A X
X Intersecéo de Dois Objetos N 2o 1 #
. -1
- Ponto Médio ou Centro
B -21B, D'
o2 Numero Complexo Ll !
N Otimizacdo
i
N Raizes !

Passo 10 - Construgao do segmento A:A
Crie um segmento de reta que va do ponto As ao ponto A.
Renomeie como a.

Nas configuragdes desse segmento, selecione a opgao “Exibir Rétulo”, em
seguida selecione “Nome & Valor”, assim podera ser verificada a medida do
segmento.



‘ . f ¥ 9 /
/-K L\) @ Q? ‘é X Basico Cor Estilo Avancado ] 1%

Programacdo

/,/" Reta Nome C/-a— &

a 1

2
" Segmento Definicio

Segmento(A_1, A) 1

+" Segmento com Comprimento Fixo
Legenda A A

~~ Semirreta < T 2 e 1 #
=20

= 1 |:| Usar texto como legenda 1
%, Caminho Poligonal
e

= B -21B. D'
4 Exibir Objeto
I o Vetor = 1

[] Exibir Rastro

./-;' Vetor a Partir de um Ponto
| Exibir Rétulo: 4

Nome & Valor ~

Passo 11 - Construcao do segmento B:A
Crie um segmento de reta que va do ponto B+ ao ponto A.
Renomeie como b.

Nas configuragdes desse segmento, selecione a opgao “Exibir Rétulo”, em
seguida selecione “Nome & Valor’, assim podera ser verificada a medida do
segmento.

Sugere-se a alteragdo da cor conforme preferir. Na figura, a seguir, esse
segmento esta na cor verde:

Passo 12 - Construgcao do segmento AF:
Crie um segmento de reta que va do ponto A ao ponto Fo.
Renomeie como c.

Assim como os segmentos a e b, é sugerido a alteragdo da cor e que seja
exibido o Nome & Valor. No figura, esta em azul.



Passo 13 - Construgao do segmento A1B+
Crie um segmento de reta que va do ponto A: ao ponto Ba.

Verifique o comprimento do segmento e perceba que € o mesmo do segmento
AF2.

Mesmo que vocé altere o formato da hipérbole, os valores dos segmentos A1B
e AF:z2 continuardo sendo os mesmos. A hipérbole tem uma relagdo em que
c? = a*+b?

Insira uma legenda no segmento AiB1, como sendo c.

Altere a cor para a mesma escolhida para o segmento AF: e selecione a opg¢ao
de exibir a Legenda & Valor.

\ f 4y g A‘P
\ /
\ Nome
N\ y 4 .
\ / ]
\ /
\ B, E / Definigio
\ 7 / Segmento(A_1, B_1)
\ /
\ bf 222 / Legenda
\ 1 /
C
A 2 X
L 2 1 o 1 3 5 [[] Usartexto como legenda
» \ I
,4 ! Exibir Objeto
\
AN} B \ -
/ i \ [[] Exibir Rastro
/ \
/ \ o
\ Exibir Rétulo:
y 4 \
/ \
’ \ Legenda & Valor ~
7!’ -4 ‘V7

Passo 14 - Construcao do poligono BCED

Crie, com a ferramenta Poligono, um que tenha os pontos B, C, E e D como
vértices.



A '_/ - "
L
b Poligono B E
N e Ca il
[ I:; Poligono Regular
b | 2.22
r}& Poligono Rigido
4y 3 ; i X
>~ Poligono Semideformavel T EFRSER adannani e
f,- oligono Semideformave / a=202
=i
B 218

Selecione o segmento d1 do poligono, no campo de entrada, clique com o
botao direito e va em configuragdes ou clique com o botdo esquerdo nos 3 pontos e
va em configuragdes. Na aba Basico, preencha a Legenda com o termo 2a e
selecione para Exibir Rétulo Legenda & Valor.

f 4 y g

B, E

2h

t1) 222
A A A "

4 2 2 EE) 1 4 5
a=2.02

-

B -2|B

2a 54.04

Verifique o valor desse segmento, cuja legenda é 2a, e compare-o com o valor
do segmento a. Vocé ira perceber que ele é o dobro de a, por isso a escolha da
legenda.

Sugerimos a alteragédo da cor, de modo que fique a mesma do segmento a,
para melhor visualizagao.



dy = Segmente(D, B, q1) Bésico Cor Estilo = Avancado f oY
@ — 404 Programacao
Nome
B
d 1 1
2h
Definigio
Segmento(D, B, q1) ? 2.22
Legenda
Za L] A
1 0 1
[[] Usartexto como legenda a=2.02
-t
Exibir Objeto
B -2{B,
[[] Exibir Rastro 2ad4.04
Exibir Rétulo:
Legenda & Valor ~ -4

Faca o mesmo procedimento com o segmento e do poligono. Insira uma
legenda 2b e coloque para que seja exibido a Legenda & Valor.

Vocé ira verificar que esse segmento € o dobro do segmento b.

Sugerimos que a cor seja a mesma do segmento b.

Basico Cor | Estio f o g
Avangado  Programagéo
Nome
o B, E
) 2h
Definigio
Segmento(E. D, q1) t1J 2.22
Legenda
2b
A A A, X
[] usartexto como -4 2 10 1 # s
legenda a=2.02
-1 2b 4.4
Exibir Objeto
[ ExbirRastro < el
2a44.04
Exibir Rotule:
Legenda & Valor ~
-

Passo 15 - Construcao da primeira assintota
Crie uma reta que passe pelo ponto B e E.

Renomeie como Assintota 1:
/,.~I>'®@"-{.X t o 4

,./ Reta \ i t

" Segmento 2h

" Segmento com Comprimento Fixo bF222

/ Semirreta A, A A, X
. -4 4 1 4 5

°, Caminho Poligonal a=2.02

: —_— -1 2bR4.4

" Vetor !
-~ B -2 |B

L Vetor a Partir de um Ponto 9ad4.04




Passo 16 - Construcao da segunda assintota
Crie uma reta que passe pelo ponto C e D.
Renomeie como Assintota 2.

f y g

a=2.02

2a44.04

Passo 17 - Construgcao do segmento FiP
Crie um segmento de reta que va do ponto F+ ao P.

Altere para que seja exibido seu valor. No exemplo, é o segmento em azul
escuro.

A X A, "
-4 2 -1 0 1 4 5

-1 2bRd4-4

2a 54.04

Passo 18 - Construcao do segmento F:P
Crie um segmento de reta que va do ponto Fz ao P.

Altere para que seja exibido seu valor. No exemplo, o segmento esta em azul
escuro:



f ‘4 y g
B, =
A e 4.42
/ 222
1
A A A "
—4 2 -1 0 1 4 5
a=2.02
- 2644
B -2 1B,
2a44.04
—4

Passo 19 - Escrita de algumas relagdes da hipérbole

Sugerimos que sejam escritas algumas relagbes da hipérbole, conforme
segue:

|F1P-F2P| =2a
IF,P-F,P| =13.94|

Eixo imaginario: B,B,, = 2b
E=at+h Semieixo imaginario: b

Utilize a ferramenta de Texto. Podemos escrever a definicao da hipérbole de
forma dindmica da seguinte forma:

1) Escreva as equagdes 2) Na parte do Avangado, selecione a aba com o simbolo . Selecione a letra m.

|F_1-F_2P|=2a e |[F_1-F_2P|=| Clique na letra m que vai estar em laranja e digite -n, de forma que fique escrito |[F_1-F_2P|=|m-n| .
Dessa forma, esse texto sera dinamico, ou seja, mostrar ., 1 diferenga entre os segmentos F1P e FzP.

Assim, é possivel verificar que a defini¢cao |F_1-F_2P|=2a é valida.

Texto
B | I | |sei| |FormuatiaTex)
|F_1P-F 2P| =2a
IFZ1P-F 2P| =| Texto Texto
B [Z][sen
F_1PF_2P|=2a

[FAPF 2P|=2a e [F_1PF_2P|=2a
Avangado JFIPF 201 = | - IFZ1P-F_2PI = |l
Visuaizar | | oy || Fommuis LaTex
a1 N N
:' f Avancad Avancado
j S © || ooy | Fomus waizar | © || apy | Formu Lamex
| n I : : . :
" pt o e IF\PFPI=2a
texto2 texto3 - H IF{P-FPI=13.94]
sy h i

i k

———— texto2 texto3 -

e — -



As outras relacdes foram escritas de forma estatica,

Texto Texto
B| [ I [ser| [Fomusismex

Eixo real: A_1A_2=2a
Semieixo real: a

Avangado

isuglzar | € aBy | FémnulaLaTex

Texto

B | | I | |Serif| |Fomuis LaTex

Relagio.
5ch2=as2+b25

B| [ I [serr| [romus Larex]

Eixo imagindrio: B_1B_2=2b
Semieixo imaginario: b

conforme figuras a seguir.

Texto
B| | I | |Serif| |Férmuis LaTeX|

Focos:F_1eF 2
Distancia Focal: F_1F_2 = 2c

Avancado
visusizar | € opy  Fémuia LaTex

Texto

B||I||s

Assintota 1: Sy=rac{b}{a}xs
Assintota 2: Sy=tfrac{-b}{a}x$

ATENGCAO: as equacdes das assintotas, conforme mostrado acima, valem para as
hipérboles que estdo na horizontal. Caso a hipérbole esteja na vertical, as equagdes

das assintotas serdao y=(a/b)x e y=-(a/b)x.

Passo 20 - Ocultagao das retas perpendiculares

Podemos ocultar alguns elementos construidos - tais como as retas
perpendiculares f e g - como forma de facilitar a visualizagdo dos elementos da

hipérbole:

Hiperbole |k p.F,p|=2a Eixo real: A A, = 2a
IF{P-F,P| =[3.94]  Semieixoreal: a
Relagao: Eixo imaginario: B,B,=2b
2 =22 + b2 Semieixo imaginario: b
8.06 412
226
A X
1 4 5 6 8 9 10 B 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2b 45



De forma resumida, os elementos da hipérbole sao:

 CENTRO: ponto médio entre os focos F1 e Fz;

+ FOCOS: pontos fixos F1 e F2. A distancia de um foco até o centro da hipérbole é c.
A distancia entre os focos é 2c;

 VERTICES: pontos A1 € Az. S0 pontos da hipérbole que intersectam o eixo real.
A distancia de um vértice até o centro da hipérbole € a. A distancia entre os
vértices ¢é 2a;

« EIXO REAL: segmento A1Az, cuja medida € 2a;

+ EIXO IMAGINARIO: segmento B1iB2z, cuja medida é 2b. Passa pelo centro da
hipérbole e é perpendicular ao eixo real;

« ASSINTOTAS: retas as quais os ramos da hipérbole se aproximam, sem que se
intersectem. As assintotas comportam as diagonais do retangulo construido
considerando as medidas dos eixos real e imaginario. Quando a hipérbole esta na
posicao horizontal, as equagdes das assintotas sao y=(b/4)x e y=-(b/a)x. Quando
a hipérbole esta na posicao vertical, as equacgdes sdo y=(a/b)x e y=-(a/b)x;



EQUAGOES REDUZIDAS DA HIPERBOLE (COM CENTRO NA ORIGEM)

Nesta etapa, vamos relacionar a construcdo geométrica da hipérbole com sua
expressao algébrica.

Quando a hipérbole esta na posicédo padrao - isto €, com o centro na origem - sua
equacao assume uma forma simplificada chamada equacgao reduzida.

Os casos possiveis sdo:
. . ~ . x* _y?
Ramos da hipérbole com intersecdo no eixo x: ;z 5z~ 1!

2

- V4 - ~ - 2
Ramos da hipérbole com intersegao no eixo y: %—Z—z -1

Nesta construcao, utilizamos o GeoGebra para visualizar como a variagdo de ae b
afeta a hipérbole e confirmar que as equacgdes se ajustam ao desenho.

Ao final, professores poderao explorar a relagéo entre os valores de a e b, o formato
da hipérbole e as suas equacgdes, e estudantes poderdo experimentar diferentes
valores para consolidar a compreensao.

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 40 minutos.

Passo a Passo no GeoGebra
Passo 1 - Preparagao do ambiente de trabalho

Abra uma nova janela no GeoGebra.

Certifique-se de que a malha e os eixos estejam visiveis (se necessario, ative-
os clicando com o botao direito e selecionando Exibir Eixos - Exibir Malha).

Passo 2 - Escrita das equagoes

Escreva as equacgdes, usando a ferramenta Inserir Texto, conforme segue:

“‘Equacgbes da hipérbole com centro (0,0):
$\frac{x*2}{a"2}-\frac{y*2}{b"2}=1$ Ramos da hipérbole com intersegdo no eixo x
$\frac{y*2}{a"2}-\frac{x2}{b"2}=1$ Ramos da hipérbole com interseg¢éo no eixo y”

‘ﬁ‘ < Texto Equacdes da hipérbole com centro (0,0)
x oy

232 Seletor b2 = 1 Ramos da hipérbole com intersecéo no eixo x

a
ABC Inserir Texto 2 a
% %
)
a

B2 = 1 Ramos da hipérbole com intersecao no eixo y

-

M Inseririmagem

4

[oK] Inserir Botio

ncado

@0 . .
7 1 . -
Caixa para Mostrar/Esconder Objetos Prévisusizagie | | ay | Frmula LaTaX

a=1 Campo de Entrada Equacdes da hipérbole com centro (0,0); -

— — 5 = 1 Ramos da hipérbole com interseg

R =1 Ramos da hipérbole com inler's.e(;v

41 G »

Passo 3 - Construgao da primeira hipérbole

Digite, no campo de entrada, a equagao: x*2/a*2-y*2/b*2=1



Isso ira gerar uma hipérbole e criar os controles deslizantes a e b:

e .
o
o
@ «
&

Clique nos circulos ao lado esquerdo dos elementos a e b, para tornar os
controles deslizantes visiveis:

- : 1 \
s . 5 ® I ! ! !
, . 1

&)
o
1

[ ]
o
[ 54

Passo 4 - Localizagao do centro, focos, vértices e assintotas da hipérbole

Insira, no campo de entrada, os comandos: Centro(eq1), Foco(eq1),
Vértice(eq1) e Assintota(eq1).

Também pode ser verificada a excentricidade da hipérbole utilizando o
comando Excentricidade(eq1):
N

1
.
b=1
-®

Equagbes da hipérbole com centro (0.0
Ty

* = 5 =
3~ g = 1 Ramos dahipérbole com intersacio no b x
ZT5E

2| 2
X
‘;z 2 = 1 Ramos da hipérbole com intersegio no eixo y

o e e

Focoleql)

= Fy=(141,0)
F,=(141,0)

Vértice(eql)

= Ay =(10)

e © o o

Ay=(L0)
Assintota(eql)
= fxty=0
o gy =0
¢ = Excentricidade(eql)

= 141 (24



Sugerimos que os elementos criados sejam renomeados, de modo que facilite
a sua identificagdo. E também podemos fazer uso das cores para diferenciar a
hipérbole das assintotas.

Passo 5 - Exploragao dos controles deslizantesae b

Nesse momento, é interessante manipular os controles deslizantes a fim de
verificar o que acontece com a hipérbole. Por exemplo, quando a=4 e b=1, temos:

oy ot

Equacdes da hipérbole com centro (0,0)
e
x

£ 1 Ramos da hipérbole com intersegdo no eixo x

2 e
K
Y = =1 Ramos dahipérbole com intersec no exo y

Foco(eql) N

@
= F=(412,0)
@ Fy=(4.12,0)
Vértice(eql)
@
= A =(40)
@ Ap=(4.0)
o Assintota(eq1)
N = fx+dy=0
o & x-dy=0

¢ = Excentricidade(eql)

=103 [#hd

Passo 6 - Construcao da segunda hipérbole
Digite, no campo de entrada, a equacgéao: y*2/a*2-x*2/b*2=1
Sera construida uma hipérbole considerando os valores de a e b.

Perceba que os ramos dessa hipérbole estao intersectando o eixo y.

DR

Equagbes da hipérbole com centro (0,0)

x* 3
2 "':; =1 Ramos da hipérbole com intersecdo no eixo x

7o e Q
2 1 Ramos da hipérbole com intersec3o no eixo y a



Vértice(eql)

= A =(4,0)
A, =(4,0)

Assintota(eq1)

=fx+4y=0

Passo 7 - Localizagao do centro, focos, vértices e assintotas da hipérbole

Insira os comandos Centro(eq2), Foco(eq2), Vértice(eq2), Assintota(eq2) e
Excentricidade(eq2), no campo de entrada:

o © e @ @ o

C; = Centrofeq?) N

= (0.0)

Focoleq?)

= Forol = (0, -412)
Foco2 = (0, 4.12)

Viértice(eq2)
=V, = (0 4)

Va=1(0.4)

Assintota(eq2)

= hdx-y=0
idcoy=0

d = Excentricidade(eq2)

= 103

Entrada...

Sugerimos que os elementos criados sejam renomeados, de modo que facilite
a sua identificacao.

Nao é possivel colocar o mesmo nome dos elementos da primeira hipérbole,
por exemplo, nao é possivel ter dois pontos com o nome de Fi.

Da mesma forma, utilize as cores para diferenciar a hipérbole das suas

assintotas:



Equagdes da hipérbole com centro (0,0):

X2y

; — E =1 Ramos da hipérbole com intersegéo no eixo x
v

=S g =1 Ramos da hipérbole com interse¢éo no eixo y
a

Passo 8 - Exploragao dos controles deslizantes ae b

Vocé pode manipular os controles deslizantes a e b, a fim de verificar as
mudancgas que ocorrem com cada hipérbole e seus elementos. Por exemplo, quando

a=-3 e b=5:

eql
a=-3 8 q
—_—
b=5
R L 1
Fopo2
‘4
5
4
Va
2
1
A Cc. | C
1 Ay 2 Fa X
1 -10 -9 -8 7 -6 -5 -4 3 -2 1 2 4 5 6 7 8 9 10 1
-1
-2
\Z
Equagbes da hipérbole com ce (0,0):
X2y -4
peinivi =1 Ramos ipérbole intersgcdo no eixo x
Voo -5
ST el Ramo; hipérbole com integfsecao no eixo y
a2 b2
6"
Fogo1
-7



EQUAGOES REDUZIDAS DA HIPERBOLE COM CENTRO (h,k)

Até agora, estudamos hipérboles com centro na origem, o que facilita a visualizagao
e a compreensao da relagéo entre equacgao e grafico.

Entretanto, na pratica, muitas hipérboles aparecem transladadas no plano
cartesiano, isto &, deslocadas em relacdo a origem.

Os deslocamentos horizontal e vertical sdo representados por dois parametros
adicionais:

h - deslocamento horizontal do centro;
k - deslocamento vertical do centro.
As equagdes reduzidas da parabola, quando o vértice € (h,k), ficam:

Eixo focal paralelo ao eixo x; &—m* 0-k*

a? b2

Eixo focal paralelo ao eixoy: O-h®* &-m*

a? b2
Nesta construcdo, vamos usar controles deslizantes para manipular a, b, h e k, e
observar como cada valor altera a posi¢cao e a forma da hipérbole.

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 20 a 40 minutos.

Passo a Passo no GeoGebra
Passo 1 - Preparagao do ambiente de trabalho

Abra uma nova janela no GeoGebra.

Certifique-se de que a malha e os eixos estejam visiveis (se necessario, ative-
os clicando com o botao direito e selecionando Exibir Eixos - Exibir Malha).

Passo 2 - Escrita das equagoes

Escreva as equacoes, usando a ferramenta “Texto”, conforme segue:

Texto

BT Equacbes da hipérbele com centro (h,k):
s o foca x —h)? — k) '
. 2,;2;:“5: Ea—"’} = by b2 ) 1 Eixo focal paralelo ao eixo x
2 2
aahipérbo::Lumcen‘ru(hk) q (Y a‘k] ] bx b:h) = 1 Eixo focal paralelo ao eixo y

ua
h)” k)*
be=hy v - )" 1 o focal paralelo a

)
T teem?
3 5 Lok bz" ~1 Eivo focal paraleloa _ |

| 3

Passo 3 - Construcao das hipérboles

Digite, no campo de entrada, as equacoes
(x-h)A2/a*2-(y-k)*2/bA2 = 1
(y-k)A2/ar2-(x-h)A2/bA2 = 1.



Automaticamente, serao criados os controles deslizantes de a, b, he k. -
Ajuste os controles deslizantes conforme preferir.

Passo 4 - Localizagao do centro, vértices, focos e assintotas das hipérboles

Digite os comandos Centro(eq1), Centro(eq2), Vértice(eq1), Vértice(eq2),
Foco(eq1), Foco(eq2), Assintota(eq1) e Assintota(eq2) para verificar os elementos da
hipérbole.

Segue exemplo de hipérboles com centro (1,1):

a
@ | textol = “Equagdesdahipérbolecom? = ¥ \a:\2
— @
=2 b=1
>
5 ® GILC) h=1
- . >
e bt ; k=1
5 Y 5 ® >
@ "t i Equagdes da hipérbole com centro (h k).
5 * 5 ® &)y h‘“)' 1 Eixo focal paralelo 80 ekxo x
P ;
k=1 ; 2 :
° : b=k b :
. . ' 6 = b = 1 Eixofocal parallo ao ixo y

—1) — 1) H
@ e BT, =TrEes]
22 12
-1 x-17
@ &2 5 7 1
A = Centro(eql)
=(11)
B = Centro(eq2)

= (1.1)

A e— » -

DICA: vocé pode tanto digitar as equacgdes com centro (h,k) no campo de entrada ou
alterar as equacdes ja existentes (caso vocé tenha construido as hipérboles com
centro na origem). Se optar pela segunda opg¢ao, ira verificar que os controles
deslizantes h e k sao criados (pois a e b ja existem). Os valores de h e k podem ser
alterados, assim como os valores de a e b. Caso os controles deslizantes h ou k ndo
sejam criados, pode ser que ja exista com algum elemento com esse nome, nesse
caso, é s6 renomear.

Para calcular as assintotas de um hipérbole com centro fora da origem, utilize as
férmulas:

b a
y-k=2(2)x—n y—lk=+(;)@x-h)
EIXO real paraieio ao eixo X. Eixo real paralelo ao eixo y.



ATIVIDADES SOBRE HIPERBOLE

Depois de estudar a definicao, os elementos e as equacgdes da hipérbole (tanto na
posi¢cao padrao quanto transladada), é hora de aplicar o que foi aprendido.

As atividades a seguir foram elaboradas para consolidar o conhecimento,
permitindo que o estudante pratique:

Identificacéo e representacao grafica da hipérbole;
Determinacéao de centro, focos, vértices, eixo real, eixo imaginario e assintotas;
Deducao da equacao a partir de informacdes geométricas;
Interpretacdo da equagao para extrair elementos da curva.
Justificativa da Realizagao das Atividades

A pratica € um passo essencial para a aprendizagem efetiva. Segundo Ausubel (TAS),
o0 conhecimento se torna significativo quando o novo conteudo é relacionado com
conceitos ja presentes na estrutura cognitiva do aluno.

Essas atividades favorecem:

A aprendizagem significativa, ao exigir que o aluno faga conexdes entre
construcdes no GeoGebra, conceitos algébricos e interpretacdo geométrica;

O desenvolvimento da autonomia, pois os exercicios podem ser realizados
tanto individualmente quanto em grupo;

O raciocinio matematico, ao aplicar propriedades e formulas em diferentes
contextos.

Além disso, para professores, estas atividades podem servir como avaliagao
diagndstica ou formativa, permitindo verificar se os alunos compreendem e sabem
aplicar os conceitos.

Dicas de Aplicagao

Para Estudantes: tente resolver sem consultar o passo a passo; depois
confira com o conteudo do guia; apés, consulte a resposta dada.

Para Professores: utilize exemplos com e sem apoio do GeoGebra,
incentivando a resolugao manual e a verificagao digital.



ATIVIDADES SOBRE HIPERBOLE

1) Esboce a hipérbole e indique os focos, os vértices e as assintotas:

a) xﬂ_},z

g g !

b) }rz—xz = 4



C) [y+l}2_fx—2]|2 -
4 1

2) Determine a equacgao da hipérbole sabendo que:

a) Adistancia entre os focos F1 e F2 é igual a 2 v2 , e que os seus vértices estao
localizados nos pontos (-1,0) e (1,0):

y




b) A distancia entre os vértices A1 e A2 é igual a 10, e que os seus focos estao
localizados nos pontos (0,-v34 ) e (0, v34):

Y
7

6

c) O centro esta localizado no ponto (3,5), que 2b=4 e que os vértices estao
localizados nos pontos (2,5) e (4,5):

y




RESPOSTAS DAS ATIVIDADES SOBRE HIPERBOLE

As resolugdes a seguir mostram, ndo apenas o resultado final, mas, também, o raciocinio necessario
para chegar a cada resposta, permitindo ao estudante entender como e por que cada passo é
realizado.

Sugestao para o professor: Solicite que os alunos expliquem cada passo da resolugdo oralmente, ou
por escrito, justificando a escolha da forma da equacgdo. Isso estimula o raciocinio logico e a

comunicagao matematica.

1) Esboce a hipérbole e indique os focos, os vértices e as assintotas:

a) i },2 _1
9 4
:
Y2
a?=9 a=3 Focos: Assintotas: s
b2=4 b= F(—V13,0)) | y=+2x :
¢ =a? +b? F,(V13,0) y=14ix :
3 Fi A Al 2
5 3 i i 4
c2=9+4 Vértices: Y =<x
-1
c =13 A(=3,0) Y2 =—ix H
A,(3,0) =
Y,
5
b) y*—x" = 4
v x4 Focos: Assintotas:
2 2 = Z 0CosS: ssintotas:
yZ XZ a
=1 F,(0,—8) y=4;x
a?=4 a=2 |F(0,V8) y=tix
b>2=4 b=2 Vértices: yi=x
c?=a?+b? A;(0,-2) Yy = —X
c=+8 A,(0,2)

y

-5 4 3

-1




c) |:‘_||" + .].II2 - (x— 2}2

4 i !
Centro C(2,—-1) Focos: Assintotas:
a?=4 a=2 F(2—V5-1) | |y—k=43(x—h)
b2=1 b=1 F(2,V5-1) y+1=12(x-2)
c2=4+1 Vértices: y1=2x—5
c=+5 A1(2,-3) y, =—2x+3
AZ(Z, 1) -2 -1 5 6

2) Determine a equagéo da hipérbole sabendo que:

a) Adistancia entre os focos F1 e F2 é igual a 22 , e que os seus vértices estdo localizados nos
pontos (-1,0) e (1,0):

-5

-2

=3

2c=2V2 2 =a?+h? C (0,0)

2 _\y2
c=v2 (2)2 =12 +p? =1
2a=2 2=1+b?
a=1 b =1

b=1



b) A distancia entre os vértices A1 e Az € igual a 10, e que os seus focos estéo localizados nos pontos
(0.-v3) e (0, ):

y 2a =10
7
a=5
6
A c=vV34

c2=a?+bh?

(V34)? = 52 + b2

34 =25+ b?
2
b2 =9
1
b=3
X
4 -3 -2 4o 1 2 3 4
1 C(0,0)
L 2 42
2 y___=1
25 9

c¢) O centro esta localizado no ponto (3,5), que 2b=4 e que os vértices estao localizados nos pontos
(2,5) e (4,5):

y

s C (3,5) (xz—f)z—(y;—f)z=1
1 2b =4 (x_g)z_(y—_:.)’*:l
7 b=2

i 2a =2

4 a=1




FECHAMENTO - CAPITULO HIPERBOLE
Resumo Conceitual
Neste capitulo, exploramos a hipérbole a partir de trés perspectivas complementares:

1. Construgcao geométrica - utilizando o GeoGebra para visualizar a definicdo
como lugar geométrico: conjunto de todos os pontos no plano tais que a diferenca de
suas distancias a dois pontos distintos fixados € uma constante positiva dada, menor
do que a distancia entre os pontos fixados.

2. Elementos e medidas fundamentais - centro, focos, vértices, eixo real, eixo
imaginario, assintotas e excentricidade, compreendendo suas fungbes e relagdes
métricas.

3. Representagao algébrica - equagdes reduzidas (padrao e transladada), uso
de parametros para gerar diferentes curvas.

Também realizamos atividades praticas que conectaram teoria e aplicagao,
promovendo a consolidacao da aprendizagem significativa (Ausubel), o engajamento
na construgao do conhecimento (Construcionismo de Papert) e o uso pedagdgico das
TDIC (GeoGebra) para visualizagao e experimentagao.

Para o estudante

Revise as construgdes feitas no GeoGebra e tente reproduzi-las sem consultar
0 passo a passo.

Experimente alterar valores dos parametros para perceber como isso afeta a
forma da curva.

Construa exemplos préprios € compare com 0s exercicios resolvidos.
Para o professor
Use as construgdes como demonstragdes dinamicas em sala de aula.

Adapte as atividades de acordo com o nivel da turma (Ensino Médio, curso de
graduacéao ou formagao continuada).

Utilize o recurso para avaliagdo formativa, observando se os alunos conseguem
identificar e relacionar elementos e equacgdes da hipérbole sem apoio visual.
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SUPERFICIE CONICA E SUAS INTERSEGOES COM UM PLANO

Objetivo da atividade: construir uma superficie conica e um plano para verificar as
suas intersecdes.

Recursos: computador/celular com acesso a internet ou computador/celular com o
aplicativo do GeoGebra instalado.
Tempo estimado: 30 minutos.

Passo a Passo no GeoGebra
Passo 1 - Preparagao do ambiente de trabalho

Abra uma nova janela no GeoGebra.

Ative a opgéao de Janela de Visualizagao 3D.

CErce : @ ReArbDaed@sN b q =
X Fechar + | Entrada B = i Y =
x= Calculo Simbdlico (CAS)

@ Jansla de Visualizagdo 2

4. Janela de Visualizacio 3D

£ Planilha 2 EER JeaC] Feast IRRL]

/A Calculadora de Probabilidades Q

i Protocolo de Construgio a

Passo 2 - Construgao da superficie conica
Digite no campo de entrada: zA2=x"2/a+y”*2/b
Os controles deslizantes a e b serdo criados automaticamente.

A janela 3D ira mostrar uma superficie conica.

A *. D de A @ LN e P D Q =
SEERE = f/c|s= 2N
5 e e 5 (3) 7]
b=1 :
O G ———— e @ :
R &
o eq].zfa-!-b o - 1 - -
-+ Entrada...

Vocé pode reduzir o espago da Janela 2D arrastando a barra que a limita.
Passo 3 - Construgao do plano
Digite no campo de entrada: cx+dy+fz+g=0

Essa é a equacao de um plano. Por consequéncia, os controles deslizantes c,
d, f e g seréo criados. Altere seus valores conforme preferir.



R+~ dd e 4@ £ N mo £ Sc Q

o © O
"
I
4
I

(@]

@]

prextdytfzig=0
o

= 26x+y+z=-1

Passo 4 - Determinagao da intersegao do plano com a superficie conica

Digite, no campo de entrada.: Intersecao (eq1,p).

Passo 5 - Exploragao dos controles deslizantes ae b

Movimente os controles deslizantes ¢, d, f e g e perceba que, dependendo dos
coeficientes do plano, a intersecéo ira mostrar curvas diferentes. Isso quando houver
intersecgao.

~

Berxboded@sNmd scQ
© it ¥

eql: z® =

=N

prex+dy+fz4+g =0

= 26x+y+z=-1

& IntersecioGeométrica(p, eql)

= X =(-0.38 -0.15, 0.15) + (+ 0.14 cosl

+ | Entrada..
-

Fe— »




Conseguiu visualizar pelo menos uma circunferéncia, hipérbole, parabola e elipse nas
interse¢des? E por isso que essas curvas sdo chamadas de seg¢des conicas.
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