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1. Apresentacao

Com o intuito de colaborar com o processo de ensino-aprendizagem da funcao
exponencial, construimos este Produto Educacional, proposto como requisito a
titularizacdo de mestrado do Programa de P6s-Graduacdo em Ensino de Matemética
(PPGEM-UEPA), no ambito do Mestrado Profissional em Ensino de Matematica, cujos
resultados demonstraram-se satisfatorios.

Cabe destacar que este Produto Educacional foi concebido a partir da
investigacao cientifica intitulada “O Ensino de Funcdo Exponencial por meio da
Modelagem Matematica”, desenvolvida no contexto do referido programa de pds-
graduacdo. Portanto, este produto educacional é composto por uma sequéncia
didatica que nos apresenta uma alternativa metodologica para o ensino de funcao
exponencial com base na modelagem matematica. De acordo com 0s pressupostos
teorizados sobre modelagem matematica de Biembegut (2003), Burak e Kliber (2008)
e Barbosa (2003); com o objetivo de apresentar mais uma alternativa metodolégica
gue contribua de forma significativa para o ensino de funcéo exponencial.

A proposta apresenta uma abordagem didatica inovadora, que visa explorar
aspectos conceituais essenciais a compreensao da funcdo exponencial, articulando
teoria e pratica por meio de uma sequéncia didatica estruturada. Possibilitando ao
aluno ser o protagonista de sua aprendizagem, ao realizar atividades de conceituacao
e redescoberta, e ao professor ser o0 mediador desse processo de ensino.

A presente obra foi elaborada com o intuito de abordar as complexidades
comumente observadas por docentes e discentes no estudo da funcdo exponencial.
Para tal, buscou-se conceber estratégias pedagogicas eficazes para o aprimoramento
de seu ensino. Almeja-se que este material contribua substancialmente para a
consolidagcédo do raciocinio matematico e para o aperfeicoamento das metodologias
didaticas empregadas pelos educadores.

Almeja-se que esta sequéncia didatica seja um subsidio valioso no processo
de ensino da fungdo exponencial, conferindo maior dinamismo, interatividade e
atratividade a abordagem desse tema, tanto para os discentes quanto para os
docentes que a empregarem. Ressalta-se a possibilidade de realizar adaptagdes
durante a implementagao em sala de aula, a fim de que o material se ajuste de forma
6tima a cada contexto educacional especifico.

Desejamos a todos grande sucesso e um excelente trabalho!



2 — FUNDAMENTAGAO TEORICA

A proposta metodoldgica desta investigacdo caracterizou-se por sua natureza
gualitativa e experimental. Consistiu na elaboracdo e implementacdo de uma
sequéncia didatica, alicercada nos pressupostos tedricos da modelagem matematica
formulados por Biembegut (2003), Burak e Kliber (2008) e Barbosa (2003). O objetivo
central foi investigar as potencialidades de tal abordagem no processo de
aprendizagem da func&o exponencial. E a consequente elaboracdo deste produto
educacional para servi como instrumento no processo de ensino da funcéo
exponencial.

De forma que deste produto educacional esta alicercado em duas bases
tedricas principais: a Modelagem Matematica referente a fundamentacdo para a
elaboracao das atividades e na Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica -,
formulada por Raymond Duval (2003) -, no que tange a avaliacdo e validacao da
aprendizagem do aluno mediante a experimentacado da sequéncia.

A Modelagem Matematica, conforme Biembengut e Hein (2011), constitui-se
em uma metodologia que habilita os discentes a compreender e representar cenarios
do mundo real por intermédio da linguagem matematica. Os referidos autores
enfatizam que o processo de modelagem abrange etapas cruciais, tais como a
interpretacdo da problematica, a elaboracdo de um modelo, a resolucdo matematica
e a subsequente analise dos resultados. Essa abordagem didatica fomenta a
participacdo ativa dos alunos e o desenvolvimento do pensamento critico.

Para Bassanezi (2002), o ato de modelar denota a "traducao de uma situagao-
problema para a linguagem matemaética, sua resolucdo e a interpretacdo dos
resultados obtidos" (p. 15). Barbosa (2001), por sua vez, complementa essa
perspectiva ao postular que a modelagem representa uma préatica social e
investigativa, a qual confere valor ao conhecimento prévio dos estudantes e as suas
experiéncias, propiciando a construcdo de significados matematicos em contextos
auténticos.

Para a plena compreensdo da Modelagem Matematica, faz-se necessario o
entendimento do conceito de modelo matematico. Bassanezi (2004, p. 20) o define
como "uma construcdo matematica abstrata, simplificada, que retrata uma por¢éo da
realidade com uma finalidade especifica". A luz dessa definicdo, compreende-se 0

modelo como uma representacao paradigmatica do objeto em analise.



Conforme Bassanezi (2004, p. 20), "a importancia do modelo matematico
consiste em ter uma linguagem concisa que expressa nossas ideias de maneira clara
e sem ambiguidades, além de proporcionar um arsenal de resultados [...]". O modelo
viabiliza a transicao da situacéo real para o desafio matematico, ou seja, a busca por
pressuposi¢cdes que descrevam matematicamente a solugdo do problema. Nesse
sentido, a Modelagem Matematica configura-se como o procedimento que culmina

na criacdo desse modelo. Santos e Rosa esclarece que a:

Modelagem matemética € uma estratégia que requer a obtencdo de
modelo que busca descrever matematicamente uma situagéo real para
em seguida compreender e estuda-lo, levantando dados e elaborando
hipoteses sobre tais fendmenos. Nesta perspectiva, modelagem
mateméatica pode ser vista como estratégia de ensino e aprendizagem.
Pode-se entendé-la como uma abordagem de umproblema real por meio
da matemética, do problema serdo extraidas as caracteristicas
pertinentes, elaboradas hipéteses e enfim feitas representacdes em
variaveis matematicas. (SANTOS E ROSA, 2008,p. 14).

A Modelagem Matematica, sob essa 6tica, € concebida como uma abordagem
engajadora com a realidade no processo de construcdo do conhecimento matematico.
Manifesta-se como um método dindmico e eficaz para a exploracdo e compreensao
de diversos fendmenos por meio de conceitos matematicos. De acordo com Barbosa
(2007, p. 161), constitui-se em “um ambiente de aprendizagem em que os alunos sao
convidados a investigar, por meio da matematica, situacbes com referéncia na
realidade”.

Em contraste, Burak (2010) propde uma abordagem da Modelagem
Matematica que se distancia da constru¢do de um modelo matemaético tradicional. Em
vez disso, enfatiza que essa metodologia consiste em um conjunto de procedimentos
destinados a criar uma representacao paralela para explicar matematicamente os
fendbmenos presentes no cotidiano humano. Essa abordagem visa facilitar a realizacéo
de previsdes e a tomada de decisfes informadas. Com esse propdsito, o pesquisador
desenvolve uma estrutura metodolégica composta por cinco fases, que sao

apresentadas a seguir, com base na interpretacao de Burak e Kliber (2008):

Escolha do tema — € 0 momento em que o professor apresenta aos alunos
alguns temas que possam gerar interesse ou 0s préprios alunos sugerem um
tema. Esse tema pode ser dos mais variados, uma vez que néo necessita ter
nenhuma ligacdo imediata com a mateméatica ou com contetdos
matematicos, e sim com o que os alunos querem pesquisar. Ja nesta fase é
fundamental que o professor assuma a postura de mediador, pois devera dar
o melhor encaminhamento para que a op¢ao dos alunos seja respeitada.

Pesquisa exploratéria — escolhido o tema a ser pesquisado, encaminham-se
os alunos para a procura de materiais e subsidios teéricos dos mais diversos,



0s quais contenham informacdes e noc¢bes prévias sobre o que se quer
desenvolver/pesquisar. A pesquisa pode ser bibliografica ou contemplar um
trabalho de campo, fonte rica de informacdes e estimulo para a execugéo da
proposta.

Levantamento dos problemas — de posse dos materiais e da pesquisa
desenvolvida, incentiva-se os alunos a conjecturarem-se sobre tudo que pode
ter relagdo com a matemética, elaborando problemas simples ou complexos
gue permitam vislumbrar a possibilidade de aplicar ou compreender
conteddos matematicos, isso com a ajuda do professor, que néo se isenta do
processo, mas se torna o “mediador” das atividades.

Resolucdo dos problemas e o desenvolvimento do contedldo matematico no
contexto do tema — nessa etapa, busca-se responder os problemas
levantados com o auxilio do conteddo matematico, que pode ser abordado
de uma maneira extremamente acessivel, para, posteriormente, ser
sistematizado, fazendo um caminho inverso do usual, pois se ensina o
conteldo para responder as necessidades surgidas na pesquisa e no
levantamento dos problemas concomitantemente.

Analise critica das solu¢des — etapa marcada pela criticidade, ndo apenas em
relagdo a matematica, mas também a outros aspectos, como a viabilidade e
a adequabilidade das solugbes apresentadas, que, muitas vezes, sao légica
e matematicamente coerentes, porém inviaveis para a situac&o em estudo. E
a etapa em que se reflete acerca dos resultados obtidos no processo e como
esses podem ensejar a melhoria das decisGes e a¢bes, contribuindo, dessa
maneira, para a formacdo de cidaddos participativos, que auxiliem na
transformac&o da comunidade em que participam (BURAK; KLUBER, 2008,
p. 21-22).

Essa abordagem proposta por Burak e Kluber (2008) serviu como um dos
pilares para a construcdo da nossa sequéncia didatica e conseguentemente da
elaboracdo das atividades para a experimentacdo da mesma. Pois ela é mais
adaptavel para uma realidade da sala de aula em escolas publicas, por torna prética
aplicacéo.

Complementarmente, a Teoria dos Registros de Representacdo Semibtica,
formulada por Raymond Duval (2003), aponta que a aprendizagem em matematica
requer a articulacdo entre diferentes registros de representacao, tais como gréficos,
tabelas, linguagem algébrica e representacbes verbais. Segundo o autor,
compreender um conceito matematico exige ndo apenas a conversao entre registros
distintos, mas também a coordenacao entre eles.

Nossa sequéncia foi pensada de tal maneira que nos levasse a compreender;
como a aprendizagem se daria, & medida que os alunos trabalhassem e se
apropriassem dos diversos registros de representacdo na construcdo da sua
aprendizagem. Serviu como meio para avaliamos a eficicia da experimentacdo da

sequéncia didatica.



A integracdo dessas duas abordagens — modelagem e registros semioticos —
proporciona uma base solida para a construcdo da sequéncia didatica proposta. Ao
propor problemas contextualizados e incentivar o uso de diferentes formas de
representacdo, o professor amplia as possibilidades de compreensé&o dos alunos e
favorece a aprendizagem significativa dos conceitos relacionados a funcéo
exponencial.

3. A FUNCAO EXPONENCIAL

A funcdo exponencial constitui um instrumento matematico primordial para a
andlise de processos de crescimento e decaimento em multiplos dominios cientificos,
abrangendo areas como fisica, biologia, economia e financas. O presente capitulo tem
como objetivo examinar, de forma sistemética, os aspectos historicos, as definicbes
formais, as representacdes gréficas, as propriedades fundamentais e as aplicacdes
praticas dessa funcao.

Do ponto de vista histérico, a investigacdo da funcdo exponencial remonta a
periodos antigos, estando intrinsecamente associada ao estudo do crescimento
populacional, a capitalizacdo de juros compostos e a modelagem de fenémenos
naturais. Os primeiros indicios de seu desenvolvimento podem ser atribuidos as
contribuigdes de John Napier, pioneiro no estudo dos logaritmos, e de Jacob Bernoulli,
gue explorou o crescimento continuo em contextos financeiros. Contudo, foi somente
no século XVIII que a fungcédo exponencial adquiriu sua formulagéo precisa, gracas aos
trabalhos de Leonhard Euler, que estabeleceu a base dos logaritmos naturais como o
numero irracional e = 2,718.

Conforme assinala Boyer (1996), o desenvolvimento das funcbes exponenciais
e logaritmicas desempenhou um papel crucial no avanco do calculo infinitesimal e na
elaboracdo de modelos para uma vasta gama de fendbmenos naturais e econémicos.
Atualmente, a funcdo exponencial consolida-se como um dos pilares da matemética
aplicada, sendo indispensavel para a analise de dinAmicas populacionais, processos
de decaimento radioativo, disseminacdo de epidemias e sistemas econdémicos, entre
outros.

A relevancia da funcdo exponencial intensificou-se com o advento do célculo
infinitesimal e sua aplicacdo em sistemas dindmicos. Desde entdo, tem sido
amplamente empregada para representar fenbmenos como expansao populacional,
desintegracdo de materiais radioativos e evolucdo temporal de capitais financeiros.

Uma de suas caracteristicas mais notaveis reside em sua capacidade de exibir taxas
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de crescimento ou decrescimento aceleradas, superando significativamente os
padrbes observados em funcdes lineares.

Diversos processos naturais e sociais seguem esse comportamento
exponencial, incluindo:

- A desintegracao de elementos radioativos;

- A proliferacdo de microrganismos;

- A dindmica de crescimento populacional;

- A propagacéao de doencas epidémicas;

- A escala logaritmica de Richter;

- O conceito de meia-vida em quimica;

- A variacao da pressao atmosférica;

- Fendbmenos econdmicos, como capitalizacdo e juros compostos;

- O resfriamento de corpos (Lei de Newton);

- A dindmica de queda de corpos com resisténcia do ar (Emer, 2020, p. 26).

Na sequéncia, serdo apresentadas aplicacdes concretas da funcéo
exponencial em diferentes campos do conhecimento, com base nas contribui¢cdes de
Lima (2023) e Emer (2020).

Um Modelo Mateméatico de Crescimento Populacional

Imagine que vocé esta estudando como uma populacédo que cresce ao longo
do tempo. No final do século XVIII, Thomas Malthus criou um modelo para descrever
esse crescimento. Ele chegou a uma equacéo simples, mas poderosa:

N(t) = No.e(

Onde:

- N(t) € o tamanho da populagcdo em um momento especifico (t);

- No € o tamanho da populacao inicial (quando t = 0);

- r € 0 potencial bidtico, uma constante que varia de acordo com a espécie.

- e é a base do logaritmo natural (aproximadamente 2,718).

Isto significa que cada espécie tem seu préprio ritmo de crescimento,
representado pelo potencial biotico (r). Se nao houver fatores que impecam o
crescimento, a populacdo pode aumentar de forma exponencial. Isso significa que o
crescimento pode ser muito rapido!

Essa equacdo pode ser usada para calcular o crescimento de qualquer
populacdo, desde que vocé saiba o percentual de reproducdo da espécie. E uma

ferramenta valiosa para entender como as popula¢cées mudam ao longo do tempo.
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Curvas de Aprendizagem: Melhorando a Eficiéncia

Visualize que vocé esta aprendendo uma nova habilidade ou tarefa. No inicio,
VvOCcé pode cometer erros e demorar mais tempo para realizar a tarefa. Mas, a medida
gue vocé ganha experiéncia, sua eficiéncia melhora! Isso é o que as curvas de
aprendizagem mostram.

As curvas de aprendizagem sao uma forma de medir como a eficiéncia de um
trabalhador melhora ao longo do tempo. Elas podem ser representadas por um
modelo exponencial, que ajuda a prever custos futuros e niveis de producdo. As
curvas de aprendizagem sao (teis em muitas areas, como:

- Programacao de tarefas produtivas;

- Reducao de perdas devido a inexperiéncia;

- Previsao de custos e producéao.

Ao estudar esses fendmenos, podemos identificar padrdes e tendéncias. I1sso
nos permite:

- Analisar grandezas e obter dados;

- Perceber representacbes e modelos que simplificam a compreensdo do
fendbmeno;

- Tomar decisfes informadas.

Matematica Financeira: O Poder dos Juros Compostos

Agora pense que vocé esta planejando suas financas e precisa tomar decisdes
importantes sobre como gerenciar seu dinheiro. A matematica financeira € uma
ferramenta essencial para isso, e 0s juros compostos sdo um conceito fundamental.

Os juros compostos sdo um tipo de regime de capitalizacdo que faz com que o
valor do seu dinheiro cresca de forma exponencial ao longo do tempo. Isso significa
gue os juros sdo calculados ndo apenas sobre o capital inicial, mas também sobre os
juros acumulados anteriormente.

A formula para calcular o montante (o valor total do capital inicial mais os juros
acumulados) é:

M=C.(1+ i)t

Onde:

- M é o montante;

- C é o capital inicial;

- i € ataxa de juros (em porcentagem) por unidade de tempo;

- t € o tempo em unidade de tempo.
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Os juros compostos sdo importantes porque permitem que vVocé:

- Calcule o valor futuro de um investimento ou empréstimo;

- Compare diferentes opc¢des de investimento ou empréstimo;

- Tome decisdes informadas sobre como gerenciar seu dinheiro.

Os juros compostos sdo usados em muitas situagbes do cotidiano, como:
investimento em poupanca ou fundos; empréstimos bancarios ou financiamentos e
planejamento de aposentadoria ou investimentos de longo prazo. E um poderoso
instrumento da matematica financeira, utilizado no planejamento e nos caculos de
crescimento acumulados de investimentos ao longo do tempo. Os bancos usam deste
conceito matematico para aumentar seus rendimentos de aplicacdes financeiras,
calcular o valor total de dividas, empréstimos e financiamentos. Fazendo com que os
juros incidam sobre os juros ja acumulados, elevando o montante a ser pago ao longo
do tempo.

Terremotos: Entendendo o Fenbmeno

Os terremotos sdo eventos naturais que ocorrem quando ha uma liberacéo
repentina de energia na crosta terrestre, causando vibracées que se propagam pela
superficie da Terra. Isso pode ser resultado de:

- Movimentos de placas tectdnicas: quando as placas rochosas se deslocam e
liberam energia;

- Atividade vulcanica: quando os vulcdes entram em erupcao e liberam energia;

- Deslocamentos de gases: quando gases, como 0 metano, se deslocam no
interior da Terra e causam vibragoes.

A magnitude de um terremoto é medida por meio de um sismoégrafo, um
aparelho desenvolvido por Charles Richter e Beno Gutenberg em 1935. A escala
Richter é usada para medir a magnitude dos terremotos em graus. A magnitude de
um terremoto determina o quao destrutivo ele pode ser. Quanto maior a magnitude,
mais graves podem ser as consequéncias, incluindo: danos a edificios e infraestrutura;
perda de vidas humanas, além de deslizamentos de terra e outros desastres
secundarios.

Por isso, a medi¢do da magnitude dos terremotos é fundamental para entender
0 potencial de destruicao e tomar medidas para mitigar os efeitos. Isso ajuda a salvar
vidas e reduzir os danos causados por esses eventos naturais.

Resfriamento de Corpos: Entendendo a Lei de Newton
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A lei do resfriamento de Newton é um conceito fundamental da fisica que
descreve como o0s corpos perdem calor para o ambiente. Essa lei € amplamente
aplicada em diversas areas, desde a medicina até a culinaria.

De acordo com a lei de Newton, a taxa de resfriamento de um corpo é
proporcional a diferenca de temperatura entre o corpo e o ambiente. Isso significa que:

- Quanto maior a diferenca de temperatura, mais rapido o corpo perdera calor.

- Quanto menor a diferenca de temperatura, mais lento o corpo perdera calor.

A lei do resfriamento de Newton tem muitas aplica¢6es praticas, incluindo:

- Estimativa da hora da morte: a lei pode ser usada para estimar a hora da
morte de uma vitima, medindo a temperatura do corpo e comparando-a com a
temperatura ambiente.

- Preparacdo de alimentos: a lei pode ser usada para determinar o tempo
necessario para que um alimento, como o café, atinja a temperatura ideal para o
consumo.

Além da diferenca de temperatura, outros fatores podem influenciar o
resfriamento de um corpo, incluindo:

- Conducao de calor: a transferéncia de calor por contato direto entre o corpo e
0 ambiente.

- Conveccao: a transferéncia de calor por meio do movimento de fluidos, como
0 ar ou a agua.

- Radiacdo: a transferéncia de calor por meio de ondas eletromagnéticas.

A lei do resfriamento de Newton é fundamental para entender como 0S corpos
interagem com o0 ambiente e como podemos controlar a temperatura em diversas
situacdes. Isso tem implicacfes importantes em areas como a medicina, a engenharia
e a culinaria.

Agora que entendemos a importancia das curvas de aprendizagem e como elas
podem ser modeladas pela fungcdo exponencial, vamos explorar mais sobre essa
funcdo. Vamos aprender sobre sua definicdo, caracteristicas, propriedades e
representacdes graficas e algébricas.

Decaimento Radioativo e Meia-Vida: Entendendo o Conceito

O decaimento radioativo € um processo natural em que substancias radioativas
perdem sua radioatividade ao longo do tempo. Isso ocorre porque 0s atomos instaveis
emitem radiacdo e se transformam em atomos mais estaveis. A meia-vida € um

conceito fundamental para entender esse processo.
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A meia-vida é o tempo necessario para que a quantidade de uma substancia
radioativa se reduza a metade. Isso significa que, ap0s cada periodo de meia-vida, a
guantidade de material radioativo restante é metade da quantidade inicial.

O calculo da meia-vida é feito por meio de uma funcdo exponencial, que
relaciona a quantidade de material radioativo restante com o tempo decorrido. A

formula é:

1.t

Q) =Qo.(5)P

Onde:

- Q(t) é a quantidade de material radioativo restante ap0s o tempo t.

- Qo é a quantidade inicial de material radioativo.

- t é o tempo decorrido.

- p é o valor da meia-vida do material considerado.

Aplicacdo na Arqueologia

A meia-vida é fundamental para a datacéo radioativa, um método usado para
estimar a idade de materiais antigos, como fésseis ou vestigios de civilizagbes. O
carbono-14 (C-14) € um dos elementos mais utilizados para essa finalidade.

O C-14 tem uma meia-vida de aproximadamente 5.730 anos, o que significa
gue, apos esse periodo, metade da quantidade inicial de C-14 tera se desintegrado.
Isso permite que os cientistas estimem a idade de materiais organicos com base na
quantidade de C-14 restante.

A meia-vida também é importante na medicina, especialmente quando se trata
de medicamentos. O tempo de meia-vida de um medicamento € 0 tempo necessario
para que sua concentracdo no organismo se reduza a metade. Isso ajuda a determinar
a duracéo do efeito farmacolégico e a frequéncia de administracdo do medicamento.

A meia-vida € um conceito fundamental em diversas areas, incluindo fisica,
guimica, arqueologia e medicina. Ela ajuda a entender o decaimento radioativo, a
estimar a idade de materiais antigos e a determinar a duragcdo do efeito de
medicamentos.

Ao examinar as aplicacfes previamente mencionadas, constata-se que esses
fendbmenos exibem uma propenséo exponencial em multiplos dominios. Com base
nesses exemplos, torna-se viavel analisar e identificar variaveis, coletar dados e

informagdes e, consequentemente, discernir uma tendéncia, uma representacao e um
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modelo que simplifica e facilita a compreensdo do fendbmeno em questéo.
Considerando que esses fendmenos podem ser efetivamente modelados por meio da
funcdo exponencial, procederemos, na proxima secdo, a apresentacdo de sua
definicdo, elementos constitutivos, caracteristicas fundamentais, propriedades
essenciais e representacdes graficas e algébricas.

Definicdo da funcéo exponencial

Matematicamente, uma funcéo exponencial é qualquer funcéo da forma f(x) =
a*, emquea > 0ea # 1, e x pertence ao conjunto dos numeros reais. A base a
determina o comportamento da funcdo: quando a > 1, a funcao é crescente; quando
0 < a < 1, é decrescente. O dominio da funcdo exponencial € R e sua imagen é o
intervalo (0, o).

A fungdo exponencial mais conhecida € a funcdo f(x) =e*, onde e =
2,718281828... € a base dos logaritmos naturais. Essa funcdo possui propriedades
analiticas e algébricas que a tornam essencial em diversas areas da matematica,
especialmente no calculo diferencial e integral.

Para Lima (2023), uma fungéo f: R — R+*, definida por f(x) = a* ouy = a*,
,coma > 0 e a +# 1, é denominada fungcdo exponencial e possui as seguintes
propriedades, para quaisquer X, y € R:

1. -a*. @’ = a®;

2.-al=a;

.-x<y=>d*< &,quandoa >lex < y=>a’ < a*,quando0 < a < 1.

As restricdes, a > 0 e a # 1, dadas na definicdo sdo necessarias, pois, caso
contrario, nao seria possivel caracterizar uma funcdo exponencial.

-Sea = 1, f(x) = a* é uma fungdo constante. Exemplo: f(x) = 1* = 1, para
todox € R.

-Sea = 0, f(x) = a* ndo é definida em R. Exemplo: f£(5) = 05. 05 ndo é
definido em R.

-Sea < 0, f(x) = a* ndo é definida para todo x € R. Exemplo: Para a =

—4ex= %;temos:f(i) = (—4)% = \/m ¢ R.
Propriedades da funcdo exponencial
As principais propriedades algébricas da fungdo exponencial séo:
—a® =1, para todo a # 0;

-at. ad = a(x y),
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- (ax)y = (a)(x-y) X

a _ (x-y) .
_ay - a ;

A funcdo exponencial, em virtude dessas propriedades, constitui uma
ferramenta de grande utilidade na resolucdo de equacdes exponenciais e na analise
de fenbmenos que apresentam crescimento continuo.

Grafico de uma func¢éo exponencial

A visualizagdo grafica € um recurso fundamental para a compreensdo do
comportamento de fendbmenos. A fungdo exponencial, em particular, & caracterizada
por uma representacdo grafica que reflete situacbes de crescimento ou
decrescimento. A fungédo f(x) = a*, com a > 1, ilustra o crescimento exponencial
de forma exemplar (FIGURA 1).

Figura 1 - Grafico da funcéo f(x) = 2*
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Fonte: Do autor (2024).
A analise gréfica da fungdo exponencial revela um comportamento crescente,

caracterizado pela intersecdo com o eixo das ordenadas no ponto (0,1).
Em contraste, o decrescimento exponencial € representado pela funcao f(x) =

a*, coma € Re0 < a < 1, conforme ilustrado na Figura 2, que apresenta a
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representacao grafica da funcdo f(x) = (%) *, obtida mediante o célculo dos pares
ordenados correspondentes.

Figura 2 - Gréfico da fungéo f(x) = (%)"
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Fonte: Do autor (2024).

A representacédo grafica da fungdo exponencial apresenta um comportamento
decrescente, intersectando o eixo das ordenadas no ponto (0,1).

De modo geral, as fungBes exponenciais podem ser classificadas em duas
categorias, com base no valor da base 'a’. Se 'a’ for maior que 1, a fungéo é crescente,
pois, para qualquer x, > x; © a*2 > a*t .

Por outro lado, se 0 <'a' < 1, a funcdo é decrescente, pois, para qualquer x, >
X, © a2 < a*.

A curva exponencial, que representa graficamente a fungao, intersecta o eixo
das ordenadas no ponto (0,1) e apresenta uma assintota horizontal no eixo das
abscissas, permanecendo sempre acima deste eixo, visto que f(x) = a* > 0 para
todo x € R. Consequentemente, os valores da funcdo se aproximam arbitrariamente
de zero, mas nunca atingem ou séo inferiores a zero. Além da fungcdo exponencial
f(x) = a*, existe a funcdo exponencial natural f(x) = e*, cuja base é o ndmero
irracional 'e', também conhecido como nimero neperiano, com valor aproximado de

2,718281828. A funcdo exponencial natural é particularmente Gtil na modelagem de
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fenbmenos que exibem crescimento ou decrescimento continuo, bem como no calculo
diferencial e integral, devido a sua propriedade singular de ser idéntica a sua propria
derivada.

Este estudo concentrou-se na exploracao da fungao exponencial com base 'a’,
considerando sua relevancia como conceito inicial e essencial para a compreensao
de fenbmenos exponenciais em contextos educacionais, especificamente no ambito
do 1° ano do Ensino Médio, em situacfes experimentais que ilustram processos de
crescimento e decrescimento exponencial.

A funcdo exponencial permite ao aluno compreender os fenémenos de
crescimento e decrescimento que ocorrem no mundo real. Por isso, seu ensino nao
deve ser limitado a definicdes formais e manipulacdes algébricas, mas ampliado por
meio da modelagem, do uso de tecnologias e de situacdes-problema
contextualizadas; que se constitui o foco da nossa pesquisa. Com isso, promove-se
uma aprendizagem mais significativa, conectada a realidade dos alunos e ao
desenvolvimento do pensamento matematico.

4. UM OLHAR SOBRE MODELAGEM MATEMATICA

Pra comecar a entender a modelagem, o primeiro passo € saber o que significa
a palavra "modelo". Essa palavra tem varios sentidos diferentes. Numa pesquisa
inicial, a gente vé que um modelo pode ser feito de muitas formas e jeitos, podendo
usar um monte de linguagens matematicas. Também tem a preocupacédo de como
usar os simbolos e conceitos da matematica.

Pra Biembengut e Hein (2007, p. 12), o modelo é tipo "um monte de simbolos
e contas matematicas que tenta traduzir, de alguma forma, um fenébmeno ou um
problema da vida real". Eles destacam que o modelo consegue mostrar a realidade
do que esta sendo estudado, mesmo que de um jeito mais simples, por causa das
estimativas que a gente faz. Fazer um modelo geralmente é um trabalho em grupo e,
desde o comeco, tem uma discussdo importante sobre o que vai ser feito. Essa
conversa pode ser sobre, por exemplo, os "preconceitos" da educacdo matematica
critica.

Sobre a ligacdo entre a modelagem matematica e a educacdo matematica
critica, Aradjo (2009, p. 55) diz que a matematica € uma ferramenta que ajuda na
modelagem, feita pra "promover a participagdo critica dos alunos/cidaddos na

sociedade, discutindo questdes politicas, econdmicas e ambientais".
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Inspirado em Skovsmose (1990), Barbosa (2006) sugere que a Modelagem
pode ter trés tipos de conversas:

- Conversas matematicas:* basicdo, sobre os conceitos e as contas da
matematica;

- Conversas técnicas:* sobre como arrumar a situacdo-problema;

- Conversas reflexivas:* sobre o que € o modelo, os critérios usados pra
construir ele e qual o papel dele na sociedade.

Cada uma dessas conversas vai levar a caminhos diferentes, ou, como o autor
diz, a "rotas" diferentes. As conversas reflexivas podem nos fazer pensar criticamente
de varios jeitos. A visdo socio-critica, como Barbosa (2006) aponta, discute como a
Modelagem Matematica € usada em sala de aula. Ele diz que as atividades de
Modelagem podem levar os alunos a ver que os modelos que eles criam ndo séo
neutros, ajudando-os a entender que eles sao resultado de onde e como séo feitos e
usados. Assim, eles percebem que a matematica ndo é uma descricdo 100% correta
e neutra da realidade. Ou seja, os modelos sdo uma representacéo da realidade e ndo
a propria realidade.

Ter um olhar critico na Modelagem Matemética ajuda os alunos a criticarem
como os modelos sao feitos e adaptados para resolver um problema (BARBOSA,
2006). Desse jeito, o objetivo € desenvolver a capacidade critica nos alunos,
estimulando debates sobre politica, economia e meio ambiente (SKOVSMOSE, 2001).
Assim, a critica esta na "propria Matematica assim como 0 seu uso na sociedade, e
ndo apenas se preocuparia com o desenvolvimento de habilidades em calculos
matemaéticos" (ARAUJO, 2009, p. 55-56).

Usar um olhar critico na Modelagem Matematica em sala de aula ajuda a
analisar como os alunos desenvolvem e usam a Matematica pra apresentar solucées
para problemas do dia a dia (SKOVSMOSE, 2003). Desse modo, eles se tornam
cidadaos ativos e criticos numa sociedade que é muito influenciada pela matematica.

A Modelagem Matematica da um poder, que vem de estudar criticamente como
0S conceitos e aplicacdes matematicas sdo usados ao longo da criacdo dos modelos
(BARBOSA, 2003). Esse estudo permite que a gente desenvolva um posicionamento
social, com base na matematica, tentando encontrar solugdes para o nosso dia a dia.

Por isso, fazer modelos matematicos ndo é algo neutro, ja gue modelar envolve
entender como 0 conhecimento matematico é expresso desde a criagcdo até a
resolucdo desses modelos (BARBOSA, 2006).
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Entdo, enquanto a gente esta fazendo um modelo, a gente descreve, analisa e
interpreta os acontecimentos pra ter discussoes criticas e pensamentos que vao além
de como resolver o modelo que os alunos criaram (BARBOSA, 2008).

5 — SEQUENCIA DIDATICA

Nesta seccao, apresentamos a sequéncia didatica, e o desenvolvimento da sua
construcdo para aprendizagem de funcdo exponencial, a partir do ajuste de curvas de
dados tabelados utilizando o aplicativo Desmos. Nossa sequéncia didatica € composta
de trés etapa bem definidas nos moldes da modelagdo matematica proposta por
Biembegut (2003), porém, com alguns ajuste e adaptacdes para facilitar sua utilizagéo
em sala de aula.

Nossa sequéncia é fundamentada nos constructos teéricos da modelagem
matematica, conforme delineados por Biembegut (2003), Burak e Kluber (2008) e
Barbosa (2003). Optamos pela utilizacdo da modelagem matematica, com o auxilio
de tecnologias educacionais (aplicativo Desmos), como abordagem metodologica
central para a estruturacdo da sequéncia didatica.

Planejamento e Aplicacdo da Sequéncia Didatica

A sequéncia didatica elaborada visa apresentar o conteido de funcéo
exponencial por intermédio da modelagem matematica, com o suporte do aplicativo
matematico Desmos. Este recurso sera empregado para realizar o ajuste da curva
exponencial do modelo a partir de dados propostos nas atividades, sugerindo, por
meio do aplicativo, modelos matematicos que melhor representem ou se aproximem
da realidade das informacdes inerentes a situagdo-problema sugerida. Conforme
previamente mencionado, a construcdo desta sequéncia didatica alicerca-se nas
premissas da modelagem matematica preconizadas por Biembegut (2003), Burak e
Kliber (2008) e Barbosa (2003), buscando sua aplicabilidade em um cenério de sala
de aula, onde, tipicamente, o tempo disponivel por aula é de cinquenta minutos. A
sequéncia € composta por trés atividades, cuja descricdo dos procedimentos
necessarios para sua efetiva execucao sera detalhada a seguir.

A primeira atividade, intitulada "Saude das criancas e as bactérias”, tem como
proposito instigar os discentes a reconhecerem que 0 processo de reproducdo
bacteriana segue um modelo exponencial, além de fomentar a discusséo sobre temas
transversais como higiene e saude. Em conformidade com os procedimentos
metodoldgicos inerentes a utilizacdo da modelagem matematica, proceder-se-a a

descricédo das etapas de aplicacdo da sequéncia didatica.
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PRIMEIRA ETAPA: INTERACAO COM O PROBLEMA*

Esta fase inicial da modelagem requer a selecdo do tema. Idealmente, o
professor/pesquisador apresentaria um rol de temas pré-definidos para a escolha do
aluno. Entretanto, considerando que se trata de uma sequéncia didatica (SD)
destinada a ser aplicada em contextos de sala de aula, onde o tempo disponivel para
uma aplicacdo mais minuciosa € por vezes restrito, considerou-se pertinente que os
temas das atividades ja estivessem previamente definidos na sequéncia. Tal
procedimento ndo compromete o0s preceitos da modelagem matemética, uma vez que
o tema se baseia em informacfes e dados reais. A esse respeito, recorre-se a
perspectiva de BARBOSA (2003, apud BRUCKI, 2011, p. 30), em seu primeiro caso
sobre as formas de desenvolvimento da modelagem matematica, que afirma que o
"professor apresenta a descricdo de uma situacado problema, com as informacdes
necessarias a sua resolucdo e o problema formulado, cabendo aos alunos o processo
de resolucéao”.

Nesta etapa, ocorre também a familiarizacdo com o assunto a ser investigado.
Para alcancar este objetivo, a dinamica tera inicio com a projecao de videos que
abordam a reproducdo de bactérias, a fim de que o aluno registre o tema e
compreenda a situacdo-problema que a atividade ira tratar. O primeiro video (Video
01) discorre de forma geral sobre a bactéria e seu modo de reproducéo. O segundo
video (Video 02) emprega um microscopio para demonstrar a reproducao bacteriana
ao longo do tempo. O professor/pesquisador formulara questbes como: (a) Qual o
tema dos videos? (b) Foi possivel observar aspectos mateméticos na reproducéo das
bactérias neles? Quais?

SEGUNDA ETAPA: MATEMATIZACAO*

Nesta etapa, ocorre a transposicdo da linguagem natural para a linguagem
matematica. Apés uma breve discusséo sobre o tema e a delimitacdo dos objetivos,
proceder-se-a a coleta de dados propostos na situacdo-problema. E neste momento
gue a folha contendo a Atividade 01 sera entregue aos alunos. Esta fase abrange a
formulacao e a resolucéo do problema. No caso da presente SD, para fins praticos, a
situacao-problema e os problemas propostos para resolucéo ja estédo incluidos na
atividade. E crucial, nesta fase, que o professor/pesquisador estimule os alunos a
construir tabelas com os dados extraidos das questdes e a buscar um modelo

matematico que solucione a situacao-problema proposta.



22

Espera-se que os alunos, inicialmente, apresentem modelos lineares para a
solucdo do problema. Neste ponto, sera realizada uma intervencédo, propondo duas
sugestdes de modelagem: uma linear e outra exponencial, com tudo sem nomea-las
explicitamente. Sera empregado o aplicativo Desmos para realizar o ajuste de curva
com os dados da situacao-problema dentro de parametros, permitindo que o aluno
observe o comportamento dos gréficos, analise, compare e proponha as melhores
solucbes a medida que os valores dos parametros sdo alterados para o ajuste de
curva mais adequado. E fundamental, nesta etapa, o auxilio de um recurso
tecnoldgico para o ajuste dos pontos extraidos do problema, buscando, assim, obter
um modelo apropriado a realidade proposta. Mais adiante, na aplicacao da atividade,
sera demonstrado como ocorrera o ajuste de curvas dos dados das atividades.

O aplicativo selecionado para o ajuste de curva e a escolha do modelo, como
ja mencionado, é o App Desmos, reafirmando a proposta de integracao da modelagem
com tecnologias educacionais. A realizacdo do ajuste de curva dos dados constitui
uma excelente opcdo para a geracdo de modelos, pois, ao final desta etapa, é
imperativo obter um conjunto de férmulas, expressdes ou equacdes. Bertone (2014,

p. 52) assevera que:

O Ajuste de Curvas surge quando se trata de interpretar dados de um
experimento. Fazer um ajuste de curvas significa simplesmente determinar
os coeficientes de uma funcéo f, dada genericamente a priori, de modo que,
no intervalo de valores considerado, esta funcdo e os dados estatisticos
estejam “préximos”. Dependendo do que entendemos por proximidade entre
funcado ajustada e os dados experimentais, teremos diferentes solugdes para
f

E importante ésclarecer um ponto relevante quanto a utilizagdo do termo
"ajuste” nesta proposta. A atividade desenvolvida com o uso do aplicativo Desmos
nao corresponde, tecnicamente, ao ajuste de curva nos moldes tradicionais — como
os realizados por meio de métodos estatisticos, tais como minimos quadrados ou
ajustes lineares e polinomiais. No contexto desta abordagem, adotou-se uma pratica
de carater exploratorio, na qual os parametros do modelo exponencial previamente
determinado sdo manipulados com o intuito de analisar o impacto dessas alteracdes
no comportamento grafico da funcdo. Uma espécie de ajuste da curva dentro do
modelo. Essa exploragao permite aos alunos observar, de maneira dinamica e visual,
como o0 modelo se adapta a situagdo-problema, favorecendo, assim, uma

compreensao mais significativa dos conceitos relacionados a funcéo exponencial.
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TERCEIRA ETAPA: MODELO MATEMATICO*

Esta fase corresponde ao processo de validacdo, durante o qual é realizada
uma analise minuciosa para assegurar que a representacao ou modelo desenvolvido
atenda de forma satisfatéria & questdo proposta. Esta inferéncia é alcancada pelo
aluno apés a testagem dos modelos utilizando novos pontos para o preenchimento da
tabela. Nesse sentido, ALVES e FIALHO (2019, p. 23) afirmam que:

"Como etapa final da modelagem, a validagdo se torna importante para a
confianca para o modelo. O aluno podera preencher um quadro de valores
de testagem da fungdo encontrada e assim, identificar que de fato o modelo

é representado pelo gréafico encontrado."

Ressalta-se que o professor/pesquisador atuard como mediador, orientador e
instigador no processo de conducdo da sequéncia didatica. Tais acfes visam a que
os alunos elaborem suas proprias conclusbes e alcancem uma aprendizagem
significativa do conteido. Somente ap6s a completude de todas as etapas desta
sequéncia didatica € que ocorrera a formulacdo dos conceitos relacionados aos
estudos da funcdo exponencial. Nesta perspectiva, sera agora apresentado o

desenvolvimento das atividades.
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Atividade 01
Titulo da atividade: Saude das Criancas e as Bactérias
Objetivo da atividade: Encontrar o modelo matematico para representar o
crescimento de uma coldnia de bactérias da situacdo proposta.

Materiais utilizados: datashow; computador, celulares; calculadora cientifica, caneta,
guadro negro, App Desmos.
Situacao Problema:

Situacao Problema

Muitas infec¢cdes bacterianas em criangcas podem ser prevenidas ao seguir o
cronograma de vacinacao recomendado, tais como, infec¢des virais (como 0 sarampo,
a poliomielite, a hepatite A e a hepatite B) podem também ser prevenidas pela
imunizagao de rotina.

No cotidiano, a entrada de virus e bactérias no organismo das criancas pode
ocorrer por diversos habitos simples, como nao lavar as maos antes de comer, ingerir
alimentos de procedéncia duvidosa, e cabe aos pais garantir que seus filhos sigam
todos os cuidados possiveis e tenham uma dieta saudavel, rica em varios nutrientes
importantes para que suas imunidades estejam sempre em alta para combater esses
agentes infecciosos.

Apds entrarem no organismo, 0 crescimento bacteriano se da por divisdo
binaria celular, em que a célula duplica seus componentes e se divide em duas novas
células. As células filhas tornam-se independentes quando um septo cresce entre

elas, fazendo com que elas se separem.

— Parede celular
Membrana celular
— Nucleodide alongado

; 1] . " O nucledide se divide
o a parede e a membrana
\ Q )/ celular comegam a formar
— ] — © septo transversal

)\ O septo transversal
torna-se completo

) As células-filhas
se separam

Uma vez que a bactéria ou virus tenha se adaptado ao meio, o crescimento da
populacdo, ocorrerd em velocidade incrivel, e a cada intervalo de tempo (tempo de

geracao), que varia de 20 minutos a 20 horas, dependendo da espécie, a populacao
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de organismos dobra de tamanho. Por exemplo, a p6s a contaminagdo por uma
bactéria, apds 7 tempos de geracdo, havera mais de 60 organismos nesta colbnia.

Uma forma de medir o crescimento bacteriano é através da estimativa do
numero de células que forma geradas por divisdo celular por milimetro de cultura.
Seguindo essa logica, por exemplo, uma cultura contendo 1.000 organismos por
milimetro com um tempo de geracdo de 20 minutos contaria 2.000 organismos por
milimetro, 4.000 organismos ap6s 40 minutos, 8.000 ap6s uma hora, 64.000 apos
duas horas e 512.000 ap0és trés horas.

Vamos refletir:

Existiria um modelo matematico para representar o crescimento de uma colénia
de bactérias para a situacéo apresentada no texto?

Procedimentos de aplicacdo da Atividade 1

Passo 01 - Apresentacao de dois videos sobre a reproducdo bacteriana e leitura do
texto da situacao problema abrindo momento de discusséo sobre o tema (A Interacao
com o Problema).
Video 01 - Bactérias: o que sao? onde vivem? o que fazem? (Disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=WarkP7QTDQQ. Acesso: 01/03/2024)

Video 02 - Reproducao das bactérias. (Disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=LifTbGEcfEQ. Acesso: 01/03/2024).
Texto de apoio: Reproducao das bactérias (Disponivel em:

https://www.biologianet.com/biodiversidade/reproducao-das-bacterias.htm. Acesso:
01/03/2024).

| - Instigar aos alunos a refletir sobre os videos e o texto entregue da situacdo

problema; se eles conseguem observar alguns aspectos ou padrées matematicos no
material apresentado.

Il - E possivel criar um modelo matematico para representar a reproducdo das
bactérias?

Passo 02 — Construcdes de tabelas com os dados reais do problema e ajuste dos
parametros do modelo exponencial com auxilio do App Desmos.

| - Neste momento devemos acessar o0 aplicativo Desmos na pagina:

https://www.desmos.com/calculator/nhfijoedh4?lang=pt-PT.



https://www.youtube.com/watch?v=WqrkP7QTDQQ
https://www.youtube.com/watch?v=LifTbGEcfEg
https://www.biologianet.com/biodiversidade/reproducao-das-bacterias.htm
https://www.desmos.com/calculator/nhfijoedh4?lang=pt-PT
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Il — Pedir para os alunos construirem uma tabela com os dados da questdo (no
caderno); analisarem os padrfes matematicos e solicitar que encontrem o modelo
matematico que soluciona a situacao problema (A Matematizacao).

[l — Construir a tabela no aplicativo Desmos e fazer o ajuste nos parametros do
modelo exponencial para obtermos o grafico da funcéo, de acordo com as seguintes
especificacoes:

1 — Graduacao dos eixos x e y: Devemos utilizar a graduacéo do eixo y variando
entre -475.724 até 8417.84. Com passos de 2000. E por sua vez, devemos graduar o
eixo x entre -123.864 até 158.935. Com passos de 20. Lembrando estas medidas
podem ser reajustaveis para adapta-las ao tamanho do monitor que se esteja usando.
2 - O controle deslizante do parametro b: Devemos variar de 500 até 2000; com b
= 1000, com passos de 100, para se ter o melhor ajuste;

3 - O controle deslizante do paréametro c: Devemos variar de - 0.1 até 0.1; com ¢ =
0,05. Com passos de 0,005; para se ter o melhor ajuste;

4 - O controle deslizante do parametro a: Devemos variar de 1 até 5; com a = 2.
Com passos de 1; para se ter o melhor ajuste. O parametro a deve valer 2, pois ele é
a baseado no modelo do tipo exponencial: y = b.a*

5 - O modelo: Desta forma, encontraremos o modelo exponencial dos dados do
problema: y = 1000. (2)%%5* | conforme mostrado nas Figuras 1 e 2 abaixo;

Figura 1 — Tabela 1 e Graduagé&o dos eixos x e y
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Figura 2 — Gréfico do Modelo Exponencial y = 1000. (2)%95%
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6 — Andlise e comparacbes dos modelos encontrados (consideracdes ao

3
Q y = 1000.(2)0-05%

=

professor): Neste momento da atividade, torna-se pertinente realizar uma andlise
critica dos modelos matematicos construidos pelos alunos, confrontando-os com o
modelo exponencial sugerido por meio da modelagem realizada no aplicativo Desmos.
A proposta € discutir possiveis ajustes e aperfeicoamentos nas solucdes
apresentadas, tomando como referéncia a estrutura algébrica da funcéo exponencial
na formay = b.a‘*..

O professor, enquanto mediador, deve incentivar 0s estudantes a
estabelecerem relagdes entre os modelos por eles elaborados e aquele sugerido na
intervencdao didatica, com o intuito de identificar os parametros a, b e c, interpretando-
0s no contexto do modelo y = 1000.(2)%%* obtido a partir da simulacdo no
aplicativo. Essa comparagéao visa promover uma melhor compreenséo da estrutura do
modelo e sua aplicacdo em contextos de crescimento exponencial, como € o caso da
reproducdo bacteriana.

Além disso, é importante destacar aos alunos que tal modelo representa uma
funcdo de crescimento exponencial, comumente empregada para descrever
fendOmenos caracterizados por variagdes acentuadas ao longo do tempo. Por fim,
sugere-se a manipulagdo dos parametros do modelo para observar, de forma

dindmica e visual, as alteracdes no comportamento da funcdo. Fazer a manipulacéo
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dos os parametros do modelo exponencial previamente determinado com o intuito de
analisar o impacto dessas alteracbes no comportamento grafico da funcao.
Promovendo assim uma compreensdo mais profunda do fendmeno matematico
representado.

A titulo de exemplificacdo, nesta primeira atividade, parte-se do conhecimento
prévio do modelo exponencial na forma y = b.a“*., em que b representa o valor inicial
(neste caso, 1000) e a corresponde a taxa de crescimento populacional. Por meio da
substituicdo das coordenadas extraidas da tabela, é possivel determinar os
parametros do modelo. Por exemplo, ao considerar x = 20, obtém-se y = 2000. Assim,
ao substituir esses valores na equacao exponencial, pode-se calcular o valor do
parametro a. Por exemplo:

Para x = 20 temos, y = 2000. Portanto, substituindo no modelo do tipo
exponencial y = b. a*., descobrimos que a valera:

2000 = 1000. a?°

Logo, achariamos o seguinte modelo para questéo:
y = 1000. (2)%05*

Que é a equacdo que modela a situacdo problema. Observando a férmula
podemos analisar algo interessante que o a € formado por dois numeros: o nimero 2
(base da equacéo) e 0,05 (expoente). Adaptando para a férmula vamos representar o
namero 0,05 pela letra c (que € a taxa de crescimento exponencial variavel).

Cabe ainda uma consideragao adicional quanto a uma forma alternativa de
representacdo do modelo exponencial y = b.a*, a qual pode ser naturalmente
construida pelos alunos. Trata-se de uma modelagem baseada na contagem dos
ciclos de 20 minutos correspondentes ao tempo de duplicacdo das bactérias. Essa
formulacdo é mais acessivel aos estudantes por sua simplicidade, sendo expressa

como y = 1000.2*, em que o valor de x resulta da divisdo do tempo total de
reproducéo t, pelo intervalo de 20 minutos: X = ﬁ. Com essa reconfiguracao, o modelo

t
pode ser reescrito como y = 1000. 2z0. Por exemplo, ao considerar t = 60 minutos,

temos x = % = 3; 0 que representa trés ciclos de duplicacdo. Substituindo na equacéo,
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obtém-se y = 1000.2* = y = 1000.28 = 8000, indicando que, apds esse periodo, a
populagao bacteriana alcancaria 8000 organismos, conforme tabelado.

Reajustando o0 modelo y = 1000.2* (y = b.a*); pode ser reescrito como y =
1000. 220 que € uma outra forma de representa o modelo sugerido pelo App Desmos:

1
y = 1000. (2)%%* . Devemos apenas atentar para o detalhe que y = 1000. 220" e % =

0,05 .

Passo 03 — Validacdo e escolha do melhor modelo para solucionar a situagao
problema (O Modelo Matematico).

| — Esta etapa é a hora dos alunos validarem o modelo escolhido. Que pode ser feito
utilizando uma calculadora cientifica do proprio celular. E de posse dos modelos
encontrados, basta testar os valores utilizados para a abscissa, onde x é a variavel
tempo em minutos e encontrar os valores y que é quantidade de bactérias.

Il - Descrever como sera feito o teste de validacao na calculadora cientifica

Para esta etapa vamos testar os pontos com o intuito de descobrir quantas bactérias
y existiram ap6s x = 100 mim, ou seja, 1 h e 40 mim.

Modelo Exponencial: y = 1000. (2)%95%

Formula na calculadora cientifica para realizar a verificagéo
Poderemos usar: y = 1000.2%(0,05x100) = y = 32.000. O ponto (100, 32000) ira
aparece assinalado no grafico da Figura 3, da nossa modelagem.

Figura 3 — Ponto (100, 32000) do Gréfico do Modelo Exponencial
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Atividade 02
Titulo da atividade: Dobre folha de papel e chegue na lua
Objetivo da atividade: Saber se existe um modelo matematico que mostre quantas
vezes eu tenho que dobrar o papel para chegar a lua.
Materiais utilizados: datashow; computador, celulares; calculadora cientifica, caneta,
guadro negro, App Desmos.
Situacao Problema:

Situacao Problema

A Lua, nosso satélite natural, tem sido objeto de admirac&o e curiosidade desde
tempos imemoriais, com sua beleza misteriosa e influéncia nas marés. E o maior
satélite natural de um planeta no sistema solar em relacédo ao tamanho do seu corpo
primario, tendo 27% do diametro e 60% da densidade da Terra, o que representa 1/81

da sua massa.

405 696 km

(252 088 miles)

Focus 1

Moon at apogee Moon at perigee

A distancia entre a Terra e a Lua é a medida que separa nossos dois corpos
celestes durante sua Orbita, e ndo € estatica, mas sim variavel, devido as
caracteristicas das orbitas elipticas de ambos os corpos, logo, a distancia pode acabar
sendo maior ou menos a depender do ponto de medi¢cdo e em média, a distancia é de
aproximadamente 384.400 quildmetros.

Parece absurdo, e realmente €, mas tem toda uma l6gica matematica por tras
dessa afirmacéo a primeira vista impossivel. Se tomarmos um papel de 0,1 mm de
espessura e dobrarmos em dois, e depois dobrarmos novamente, de forma
consecutiva repetirmos esse processo varias vezes e se considerarmos que o papel
nao se deforma com o peso, alcangaremos uma espessura que nos permite ir da terra
a lua. Vamos refletir: Se essa for uma forma possivel de chegarmos a lua, quantas
vezes eu preciso dobrar o papel para chegar na lua? E que modelo matematico

corresponderia a essa forma de se chegar a lua?
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Procedimentos de aplicagdo da Atividade 2

Passo 01 - Apresentacdo do video sobre distancia da terra e a lua e
apresentaremos o texto da atividade, promovendo a discussao sobre o tema e sobre
a possibilidade hipotética, apresentada no texto de se chegar a lua e como modelar
essa proposta (A Interacdo com o Problema).

Video 03 — Todos os planetas cabem entre a Terra e a Lua: (Disponivel em:
https://www.youtube.com/shorts/rpMULUNOzol. Acesso: 01/03/2024)

Texto de apoio: Qual € a distancia da Terra a Lua? (Disponivel em:
https://canaltech.com.br/espaco/qual-e-a-distancia-da-terra-a-lua-222304/  Acesso:
01/03/2024).
| - Instigar aos alunos a refletir sobre os videos e o texto entregue da situacao
problema; se eles conseguem observar alguns aspectos ou padrdes matematicos no
material apresentado.

Il - Se é possivel de chegarmos a lua, quantas vezes eu preciso dobrar o papel para
chegar nela? E que modelo matematico corresponderia a essa forma de se chegar a
lua?

Passo 02 — Construcdes de tabelas com os dados reais do problema e ajuste dos
parametros do modelo exponencial com auxilio do App Desmos.

| - Neste momento devemos acessar 0 aplicativo Desmos nha pagina:

https://www.desmos.com/calculator/nhfijoedh4?lang=pt-PT.

Il — Pedir para os alunos construirem uma tabela com os dados da questdo (no
caderno); analisarem os padrdes matematicos e solicitar que encontrem o modelo
matematico que soluciona a situacéo problema (A Matematizacéao).

[l = Construir a tabela no aplicativo Desmos e fazer o ajuste nos parametros do
modelo exponencial para obtermos o grafico da funcdo, de acordo com as seguintes
especificacoes:

1 - Graduacao dos eixos x e y: Devemos utilizar a graduacéo do eixo y variando
entre -0.571 até 3.5. Com passos de 0.1. E por sua vez, devemos graduar o eixo x
variando de -0.396 até 8.163. Com passos de 1. Lembrado esta graduacdo pode
mudar conforme o munitor que esteja sendo usado.

2 - O controle deslizante do parametro b: Deve variar de -0.1 até 0.1. Com passos
de 0.1; e com b = 0.1 para se ter o melhor ajuste na modelacéo.


https://www.desmos.com/calculator/nhfijoedh4?lang=pt-PT
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3 - O controle deslizante do parametro a: Devemos variar de 1 até 5; com a = 2.
Com passos de 1; para se ter o melhor ajuste. O parametro a deve valer 2, pois ele é
a baseado no modelo do tipo exponencial: y = b.a®*

4 - O parametro c: Deve serigual a 1.

5 - O modelo: Desta forma, encontraremos o modelo exponencial dos dados do

problema: y = 0,1.(2)* , conforme mostrado nas Figuras 3 e 4 abaixo;

Figura 3 - Tabela 2 e Graduacao dos eixos x e y
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Figura 4 - Gréafico do Modelo Exponencial y = 0,1.(2)*
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6 — Andlise e comparacbes dos modelos encontrados (consideracdes ao
professor): Neste estagio da atividade, revela-se oportuno promover uma analise
critica dos modelos matematicos elaborados pelos alunos, estabelecendo uma
comparacado com o modelo exponencial gerado por meio da modelagem com o uso
do aplicativo Desmos. A intencéo é refletir sobre eventuais aprimoramentos e ajustes
nas solucdes construidas, tendo como base a estrutura algébrica da funcéo
exponencial expressa na forma y = b. a“*.

Neste momento da atividade, provavelmente os estudantes ja irdo demonstrar
familiaridade com o modelo de crescimento exponencial, resultado do contato prévio
com o aplicativo Desmos e da representacdo dos dados por meio de tabelas. O que
facilita a percepcéo dos padrdes de crescimento e a montagem do modelo matemético
correspondente. Alguns provavelmente irdo encontrar o modelo exponencial que
soluciona o problema: y = 0,1.(2)*

E oportuno neste momento fazer mudancas nos parametros para ajustar o
grafico do modelo exponencial; instigando os alunos com perguntas que os levem a
deduzir; qual dos modelos proposto no aplicativo se adapta melhor a realidade e
solucéo do problema?

Mais uma vez, é importante destacar que, nesta situacdo-problema,
adotaremos o modelo exponencial em sua forma geral, conforme ja discutido: y =
b.a‘*.

Para fins de exemplificacdo, na resolugdo da segunda questdo, uma vez
reconhecido o modelo do tipo exponencial y = b. a*, onde b representa o valor inicial
(neste caso, 0,1) e a é a taxa de crescimento percentual, o estudante, por meio da
substituicdo das coordenadas extraidas da tabela, poderia obter o seguinte raciocinio:

Ao tomar x = 1, temos y = 0,2. Substituindo esses valores no modelo, obtemos:

0,2=0,1.at
2=al
a=2oua=2"1

y=hb.a®®,logo y=0,1.(2)1* ou simplismente,y = 0,1.(2)*.

Logo, o modelo assume aformay = 0,1.(2)*..
Observa-se, portanto, que a equacao geral y = b. a®* permanece valida, mas

pode ser reescrita de forma simplificada como y = b.a*, sempre que 0 parametro c,
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gue representa a taxa de crescimento exponencial, for igual a 1. Essa simplificagao
evidencia que o comportamento exponencial se mantém, mesmo em uma formulacao
algébrica mais direta.

Passo 03 — Validacédo e escolha do melhor modelo para solucionar a situagao
problema (O Modelo Matematico).

| — Esta etapa é a hora dos alunos validarem o modelo escolhido. Que pode ser feito
utilizando uma calculadora cientifica e de posse do modelo encontrado, basta testar
os valores utilizados para a abscissa, onde x é quantidades de dobraduras ey é a o
tamanho da espessura da folha.

Il - Descrever como sera feito o teste de validacdo na calculadora cientifica — Nesta
etapa vamos testar para saber qual a espessura y quando se tem 7 dobraduras da
folha de papel?

Modelo Exponencial: y = 0,1.(2)*

Formula na calculadora cientifica para realizar a verificagdo
Poderemos usar: y = 0,1. 2'(7) =y = 12,8 mm. O ponto (7, 12.8) que aparece

assinalado no gréfico da nossa modelacao.

Figura 5: Ponto (7, 12.8) do Grafico do Modelo Exponencial
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[l — Por fim, agora poderemos responder a primeira pergunta da nossa situacéo

problema. Quantas vezes eu preciso dobrar o papel para chegar na lua? Esta resposta
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pode ser fornecida a parti do modelo encontrado e com o uso de calculadora cientifica
ou do proprio aplicativo Desmos. Podemos incentivar os alunos (por tentativas) a
substituir valores em x para vé qual valor se aproxima de 384.400 quildmetros, que
seria a distancia média da terra a lua. Lembrando que deveriamos ajustar as medidas
passando de quildbmetros para milimetros, desta forma teriamos 384.400.000.000 mm
ou 3,844.10' mm.

Fazendo algumas sugestdes para os valores de X que mais se aproximam do
resultado, tais como no intervalo de 39 < x < 43.

Formula na calculadora cientifica para realizar a verificagéo:

Y =0,1.2(41.8) =y = 3,82.10L. ou x = 42 dobras aproximadamente.

IV - Como forma de despertar a curiosidade dos alunos — embora o contetdo
exija conhecimentos sobre logaritmos, que presumivelmente ainda n&o foram
abordados —, a proposta pode servir como estimulo e incentivo a aprendizagem futura
do tema. Assim, ao considerarmos o valor de y=3,84x10%e o substituirmos no modelo
matematico previamente obtido, poderemos realizar uma verificacdo exploratéria da
solucéo, teremos:

y=0,1.(2)*

3,844.1011 =0,1.(2)~*

3,844.10"" 0.1.(2)"
01

(2)* = 3,844.1012
Para encontrarmos x usaremos log 10

log (3,844.10%)

X — 12y _
log(2)* =10g(3,844.10'%) = log @)

Por tabela temos que:

log1(3,844.1012) = 12,584

log0(2) = 0,301

Portanto

12,584

*= 70301

x = 41,8 ou seja aproximadamente 42 dobras
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Atividade 03
Titulo da atividade: Datacéo por Carbono-14
Objetivo da atividade: Encontrar um modelo matematico para representar o
decaimento do Carbono-14 da situagao.
Materiais utilizados: datashow; computador, celulares; calculadora cientifica, caneta,
guadro negro, App Desmos.
Situacao Problema:
Situacao Problema

A datacdo com carbono-14 é uma técnica que permite aos cientistas de
diversas areas do conhecimento determinar a idade de sedimentos, fésseis humanos
ou vegetais, isso porque todos 0s seres vivos tem em sua constituicdo particulas de
carbono, e dentre as particulas do carbono existe uma particula especifica que nos
possibilita datar com relativa exatiddo em que época tais seres viveram.

Esse tipo de datacéo € aplicavel a madeira, carbono, sedimentos organicos,
concha marinhas ou qualquer material que tenha absorvido direta ou indiretamente
compostos contendo carbono. Essa técnica foi descoberta por Willard Libby na
década de 1940, que observou que a quantidade de 6C14 dos tecidos organicos
mortos ia diminuindo de forma constante ao longo do tempo. O is6topo de 6C14 tem
um tempo de meia vida (que € o tempo necessario para que determinada massa se
reduza pela metade) de 5730 anos.

Por exemplo, o 14C (carbono-14) decai por radiagcdo beta com o tempo de
meia-vida igual a 5.600 anos. Isso significa que, se hoje temos uma amostra de
carbono-14, ela sera reduzida a 50% do seu valor inicial daqui a 5600 anos. Como o
tempo de meia-vida € constante, depois de passada uma segunda meia-vida, ou seja,
depois de 11200 anos, essa amostra sera reduzida novamente a metade, passando
a 25% (ou 1/4) do seu valor inicial. Passadas exatamente trés meias-vidas, ou seja,
16800 anos, a atividade inicial da amostra sera reduzida passando a 1/8 da sua

atividade inicial. E, assim, por diante. Veja 0 esquema a seguir para melhor

visualizacéao:
Amostrainicial | 1t 50% (ou 1/2) 21y, 25% (ou 1/4) 3ty, 12,5% (ou 1/8)
de *C 5600 anos | daatividade | 11200 anos| daatividade | 16800anos | daatividade

Isto €, quando o animal morre, o carbono de seu corpo para de sofrer trocas

com o ambiente. Dessa forma, a concentracdo e C-14 noféssil sera estimada pelas
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leis do decaimento radioativo que indicam uma variacdo da massa do isétopo

radioativo constante em um determinado periodo.

Decaimento do Carbono-14

100

v
Q

Carbono-14 restante

12.5

Q

o 1 2 3 a4
Namero de meias—vidas
(1 meia vida = 5730 anos)

Vamos refletir:

Existiria um modelo matemético para representar o decaimento do Carbono-
147

Procedimentos de aplicacao da Atividade 2

Passo 01 - Apresentacao do video sobre como que funciona a datac&o por carbono
14 e dos o textos da atividade, promovendo a discussao sobre o tema e sobre a
possibilidade de encontrarmos um modelo matematico que represente o decaimento
do Carbono 14 (A Interagdo com o Problema).
Video 04 - Como a Datacdo por Carbono Funciona? (Disponivel em
https://www.youtube.com/shorts/sHpOOFxxhPU. Acesso: 01/03/2024)

7z

Texto 03 de apoio: DNA de mamute € revelado. (Disponivel em:

https://agencia.fapesp.br/dna-de-mamute-e-revelado/4798. Acesso: 01/03/2024).

Texto 04 de apoio: Pesquisadores recuperaram DNA de ossos de mamute —
Datacéo de carbono 14. (Disponivel em:

https://www.resumov.com.br/provas/enem-2016/g63-pesquisadores-recuperaram-

dna-de-ossos-de-mamute/. Acesso: 01/03/2024).

| - Instigar aos alunos a refletir sobre os videos e os textos entregue da situacao
problema; se eles conseguem observar alguns aspectos ou padrées matematicos no
material apresentado.

Il - E possivel criar um modelo matematico que represente o decaimento do carbono
14.?

Passo 02 — Construcdes de tabelas com os dados reais do problema e ajuste dos

parametros do modelo exponencial com auxilio do App Desmos.


https://www.youtube.com/shorts/sHp0OFxxhPU
https://agencia.fapesp.br/dna-de-mamute-e-revelado/4798
https://www.resumov.com.br/provas/enem-2016/q63-pesquisadores-recuperaram-dna-de-ossos-de-mamute/
https://www.resumov.com.br/provas/enem-2016/q63-pesquisadores-recuperaram-dna-de-ossos-de-mamute/
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| - Neste momento devemos acessar 0 aplicativo Desmos na pagina:

https://www.desmos.com/calculator/nhfijoedh4?lang=pt-PT.

Il — Pedir para os alunos construirem uma tabela com os dados da questdo (no
caderno); analisarem os padrbes matematicos e solicitar que encontrem o modelo
mateméatico que soluciona a situacdo problema (A Matematizagao).

[l — Construir a tabela no aplicativo Desmos e fazer o ajuste nos parametros do
modelo exponencial para obtermos o grafico da funcdo, de acordo com as seguintes
especificacoes:

1 - Graduacao dos eixos x e y: Devemos utilizar a graduacéo do eixo y variando de
-12.0531 até 131.8179. Com passos de 25. E por sua vez, devemos graduar o eixo x
variando de -1966.53 até 26807.69. Com passos de 5730. Lembrado esta graduacéo
pode mudar conforme o munitor que esteja sendo usado.

2 - O controle deslizante do parametro b: O controle deslizante do parametro b
deve variar de 0 até 125. Com passos de 25; e com b = 100 para se ter o melhor
ajuste.

3 -0 controle deslizante do parametro c: O controle deslizante do parametro ¢ deve
variar de - 0.001 até 0.001. Com passos de 0,00001; com ¢ = 0,00017. para se ter o
melhor ajuste de curva;

4 - O controle deslizante do parametro a: O parametro a deve ser igual a 0.5. Com
passos de 0.5 e controle deslizante variando e -1 atél, para se ter o melhor ajuste.

5 - O modelo: Obteremos assim o0 modelo do ajuste exponencial dos dados do
problema: y = 100. (0, 5)%0°017% ' conforme ilustrado nas Figuras 6 e 7 abaixo

Figura 6- Tabela 3 e Graduacgao dos eixos x e y
= \ Decaimento radioti carbo 1... | Salvar 'l desmOS

+ - 8K\
1 -
o~ Contraste reverso
M @ 1 —100 :
Modo Braille
V] 100
' Plano  Numeros do sixo
5730 50 STy ' Grade secundaria
T8 .ﬁ &9 :
11460 25 Setas Ampliagao quadrada
17190 12.5 Legenda
50 ' Eixo X | ex.: “x"
@ —1966.53 < x < 26807.69:
2 Passo: 5730
I\ / —325 Legenda
&Y v =ba~ Vv Eixo Y [ ex. y” }
o —12.0531 < y << 131.8179¢
P -
| 100 - . _ Passo: 25
= - 0 57|30 11Te P Mais opgoes
(2] 125 = =

Fonte: Do autor (2024).


https://www.desmos.com/calculator/nhfijoedh4?lang=pt-PT
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Figura 7 - Gréfico do Modelo Exponencial y = 100. (0, 5)%00017x

(5 | Decaimento radiofi carbo 14. Base 1/2 | Salvar | desmos Nexv 2 @
+ c B (s

@ | a

2

@ y=ha" —10

75

5@ ¢=0.00017

-0.001 - 0.001

29 »

=

n 0 5730 1460 17190 290
Fonte: Do autor (2024).

6 — Analise e compara¢cdes dos modelos encontrados: Neste momento como de
praxe, devemos realizar uma analise critica dos modelos matematicos construidos
pelos alunos, confrontando-os com o modelo exponencial sugerido por meio da
modelagem realizada no aplicativo Desmos. A proposta é discutir possiveis ajustes e
aperfeicoamentos nas solug¢des apresentadas, tomando como referéncia a estrutura
algébrica da funcdo exponencial na forma y = b.a‘*..

A execucgao desta atividade pode se revelar particularmente desafiadora para
os estudantes. Encontrando dificuldades em desenvolvé-la de forma satisfatoria,
especialmente no que se refere a elaboracéo da tabela a partir dos dados fornecidos
na situacdo-problema. Tal dificuldade pode ser atribuida, em grande medida, a
mudanca na légica da questdo em relacdo as atividades anteriores, nas quais a
variavel y apresentava um crescimento por duplicacdo em intervalos regulares de
tempo. Diante desse novo cendrio, tornou-se necessaria uma intervencéao pontual por
parte do professor afim de dirimir algumas duvidas.

Espera-se que os alunos percebam que a porcentagem do material se reduza

. . . .1 . .
a metade a cada ciclo de meia vida. Logo no base a seria 5 ou05 (meio). Que estaria
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multiplicada pelo valor inicial de 100 %. E com base nos conhecimentos prévios que

eles ja adquiriram do modelo exponencial — € possivel que alguns cheguem no
. 1\*
seguinte modelo: y = 100. (E)

E relevante salientar que essa modelagem ndo deve ser considerada
equivocada, desde que se interprete a variavel x como indicativa da quantidade de
ciclos completos de meia-vida. Para que essa compreensdo seja alcancada, é
necessario que os valores de tempo apresentados na tabela — como 5.730, 11.470,
17.960, entre outros — sejam devidamente divididos pelo valor correspondente ao
periodo de meia-vida. E o professor pode fazer essa intervengdo mostrando este
entendimento para o aluno.

Por fim, independentemente do modelo sugerido pelo aplicativo - e apds o
professor fazer uma intervencdo - salientando que os ciclos sdo gerados quando

tempo é dividido pelo valor correspondente ao periodo de meia vida. Espera-se que o
t

P 1\5730 .
aluno posso alcanca este modelo matematico: y = 100. (E)sm. Que nada nada mais

€ uma outra representacdo do modelo proposto pelo Exponencial y =
100. (0, 5)%00017x 'nroposto pelo Desmos.

Deve-se ressaltando aos alunos que o parametro ¢ =~ 0,000017, aparece da
inversdo do tempo de meia vida na variavel x. Portanto temo que, ?130 ~0,00017,

gue surge para se adequar ao modelo exponencial mateméatico do aplicativo. Logo, o

modelo matematico que chegamos, y = 100.(0,5)%000017x. & somente uma outra
t

1\5730 . -
forma de reescrever o modelo, y = 100.(;)5730, considerando x=t neste ultimo

modelo.

Passo 03 — Validacdo e escolha do melhor modelo para solucionar a situagao
problema (O Modelo Matematico).

| — Esta etapa é a hora dos alunos validarem o modelo escolhido. Que pode ser feito
utilizando uma calculadora cientifica do proprio celular. E de posse dos modelos
encontrados, basta testar os valores utilizados para a abscissa, onde x é a variavel
tempo em anos e encontrar os valores y que é a porcentagem de material que ainda

resta.



41

Il - Descrever como seré feito o teste de validacdo na calculadora cientifica — Para
esta etapa vamos testar os pontos que indicam qual a porcentagem de material
radioativo restante quando se passarem 22920 anos.

Modelo Exponencial: y = 100. (0, 5)%00017x

Férmula na calculadora cientifica para realizar a verificacao

Poderemos usar: y = 100.(0,5)"(0,00017 x 22920) =y = 6,71. O ponto (22920, 6,71)
aparece assinalado no grafico da nossa modelagcédo conforme podemos observar na
Figura 8, nos fornecendo uma boa margem de precisdo para este ajuste dos

parametros do grafico do modelo exponencial.

Figura 8 - Ponto (22920, 6.71) do Grafico do Modelo Exponencial

5 | Decaimento radiofi carbo 1... | Salvar | ¥ desmos

— 0« lo 125 __100

15

@ ¢=0.00017

= -0.001 - 0.001

_ (0.00017)- (22920) —%
y=100(05) I\ (22920,671532)

= 6.71532019011 ‘ | ‘ \T<

L 0 57‘30 114}60 17?90 2000

Fonte: Do autor (2024).
Passo 04 — Como forma de ampliar a curiosidade e o interesse dos estudantes, é

pertinente, neste momento da atividade, apresentar no aplicativo Desmos um modelo
matematico de decaimento radioativo do carbono-14, com base na funcéo

exponencial natural da forma y = be®* amplamente utilizada em estudos cientificos
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oficiais. Essa sugestdo pode ser explorada ao final da aula experimental, conforme
indicado na Figura x, utilizando, por exemplo, o0 modelo:
y = 100. g~0.00012x
E relevante destacar que, ao realizar o ajuste dos parametros no Desmos,
observa-se que a taxa de variagcédo exponencial assume valor negativo, caracterizando
0 decaimento. Nesse processo, 0 parametro ¢, anteriormente igual a 0,00017, passa

a ser -0,00012, refletindo a diminuicdo progressiva expressa pelo modelo.

Figura 9 - Grafico do Modelo Exponencial y = 100. e~%00012x

5 | Grafico do decaimento do carbono 14 | Saivar | v
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b N 15 P 5
@ y=ae ' _ Legenda — assor ﬁmf
| _VEiXD Y ey
3 “ . |
@ a=100 o [ 119214 < p < 148.2365 Pass0: 25
=0 ¢ (/5] | } Mais opgdes
4
Modo complexo
(» b=-0.00012 p J

0 5600 11200 155‘300
I ]

25

5
@ y=100¢ 000012

6

| Fla .
Fonte: Do autor (2024).

Sugestdes para o professor

01 — Recomenda-se que a explanacao tedrica sobre o conteddo, por meio de aula
expositiva, seja realizada apenas ap0s a aplicacdo de, no minimo, duas atividades
introdutorias.

02 — ApOs a aula expositiva, € aconselhavel a aplicacdo de uma atividade de fixacao
com o objetivo de consolidar os conceitos abordados.

03 — Sempre que possivel, orienta-se que os estudantes facam uso do aplicativo
Desmos na resolucdo da atividade de fixacdo, promovendo a integracdo entre
tecnologia e aprendizagem. A seguir, sera apresentado um exemplo de atividade com

essa finalidade.
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6 - Sugestdes de Atividades de Fixacdo para Implementacdo da Sequéncia
Didatica

O ensino da fungdo exponencial assume papel de grande relevancia na
formacdo matematica dos estudantes, sobretudo quando se considera a presenca
desse conceito em uma ampla gama de fenbmenos naturais, sociais e econdmicos.
Diversos processos do mundo real seguem padrbes de crescimento ou decaimento
exponencial, como é o caso da desintegracdo radioativa, da proliferacdo de
microrganismos, da propagacao de epidemias, da dinamica populacional, do conceito
de meia-vida em quimica, da variacdo da pressao atmosférica com a altitude, da
escala logaritmica de Richter, dos modelos econdmicos envolvendo juros compostos
e capitalizacdo, da Lei do Resfriamento de Newton e até da queda de corpos com
resisténcia do ar.

Diante dessa diversidade de aplicagfes, a funcdo exponencial se apresenta
como um conteudo que pode — e deve — ser abordado a partir de contextos
significativos, capazes de promover a articulacdo entre a matematica e a realidade.
Neste sentido, a modelagem matematica revela-se como uma poderosa estratégia
didatica, uma vez que permite que o estudante construa modelos a partir de dados
reais, compreenda o comportamento das funcdes envolvidas e reflita sobre os
fenbmenos que estdo sendo analisados.

Aliada a modelagem, a utilizacdo de recursos tecnoldgicos potencializa ainda
mais esse processo de ensino e aprendizagem. Aplicativos como o Desmos, por
exemplo, oferecem um ambiente interativo que permite a manipulagéo de parametros,
0 ajuste grafico de curvas e a visualizacdo dinamica de modelos matematicos. Tais
ferramentas ampliam as possibilidades de andalise por parte dos estudantes,
permitindo a construcdo de significados de forma visual, exploratéria e investigativa.
Além disso, 0 uso dessas tecnologias contribui para a superacdo de obstaculos
cognitivos, ao tornar mais acessivel a compreensao de conceitos abstratos, como o
comportamento assintético das funcdes ou o impacto de pequenas variacbes nos
parametros da funcéo exponencial.

A articulacdo entre modelagem mateméatica e tecnologias digitais favorece,
assim, a resolugcao de situagbes-problema contextualizadas, ancoradas em dados
reais, 0 que proporciona aos alunos uma experiéncia de aprendizagem mais
significativa. Ao serem desafiados a encontrar modelos matematicos que representem

adequadamente tais situacdes, os estudantes mobilizam conhecimentos prévios,
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estabelecem conexdes entre diferentes representacdes e desenvolvem habilidades
de analise critica e argumentacédo. Portanto, o ensino da funcéo exponencial, quando
conduzido sob essa abordagem, ndo apenas promove a aprendizagem conceitual do
contetido, mas também contribui para a formacdo de um sujeito mais ativo, reflexivo
e preparado para lidar com os desafios da realidade contemporanea.

Diante do exposto, consideramos oportuno apresentar, a seguir, algumas
sugestdes de atividades nas quais a sequéncia didatica elaborada nesta pesquisa
podera ser utilizada como suporte pedagdgico para o ensino da funcao exponencial.
As propostas estdo ancoradas na perspectiva da modelagem matematica mediada
por tecnologias digitais, e visam proporcionar aos estudantes oportunidades de
construcdo ativa do conhecimento, por meio da exploracdo de dados reais,
interpretacao de graficos e analise de situacdes-problema contextualizadas.

A sequéncia, estruturada em etapas que contemplam a interacdo com o
problema, a matematizacao da situacéo e a validacao do modelo, oferece ao professor
um referencial metodoldgico que pode ser adaptado a diferentes realidades escolares.
Seu uso é especialmente recomendavel em contextos nos quais se deseja aproximar
o conteudo matematico do cotidiano do aluno, tornando a aprendizagem mais
significativa e contribuindo para o desenvolvimento do pensamento matematico.

Essas atividades podem ser aplicadas tanto em aulas regulares quanto em
projetos interdisciplinares, oficinas tematicas ou como parte de sequéncias didaticas
mais amplas. E podem ser adaptadas para outros recursos tecnolégicos além do
Desmos, desde que permitam que o aluno visualize o comportamento da fungao
exponencial e compreenda, de maneira intuitiva, como os parametros influenciam o
modelo. Assim, a proposta busca favorecer a aprendizagem conceitual por meio de
praticas pedagdgicas inovadoras, capazes de estimular a curiosidade, a autonomia e

0 engajamento dos estudantes.
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6.1 - Taxa de Contagio de Covid-19 em Paranagua
Situacao Problema

O célculo matematico para determinar a taxa de contagio de uma doencga leva
em consideracao dados diarios sobre o tamanho da populacao, os casos confirmados,
as mortes, os infectados e o numero de recuperados. O numero efetivo de reproducéo,
chamado (R), diz qual o potencial de propagacdo do virus. Se maior que 1, cada
paciente transmite a doenca a, pelo menos, mais uma pessoa. Se menor do que 1,
menos individuos se infectam.

Por exemplo, se a taxa de contagio for igual a 1,63, isso quer dizer que 10
pessoas contaminadas podem transmitir o virus para outras 16. De acordo com o site
de noticias Bem Parana, a taxa de contagio no Parana estava entre 2 e 3, no dia
28/05/2020. Levando em considera¢ao que Paranagua tem 133.761 habitantes, sendo
gue, destes, 54 ja testaram positivo para o Coronavirus, em quanto tempo toda a
populacdo de Paranagua estaria contaminada, se considerarmos que a taxa de
contagio ira se manter?

Faca um modelo matematico que represente a taxa de contagio constante e
igual a 2 e outro constante e igual a 3, utilize o APP Desmos.

(Esta questao foi adaptada do material do IFPR-Campus Maringa, considerando os
dados reais da  época de sua  elaboracéo. Disponivel em;
https://ifpr.edu.br/paranagua/wp-content/uploads/sites/20/2020/07/Atividade-
Matematica-04.pdf. Acesso: 10/07/2024.

Resolucao

- Populacéo de Paranagua: 133.761 habitantes
- Casos confirmados no inicio: 54 pessoas
- Modelo matemético:
y=54.a"
onde:
e y: numero de infectados apoés x dias
e a:taxa de contagio (nUumero médio de pessoas infectadas por uma)
e Xx:dias
Vamos fazer para duas taxas de contéagio:
e R=2


file:///D:/DJ%20ALEX%20JAMAICA%20-%20PC/Downloads/%20https/ifpr.edu.br/paranagua/wp-content/uploads/sites/20/2020/07/Atividade-Matematica-04.pdf
file:///D:/DJ%20ALEX%20JAMAICA%20-%20PC/Downloads/%20https/ifpr.edu.br/paranagua/wp-content/uploads/sites/20/2020/07/Atividade-Matematica-04.pdf
file:///D:/DJ%20ALEX%20JAMAICA%20-%20PC/Downloads/%20https/ifpr.edu.br/paranagua/wp-content/uploads/sites/20/2020/07/Atividade-Matematica-04.pdf
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y = 54.2% | ou seja, entre 0 11° e 0 12° dia a cidade estaria toda
contaminada, aproximadamente 11,27 dias

e R=3
y = 54.3* , ou seja, entre 0 7° e 0 8° dia a cidade estaria toda contaminada,

aproximadamente 7,11 dias

6.2 - Decaimento Radioativo do césio-137
Situacao Problema

O legado radioativo de Goiania — O caso do Césio-137

Em setembro de 1987, ocorreu em Goiania (GO) um dos mais graves acidentes
radioativos do mundo. Dois catadores de materiais reciclaveis encontraram um
aparelho abandonado no antigo Instituto Goiano de Radioterapia. Sem saber do risco,
eles desmontaram o equipamento e levaram para casa o po brilhante que havia
dentro. Esse material era o is6topo radioativo Césio-137 ('*’Cs), altamente perigoso a
saude.

O Césio-137 é um subproduto de reatores nucleares e emite radiagdo gama.
Ele € medido em Becquerel (Bq), que indica o niumero de desintegracdes nucleares
por segundo. Ou seja, se uma amostra tem 2000 Bq, significa que ocorrem 2000
desintegrac¢des por segundo naquela substancia.

Apoés o acidente, muitas areas foram contaminadas. Como o Césio-137 tem
uma meia-vida de cerca de 30 anos, isso significa que a atividade radioativa da
substancia cai pela metade a cada 30 anos. (Fonte: Comissdo Nacional de Energia
Nuclear — CNEN).

Fontes da Pesquisa:

https://www.reddit.com/r/CatastrophicFailure/comments/1899c94/goi%C3%A2

nias cesium137 disaster september 13 1987/?tl=pt-br&utm source=chatgpt.com:
Acesso: 10/07/2024
https://www.epa.gov/radiation/radionuclide-basics-cesium-

137?utm source=chatgpt.com: Acesso: 10/07/2024

a) Sabendo que a atividade inicial de uma amostra de Césio-137 era de 2000
Bg, crie 0o modelo exponencial que representa o decaimento radioativo dessa

substancia ao longo do tempo, em anos. Utilize o APP Desmos.


https://www.reddit.com/r/CatastrophicFailure/comments/189gc94/goi%C3%A2nias_cesium137_disaster_september_13_1987/?tl=pt-br&utm_source=chatgpt.com
https://www.reddit.com/r/CatastrophicFailure/comments/189gc94/goi%C3%A2nias_cesium137_disaster_september_13_1987/?tl=pt-br&utm_source=chatgpt.com
https://www.epa.gov/radiation/radionuclide-basics-cesium-137?utm_source=chatgpt.com
https://www.epa.gov/radiation/radionuclide-basics-cesium-137?utm_source=chatgpt.com
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b) Com base nesse modelo, calcule qual sera a atividade radioativa da amostra
apos 60 anos.

c) Interprete seu resultado: a substancia ainda representa perigo apos esse
tempo?
Resolucéao

- Atividade inicial: b = 2000Bq

- Meia-vida: T = 30

- Tempo decorrido: t = 60

- Modelo do decaimento:

t

b.(3)
y - - 2
Montar o modelo com os dados

60
1)\30 1
y = 2000. (E) =2000x  =500Bq

Isso significa que ela ainda sofre 500 desintegracfes nucleares por segundo —
ou seja, ainda representa risco a saude, mesmo apos seis décadas do acidente.

6.3 — Curva de Aprendizagem
Situacao-Problema
Curva de Aprendizagem e o Aprendizado no Treinamento Militar

Durante a Segunda Guerra Mundial, a industria aeronautica dos Estados
Unidos percebeu um padrdo: quanto mais vezes uma tarefa era repetida, menos
tempo os trabalhadores levavam para executa-la. Esse fenémeno foi sistematizado
por Theodore P. Wright, em 1936, e deu origem ao conceito matemético da Curva de
Aprendizagem.

Essa ideia foi fundamental, por exemplo, na fabricacdo dos bombardeiros B-24,
onde se observou que, a cada dobrar da producéo, o tempo necessario por unidade
caia cerca de 20%. Com o tempo, esse conceito passou a ser usado em diversas
areas, desde o treinamento militar até o aprendizado de habilidades cotidianas como
digitacdo ou pilotagem de drones.

Fonte dos dados:
Wright, T. P. (1936). Factors affecting the cost of airplanes. Journal of the Aeronautical

Sciences.
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Adaptado com base em: Investopedia - Learning Curve

https://www.investopedia.com/terms/l/learning-curve.asp; Acesso em 10/08/2024

Um estudo mostra que o tempo necessario para completar uma tarefa diminui
em 15% a cada repeticdo. Isso significa que a taxa de retencao do tempo é de 85%.
Ou seja, cada nova execucéo leva apenas 85% do tempo anterior.

Se uma tarefa inicial € completada em 20 minutos, qual serd o tempo
necessario para realiza-la apos 6 repeticdes?

Utilize o modelo da curva de aprendizagem, dado por:

T(n) =T, .11
Onde:
« T(n) é o tempo necessario para completar a tarefa na n-ésima repeticao;
e T, € otempo da primeira execucao (20 minutos);
e« réataxaderetencdo (neste caso, 85% = 0,85);
e N €0 numero da repeticdo (a partir de 1).

Resolucao
Dados da questao:
e T4 =20 minutos;
e 1=0,85;
e N=6.
Aplicando a formula:
T(n) =T, .11
T(6) = 20.0,85%1
T(6) = 20.0,85°
T(6) = 20.0,85°
T(6) ~ 8,874 minutos

Apés 6 repeticbes da mesma tarefa, o tempo necessario sera de

aproximadamente 8,87 minutos.


https://www.investopedia.com/terms/l/learning-curve.asp
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6.4 - Crescimento Populacional da Cidade de Parauapebas (PA)
Situacao-Problema

A cidade de Parauapebas, localizada no sudeste do estado do Para, tem se
destacado nas ultimas décadas por seu acelerado crescimento populacional. A regiao
abriga parte do Projeto Grande Carajas, coordenado pela mineradora Vale, o que
impulsionou a chegada de milhares de trabalhadores de diversas regides do pais.

De acordo com os dados do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica
(IBGE):

« Em 2010, a populacéo era de 153.942 habitantes.
« Em 2022, a populacéo atingiu 266.424 habitantes.

Isso representa um dos maiores crescimentos populacionais proporcionais do
pais. Tal aumento decorre de fatores como a oferta de emprego na mineracéo,
urbanizacdo acelerada, e migracdo em massa de outros estados em busca de
melhores condicdes de vida.

Fonte: IBGE Cidades — Parauapebas
https://cidades.ibge.gov.br/brasil/pa/parauapebas/panorama — Acesso em
20/08/2024

Com base nos dados populacionais da cidade de Parauapebas (PA), fornecidos
pelo IBGE:

e Populacdo em 2010: Po =153.942
e Populagdo em 2022: P(t)=266.424

e Intervalo de tempo: t=12 anos

1. Supondo que o crescimento da populacédo siga um modelo exponencial da
forma:
P(t) = Py.at
Onde:
e P(t) é a populacéo apés t anos;
e Po € a populacgdo inicial;
e aé arazdo de crescimento anual;
e té otempo (em anos).
a) Determine o valor da razdo de crescimento a;
b) Monte a funcdo do crescimento populacional de Parauapebas;
c) Estime qual ser& a populacdo da cidade no ano de 2030, mantendo a taxa

de crescimento constante.


https://cidades.ibge.gov.br/brasil/pa/parauapebas/panorama
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Resolucao
Encontrar arazéo de crescimento a
Usamos a férmula do crescimento populacional:
P(t) = Py.at
Substituimos os valores:
266.424 = 153.942 .al?

266.424
153.942

al? ~1,7312
a~1,0478

(112

Funcédo do modelo de crescimento populacional
Agora que conhecemos a razéo de crescimento a, podemos escrever a funcéo:
P(t) = 153.942.1,0478¢

Estimar a populagcdo em 2030
De 2010 a 2030 temos: t = 20 anos.
Substituimos na fungao:
P(20) = 153.942.1,0478%°
P(20) = 153.942 .2,537 =~ 390.688 habitantes
A projecdo da populacdo de Parauapebas para 2030, mantendo-se o

crescimento dos ultimos 12 anos, é de aproximadamente 390.688 habitantes.

6.5 — Lei de Resfriamento de Corpos de Newton
Situacdo-Problema

Durante uma manha de trabalho em um laboratério da Universidade de lllinois,
nos Estados Unidos, uma equipe de fisicos conduzia experimentos em uma sala
climatizada a 22°C. Um dos pesquisadores deixou sobre a bancada um copo de café
guente recém-passado, cuja temperatura inicial era de 90°C. Ao retornar 30 minutos
depois, ele notou que a temperatura do café havia diminuido para 52°C.

Esse cenario serve para estudar um classico modelo de decaimento térmico: a
Lei de Resfriamento de Newton, que descreve como a temperatura de um corpo varia
ao longo do tempo, em funcdo da temperatura do ambiente e da diferenca inicial.

A Lei de Resfriamento de Newton € expressa por:

T(t)=T,+ (To— T,).e ¥
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Onde:
e T(t): temperatura do corpo no tempo t;
e Ta: temperatura ambiente;
e To: temperatura inicial do corpo;
k: constante de resfriamento (positiva);

t: tempo decorrido (em minutos).
Fonte: The Physics Classroom - Newton's Law of Cooling
https://www.physicsclassroom.com/class/thermalP/Lesson-1/Newton-s-Law-of-

Cooling
Dado que a temperatura inicial do café era de 90°C e que, apos 30 minutos,

sua temperatura caiu para 52°C, sendo a temperatura ambiente constante de 22°C:
a) Construa o modelo matematico do resfriamento utilizando a Lei de Newton,

determinando a constante k;

b) Use o modelo para estimar a temperatura do café apos 50 minutos;

c) Em quanto tempo a bebida atingira 30°C, temperatura em que geralmente

se considera que o café ja esfriou totalmente para consumo?
Reoslucao
Usamos a férmula:

T(t)=T,+ (Tg— T,) .e*

Com os dados:

e To=90
(] Ta =22
. T(30)=52

Substituimos:
52 = 22+ (90 — 22).e 30k
30 = 68.e730k
0,4412 = .e 30k
In(0,4412) = .-30k
—0,8187 = .—30k


https://www.physicsclassroom.com/class/thermalP/Lesson-1/Newton-s-Law-of-Cooling
https://www.physicsclassroom.com/class/thermalP/Lesson-1/Newton-s-Law-of-Cooling

52

k~0,0273

Estimar a temperatura ap6s 50 minutos
T(50) = 22 + 68 .e00273.50
T(50) ~ 39,34°C

Em quanto tempo o café estara a 30°C?
Vamos resolver:
30 = 22 + 68.e700273 ¢
8 — 68 e 00273t
0,1176 = ¢~ 00273 ¢
Aplicamos log:
In(0,1176)=-0,0273t

t =78,4 minutos

Conclusao:

a) Modelo:  T(t) = 22 + 68.e700273 ¢

b) Apds 50 minutos, o café estara a aproximadamente 39,34°C.

c) O café atingira 30°C ap0s cerca de 78,4 minutos.
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CONSIDERACOES FINAIS

A presente sequéncia didatica foi objeto de validacdo na dissertacdo de
mestrado de Freitas (2025), mediante sua aplicacédo a estudantes do 1° ano do Ensino
Médio em uma instituicdo de ensino estadual localizada em Parauapebas, Para. Os
resultados obtidos indicaram um impacto significativo no processo de aprendizagem
de funcdo exponencial por meio da modelagem mateméatica, com foco na resolugéo
de questdes problemas como base em dados reais em areas de aplicacfes desde
conhecimento. Este produto educacional tem como objetivo contribuir para o
aprimoramento do processo de ensino-aprendizagem fungao exponencial, oferecendo
aos docentes da educacdo basica um recurso pratico que fomenta reflexdes
pedagogicas e avaliativas. Acreditamos que a utilizacdo desse material em sala de
aula possa ampliar o interesse dos estudantes por novas experiéncias de
aprendizagem, estimulando sua capacidade de construir conhecimento e argumentar
sobre conceitos mateméaticos, considerando a matematica como uma construcao
humana.

As reflexdes por meio dos videos e texto antes de apresentarmos a situacao
problema, funcionam como uma espécie de preparacao do terreno, despertando a
curiosidade e chamando a atencao para o assunto que sera abordado. O minimo de
intervengcao por parte do professor faz com que o aluno seja o protagonista na
construcdo do seu saber. O uso das tecnologias € uma facilidade pois faz o aluno ter
uma visao ampla do comportamento do fenbmeno de crescimento ou decrescimento
exponencial a ser estudado. Devemos melhorar no sentido de criar mas atividades
gue envolvam outros fendbmenos relacionados ao a aplicagcado do estudo de fungao
exponencial como: Decaimento Radioativo; Meia Vida de algum material; Juros
Compostos; Medicdo da Magnitude de Terremoto; Curvas de aprendizagem;
Crescimento Populacional e etc.

A presente sequéncia didatica tem como objetivo principal subsidiar
professores e estudantes no processo de ensino e aprendizagem fungao exponencial.
As atividades que compdem a sequéncia didatica sdo projetadas para envolver os
estudantes em um processo de aprendizagem ativa, mediante a conceituacdo de
principios e férmulas relativos ao objeto de estudo. As atividades foram pensadas e
formuladas de acordo com as etapas propostas pelos teéricos da modelagem

matematica, para efetivacdo do ensino e aprendizagem de funcdo exponencial.
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Desta forma, a sequéncia de atividades apresentada neste produto educacional
oferece aos profissionais que atuam no ensino de matematica uma ferramenta
didatica adicional para aborda este tema tao recorrente e cobrado desde concursos e
vestibulares além do préprio ENEM. Bem como proporciona aos estudantes a
oportunidade de aprofundar seus conhecimentos sobre o assunto. Para que eles
consigam ter uma aprendizagem e conhecimento dos fenbmenos exponencias que
nos cercam. Adicionalmente, permitem justificar a fundamentacéo légica dos modelos
matematicos, tal como apresentadas nos livros didaticos, contribuindo assim para uma

compreensao mais profunda do contetdo.
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