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1 INTRODUGAO

Ensinar matematica é algo pertinente a minha existéncia desde quando fui
estudante do Ensino Médio, hd mais de 15 anos. Sempre tive bastante facilidade com
0s conteudos de mateméatica daquele periodo — com enorme contribuicdo das minhas
professoras de matematica daquela época — e, por isso, reunia meus colegas de turma
para estudarmos para provas e trabalhos. Quando decidi que cursaria a licenciatura em
matemaética, fui encontrando meu espaco nessa profissdo que tanto me move e me pde
a refletir sobre o ensino e a aprendizagem significativa de matematica. Agora, estou
concluindo meu mestrado profissional em matematica, no qual vivenciei importantes
momentos de aprendizagem e expansao de repertorio da minha pratica docente, com
0s quais gostaria de compartilhar alguns resultados obtidos na minha pesquisa de
dissertacao.

Ainda, sabe-se que a formagéao continuada do professor que ensina matematica
€ assegurada pela Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (Brasil, 1996).
Pesquisas em Educacao Matematica reforcam a importancia de metodologias que
favorecam aprendizagens significativas. A heterogeneidade das salas de aula no en-
sino médio impde desafios adicionais, como as dificuldades de aprendizagem em
matematica, atribuidas a fatores como desinteresse, desigualdades socioeconémicas,
defasagens anteriores e praticas pedagdgicas pouco eficazes (Kuhn, 2020; Sousa;
Ventura, 2022).

A proposta de Investigagdes Matematicas em sala de aula (Ponte; Brocardo;
Oliveira, H., 2020) reforca a importancia de tornar os alunos protagonistas no processo
de construgcdo do conhecimento matematico, aproximando-os do fazer matematico
por meio de tarefas abertas e colaborativas. Pesquisas recentes (Musmanno et al.,
2021; Fratucci et al., 2020; Nascimento; Quartieri, 2020) reforcam os beneficios dessa
abordagem para o desenvolvimento da argumentacéo, da criatividade e da criticidade.

Apesar dos avancos tedricos, os dados de desempenho dos estudantes brasi-
leiros em matematica seguem preocupantes. Em 2022, o Programa Internacional de
Avaliacédo de Estudantes (PISA) indicou que 73% dos alunos brasileiros apresentaram
baixo desempenho em matematica (INEP, 2023b), enquanto o indice de Desenvol-
vimento da Educacao Basica (IDEB) mostrou quedas entre 2019 e 2023 em todos
0s niveis avaliados (INEP, 2023a). Tais indicadores revelam a urgéncia de propostas
pedagdgicas que motivem e envolvam os estudantes como um caminho possivel para
contribuir com a promog&o de uma aprendizagem mais significativa.

Com base nesse contexto, este material prop6e uma atividade investigativa ba-
seada em Investigacdes Matematicas, voltada ao ensino de probabilidade em turmas
da 22 série do ensino médio, que foi aplicada em uma escola publica da rede esta-
dual em Sao José, Santa Catarina (SC), no desenvolvimento da pesquisa de uma
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dissertacao. A proposta se ancorou na cultura escolar local, articulando o conteddo de
probabilidade ao contexto da Gincana Esportiva anual da escola, buscando construir
pontes entre o conhecimento matematico e as vivéncias dos estudantes.



2 APORTE TEORICO

Para a elaboragéo da atividade investigativa deste material, foi realizada uma
revisdo bibliografica a fim de fundamentar teoricamente este trabalho, baseado na me-
todologia das investigacdes matematicas. Por isso, a seguir sdo apresentados tépicos
relevantes sobre a teoria das Investigacdes Matematicas em sala de aula, proposta pe-
los professores portugueses Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020), e também sobre
0 ensino de probabilidade na etapa do ensino médio.

2.1 INVESTIGAGOES MATEMATICAS NO ENSINO DE MATEMATICA

2.1.1 Concepcao geral da metodologia

O rigor e a certeza parecem acompanhar a histéria da matematica e a constru-
cao de conhecimento na area. Porém, a exploragcéao daquilo que € desconhecido pode
contrastar com aquele cenério de exatidao e, de algum modo, a matematica passa a
figurar como uma ciéncia experimental ou indutiva. Quando nos deparamos com um
problema em matematica, existe uma tendéncia natural de resolvé-lo; no entanto, a
adocao de uma postura investigativa tem o potencial de proporcionar descobertas téao
ou mais importantes do que a solugao do problema original.

Na perspectiva das investigacoes matematicas, € necessario pensar em formas
concretas de organizar atividades que permitam aos estudantes vivenciar processos
de exploracéo e formulacao de conjecturas. Na proxima secéo, apresenta-se a concep-
cao geral da metodologia adotada para esse fim. Buscando promover experiéncias do
proprio fazer matematico, os autores Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020) apresen-
tam as investigagcdes matematicas como tarefas de exploracao, tratando de situagdes
mais abertas em comparacao com o0s exercicios e problemas convencionais das aulas
de matematica. Como discutido no trabalho de Machado e Lacerda (2021), tarefas
investigativas criam situagcdées nas quais os alunos passam a ser matematicos, isto &,
aqueles que buscam solucdes, investigam e defendem suas estratégias, atuando com
criticidade sobre o processo de ensino e aprendizagem.

Buscando caracterizar as investigagcbes matematicas, Ponte, Brocardo e Hélia
Oliveira (2020) descrevem que

Uma atividade de investigacdo desenvolve-se habitualmente em trés fases
(numa aula ou conjunto de aulas): (i) introducao da tarefa, em que o professor
faz a proposta a turma, oralmente ou por escrito, (ii) realizagao da investigacao,
individualmente, aos pares, em pequenos grupos ou com toda a turma, e (iii)
discussao dos resultados, em que os alunos relatam aos colegas o trabalho
realizado (Ponte; Brocardo; Oliveira, H., 2020, p. 25).

Para garantir um desempenho satisfatério das investigagdes matematicas em
sala de aula, bem como sua aplicabilidade em turmas da educacao basica, € essen-
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cial o cuidado com cada fase dessa tarefa investigativa, conforme preconizam Ponte,
Brocardo e Hélia Oliveira (2020). A seguir, serao descritas as etapas da investigacao
matematica, detalhando as caracteristicas e os procedimentos possiveis em cada uma
delas.

2.1.2 Etapas da investigacao matematica

A primeira etapa trata-se do arranque da atividade investigativa, sendo o mo-
mento em que o professor faz a exposicado da tarefa a ser realizada, podendo ser
fornecida aos alunos por escrito, o0 que ndo desobriga uma breve explanacao oral.
Deve-se garantir que toda a turma compreenda o significado de investigar: a natureza
dessa tarefa afasta-se das atividades tradicionais da aula de matematica. Isso acon-
tece pois nem sempre existe um objeto bem delimitado a ser explorado e, por isso, 0s
alunos devem formular suas préprias questées com base na situagao apresentada.

A propria interpretag@o da tarefa configura, por si sé, um dos objetivos da inves-
tigacdo matematica (Ponte; Brocardo; Oliveira, H., 2020). Assim, o professor ndo deve
esgotar as possibilidades de exploracdo nesse momento de largada, mas construir
um ambiente de aprendizagem onde os alunos se sintam livres para colocar suas
questdes, pensar sobre elas, explora-las e comunica-las. E interessante que os alunos
saibam, desde ja, que o trabalho a ser produzido sera socializado com os demais
colegas e o professor, promovendo para eles um espacgo de estimulo e de valorizacéo
pessoal.

Avancando para a segunda etapa, quando o trabalho investigativo passara a
ser desenvolvido de fato, o professor assume um papel mais de retaguarda. Isso quer
dizer que os proprios coletivos formados pelos alunos devem assumir o protagonismo
da tarefa, e espera-se que fagcam uso de varios processos que caracterizam a investi-
gacao matematica. Entre eles, “a exploracdo e formulagédo de questdes, a formulacao
de conjecturas, o teste e a reformulacdo de conjecturas e, ainda, a justificacdo de
conjecturas e a avaliacao do trabalho (Ponte; Brocardo; Oliveira, H., 2020, p. 29)”.

E comum que os grupos de alunos precisem gastar algum tempo nessa explo-
racao inicial, uma vez que é ali que eles vao se familiarizando com os dados apre-
sentados e se apropriando do sentido da tarefa investigativa. Por isso, destaca-se a
potencialidade do trabalho em grupo no surgimento de alternativas para a exploragao
da tarefa e a formulagéo de questdes sobre a situacao dada.

O surgimento de questdes e a elaboracao das conjecturas estao apoiados no
desenvolvimento de cada grupo de trabalho e sua propria dindmica. Por vezes, os
alunos apresentam dificuldades em formular de maneira explicita suas conjecturas e,
desse ponto, sucede a importancia da realizacao de registros escritos do trabalho de
investigacao.

Tal fato se d& pela necessidade de argumentar e defender suas ideias levanta-
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das, promovendo, assim, a refutagdo ou confirmagao das conjecturas elaboradas. E
oportuno ao professor contrapor a tendéncia dos alunos de observar regularidades
em um numero pequeno de casos, estimulando-o0s na procura por contraexemplos e
lembrando-os do importante momento da socializagdo dos resultados.

O registro escrito desempenha um papel fundamental no trabalho investigativo
e deve ser valorizado pelo professor. Por um lado, h& a possibilidade de desenvolver
a capacidade dos alunos de comunicar matematicamente, traduzindo seus proprios
pensamentos por meio da escrita dos resultados e esclarecendo suas ideias. Por outro
lado, a escrita dos resultados serve como instrumento avaliativo para o professor, tanto
no que diz respeito aos trabalhos desenvolvidos pelos alunos quanto a execucao de
suas aulas planejadas.

A nocao de prova matematica pode ser introduzida gradualmente aos pequenos
investigadores enquanto o professor os leva a compreender o carater provisorio das
conjecturas. Ao buscarem uma justificacao aceitavel, baseada em raciocinios coeren-
tes e em seus conhecimentos, os alunos podem assimilar a necessidade de verificacao
das afirmagdes levantadas. Reside ai outro aspecto fundamental do papel de mode-
rador assumido pelo professor, que orienta os grupos de trabalho a conciliar suas
dificuldades de exploracéo e escrita de resultados.

Dando continuidade as etapas da investigagdo matematica, avancga-se para
a discussao dos resultados, momento esse de suma importancia para a partilha e
socializagao dos conhecimentos mobilizados pelos alunos durante a tarefa investigativa.
Desempenhando um papel de moderador, o professor age na garantia de que sejam
comunicados os resultados e os processos de maior relevancia, estimulando os alunos
a confrontarem suas estratégias, conjecturas e justificagcdes (Ponte; Brocardo; Oliveira,
H., 2020).

Mais uma vez, o aluno é convidado a exercitar sua capacidade de comunicar
matematicamente, enriquecendo o significado da investigacdo. Os autores Ponte, Bro-
cardo e Hélia Oliveira (2020) lembram que, mesmo que momentos de discussao nao
sejam rotina nas aulas de matematica, o professor que conhece bem os seus alunos
pode ter mais seguranca ao estruturar uma aula de discussao. Deve atentar-se aos
tempos e aos sinais que vém dos alunos, concedendo-lhes maior ou menor flexibilidade
durante as socializagdes.

Enquanto um grupo socializa os resultados de sua investigagéo, as intervengdes
de outros grupos devem ser combinadas entre o professor e a turma. A depender da
dindmica de cada grupo, pode-se eleger um porta-voz dos resultados para a partilha
dos caminhos percorridos e das decisdes tomadas pelo grupo, contribuindo para a con-
tinuidade do processo investigativo. Isso acontece pois o professor tem a liberdade de
propor uma ordem que os grupos fardo as socializa¢des, encaminhando as discussdes
e as justificacées para uma possivel conclusdo por meio de um raciocinio por maioria
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de razao.

2.1.3 Papel do professor

A este ponto, deve estar claro que, em investigacbes matematicas, o papel do
professor ndo € o de detentor do conhecimento, nem o de transmissor de conteudo
a seus alunos. Pelo contrario, estabelece-se uma interagao entre as partes na qual o
professor retira-se do lugar tradicional de centralizador da informacéo e divide com os
alunos a responsabilidade da construgdo do conhecimento. Nesse cenario, o professor
concede-lhes a autonomia necessaria para nao interferir na autoria da investigacgao,
que deve ser exclusiva dos alunos. Por outro lado, deve garantir que o trabalho investi-
gativo acontega com fluidez e de forma significativa do ponto de vista da matematica.

Segundo Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020), essa reorganizag¢ao de pa-
péis na sala de aula compde um desafio extra para o professor, pois 0os alunos se-
rao retirados da tendéncia natural, nas aulas de matematica, de procurar respostas
para perguntas colocadas pelo professor. Para evitar esse comportamento, desde os
momentos iniciais da investigacéo, o professor deve apontar-lhes possibilidades de
interrogar matematicamente as situacdes e formular boas questdes a partir dai.

Outro aspecto da postura assumida pelo professor € a de permanecer atento a
forma como os alunos encaram o trabalho investigativo, para que néo limitem a tarefa
a encontrar uma resposta, como se costuma fazer em um simples exercicio. Durante a
realizacao das investigacdes, o docente deve aproximar-se de cada grupo de trabalho
e recolher informacdes sobre o desenrolar da atividade, fazendo-lhes perguntas e
pedindo-lhes explicacdes.

Nao se trata, nesse momento, de ajuizar-se sobre os trabalhos observados,
mas de esforgar-se para ouvir os alunos e compreendé-los, evitando corrigi-los sobre
alguma afirmacéo ou conceito matematicamente pouco corretos. Esses periodos de
avaliacao do progresso dos trabalhos auxiliam o professor a decidir sobre a quantidade
de tempo que os grupos de alunos ainda precisam para desenrolar suas investigacoes
e avancar para a fase das discussoes.

Além do mais, essas visitas feitas aos grupos de alunos durante o desenvolvi-
mento de suas investigacdes constituem uma oportunidade para o professor manifestar
seu raciocinio matematico. “Trata-se, também, de uma ocasiao privilegiada para o pro-
fessor evidenciar como se aborda o teste de conjecturas, pensando em voz alta com
os alunos” (Ponte; Brocardo; Oliveira, H., 2020, p. 48). E possivel verificar o quanto
os alunos se apropriaram das etapas de formulagéo e teste das conjecturas e, mais
uma vez, o professor € instigado a avaliar os momentos oportunos para trabalhar com
0 processo de prova - experimentando principios de um processo de demonstragao
- matematica. Porém, recomenda-se sempre motivar seus alunos a justificarem suas
afirmacdes.
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De um modo geral, o aspecto predominante na atuacao do professor durante as
investigac6es matematicas é o de apoio que concede aos seus alunos. Deve privilegiar
uma postura interrogativa, colocando questdes abertas, seja para clarificar ideias ou
para compreender um raciocinio, promovendo aos alunos uma reflexdo sobre seus
proprios trabalhos. Configura, assim, um desafio a atuagao profissional docente que
sai de uma postura tradicional de validar e corrigir conceitos em desenvolvimento e é
colocado numa situagao que exige flexibilidade para lidar com situa¢des novas e, por
vezes, imprevisiveis.

2.1.4 Avaliacao em investigacoes matematicas

As investigacoes matematicas, apresentadas aqui como uma atividade de apren-
dizagem alternativa ao ensino tradicional, também exigem a realizacao de avaliagao.
Os professores Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020) apontam uma diversidade de
instrumentos avaliativos, de natureza oral e escrita, que buscam verificar a aprendiza-
gem dos alunos com base em objetivos curriculares.

Fazendo uso de um instrumento avaliativo de natureza escrita, os relatorios
constituem uma opc¢ao a ser realizada por um aluno ou por um grupo de alunos. Os
relatérios abrigam a chance de os alunos descreverem, para além de suas conclusoes,
0S processos que usaram na tarefa de investigacao que os levaram a tais conclusées.
Estimulados pelo professor, podem apresentar uma descricdo o mais detalhada pos-
sivel do trabalho realizado, incluindo as questdes levantadas em relacao a situacao
proposta, as fontes consultadas, a maneira como organizaram os dados, as conjectu-
ras provadas e ndo provadas, as decisdes e procedimentos utilizados para a validacao
das conjecturas, entre outros.

Quando a escrita de relatérios nao € algo familiar aos alunos, é interessante
que eles saibam o que esta sendo pedido e que conhegam o0s aspectos a serem
considerados em sua avaliagdo. Por esse motivo, recomenda-se que o professor realize
um conjunto de indicagdes precisas, de modo a construir, com o0s alunos que realizam
investigacdes matematicas, uma espécie de roteiro para o relatério. Ter indicacoes
escritas permite que os alunos facam sua releitura quantas vezes forem necessarias,
0 que nao exclui conversar sobre 0 que se pretende com o relatorio.

Segundo Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020), depois de elaborados os
relatorios, podem ser estabelecidas escalas quantitativas ou qualitativas para compor a
avaliacdo. A construcao dessas escalas se da a partir de um objetivo de aprendizagem -
ou conjunto de objetivos - que pode ser graduado em diferentes niveis e, depois, faz-se
a correspondéncia entre esse objetivo e o nivel atingido nos relatérios dos alunos.

Mais importante do que a escala adotada sao os critérios utilizados na avaliagéo
e a devolutiva que o professor faz a seus alunos. Ao adotar esse tipo de avaliagao,
h& a oportunidade de se fazer uma consideragéo global do trabalho, mas também de
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apontar sugestdes para melhorar a investigacao apresentada.

Considerando outras formas de avaliagdo do trabalho investigativo, sdo apresen-
tadas a observacao informal e as apresentacdes orais. Instrumento rotineiro das aulas
de matematica, a observacao informal € uma forma natural de avaliar os alunos, pois,
por meio dela, o professor é capaz de observar as suas atitudes e a maneira como
mobilizam conhecimentos matematicos formais e informais.

Vale destacar que a observagcao nao é, necessariamente, uma atitude passiva
realizada pelo professor. Isso significa que o professor se encontra na possibilidade de
fazer perguntas aos alunos, buscando perceber a forma como estdo pensando e seus
processos de raciocinio, a fim de complementar suas observagdes sobre um aluno ou
um grupo deles.

J& as apresentacdes orais, que podem acontecer naturalmente na socializagéo
dos resultados das investigacdes matematicas, constituem um instrumento de avalia-
cao a ser considerado pelo professor. Além disso, contribuem para a aprendizagem
dos alunos ao estimular suas capacidades de comunicagao e argumentacao. Por meio
das apresentacdes, pode-se conhecer a compreensao do processo investigativo, 0s
processos de raciocinio e as decisdes, permitindo avaliar diversos obijetivos.

Ao conhecer tais instrumentos avaliativos, é possivel ainda adotar uma avaliagéo
multifacetada em que “o professor pode fazer, correntemente, a observacgao direta dos
alunos e grupos durante a realizacao de tarefas e alternar as apresentacdes orais com
a producao de relatérios escritos, individuais ou de grupo” (Ponte; Brocardo; Oliveira,
H., 2020, p. 121).

Em suma, as investigagbes matematicas desenham uma perspectiva curricular
que pode ser implementada na sala de aula e que se preocupa com a aprendizagem
dos alunos. Aproxima-los da experiéncia de fazer matematica torna a sala de aula um
ambiente de trabalho envolvente e estimulante. Segundo o professor Jodo Pedro da
Ponte, o ensino de matematica torna-se carente se nao for dada a oportunidade aos
alunos para atuarem como pequenos matematicos (Wichnoski, 2022).

2.2 ENSINO DE PROBABILIDADE

A promulgacédo da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (Brasil, 2018)
designa-a como um guia normativo que estabelece os conhecimentos e habilidades
essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo da escolaridade. Nessa
direcdo, a area de conhecimento da Matemética e suas tecnologias apresenta-se a
partir de cinco competéncias especificas a serem desenvolvidas ao longo do ensino
médio.

A partir deste documento, os curriculos de matematica das escolas brasileiras
que oferecem o ensino médio devem contemplar as diretrizes estabelecidas para ga-
rantir o desenvolvimento das habilidades listadas ao longo das cinco competéncias
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especificas. Nesse sentido, a BNCC nao se apresenta como uma lista de contetudos
a serem cumpridos, mas como um conjunto de apontamentos de conhecimentos que
devem ser garantidos aos alunos.

2.2.1 Diretrizes curriculares

Dentro da estrutura da Base Nacional Comum Curricular, no que se refere a
area de conhecimento da Matematica e suas Tecnologias para o0 ensino médio, deseja-
se dar continuidade as aprendizagens desenvolvidas no ensino fundamental, agora
ainda mais fazendo referéncia a realidade do aluno.

Para isso, elenca o desenvolvimento de cinco competéncias especificas que
devem ser garantidas aos estudantes do ensino médio. Sao elas:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpre-
tar situagbes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos
das Ciéncias da Natureza e Humanas, ou ainda questdes econémicas ou
tecnologicas, divulgados por diferentes meios, de modo a consolidar uma for-
magao cientifica geral.

2. Articular conhecimentos mateméaticos ao propor e/ou participar de acoes
para investigar desafios do mundo contemporaneo e tomar decisdes éticas
e socialmente responsdveis, com base na analise de problemas de urgéncia
social, como os voltados a situagbes de saude, sustentabilidade, das implica-
¢Oes da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, recorrendo a conceitos,
procedimentos e linguagens proprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus cam-
pos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade
e Estatistica —, para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagao
das solugdes propostas, de modo a construir argumentagao consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros de
representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional
etc.), na busca de solugcdo e comunicagéo de resultados de problemas, de
modo a favorecer a construgao e o desenvolvimento do raciocinio matematico.
5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como obser-
vacao de padrdes, experimentacoes e tecnologias digitais, identificando a ne-
cessidade, ou ndo, de uma demonstracdo cada vez mais formal na validagdo
das referidas conjecturas (Brasil, 2018, p. 523).

Associadas a cada uma das competéncias, sdo indicadas habilidades a se-
rem alcancadas na etapa do ensino médio. E interessante destacar, por fim, que as
investigagbes matematicas tém real potencial no desenvolvimento da Competéncia
5, especificamente. Ao propor situagdes da realidade, os alunos serao convidados a
levantar suas proprias questdes, formular conjecturas, refuta-las ou valida-las, comuni-
cando suas conclusdes. Esses aspectos podem contribuir para a compreenséo que os
alunos possuem sobre a matematica, ressignificando-a como resultado de atividade
humana.
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2.2.2 Fundamentos basicos

Esta secao tem por objetivo apresentar os fundamentos formais da teoria da pro-
babilidade, que servem de base conceitual para a sequéncia didatica proposta neste
trabalho. Embora a atividade investigativa planejada esteja voltada a Educacao Basica
e privilegie situacdes contextualizadas, € essencial que o professor tenha dominio dos
conceitos estruturantes da teoria probabilistica. A construgéo rigorosa desses concei-
tos, baseada em definicdes axiomaticas, propriedades e demonstragcdes, contribui ndo
apenas para a seguranca conceitual do docente, mas também para a elaboracéo de
situacdes didaticas mais precisas e significativas.

Neste sentido, serdo expostos a seguir os principais elementos da formula-
cao moderna da probabilidade, com énfase no modelo axiomatico desenvolvido por
Kolmogorov, abordando no¢des como espago amostral, eventos, medidas de probabi-
lidade, independéncia e probabilidade condicional. Essa formalizacao se apoia, prin-
cipalmente, na obra de James (2023), servindo como referéncia matematica para a
pratica pedagdgica desenvolvida na sequéncia didatica.

2.2.2.1 Espago Amostral

Assim sendo, suponhamos que um experimento seja realizado sob certas con-
dicoes fixas. Seja Q o conjunto de resultados possiveis, onde por resultado possivel
entende-se resultado elementar e indivisivel do experimento. Q2 sera chamado espaco
amostral do experimento. Desse modo, vamos supor:

(i) atodo resultado possivel corresponde um, e somente um, ponto w € Q; e

(i) resultados distintos correspondem a pontos distintos em Q, isto é, w nao

pode representar mais de um resultado.

Entao, todo evento associado a um experimento pode ser identificado a um sub-
conjunto do espaco amostral Q. Com efeito, seja QQ o espaco amostral e A um evento
associado ao experimento, isto €, um evento que seguramente ird ou nao ocorrer sem-
pre que for realizado o experimento. Para fixarmos ideias, suponhamos que Q consista
exatamente nos resultados possiveis do experimento, de modo que Q) ndo contenha
resultados impossiveis. Suponhamos, entao, que w seja o resultado do experimento.
Se A ocorre, dizemos que w € favoravel a A. Se A nao ocorre, dizemos que w nao é
favoravel a A (ou ainda, que w é favoravel ao evento "ndo A”). Identificaremos o evento
A e o subconjunto de Q que contém todo w favoravel a A.

Chegamos a seguinte definicao, que adotaremos no caso geral, inclusive nos
casos em que utilizamos um espaco amostral maior que o estritamente necessario:

Definicao 1. Seja Q 0 espaco amostral do experimento. Todo subconjunto A C Q) sera
chamado evento. Q) é o evento certo, & 0 evento impossivel. Se w € Q, o evento {w} é
dito elementar (ou simples).
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Definicao 2. Um evento A ao qual iremos atribuir uma probabilidade sera chamado
evento aleatorio.

Suponhamos que a classe dos eventos aleatorios possua certas propriedades
béasicas e intuitivas, que serdo essenciais para o desenvolvimento posterior da teoria e
do calculo de probabilidades. Indicando com A a classe dos eventos aleatérios, vamos
estipular as seguintes propriedades para A:

A1. Q € A (definiremos P(Q) = 1).

A2. Se A c A, entdo A€ ¢ A (é evidente que definiremos

P(A®) =1 — P(A)).

A3. SeAc AeBe A, entado AU B € A (i.e., se atribuirmos uma probabilidade a
A e outra a B, entdo atribuiremos uma probabilidade a ”A ou B”).

Em outras palavras, vamos supor que A seja uma algebra de eventos:

Definicao 3. Seja A um conjunto ndo-vazio. Uma classe A de subconjuntos de Q
satisfazendo A1, A2 e A3 é chamado algebra de subconjuntos de Q.

Proposicao 1. Seja A uma algebra de subconjuntos de Q). Entao valem as seguintes
propriedades:
Ad. ocAe

n n
A5. Vn,YAq,...,An€ A, temos | J A€ A e ) A €A.
i=1 i=1

Esta proposicao diz que uma algebra é fechada para um numero finito de apli-
cacdes das operacdes U, N e €.
Demonstragdo. A1 e A2 implicam A4. Para A5, temos A3 = A UAs € A = (A1 U
n
A )UA3 € A= ...= |J Aj €A, porinducdo.

i=1
Agora, basta observar que

e (08

i=1
e aplicar sucessivamente A2, a parte ja provada de A5 e, novamente, A2.
O
Seguidamente, vamos supor que a classe dos eventos aleatorios também satis-
faca:

o
A3. Se Ape Aparan=1,23,...,entdo |J Ap € A.

n=1
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Definicao 4. Uma classe A de subconjuntos de um conjunto ndo-vazio Q) satisfazendo
A1, A2 e A3’ é chamada o—algebra de subconjuntos de Q.

Observacoes. (1) Uma o—Igebra é sempre uma algebra, pois A3 é conse-
quénciade A3, jaque AUB=AUBUBUB... € Ase A éo—algebra.

(2) Podemos supor que A é uma o—algebra em vez de algebra, pelo Teorema
da Extensdo de Carathéodory. Este teorema da Teoria da Medida garante
que uma probabilidade definida em uma algebra, e de acordo com os axi-
omas usuais, pode ser estendida de uma Unica maneira para a o—algebra
gerada pela algebra.

(3) Em inglés, usa-se as vezes o termo “field” (corpo) no lugar de "algebra” e
"o—field” no lugar de "o—algebra”. Para o tradutor de Gnedenko, o—algebra
€ "Borel field”. Em francés, é "tribu”.

Proposicao 2. Seja A uma o—algebra de subconjuntos de Q). Se Ay, Ao, ... € A, entdo
o0
m An € A.

n=1

Demonstragéo.

X0 C
An = (U Af,)
n=1

EDE

]

Podemos dizer, entdo, que uma o—algebra € fechada para um numero enume-
ravel de aplicagOes das operagdes U,N e °.

Passamos agora a definir probabilidade, sendo que um método de o fazer é o
da frequéncia relativa: poderiamos definir P(A) como o limite da frequéncia relativa da
ocorréncia de A em n repeticoes independentes do experimento, com n tendendo ao
infinito, i.e.,

1 numero de ocorréncias de A em n “ensaios”
X .
independentes do experimento.

Esta é a definicdo “frequentista” ou “estatistica” de probabilidade. Baseia-se na
experiéncia, comum a todos nés, da estabilidade da frequéncia relativa de ocorréncia
de eventos, quando realizamos muitas repeticoes do experimento. Essa definicao foi
usada por von Mises na construcdo de uma teoria de probabilidade.

Outro método de definir probabilidade é o de estabelecimento de axiomas, co-
nhecido como definicdo axiomatica de probabilidade. Para isso, vamos admitir que
existem as probabilidades em uma certa o—algebra A de eventos, chamados even-
tos aleatérios; vamos supor que a todo A € A seja associado um numero real P(A),
chamado probabilidade de A, de modo que 0s axiomas a seguir sejam satisfeitos.
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Axioma 1. P(A) > 0.
Axioma 2. P(Q)) = 1.

Axioma 3. (Aditividade finita). Se Aq, ..., An € A sdo disjuntos (2 a 2), entdo

(Os eventos sao disjuntos, ou disjuntos 2 a 2, se sdo mutuamente exclusivos,
e, AinNAj=asei])

Observacoes. Como Aj U As U Az = (A1 U As) U Az, podemos usar indu-
¢ao para mostrar que o Axioma 3 esta satisfeito (para todo n) quando esta
satisfeito para n = 2. Uma funcdo P satisfazendo Axiomas 1, 2 e 3 é cha-
mada probabilidade finitamente aditiva. Embora alguma coisa tenha sido
feita com tais probabilidades, € matematicamente mais conveniente supor
o—aditividade:

Axioma 3’. (o—aditividade). Se Ay, As,... € A sé&o disjuntos (i.e., mutua-
mente exclusivos), entao

P (Ej A,,) = i P(An).
n=1 n=1

Proposicao 3. O Axioma 3’ implica o Axioma 3, i.e., se P é o—aditiva, entao é finita-
mente aditiva.

Demonstragdo. Suponhamos satisfeito o Axioma 3’, e sejam Ay, ..., Ap € A disjuntos.
Notemos inicialmente que P(2) = 0, ja que

P(Q) = PQUBUBU..)=PQ)UPD)+P(@)+...

Definamos Ay = @ parak=n+1,n+2,.... Entdo A4, Ao, ... s&o disjuntos, logo
n oo oo
P (U Ak> =P (U Ak) =Y P(Ay)
k=1 k=1 k=1

P(Ax)+ P(@)+ P(@) +...= Z P(Ak)
1

NE

=
Il
—
=
1]

]

Definicao 5. Uma fungéo P definida numa o—algebra A e satisfazendo os Axiomas 1, 2
e 3’ chama-se uma medida de probabilidade em A ou simplesmente uma probabilidade
emA.
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Ocorre que, dados os Axiomas 1, 2, 3, o Axioma 3’ é equivalente ao:

Axioma 4. ("Continuidade no vazio”). Se a sequéncia (An),>1, onde Ap € AVn, de-
crescer para o vazio, entdo P(An) — 0 quando n — oc.

Observacéo. (An),~1 decresce para o vazio (Ap | 9) significa Ap O Ap,1Vn,

ou seja, (An),>1 decresce, e () An= 2.
B n>1

Proposicao 4. Dados os Axiomas 1, 2, 3 o Axioma 4 é equivalente ao Axioma 3’
(i.e., uma probabilidade finitamente aditiva € uma probabilidade se, e somente se, é
continua no vazio).

Demonstragéo. (i) Suponhamos o Axioma 3. Sejam Ay, Ao,... € A tais que Ap | 2.
Queremos provar que P(Ap) — 0. Temos

A1 =(A1 —A2)U(A2_A3)U---= U(AK_AK+1)!

pelo diagrama:

Fonte: James (2023).

Os "anéis” Ay — Ak,1 séo disjuntos, porque a sequéncia é decrescente, e per-
tencem a A, ja que A é fechada para diferencas. Pelo Axioma 3’,

P(A1) =Y P(Ak — Aks1),

k=1
portanto a série é convergente e
n—1
; P(Ak = Aks1) ———> P(Aq).

Pela aditividade finita,

P(Ak — Ak+1) = P(Ak) — P(Aks1),
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logo

n—1

P(A1) = lim 3" (P(Ax) — P(Ak,1)) = im_(P(A1) — P(Ap)),
k=1

e entdo P(Ap) — 0.
(if) Suponhamos o Axioma 4 e sejam A4, Ao, ... € A disjuntos. Queremos provar

oo o0 o0
que P < U An | = >_ P(An). Seja A= |J Ap, entdo

n=1 n=1 n=1

(30

k 00
P(A) =Y P(An)+P ( U An> :

n=1 n=k+1

e pela aditividade finita,

o0
SejaBy = |J An, entéo By | @ e portanto P(By) — 0 (pelo Axioma 4). Logo

n=Kk+1

Y P(An) —— P(A),

k
k—o00
n=1

18

ie., P(A) = 3 P(An). 0

1]
—

n
Corolario 1. Os dois seguintes sistemas de axiomas s&o equivalentes:
Sistema I: Axiomas 1, 2, 3’
Sistema II: Axiomas 1, 2, 3, 4.

Demonstragco. O sistema | é equivalente aos Axiomas 1, 2, 3, 3’, pois ja vimos que o
Axioma 3’ implica o Axioma 3. Agora basta aplicar a Proposigéo 1.4. O

Observacao. Entao para verificar se P é probabilidade em A, basta verificar
os axiomas do sistema | ou os axiomas do sistema Il.
Propriedades de probabilidade. Seja P uma probabilidade em uma o—algebra
A. Suponhamos que todo A abaixo pertenca a A. Entdo as seguintes propriedades
sao consequéncias dos axiomas:
P1. P(A®) =1 — P(A). (Consequéncia dos Axiomas 2 e 3).
Caso particular importante: P(@) =1 — P(Q) = 0.
P2. 0 < P(A) < 1. (Consequéncia do Axioma 1 e P1.)
P3. Ay C A> = P(A4) < P(Ao). (Pela aditividade finita, P(As) = P(Aq) + P(As —
A1) > P(Aq), pelo Axioma 1.)
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n n
muP< m)gzpmﬂﬁwammmwemm,
i=1 j=1

1

P(A1 U Ag) = P(A1) + P(A2 N A7) < P(Aq) + P(A),

por P3, ja que A, N A C Ay. Completa-se a prova por indugéo.)

P5P<G&>§§PM”
i=1 i=1

P6. (Continuidade de probabilidade). Se An 1 A, entdo P(An) 1T P(A). Se An | A,
entdo P(An) | P(A).

Demonstragéo de P6. Vamos supor que A | A, i.e., que Ap D ApqVne
() An=A. Entdo, P(An) > P(An.1), por P3, e (An—A) | @ = P(Ap—A) — 0,

n>1
pela continuidade do vazio. A aditividade finita implica P(An — A) = P(An) —

P(A), pois A C Ap. Resumindo, temos P(Ap) — P(A) — 0 e {P(An)}n>1
decrescente, logo P(An) | P(A).

Se Ap 1t A(i.e., An C ApyiVne |J An = A), entdo A§ | AC. Logo, P(AS) |
n>1

P(A°), ou seja, 1 — P(Apn) | 1 — P(A); portanto, P(An) 1 P(A). O

Modelo probabilistico. Terminamos a formulagao do modelo matematico para
um experimento, ou modelo probabilistico. E constituido de:

(a) Um conjunto ndo-vazio Q, de resultados possiveis, 0 espago amostral.
(b) Uma o—algebra A de eventos aleatorios.
(c) Uma probabilidade P definida em A.

Agora vamos retirar nosso modelo do contexto de um experimento e reformulé-lo
como um conceito matematico abstrato.

Definicao 6. Um espaco de probabilidade € um trio (Q, A, P), onde
(a) Q é um conjunto ndo-vazio,
(b) A é uma o—4algebra de subconjuntos de O, e

(c) P é uma probabilidade em A.

A partir de agora, tudo sera estudado em espacos de probabilidade, apesar de
mantermos a linguagem de experimentos e eventos. (Ja vimos que todo modelo pro-
babilistico € um espago de probabilidade. Reciprocamente, o espaco de probabilidade
(Q, A, P) pode ser considerado um modelo para o experimento "selecionar um ponto
de Q) conforme a probabilidade P”).
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2.2.2.2 Probabilidade condicional

Definicao 7. Seja (2, A, P) um espaco de probabilidade. Se B € A e P(B) > 0, a
probabilidade condicional de A dado B é definida por

P(AN B)

P(B) AecA.

P(A| B) =

Observacao. Se P(B) = 0, P(A | B) pode ser arbitrariamente definida. A
maioria dos livros faz P(A | B) = 0, mas ndo é interessante fazer P(A | B) =
P(A) para que P(A | B) seja uma probabilidade em A (como fungéo de A). E
também conveniente, por independéncia, fazer P(A | B) = P(A).

Consideremos um diagrama de Venn:

Figura 2 — Diagrama de Venn: intersegdo AN B

Fonte: James (2023).

Se A e B sado desenhados de modo que as areas de A, B e AN B sejam pro-
porcionais as suas probabilidades, entdo P(A | B) é a proporgédo do evento B ocupada
pelo evento A. Note que P(A | B),A € A, é realmente uma probabilidade em A, ou
seja, determinar P(A | B) passa por restringir o universo Q. Consequentemente as
propriedades sdo mantidas, por exemplo:

P(A° | B)=1— P(A| B).

Probabilidade condicional possui uma interpretagao intuitiva em termos de fre-
quéncias relativas. Pensando em probabilidade como limite de frequéncia relativa,
temos:

P(AN B)
PA|B)= ——— =
im o namero de ocorréncias de “A e B”
n—o0 N em n ensaios independentes do experimento

numero de ocorréncias de B
em n ensaios independentes do experimento
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im numero de ocorréncias de AN B em n ensaios
"~ n—oo nUmero de ocorréncias de B nos mesmos n ensaios

Entdo, quando n é grande, P(A | B) é aproximadamente igual ao quociente do
namero de ocorréncias de A e B sobre o numero de ocorréncias de B em n ensaios
independentes do experimento, i.e., P(A | B) é aproximadamente a proporgao, entre 0s
experimentos em que ocorre 0 evento B, daqueles em que o evento A também ocorre.

Decorre da definicao que P(ANB) = P(B)P(A | B), e esta igualdade é vélida tam-
bém quando P(B) = 0. Esta igualdade se generaliza: sendo A, B, C eventos aleatorios,
temos P(AN BN C) = P(AP(B| A)P(C | AN B).

Demonstracdo. PIANBNC)=P(ANB)P(C|AnB)=PAPB|APC|ANB). O
Por inducao, temos o seguinte:

Teorema 1. (Teorema da Multiplicacdo ou Teorema da Probabilidade Composta). Seja
(Q, A, P) um espaco de probabilidade. Entao
() PLANnB) = P(A)P(B| A) = P(B)P(A| B),VA,B € A,

(i) P(Ay N AsN...NAn) = P(A))P(As | A))P(Ag | Ay NAy). ..
P(An | AiN...N Ay 1),VAy,...,An €A, VYn=23,...

Agora suponhamos que A4, Ao, ... sejam eventos aleatdrios mutuamente exclu-
sivos e exaustivos (i.e., que os A; sejam distintos = mutuamente exclusivos e UA; = Q).
Entdo os A; formam uma particdo do conjunto amostral Q.

Vamos admitir que a sequéncia A, Ao, ... seja finita ou enumeravel - entao, por
exemplo, A e A€ formam uma partigéo, VA € A.

Para todo evento B € A, temos B = U i U B). Como os A; séo disjuntos, entao
i
os BN A, séo disjuntos e

P(B) = Z (AiN B) = ZP P(B|A)).

Logo temos o seguinte

Teorema 2. (Teorema da Probabilidade Total (ou Absoluta)). Se a sequéncia (finita ou
enumeravel) de eventos aleatorios A4, Ao, . .. formam uma particdo de ), entao

ZP P(B| Aj), VBeA.
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Usando esse teorema, podemos calcular a probabilidade de A; dada a ocorrén-

cia de B:
P(A; N B)

P(B)

_ pa | B - PAIPBIA)

PUALB) = " S PAIPBIAY
)

Essa é a formula de Bayes. Ela é util quando conhecemos as probabilidades dos
A; e a probabilidade de B dado A;, mas nao conhecemos diretamente a probabilidade
de B.

Observacao. A férmula de Bayes €, as vezes, chamada de formula de pro-
babilidades “posteriores”. Com efeito, as probabilidades P(A;) podem ser
chamadas probabilidades "a priori” e as P(A; | B), probabilidades "a posteri-
ori”.

2.2.2.3 Independéncia

Definicao 8. Seja (2, A.P) um espaco de probabilidade. Os eventos aleatérios Ae B
sao (estocasticamente) independentes se

P(AN B) = P(A) - P(B).

Observacao. Eventos de probabilidade zero ou um sao independentes de
qualquer outro: se P(A) =0, entdo P(AN B) =0 e A e B sédo independentes,
VB € A. Se P(B) =1, entdo P(ANB) = P(A)— P(ANBC) e, como ANB°¢ c B°
implica P(AN B®) < P(B°) =0, temos P(ANB€) =0e P(AN B) = P(A)P(B).
Logo, A e B sao independentes, VA € A.

Proposicao 5. A ¢ independente de si mesmo se, e somente se, P(A) =0 ou 1.
Demonstracédo. P(A) = P(AN A) = P(A)P(A) & P(A)=0ou 1. O]

Proposicao 6. Se A e B sdo independentes, entdo A e B¢ também sdo independentes
(e também AC e B, e ainda A€ e B°).

Demonstracdo. VVamos supor A,B independentes. Entdo P(AN B°) = P(A)— P(ANB) =
(pela independéncia) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A) - P(B°). N

Aqui esta uma justificagdo intuitiva da Definigdo 8: B € independente de A se
tanto a ocorréncia quanto a ndo ocorréncia de A ndo afetam a probabilidade de B
ocorrer, i.e., P(B| A) = P(B) e P(B | A°) = P(B). Estas duas equagdes significam que

P(AnB)=P(AP(B|A) =PAPB) e

P(A° N B) = P(A°)P(B | A°) = P(A°)P(B);
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pela Proposicao 6, basta uma destas ultimas equacdes para a definicao.

Observacao. Se An B = &, entdo A e B nao sao independentes (a menos
que um deles tenha probabilidade zero).

Definicao 9. Os eventos aleatérios A;, i € I (I € um conjunto de indices), sdo indepen-
dentes 2 a 2 (ou a pares) se

P(AiNA) = P(A)P(A) Vijel,i#].

Definicao 10. (a) Os eventos A4,...,Ap(n > 2) sdo chamados (coletivamente ou
estocasticamente) independentes se

P(A, NA,N...NA; )= P(A)P(A,) ... P(A )

Vi<ii<b<...<im<nVm=23,...,n(i.e., setodas as combina¢des satisfazem a
regra produto).

(b) Os eventos A4, Ao, ... sdo independentes se Vn > 2, A, Ao, ..., Ap s80 indepen-
dentes.

(c) Os eventos A;,i € | (onde (/) € um conjunto de indices tal que #/ > 2) sao
independentes se toda subfamilia finita deles € de eventos independentes, i.e., se
Ai, A, Ai, ..., Ajs@o independentes para toda combinagao {iy, . .., im} de elementos

7 oo gy .

de ,vm=2,3,....

Observacoes. (1) Tais eventos sdo chamados, as vezes, estatisticamente
ou mutuamente independentes.

(2) Vemos pelo item (c) que toda subfamilia de uma familia de eventos inde-
pendentes é de eventos independentes.

Proposicao 7. Se A;,i € | é uma familia de eventos independentes, entdo para qual-
quer escolha B; € {A;, AP}, a familia B;, i € | também é independente.

Demonstracdo. Pelo item (c) da definicao de independéncia, é suficiente provar que
toda subfamilia finita By, .. ., By de eventos satisfaz a regra do produto:

n
P(ByN...NBp) =[] P(B)).
i=1

onde B; € {A,-,A;?} e Aq,...,An sdo eventos independentes. A prova sera feita por
inducdo finita em n.

1. Caso Base (n = 2): Se Ay e A> sdo independentes, pela Proposicéo 6, a regra
do produto € valida para todas as quatro combinag¢des de By e Bo.

2. Hipétese de Inducao (n = k): Assumimos que a proposicao € valida para k
eventos: se Ay, ..., Ak sé@o independentes, entdo P(By1 N...N By) = Hf-‘=1 P(B;), onde
B; € {A;, AF}.
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3. Passo Indutivo (n = k + 1): Sejam A4,...,Ax,1 eventos independentes e
B; € {A;, Af} para i =1,...,k+1. Definimos C = By N ... N By. Pela Hipétese de
Inducéo, P(C H, 1 P O evento que queremos calcular é P(CN By,1)-

Caso 3.1. Byki1 = Ak+1. Como Ay, ..., Ak,1 sé@o coletivamente independentes,
Ak.1 € independente de qualquer evento formado por Ay, ..., Ak € seus complementos.
Logo, C e Ay, 1 sé@o independentes.

k k+1
P(C N Aki1) = P(C)P(Ag,1) = (H P(Bi)) P(Ag+1) = H P(B;).

i=1

Caso 3.2: Bx,1 = k+1 Queremos mostrar que P(C N Ak+1) P(C)P(Aﬁﬂ)
Usamos a relacao da Proposicéo 6:

P(CNAS.,) = P(C) — P(CN A1)

Pelo Caso 3.1, C e Ak, 1 s@o independentes: P(CN Ag.1) = P(C)P(Ak,1). Substituindo
na equagao anterior:

P(CNAR,4) = P(C) — P(C)P(Ak.1) = P(C)(1 — P(Ag.1)) = P(C)P(AZ,1).

Substituindo P(C) pela Hipétese de Inducao:

k+1
P(CNAR,1) (HP ) (A% =[] P(B)).
i=1
O passo indutivo é valido em ambos os casos. Portanto, por indugéo finita, a
proposicao é valida para todo n > 2. O

A exposicao formal dos conceitos probabilisticos, apresentada nesta secao,
fornece um alicerce tedrico sélido que sustenta as decisdes didaticas adotadas na
sequéncia investigativa desenvolvida. Embora a linguagem matematica aqui utilizada
ultrapasse os conteudos tradicionalmente abordados na Educagéo Basica, ela se mos-
tra relevante para a pratica docente ao permitir a analise criteriosa das estratégias dos
estudantes e a mediacao pedagodgica qualificada durante a resolugdo de problemas
envolvendo incerteza.
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3 O PRODUTO EDUCACIONAL

Buscando viabilizar uma metodologia de ensino apoiada em investigagcdes ma-
tematicas, foi inicialmente elaborada uma sequéncia didatica para turmas nas quais
atuo como professor de matematica na educagéo basica, empenhando-me em com-
preender os sentidos atribuidos pelos estudantes ao conteudo de probabilidade. Uma
sequéncia didatica € um instrumento de planejamento do professor, no qual é possivel
escolher e organizar uma sucessao de atividades que atendam a um determinado
objetivo de aprendizagem. Isto é, uma sequéncia didatica consiste em um grupo de
decisdes de aspecto metodoldgico e pratico que guiardo a atividade docente em sala
de aula. Nao se trata de uma estrutura rigida; entretanto, deve apresentar flexibilidade
diante das interacdes com os estudantes e das condicdes as quais estao submetidos
(Silva; Oliveira, M. M. de, 2009).

3.1 PARTICIPANTES E PLANEJAMENTO DA INTERVENCAO

O produto educacional desenvolvido é resultado de uma pesquisa de mestrado
que buscou compreender os sentidos atribuidos pelos estudantes ao conteudo de
probabilidade a partir da implementacdo de uma atividade investigativa baseada na
metodologia das Investigacbes Matematicas. O local em que se aplicou a sequéncia
didatica é a Escola de Educacgao Basica Professor Laércio Caldeira de Andrada, na
cidade de Sao José, SC. Trata-se de uma escola da rede estadual de Santa Catarina,
atendendo turmas do Ensino Fundamental (Anos Iniciais e Anos Finais), bem como do
Ensino Médio, nos turnos matutino, vespertino e noturno (EEBLCA, 2025).

Nesse cenario, esta atividade investigativa foi elaborada e aplicada em trés
turmas da 22 série do ensino médio da E. E. B. Prof. Laércio Caldeira de Andrada,
da qual sou professor regular de matematica. Aprovada no calendario escolar, a Gin-
cana Esportiva da unidade escolar mencionada, prevista para acontecer no terceiro
trimestre letivo, movimenta os estudantes desde o inicio do ano. Desde entao, ja se
organizam para confeccionar as camisetas ou uniformes que serdo um dos elementos
da identidade visual da classe durante os dias de campeonato. As turmas relataram
um histérico de envolvimento significativo na participacao e dedicagao aos jogos que,
em um clima amistoso, promovem situac¢des de coletividade.

Analisando os planejamentos anuais da componente curricular de matema-
tica nas turmas de ensino médio da E. E. B. Prof. Laércio Caldeira de Andrada,
identificaram-se os conteudos e habilidades a serem desenvolvidos. Buscou-se tomar
aqueles com potencial de dialogar a mateméatica escolar com a cultura da comuni-
dade, envolvendo a Gincana Esportiva, tendo a probabilidade um lugar de destaque
nesse contexto. Identificado o contedudo em potencial, tomou-se a unidade tematica
Probabilidade e Estatistica conforme a BNCC (Brasil, 2018) no que se refere a etapa



Capitulo 3. O produto educacional 24

do ensino médio. Nesse aspecto, o conceito de probabilidade deve ser ampliado e
consolidado ao se trabalhar com as diversas realidades, contextos e situacées dos
estudantes. Em consulta ao Curriculo Base do Territério Catarinense para o Ensino
Médio (Santa Catarina, 2020), ha uma concordéancia sobre a organizacao curricular na
qual se insere o conteudo de probabilidade, uma vez que o documento tem a BNCC
como base curricular.

Considerando que sao turmas ja familiarizadas com a minha dinamica de tra-
balho, entendeu-se que seriam necessarias cinco aulas de 45 minutos cada, as quais
ocorreram durante o horario e espaco habituais de aula das turmas, no tempo das
aulas de matemdtica. Isto significa que os estudantes participantes nao precisaram se
deslocar para espacos diferentes dos ja praticados na rotina escolar, nem em horarios
distintos do cotidiano.

Para as turmas em questao, foi planejada a aplicacdo da atividade investigativa
detalhada na proxima sec¢éo. As cinco aulas foram organizadas da seguinte maneira:
(1) Levantamento dos conhecimentos prévios acerca de probabilidade e didlogo sobre
fendmenos aleatérios; (2) Organizagdo dos estudantes em grupos esponténeos e ar-
ranque da atividade investigativa; (3) Desenvolvimento das investigacdes matematicas,
intercalando momentos de atengédo aos comandos do professor pesquisador, utilizando
exposicao oral e o quadro, e momentos de trabalho coletivo entre o proprio grupo; (4)
Discusséao dos resultados obtidos e justificacao das probabilidades encontradas; e (5)
Socializacao dos resultados e avaliacao colaborativa. No decorrer da pratica, foram pro-
duzidos materiais em papel e escrita que compuseram parte da avaliagéo da atividade
investigativa.

3.2 DETALHAMENTO DA ATIVIDADE INVESTIGATIVA

Apés as discussdes bibliograficas e o reconhecimento das turmas em que a
atividade investigativa foi aplicada, chegou-se ao produto educacional exibido abaixo.

1. IDENTIFICAGAO
Escola: E. E. B. Prof. Laércio Caldeira de Andrada
Municipio: Sao José, SC
Componente Curricular: Matematica
Professor: André Milhoranca
Série: 22 Nivel: Ensino Médio
Tempo estimado: 5 horas aula
2. TEMA

Conteudo: Probabilidade e Estatistica
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3. JUSTIFICATIVA

A probabilidade tem figurado cada vez mais em nosso cotidiano: controle de quali-
dade; seguros; dados relativos a nascimentos e expectativa de vida, entre outros.
Além disso, os principios probabilisticos tém se tornado instrumento de trabalho
para muitas areas do conhecimento. Muitos fendmenos séo tratados matemati-
camente mediante simulac¢des aleatérias, como por exemplo na modelagem de
condicoes meteoroldgicas em situacoes de crise climatica.

O grande desafio que se enfrenta ao introduzir esse conteudo na matematica es-
colar é romper com a visao determinista que essa disciplina constréi. Sem duvida,
trata-se de um tema dificil de aprender e de ensinar. Lidar com o acaso nao é tarefa
simples nem intuitiva. Dessa forma, se faz necessario colocar os estudantes em
situagdes de tomada de decisdo a fim de reconhecerem seu sistema de crengas
pessoais e a influéncia de seus contextos nesse processo.

4. OBJETIVOS

a) Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatorios, realizando
contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que en-
volvem o célculo da probabilidade de eventos em experimentos aleatorios
SUCessSivos;

b) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espacos amostrais, discre-
tos ou ndo, e de eventos, equiprovaveis ou ndo, e investigar implicacées
no calculo de probabilidades;

c) ldentificar situa¢des da vida cotidiana nas quais seja necessario fazer es-
colhas levando-se em conta 0s riscos probabilisticos (usar este ou aquele
método contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de
outro, etc.).

5. MATERIAIS E METODOS

O conteudo sera abordado através de aulas investigativas, utilizando a metodologia
das investigacbes matematicas. Sendo assim, os alunos serao organizados em pe-
quenos grupos espontaneos, conforme a afinidade entre os integrantes das turmas,
para participarem das atividades investigativas em Matematica. Inicialmente, o pro-
fessor fara uma exposicao acerca da natureza das atividades investigativas para,
em seguida, fazer o reconhecimento da situacao a ser trabalhada, a sua exploracéao
preliminar e a formulagao de questdes.

Os alunos receberao material de escrita proprio, disponibilizado pelo professor, para
o desenvolvimento da atividade. Além disso, podem utilizar seus proprios cadernos
para fazer as anotagdes e, para a exposi¢cao das conclusdes de cada grupo, eles
poderdo utilizar da lousa. Apds a socializagdo dos resultados e discussdes de cada
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grupo, um espaco de debate sera aberto com o objetivo de trabalhar a argumen-
tacdo matematica e embate dos possiveis erros que possam aparecer durante o0s
testes das conjecturas levantadas pelos alunos. Por fim, os alunos seréo convida-
dos a tecerem comentarios sobre o formato da aula investigativa, destacando os
pontos positivos e pontos negativos, com base em suas percepgoes, para as suas
aprendizagens. Tendo concluido esse processo, o professor realiza um feedback
dessa abordagem para melhorias e aplicagdes futuras.

6. PROCEDIMENTOS
12 aula: Fenémenos aleatoérios e Historizacao

O inicio da problematizacao pode se dar com a exploragéo de fenémenos aleatérios,
isto é, fendbmenos ou experimentos que estdo submetidos a aleatoriedade, refor-
cando a nocao de que, mesmo que se conhegcam 0s possiveis resultados, ndo sao
deterministicos. Como exemplos, podem ser citados o langamento de uma moeda,
o lancamento de um dado, os jogos de loteria, entre outros.

Nesse contexto, pode-se realizar um dialogo com os estudantes sobre quais fa-
tores podem ser considerados quando desejamos determinar as chances de um
determinado fendmeno aleatdrio acontecer. E importante que o professor tenha em
mente que o estudo matematico das probabilidades estabelece relagdo com a es-
tatistica na utilizacao de técnicas analiticas para realizar proje¢coes de ocorréncias
de eventos. Com base nos estudos de Shaughnessy (1992) é possivel identificar a
presencga de quatro concepgdes de probabilidade:

[) Concepgéo classica ou laplaciana de probabilidade: trata-se de uma defi-
nicao apresentada por Laplace, em 1812: define-se probabilidade como a
razao entre numeros de casos favoraveis em relacdo ao numero total de
casos possiveis, desde que todos os resultados sejam igualmente prova-
veis;

II) Concepgao frequentista ou empirica de probabilidade: a probabilidade
emerge de uma experimentacéo — “probabilidade a posteriori”’, ou seja, a
probabilidade é calculada depois de experimentos terem sidos realizados.
As teorias frequentistas consideram probabilidades a serem atribuidas
baseadas no comportamento a longo prazo dos resultados aleatérios;

[II) Concepcgéao subijetivista de probabilidade: as probabilidades expressam
grau de crenga ou percepc¢ao pessoal; ela fica centrada no sujeito;

V) Concepgédo axiomatica ou formal: trata-se da concepcao vigente atual-
mente e se apoia na teoria de conjuntos, contrapondo-se a concepgao
classica. E um conceito definido implicitamente por um sistema de axio-
mas e um conjunto de definicbes e teoremas deduzidos deles.
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A probabilidade, juntamente com a estatistica, compde uma das unidades temati-
cas da Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Segundo o documento, o objetivo
maior € que os alunos compreendam que nem todos os fendmenos sao determi-
nisticos; para isso, & necessario dar aos alunos a possibilidade de experimentar,
explorar, discutir, trocar ideias, argumentar, dizer como estao pensando, quais julga-
mentos fazem sobre a ocorréncia de determinado evento, contrastem o que poderia
ter acontecido e ndo aconteceu, etc.

22 aula: Introducao da tarefa investigativa

Iniciaremos a aula conversando sobre situagées do cotidiano em que é possivel
encontrar o uso de probabilidade e / ou previsdes numéricas. Espera-se que 0s
estudantes citem a previsao meteoroldgica, os jogos de apostas, os resultados dos
times que torcem, entre outros.

ApoGs esse primeiro momento, adentraremos o contexto da Gincana Esportiva, pra-
tica anual na E.E.B. Laércio Caldeira de Andrada. Os alunos se organizarao em
grupos espontaneos de 2 a 5 integrantes, que seguirdo até o final das atividades
investigativas, e compartilhardo suas memdérias e experiéncias sobre a participagéao
na gincana, bem como os resultados, buscando verificar a mobilizag&o de conheci-
mentos de matematica acerca desses resultados.

O arranque da atividade investigativa se apoiara nas vivéncias da Gincana Esportiva
com o objetivo de matematizar os chaveamentos das modalidades esportivas, feito
a partir de sorteio das turmas, e efetivar célculos de probabilidade acerca dos jogos.
O material sera entregue de forma impressa aos estudantes, nao dispensando
uma pequena introdugdo oral por parte do professor, garantindo que os alunos
compreendam o que significa investigar.

ARRANQUE DA INVESTIGAGAO MATEMATICA

Procure construir um chaveamento sorteando as equipes abaixo para dispu-
tas na modalidade “mata-mata”.

Turmas 100, 101, 102, 103, 104
Turmas 200, 201, 202, 203, 204
Turmas 300, 301, 302, 303, 304

Registre os resultados obtidos e determine as possibilidades e probabilidades
de sua turma se tornar campea de uma modalidade.
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Para verificar se os alunos entenderam a atividade investigativa seréo tiradas as
possiveis duvidas iniciais levantadas pelos grupos de trabalho, buscando destacar
que nao se trata de responder uma questao bem delimitada. Importante destacar
que os grupos se empenharao em formular questdes com base na situagao que
Ilhes é apresentada.

32 aula: Desenvolvimento das investigacoes

Retomaremos a atividade investigativa realizando os sorteios para formacéo do
chaveamento a partir das equipes do Ensino Médio que disputarao a Gincana Es-
portiva no ano de 2025. Cada grupo podera decidir a maneira como realizar o
sorteio das equipes e como arranja-las no chaveamento das disputas que aconte-
cerdao na modalidade conhecida como “mata-mata”. Mais uma vez sera assegurado
a compreensao dos alunos acerca da atividade que se ira realizar e o professor
passara a assumir papel de moderador das investigaces.

Durante as passagens do professor pelos grupos, sera observada e incentivada
a exploracao e formulagao de questdes, a formulacdo de conjecturas, o teste e a
reformulacdo de conjecturas. Sera garantido que os grupos levem o tempo que
precisar para se familizarem com os dados e se apropriarem mais efetivamente do
sentido da tarefa investigativa.

Serao observados os registros por escrito e os dialogos buscando identificar como
0S grupos geram seus dados e 0s organizam para, entdo, formular suas questdes.
A nocao de aleatoriedade deve ser reforcada a medida que percebem os diferentes
chaveamentos possiveis que podem ser gerados a partir das equipes disponiveis,
mobilizando a contagem das possibilidades e buscando conhecer também a nogéo
de espaco amostral.

42 aula: Justificacao das conjecturas e discussao dos resultados obtidos

Dando continuidade as investigacbes e a formulacdo de conjecturas, nessa aula
buscaremos analisar a mobilizagdo dos conhecimentos no teste dessas conjecturas.
O trabalho indutivo realizado pelos grupos sera incentivado a ser transformado em
registro escrito a ser motivado pelo professor moderador que continua a caminhar e
observar o desenvolvimento dos alunos. Cabe-lhe colocar questbes aos alunos que
os estimulem a olhar em outras dire¢des e os fagam refletir sobre aquilo que estao
fazendo.

Esses elementos escritos sdo fundamentais para 0 momento da discussao posterior
dos resultados como forma de organizagéo das ideias e seus resultados. Espera-se
que os grupos de alunos tenham avancado com os chaveamentos, sendo capazes
de observar como as equipes que disputam a Gincana Esportiva avangam nas fases
conforme os resultados das partidas.



Capitulo 3. O produto educacional 29

A essa altura da atividade investigativa, espera-se que 0s grupos sejam capazes de
elaborar e resolver problemas que envolvem o célculo de probabilidade em eventos.
Pretende-se retomar a discussao sobre a nocao de aleatoriedade e de determinismo
em situacdes de probabilidade, mais especifico, no contexto da Gincana Esportiva.

A justificacdo das conjecturas é imprescindivel para o processo investigativo, em
que o professor colocara o carater provisério das conjecturas introduzindo a ideia
de prova matematica, podendo fazer comentarios das modalidades ja conhecidas.
A principal motivagdo nesse momento da investigacao seré perceber a necessidade
de os grupos justificarem matematicamente as suas afirmacgoes.

No final de uma investigacao, € importante construir um momento de partilha de
conhecimento em que os grupos devem socializar os seus resultados obtidos. O
principal objetivo dessa etapa é confrontar as estratégias, conjecturas e justificacées
utilizadas pelos grupos, em que o professor desempenha um papel de moderador
dos possiveis conflitos.

Serd o momento em que o professor é capaz de fazer uma sistematizacao dos co-
nhecimentos levantados, destacando a importancia dessa fase de discussao para
o desenvolvimento da capacidade de comunicar-se matematicamente. Como o pro-
fessor tera nocao do trabalho realizado por cada um dos grupos, pode estabelecer
uma ordem de socializagcao dos resultados obtidos por eles, de modo que a discus-
sao dos trabalhos néo seja repetitiva, mas permita uma consolidagao dos objetivos
listados nessa sequéncia didatica.

52 aula: Avaliacao colaborativa

Conforme a metodologia adotada para as investigacées matematicas, a avaliagéo
se dara através da escrita de relatorios pelos grupos de alunos e da observacéao
informal, pelo professor. Se a escrita de relatérios ndo é comum aos estudantes, é
importante a constru¢do de um roteiro para sua elaboragéo, explicitando o que se é
pretendido e como sera avaliado.

Nas instrucdes para a escrita dos relatérios, serao colocadas a necessidade de
descrever, de maneira detalhada, os passos que 0 grupo seguiu para explorar a
tarefa que lhe foi proposta, podendo langar mao de escritos, desenhos, tabelas,
esquemas e o que for conveniente, desde que de forma organizada. Além disso,
sera cobrado o registro de um resumo do que o grupo considera ter aprendido
apds a realizacao da investigacdo mateméatica, bem como, um comentario geral em
relacédo a tudo o que fizeram.
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ROTEIRO PARA A ESCRITA DO RELATORIO

Embora a organizacdo de um relatério possa ser uma tarefa em que tenha
inicialmente algumas dificuldades, penso que ele pode ajuda-lo, por exemplo,
a compreender melhor os varios assuntos tratados nas aulas e a desenvolver
a capacidade de comunicar por escrito o trabalho que realizou.

Um relatério deve incluir uma descricdo o mais detalhada possivel do traba-
Ihou que realizou e pode ser organizado da seguinte forma:

* |dentificacao do grupo, com nome dos integrantes e turma;

 Titulo;

Objetivo do trabalho incluindo as questdes iniciais;

Descricdo do processo de investigacao (incluindo tabelas e/ou esque-
mas, esbocos de graficos, organizacdo dos dados recolhidos...), das
tentativas realizadas e das dificuldades encontradas;

* Conclusoes;

» Autocritica da intervengao do grupo no trabalho.

Tente descrever 0os passos que seguiu para explorar a tarefa que lhe foi pro-
posta. Procure explica-los de uma forma clara e organizada. Registre todos
os valores com que trabalhou e, nos casos em que tal se mostre adequado,
nao hesite em apresentar desenhos, tabelas e esquemas.

Para avaliacao dos relatérios sera feita uma analise qualitativa buscando identificar
se 0s grupos atendem aos objetivos colocados para essa atividade investigativa.

7. CONCLUSAO

Ao final do processo de investigagdes matematicas acerca da probabilidade em
uma Gincana Esportiva, o professor revisara as principais potencialidades e fragi-
lidades dessa metodologia escolhida para abordagem desse assunto especifico.
Deseja-se ter atendido as habilidades previstas pela BNCC para o objeto de conhe-
cimento da probabilidade e estatistica no que tange as habilidades de identificar e
descrever 0 espaco amostral de eventos aleatérios, o calculo de suas possibilida-
des para resolver e elaborar problemas que envolvam o calculo de probabilidade
de eventos em experimentos e situacdes apresentadas. Com isso, desenvolver a
habilidade de identificar situagcdes da vida cotidiana nas quais podem considerar
riscos probabilisticos para tomar decisées e fazer escolhas.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

4.1 INDICIOS DE PENSAMENTO CRITICO E ARGUMENTAGCAO

Quando, nas aulas de matematica, os alunos se deparam com problemas de
probabilidade que ultrapassam os casos classicos de uma moeda, um dado e cartas
de um baralho, reforga-se a potencialidade de desenvolvimento de uma educacao
matematica critica. Dessa maneira, mais do que compreender regras e férmulas, os
estudantes participam ativamente na transformacao de seu contexto social ao orga-
nizarem e fundamentarem suas atitudes e decisées baseadas em conhecimentos
matematicos (Ferreira; Lopes, 2024).

Ao observar o envolvimento e a participagdo das trés turmas nas atividades
investigativas sobre probabilidade, considera-se efetivo o engajamento dos alunos,
com destaque para aqueles que ndo possuem uma relagdo amigavel com o ambi-
ente escolar, apontando um constante desinteresse pelas disciplinas cursadas. Como
observado no trabalho de Sa, Milli e Chiabai (2021), a educagdo matematica critica
evidencia-se quando os alunos percebem que a matematica ensinada na escola esta
presente em seu cotidiano, estimulando-os a participar desse ambiente de discussodes
que estabelecem relagdes matematicas para além da sala de aula.

Trabalhar com a determinacao de probabilidades em uma gincana escolar am-
pliou a percepcao dos estudantes sobre a relagdo desse conteudo com a estatistica.
Em diversos momentos, ao mencionarem o histérico de vitérias das turmas e as habili-
dades esportivas dos colegas nas modalidades, notou-se o desejo dos participantes
das investigacbes matematicas de fundamentar seus argumentos em fatos. Embora
nao exista um registro formal dessas informagodes, os estudantes buscavam em suas
memodrias a participacao das turmas em edigdes anteriores da gincana na mesma
escola para, em algumas oportunidades, discordar, por exemplo, das chances iguais
de vitoria ou derrota em uma partida.

Na pratica apresentada por Santos, Camargo Sant’Ana e Sant’Ana (2024),
mostrou-se que a Educacédo Matematica Critica é capaz de fornecer principios funda-
mentais para tornar a matematica escolar significativa para os aprendizes, ao trabalhar
com problemas baseados no contexto dos estudantes. Por isso, vale destacar que,
ao abordar a probabilidade com os alunos do ensino médio da E. E. B. Prof. Laér-
cio Caldeira de Andrada no contexto da gincana escolar, foi levantada a questao das
informagdes estatisticas envolvendo os aplicativos de apostas esportivas.

No processo das investigagcdes matematicas em sala de aula, houve uma pro-
blematizacao levantada por alguns grupos de alunos que buscavam basear seus ar-
gumentos de probabilidade nas habilidades esportivas dos membros de suas equipes,
como foram os casos dos grupos G4 e G5 da T1, assim como o grupo G2 da T3. Na
oportunidade, foram mencionados os aplicativos de apostas esportivas como uma pos-
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sibilidade de entretenimento, mas também como um possivel problema para aquelas
pessoas que utilizam seu dinheiro na esperanca de obter algum retorno monetario.
Foram diversos os relatos de estudantes sobre pessoas conhecidas que ja perderam
dinheiro em apostas dessa natureza, seja por acreditar em um rapido rendimento
financeiro ou ainda por confiar em seus times. Segundo os proprios estudantes, o fu-
tebol € uma das modalidades esportivas que mais mobiliza as crengas dos populares
a ponto de apostarem dinheiro em possiveis resultados de partidas. Mais uma vez,
observou-se a influéncia das crencas na resolucéo de problemas de probabilidade.

N&o distante dessa situagéo, quando se fala em apostar dinheiro em aplicativos
de jogos de azar, como o popularmente conhecido Jogo do Tigrinho, os alunos tam-
bém relataram casos de conhecidos envolvidos em perdas monetarias. A fragilidade
dos investimentos reside na promessa de receber de volta uma enorme quantia de
dinheiro se comparada ao valor aplicado inicialmente. Em periodos de precarizacao
e desvalorizacdo de empregos formais, seja em regime de consolidacao das leis do
trabalho (CLT) ou estatutario, a possibilidade de receber grandes quantias de dinheiro
rapidamente ilude uma grande massa de pessoas a ponto de fazé-las utilizar seus sala-
rios em jogos de azar, sem nenhuma garantia de retorno, como € o caso dos cassinos
on-line. O problema se potencializa quando se considera o papel dos influenciadores
digitais, que facilmente adentram os lares brasileiros por meio das redes sociais e que
tém contribuido amplamente na divulgacao desses jogos de azar, mas que vem sendo
investigados por autoridades de justica por participarem ativamente no endividamento
de cidad&os.

Como ja mencionado anteriormente, os aplicativos de apostas esportivas e
jogos de azar apresentam um enorme potencial para desenvolver a Educacdo Ma-
tematica Critica. Por isso, o professor que decide trabalhar com os cenarios para
investigagdo (Skovsmose, 2000) tem maiores chances de engajar seus alunos na re-
solucao de problemas propostos em comparag¢ao com as classicas listas de exercicios.
Trata-se de um desafio a pratica docente, que deve estar sempre embasada nos do-
cumentos curriculares e nos tempos disponiveis para a aplicagdo das metodologias
disponiveis (Ponte; Brocardo; Oliveira, H., 2020).

Em sintese, os indicios de pensamento critico e argumentacao observados nas
atividades investigativas revelam que, quando a matematica é inserida em contextos so-
cialmente significativos, os estudantes passam a mobilizar saberes que ultrapassam o
dominio técnico do conteudo. As discussodes sobre apostas, crencas e desigualdades,
articuladas as noc¢oes de probabilidade, evidenciam que a aprendizagem matema-
tica pode constituir-se também como um exercicio de cidadania, na medida em que
convida os alunos a analisar criticamente as situacdes que permeiam seu cotidiano.
Essas experiéncias mostram que o ensino de probabilidade, quando conduzido sob
a perspectiva das investigacées matematicas, potencializa ndo apenas a construgéo
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de conhecimentos conceituais, mas também o desenvolvimento de uma postura refle-
xiva diante dos usos sociais da matematica. As reflexdes decorrentes desse processo,
tanto por parte dos estudantes quanto do professor-pesquisador, sdo aprofundadas na
sSecao a sequir.

4.2 REFLEXOES A PARTIR DA PRATICA

Proporcionar aos estudantes momentos ndo convencionais durante as aulas
de matematica € consideravelmente desafiador. Ao adotar a metodologia das inves-
tigagcbes matematicas para se trabalhar determinado conteudo, o professor escolhe
dialogar a matematica escolar com o cotidiano de suas turmas. Segundo Franzoni e
Quartieri (2020), os diferentes caminhos percorridos pelos grupos de trabalho durante
as investigacdes matematicas permitem que eles facam importantes descobertas, seja
quando se debrugcam sobre o problema a ser resolvido, ou ainda quando comparam
seus resultados na oportunidade de socializagao para toda a turma.

Assim, os resultados encontrados nesta dissertacao, apés o desenvolvimento de
uma tarefa investigativa para o ensino de probabilidade no ensino médio, corroboram
os trabalhos desenvolvidos em Educagdo Matematica sobre atividades investigativas.
Apds a aplicacdo de uma atividade na perspectiva da Educacdo Matemética Critica,
Sa, Milli e Chiabai (2021) perceberam que o didlogo entre os estudantes estimulou
a exposicao e a argumentacao sobre diferentes pontos de vista acerca da atividade,
ampliando a capacidade de autocritica sobre um determinado problema nas aulas de
matematica.

Quando um professor de matematica se depara com o rol de habilidades a
serem desenvolvidas com os estudantes do ensino médio, conforme a BNCC (Brasil,
2018), abre-se um grande leque de possibilidades metodolégicas. Saber escolhé-las
e aplica-las conforme a realidade de cada turma de alunos faz parte do desafio dia-
rio da pratica pedagdgica. Nesse sentido, esta dissertacao buscou contribuir com as
reflexdes acerca de trés turmas do ensino médio em uma escola da rede estadual ca-
tarinense, compartilhando seus desafios, seus acertos e seus equivocos. Tal abertura
metodoldgica, no entanto, ndo garante, por si s6, praticas emancipatérias. E na esco-
Iha intencional de metodologias que favorecam a problematizacéo e o dialogo, como
as investigacbes matematicas, que o0 ensino pode aproximar-se de uma educacgao
matematica critica.

A opgéo por ensinar probabilidade por meio das investigagdes matematicas nao
excluiu a realizacao de aulas expositivas que antecederam o processo investigativo dos
estudantes. Manté-los enfileirados, trabalhando individualmente, deixando que os mais
falantes falassem e que os mais silenciosos permanecessem em siléncio, fez parte
da estratégia de introduzir uma nova dindmica nas aulas de matematica. Para que as
investigacdes matematicas sejam aplicadas com eficacia, os autores Ponte, Brocardo
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e Hélia Oliveira (2020) recomendam que se conhecam as turmas, sua dinamica e
suas realidades. Por isso, na E. E. B. Prof. Laércio Caldeira de Andrada, buscou-se
compreender as interacdes entre 0s alunos e os professores de cada uma das trés
turmas selecionadas para realizar as investigacdes matematicas deste trabalho.

Desde o momento em que se dialogou com os alunos sobre fenémenos alea-
torios, que se compartilhou com eles a proposta de um trabalho investigativo e que
se tentou organizar as turmas em grupos espontaneos, o professor pesquisador ja
passou a vivenciar desafios que possivelmente nao existiriam se decidisse trabalhar
exclusivamente no paradigma do exercicio. Portanto, adotar as investigagbes matema-
ticas como alternativa metodoldgica passou por preparar os alunos a vivenciar uma
dindmica diferente da convencional nas aulas de matematica.

No momento em que se planejou elaborar uma sequéncia didatica para o de-
senvolvimento de habilidades na unidade tematica de probabilidade sob a metodologia
das investigacdes matematicas, almejava-se construir, junto aos estudantes, os conhe-
cimentos acerca de espagco amostral e dos eventos nele contidos de um fenédmeno
aleatorio. Porém, a pratica mostrou que o que foi desenvolvido foi o inicio da mobiliza-
cao desses conhecimentos, uma vez que nao se atingiu a consolidacdo dos conceitos
— e, principalmente, a utilizacdo dos termos convencionados para esse contexto — du-
rante 0os cinco encontros planejados. Dessa maneira, a sucesséo de atividades que
prevé uma sequéncia didatica, conforme Silva e Maria Marly de Oliveira (2009), nao
ocorreu nesta dissertagao. E conveniente, portanto, mencionar que a atividade elabo-
rada e aplicada pelo professor pesquisador tratou-se de uma tarefa investigativa para
0 ensino de probabilidade utilizando a metodologia das investigacbes matematica.

Nesse sentido, considera-se que as investigacdes matematicas desenvolvidas
a partir da tarefa investigativa elaborada para as trés turmas da 22 série do ensino
médio da E. E. B. Prof. Laércio Caldeira de Andrada contribuiram para a construcao da
aprendizagem significativa sobre o contetdo de probabilidade. Isso porque os alunos
participaram efetivamente do processo investigativo, apesar dos casos relatados de
grupos de trabalho que ndo concluiram a atividade até a etapa de socializacao dos
resultados. Apesar disso, se compararmos com 0 engajamento promovido por uma
lista de exercicios em uma aula tradicional de matematica, observariamos um grande
namero de alunos alcangados em comparag¢ao aos quatro ou cinco entusiastas da
matematica convencional.

Segundo os professores Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020), as investiga-
cbes matematicas tém como uma de suas potencialidades a elaboracéao e o teste de
conjecturas, buscando desenvolver a capacidade argumentativa matematica. Na ati-
vidade desenvolvida nesta dissertacao, considera-se que essa etapa das conjecturas
nao atingiu todo o seu potencial. Alguns fatores que podem ser atribuidos a essa situ-
acao sao a falta de familiaridade dos alunos em conjecturar a partir de observagoes
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feitas, o que implica diretamente na dificuldade em fazer registros de seus processos e
raciocinios, bem como a escolha do conteddo de probabilidade para trabalhar de forma
investigativa. Na perspectiva da matematica escolar, o conteudo de probabilidade é
bastante pragmatico e, mesmo assim, os alunos ainda conseguiram trazer diferentes
perspectivas para a compreensao da probabilidade, seja de maneira empirica, estatis-
tica ou, ainda, axiomatica.

Porém, no que diz respeito as outras etapas das investigacdes matematicas,
obteve-se um desempenho satisfatério em cada uma delas, com destaque para a etapa
de socializa¢do. Além disso, trabalhar com problemas abertos, que ndo possuem uma
resposta tao explicita a ser exibida, permite que os alunos utilizem seus repertérios na
resolucao desses problemas.

Ainda sobre o posicionamento critico dos estudantes em relacdo aos seus
processos de aprendizagem, durante a aplicacdo das investigagdes matematicas,
questionou-se qual tem sido a perspectiva de probabilidade exigida nos vestibulares.
Com essa preocupacao em evidéncia, os alunos perceberam que os exames finais da
etapa do ensino médio, seja para ingresso em universidades ou para certificagcéo, ainda
se apoiam no ensino conteudista das disciplinas. Dessa maneira, reforca-se o aspecto
facilitador das investigacbes matematicas no ensino de probabilidade no ensino médio,
uma vez que, apds as aulas de socializagao dos resultados obtidos pelos alunos, fo-
ram concedidas aulas tradicionais para a conceituacdo da probabilidade axiomatica e
a resolucao de questdes convencionais sobre esse conteudo.

Conforme corroboram os resultados de Sa, Milli e Chiabai (2021), mesmo com
0 aspecto promissor da abordagem investigativa nas aulas de matematica, houve mo-
mentos em que nao foi possivel fugir da educacdo matematica tradicional, reforcando
o carater efémero dos cenarios para investigacoes. Além disso, o préprio Skovsmose
(2001) relata a fluidez que existe entre os diferentes milieus de aprendizagem em uma
aula de matematica. Em suma, as experiéncias relatadas evidenciam que o ensino de
probabilidade, mediado por investigacbes matematicas, pode ampliar a participagéao e
0 pensamento critico dos estudantes, ao mesmo tempo em que desafia o professor a
reconstruir sua pratica pedagdgica em direcdo a uma matematica mais significativa e
dialégica.
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Adotar a metodologia das investigacdes matematicas como uma alternativa para
o ensino da matematica escolar retira o professor do lugar seguro de transmissor de
conhecimento e o coloca como mediador dos conflitos, dos problemas identificados
e das descobertas sendo feitas. De fato, para as trés turmas do ensino médio da E.
E. B. Prof. Laércio Caldeira de Andrada selecionadas para a aplicacao das investi-
gacdes matematicas elaboradas, considera-se que a metodologia adotada favoreceu
a aprendizagem do conteudo de probabilidade. Isso porque foram criadas situacoes
de protagonismo dos alunos, livrando-os do juizo dicotdmico certo-errado bastante
presente nas aulas de matematica, e permitindo-lhes refletir criticamente sobre a mo-
bilizagdo dos conhecimentos matematicos exigidos para elaborar solucées para um
problema apresentado.

Além disso, os conflitos que surgiram durante as atividades investigativas, origi-
nados por diferentes interesses entre alunos, sejam de carater pessoal ou pedagdgico,
foram geridos de maneira mais eficaz, pois o pesquisador atuava também como profes-
sor de matematica das turmas em questéo. Reforgca-se a recomendacgao dos autores
Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020) de se conhecer os alunos para 0s quais serao
propostas as investigacdes matematicas, garantindo um melhor andamento das etapas
envolvidas no processo investigativo.

Portanto, aquele professor de matematica que possa ter se inspirado neste
trabalho, recomenda-se tomar a atividade investigativa apresentada e adapta-la a re-
alidade de seus estudantes: conhecga-os, adote um contexto significativo para sua
aprendizagem e ndo tema o novo. A escolha da aplicagdo da atividade investigativa
neste trabalho se deu para alunos da 22 série do ensino médio com base nos plane-
jamentos anuais da componente curricular de Matematica da E. E. B. Prof. Laércio
Caldeira de Andrada, mas poderia ter sido realizada para qualquer turma do ensino
médio. Inclusive, seu grande objetivo foi analisar como os estudantes mobilizaram seus
conhecimentos sobre probabilidade, utilizando uma metodologia investigativa. Portanto,
também seria possivel aplica-la em qualquer turma com a qual se deseje trabalhar o
conteudo de probabilidade, incluindo turmas dos anos finais do ensino fundamental,
bem como turmas do ensino superior.

Reforcando, é necessaria uma adaptagao da atividade investigativa apresen-
tada para a realidade de cada professor. A sala de aula € um ambiente vivo e cheio de
descobertas. Ela se tornara muito mais auténtica se o professor também se permitir
fazer descobertas, tornando genuino o processo de construir e lapidar os conhecimen-
tos matematicos. Tenha como guia os documentos curriculares de sua rede de ensino
e faca um bom planejamento, cuidando das questdes de tempo e do tamanho da turma
em que se deseja aplicar as investigacdes matematicas.
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Alguns tépicos, frutos da promocao de uma Educagcdo Matematica Critica, fo-
ram levantados pelos alunos e poderiam influenciar efetivamente suas atuagdes como
cidadaos, como nos casos dos aplicativos de apostas esportivas e do envolvimento de
influenciadores digitais na divulgacao de jogos de azar. Quando foi informado aos alu-
nos que o aprofundamento de suas pesquisas nao renderia nota — como eles esperam
de toda atividade em sala de aula —, eles se sentiram desmotivados a dar continuidade
a seus estudos de forma independente. Fica, portanto, a sugestao de trabalhar as
investigacdes matematicas de modo interdisciplinar, dialogando com outros docentes
da escola, para que contribuam na mobilizagcdo de conhecimentos de seus alunos.

Por fim, destaca-se a importancia deste trabalho em discutir o ensino de mate-
matica em uma escola real, na qual se aplicou e avaliou uma atividade de probabilidade,
aproximando a producao cientifica dos sujeitos de fora dos muros da universidade.
Além disso, registra-se o desejo de que novas pesquisas sejam elaboradas sobre a
aplicacao de investigacoes matematicas em sala de aula. Na area de ensino e apren-
dizagem, podem ser explorados muitos outros conteudos previstos nos curriculos de
matematica, tanto no ensino fundamental quanto no ensino médio. Acredita-se que
todos tenham potencial para serem trabalhados na perspectiva investigativa; porém,
cada realidade escolar pode dialogar melhor com algum conteudo especifico. Refle-
tindo sobre a area da formacgao de professores, podem ser desenvolvidas pesquisas
que caminhem na direcdo para que mais professores de matematica se mobilizem
para desmistificar a ndo aplicabilidade dos conhecimentos matematicos em contextos
fora da sala de aula.
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