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Resumo

Este produto educacional apresenta uma proposta didatica organizada em quatro
etapas, voltada ao ensino basico, que articula aritmética modular e préaticas geomé-
tricas. A sequéncia busca tornar a aprendizagem mais dindmica e motivadora por
meio da construgao de mandalas, poligonos estrelados e padroes gerados por resi-
duos. O material introduz o algoritmo da divisao, relacionando a divisdo nao exata
ao conceito de congruéncia, explorado por meio de exemplos e exercicios que forne-
cem a base conceitual necesséria para o desenvolvimento das atividades. Para apoiar
a construgao e a visualizagao das figuras, utiliza-se o GeoGebra, possibilitando uma
abordagem prética, interativa e alinhada ao uso de tecnologias digitais na educagao

matematica.

Palavras-chave: Algoritmo da divisdo; congruéncia modular; poligono estrelado,

design de residuos, mandalas modulares.
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1 Introducao

Neste recurso educacional apresentamos detalhadamente uma proposta pedagogica / ati-
vidade voltada ao ensino de congruéncias modulares na educacao basica, fundamentada
em abordagens didaticas investigativas e interdisciplinares. A proposta busca integrar
conteudos da Teoria dos Numeros a elementos visuais, como poligonos estrelados, man-
dalas e padroes geométricos gerados por meio do chamado design residual, promovendo o
desenvolvimento do raciocinio matematico, da criatividade e da sensibilidade estética dos

estudantes.

O objetivo principal é propor e analisar uma abordagem didatica para o ensino da
Aritmética Modular que integre construgoes geométricas e o uso do GeoGebra, favore-
cendo a compreensao conceitual e o interesse dos estudantes pela Matemaética. Para a
aplicagao dessa proposta, o professor ou aplicador deve revisar os contetidos de divisibili-
dade, divisao nao exata e congruéncia, além de dominar os algoritmos de construcao de

cada atividade.

Este recurso educacional busca contribuir para o ensino da Matemética ao propor uma
forma de trabalhar a Aritmética Modular que valoriza a visualizacao, a criatividade e o
pensamento investigativo. Mais do que apresentar um contetdo, o objetivo é mostrar
que aprender Matematica pode ser uma experiéncia viva, prazerosa e inspiradora, em que

teoria e pratica se unem na construcao do conhecimento.

O material apresenta um guia préatico organizado em quatro etapas que se comple-
mentam, explicando como construir figuras como estrelas, mandalas e padroes de design
residual a partir de congruéncias modulares. As instrugoes detalham cada procedimento
necessario, além de disponibilizarem atividades prontas para impressao e uso em sala
de aula. Cada se¢ao aborda um ponto central da proposta: inicia-se com a analise de
figuras geométricas para aproximar os alunos da relagao entre arte e matematica; em
seguida, revisita-se a divisao nao exata para destacar a relevancia do resto; posterior-
mente, introduz-se o conceito de congruéncia entre ntimeros inteiros; e, na etapa seguinte,
orienta-se a criacao das figuras a partir dos materiais fornecidos neste produto educacio-
nal. E fundamental que o aplicador detenha compreensiao adequada dos conceitos basicos

de congruéncia.



2 Proposta Didatica / atividade

2.1 Descricao geral da Proposta Didatica / atividade

E apresentada um guia pratico de desenvolvimento desta atividade para ser realizada
no Ensino Béasico em quatro etapas interdependentes e progressivas com o algo-
ritmo geral para a construcao de figuras como estrelas, mandalas e formas baseadas em
design residual utilizando congruéncias modulares. A orientacao detalha os procedimentos
técnicos e as etapas necessarias para gerar as figuras, servindo como referéncia direta para
os professores ou responsaveis pela aplicagao da atividade em sala de aula. Recomenda-se
que este guia seja revisitado com atencao antes da realizagao da proposta com os alu-
nos, de modo a garantir fluidez e clareza durante a conducao da atividade. Parte-se do
pressuposto de que o aplicador ja possui familiaridade com o conceito de congruéncia e
suas propriedades basicas, uma vez que este conhecimento é essencial para compreender

a logica subjacente as construgoes apresentadas a seguir.

Na primeira etapa, os alunos serao convidados a observar e analisar diferentes
figuras geomeétricas visuais, como mandalas, poligonos estrelados e padroes
obtidos por meio do design residual. O foco sera estabelecer uma conexao inicial
entre matematica e arte, chamando atencao para os padroes, os saltos regulares e a con-
tinuidade dos segmentos que formam essas figuras. Essa introdugao visual tem o objetivo

de despertar o interesse dos alunos e criar um ambiente favoravel a investigacao.

A segunda etapa retoma o conceito de divisao nao exata, explorando com os
alunos como todo nimero inteiro pode ser representado por meio de um quo-
ciente e um resto. Essa etapa é fundamental para preparar o terreno conceitual da
proxima, pois permite visualizar a ideia de resto como algo significativo, e nao apenas

como resultado mecanico de um céalculo.

Na terceira etapa, sera introduzido o conceito de congruéncia entre ntimeros inteiros,
com base na ideia de que dois ntmeros sao congruentes quando deixam o mesmo resto
ao serem divididos por um mesmo nimero. A relagao entre divisao nao exata e
congruéncia seri trabalhada com exemplos e exercicios simples, buscando de-

senvolver uma compreensao conceitual antes de partir para a construcao pratica.

A quarta etapa serd dedicada & construcgao das figuras geométricas com base nas
congruéncias modulares. Os alunos utilizarao folhas de atividades contendo tabelas e cir-
cunferéncias (disponiveis no Anexo B), que os guiardo passo a passo na criagao de padroes
visuais. Essa etapa permite aplicar os conceitos estudados de forma pratica, visual

e criativa, aproximando a matematica da experiéncia concreta dos estudantes



e valorizando a estética no raciocinio matematico.

Tabela 1: Sugestao de tempo pedagodgico para cada etapa.

Etapas | Tempo

Etapa 1 | 10 minutos
Etapa 2 | 20 minutos
Etapa 3 | 20 minutos
Etapa 4 | 50 minutos

2.2 Primeira Etapa: Apresentacao das figuras e Motivacao Inicial

Nesta etapa inicial, o objetivo é despertar o interesse dos alunos e estabelecer conexoes
entre a matematica e a arte por meio da observacao de figuras visuais geradas com base
em congruéncias modulares. O professor ou responsavel pela atividade devera apresentar
aos alunos exemplos de figuras como estrelas, mandalas e padroes criados por design re-

sidual, destacando sua beleza, simetria e regularidade.

As figuras podem ser apresentadas de duas formas, dependendo da disponibilidade de
recursos da escola ou local de aplicagao: Por meio das imagens impressas que compoem a
tabela de exemplos visuais disponibilizada nos anexos desta proposta. Ou, preferencial-
mente, por meio de simulagoes digitais interativas desenvolvidas pelo autor da proposta,

disponiveis de forma gratuita através dos links:

Tabela 2: Links das simulagdes/apps das construgoes geométricas no Geogebra

Construgao Geométrica | Link da Simulagao/App no Geogebra
Estrela com n Pontas <https://www.geogebra.org/classic/yfcrudwm >
Design de Residuos <https://www.geogebra.org/classic/awgpey2h >/ |
Mandala Modular <https://www.geogebra.org/classic/fqcghuwk>| |

Ao apresentar as figuras, é recomendavel que o professor varie os exemplos, mostrando
diferentes configuragoes (quantidade de pontos, tipos de ligagoes, padroes ciclicos etc.), de

modo a evidenciar a diversidade das formas possiveis e estimular a curiosidade dos alunos.

Durante essa apresentacao, é importante fazer uma fala motivadora, situando a ativi-
dade do dia como uma oportunidade para criar figuras semelhantes com ajuda da mate-
matica. Uma sugestao de abordagem seria dizer: “Hoje, vamos aprender a fazer desenhos
como esses aqui. Eles parecem so arte, mas sao feitos com matemdtica! Vamos descobrir

como ideias como resto de divisao e reqularidade nos ajudam a construir essas figuras


https://www.geogebra.org/classic/yfcrudwm
https://www.geogebra.org/classic/awgpey2h
https://www.geogebra.org/classic/fqcghuwk

lindas e simétricas.”

Essa contextualizacao inicial tem papel fundamental na construcao de sentido para a
atividade, contribuindo para o engajamento dos alunos e para a valorizacao da matematica

como linguagem também expressiva e criativa.

2.3 Segunda Etapa: Exploracao da Divisao Nao Exata e Tabela
de Restos

Nesta etapa, o foco seré introduzir ou retomar com os alunos o conceito de divisao
nao exata, que servird como base para a compreensao posterior das congruéncias modu-
lares. O professor devera iniciar a explicacao apresentando a ideia de que, para quaisquer
niameros naturais D e d # 0, existem tinicos ntimeros naturais ¢ (quociente) e r (resto)

tais que
D=q-d4+r com 0<r<d.
Onde:

e D ¢é o dividendo e d é o divisor;

e ¢ ¢ o quociente da divisao de D por d;

e 1 & o resto dessa divisao.

Um exemplo simples pode ser utilizado para ilustrar:

Exemplo 2.1. Diwidindo 38 por 7, temos:
38 |7
315

3 =5-7+3.

ou seja,

Portanto, o quociente € 5 e o resto € 3.

A seguir, o professor devera propor aos alunos uma atividade pratica: o preenchi-
mento de uma tabela de restos, com os resultados das divisoes dos primeiros 16
nameros naturais (de 0 a 15) por diferentes divisores: 2, 3, 4, 5, 6 e 7. Essa tabela

encontra-se disponivel na folha de atividades (ver Anexo B).

De acordo com a dinamica da turma, essa atividade podera ser realizada de forma

individual ou em grupos pequenos, preferencialmente com até trés alunos por
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grupo. O trabalho em grupo pode favorecer a discussao entre os colegas e o levantamento

de hipoteses sobre padroes observados nos restos.

Exercicio 2.1. Preencha a tabela abaizo com os restos da divisao dos numeros naturais

de 0 a 15 pelos divisores indicados:

Tabela 3: Atividade com restos da divisao

Nuamero Natural 0123456 |7|8|9|10|11]12|13 |14
Resto da divisaopor 2 ([0 |1 |0 |10 |1[0]|1
Resto da divisaopor 3 [0 |1 |20 [1[2]0
Resto da divisaopor 4 |0 | 1|2 |3

Resto da divisao por 5

Resto da divisao por 6

Resto da divisao por 7

Apobs o preenchimento, o professor devera apresentar a tabela com os resultados
corretos, discutindo com os alunos os eventuais erros cometidos e reforcando a légica do
calculo do resto. Esta etapa é essencial para que os alunos percebam os padroes ciclicos
que surgem nos restos. Observagao que serda muito tutil nas proximas etapas da atividade.

Solucao: Efetuando as divisdes encontraremos:

Tabela 4: Respostas atividade com restos da divisao

Numero Natural 0/1(23(4|5|6|7|8|9|10|11]12|13 |14
Resto da divisaopor 2 (0O |1 |01 (01|01 ]0|1|O0 |10 1]0]1
Resto da divisaopor 3 |0 |1 (2|0 |1 |2|/0|1|2|0| 1|2 01|20
Resto da divisaopor 4 (0|1 (2|30 |1|/2|3|0|1]| 2|3 |0 |1]2]|3
Restodadivisaopor 5 |0 | 1|23 (4012|3401 ]2 |3 |40
Resto da divisaopor 6 |0 |1 |23 (450|123 [4 |50 1|2]3
Restoda divisaopor 7 |0 | 1|2 |3 (4 (5]6|0|1 |23 |4 |56 |0]1

Para concluir esta etapa, o professor podera também introduzir uma aplicacao simples
e contextualizada, como a contagem de dias da semana com base na divisao nao exata.
O objetivo é reforcar que a divisao com resto nao é apenas um processo mecinico,

mas possui utilidade concreta em diversas situagoes do cotidiano.

Exercicio 2.2. O ano de 2025 comegcou em uma quarta-feira. Em que dia da semana

caird o ultimo dia deste ano?



Solugao: Dividindo 365 por 7, obtemos quociente 52 e resto 1, ou seja:
365 =52-7+1.

Isso significa que o dia 1° de janeiro de 2026 serd um dia apds a quarta-feira — ou seja,
uma quinta-feira. Logo, o dia 31 de dezembro de 2025 caird em uma quarta-feira.

Observagao: Para anos nao bissextos (com 365 dias), o ano comega e termina no
mesmo dia da semana. Ja nos anos bissextos (366 dias), o ultimo dia do ano cai dois

dias ap6s o dia da semana inicial, pois:

366 =52 -7+ 2.

E interessante que o professor ou responsavel pela atividade leve um calendario im-
presso ou projetado em sala de aula, para que os alunos possam verificar e confirmar

a resposta, conectando assim a teoria a pratica.

dezembro de 2025 & v

21 22 23 24 25 26 27

28 29 30 3

Figura 1: Calendario 2025
Fonte: Elaborada pelo autor

Essa abordagem auxilia na compreensao do significado do resto da divisao, mos-
trando como ele aparece de forma natural em contextos cotidianos e estimulando a valo-

rizacao da matematica como ferramenta para compreender o mundo.

2.4 Terceira Etapa: Do Resto & Congruéncia: Explorando um

Novo Conceito

Nesta etapa, o professor devera introduzir formalmente o conceito de congruéncia a
partir da ideia de divis@o nao exata e dos restos obtidos. A conexao com a etapa anterior
é fundamental: a congruéncia modular surge como uma generalizacao da ideia de “mesmo
resto” nas divisoes por um mesmo nimero. Esta transicao ajuda os alunos a perceberem
que, na matematica, conceitos aparentemente simples como a divisao podem ter interpre-

tagoes mais abstratas e amplas.



O professor pode iniciar explicando que, dado um ntmero inteiro positivo m, dizemos
que dois ntimeros inteiros a e b sao congruentes médulo m quando m divide a diferenca
a —b. A notacao utilizada é:

a=b (modm) <= m|(a—0).

Essa condigao equivale a dizer que (a — b) = m - ¢, para algum nimero inteiro q. O

professor pode também apresentar o significado dos simbolos usados:

e = significa “é congruente a”;

= significa “nao é congruente a’;

(mod m) indica que estamos considerando divisoes por m;

| significa “divide”;

1 significa “nao divide”.

A seguir, o professor pode apresentar exemplos simples e relacionar cada congruéncia

ao resto da divisao:

Exemplo 2.2. Vamos determinar se cada uma das afirmacgoes a sequir € verdadeira ou

falsa:
a) 14 =8 (mod 3)
b) 45 =24 (mod 7)
c) 23=9 (mod 4)
Solugao:

a) De fato, 14 € congruente a 8 mddulo 3, pois: 14 — 8 = 6.

Observe que 6 € maltiplo de 3, uma vez que 6 = 3-2. Logo a afirmacao € verdadeira.

b) De fato, 45 é congruente a 24 mddulo 7, pois: 45 — 24 = 21.
Observe que 21 € maltiplo de 7, uma vez que 21 = 7 -3. Logo a afirmacao €

verdadeira.

c) Observe que, 23 nao € congruente a 9 modulo 4, pois 23 — 9 = 14 e, 4 nao divide

14. Logo, a afirmacao c) € falsa.
Para consolidar o contetido, propoe-se o seguinte exercicio aos alunos:

Exercicio 2.3. Verifique cada uma das congruéncias abaizo:
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a) 19 =7 (mod 6)

b) 34 =11 (mod 5)
¢) 52 =16 (mod 9)
Solugoes esperadas:

a) 6](19—7)= 6|12

(Resto 1 em ambos. Verdadeira).

b) Como 51 (34— 11) = 5123 = 34 # 11 (mod 5).
(Restos diferentes. Falsa).

¢) 91 (52—16) = 936
(Resto 7 em ambos. Verdadeira).

Essa introducao & congruéncia pode ser enriquecida com exemplos que facam sentido
para os estudantes, mostrando que dois nimeros diferentes podem “pertencer & mesma
classe de restos” em divisoes por um mesmo nimero. Isso abrird caminho para as cons-

trugoes visuais que virao na préoxima etapa da atividade.

2.5 Quarta Etapa: Arte com Congruéncias - Construgao das Fi-

guras

Nesta etapa, o professor guiard os alunos na construcao de figuras geométricas ba-
seadas na aritmética modular: poligonos estrelados, designs de residuos e mandalas. O
objetivo é aplicar os conceitos de divisao nao exata e congruéncia em contextos visuais,

reforcando a conexao entre Matemética e Arte.

Importante: Para facilitar as construcoes, os alunos utilizarao folhas de atividades
contendo tabelas e circunferéncias — disponiveis no Anexo B deste trabalho. Isso permi-
tird que facam as marcacoes e conexoes manualmente, favorecendo a compreensao pratica

dos conceitos.

A seguir, um roteiro passo a passo para o professor conduzir cada construcao.

2.5.1 Construgao do Poligono Estrelado

Metodologia sugerida:

1. Explique a ideia de formar uma estrela ligando pontos igualmente espacados numa

circunferéncia.
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2. Apresente os parametros n (niimero de pontas) e k (salto entre vértices).

3. Mostre as condigoes para a construcao valida:

l<k<n-—1 e mde(n,k)=1.
4. Oriente os alunos a utilizarem as circunferéncias impressas para dividir em n partes
iguais e numerar os pontos de 0 a n — 1.

5. Instrua-os a preencherem as tabelas com os valores calculados de:

r=t-k, y=xz+k (modn), t=0,1,...,n—1.

6. Finalmente, conectar os pontos indicados para formar a estrela. Orientando aos
alunos com a indicagao que t = 0,1,2,...,n—1 corresponde aos vértices numerados

da circunferéncia e, cada conexao x — y representa uma aresta da estrela.

Apoés apresentar os passos, construa junto com os alunos.

Exemplo 2.3. O nimero de pontas da estrela estd definido como n =T e o salto como
k = 3. Como mdc(7,3) = 1, podemos construir um poligono estrelado com vértices nu-

merados de 0 até n —1 =06.

Utilizando a formula das conezoes:
r=t-k, y=z+k (modn),

ondet=20,1,2,...,n— 1, calculamos as conexoes entre os vértices:

e 1r=0-3=0—y=0+3=3 (mod 7)

e1r=1-3=3—~y=3+3=6 (mod7)

e 1=2-3=6y=6+3=9=2 (mod 7)

e 1=3-3=9—y=9+3=12=5 (mod 7)

e r=4-3=12—y=1243=15=1 (mod 7)

e r=5-3=15—y=15+3=18=4 (mod 7)

e r=6-3=18—y=18+3=21=0 (mod 7)

12



Portanto, o poligono estrelado terd a sequinte sequéncia de vértices e arestas:

0—-3—26—-2—25—-1—4—0.

Figura 2: Poligono Estrelado (7,3)

Fonte: Elaborada pelo autor

2.5.2 Construcao de Design de Residuos

Nesta construcao, enfatize que cada conexao representa a multiplicacao modulo m,

visualizada na circunferéncia.

Metodologia sugerida:

1. Explique aos alunos que devem fixar o moédulo m.
2. Escolher n tal que 1 <n <m e mde(m,n) = 1.

3. Usar as folhas de atividades para dividir a circunferéncia em m — 1 partes iguais e

numerar os pontos de 1 a m — 1.

4. Preencher as tabelas com os pares:

(z,y), y=n-z (modm).

5. Conectar os pontos conforme indicado.

Apos apresentar os passos, construa junto com os alunos.

Exemplo 2.4. Para construir um design de residuo (17,5), sequimos os passos indicados

e obtemos:

1. Fizamos m =17 (mod 17).
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2. Escolhemos n = 5. Como mdc(17,5) = 1, podemos continuar.

3. Dividimos a circunferéncia em 16 partes iguais, marcando 16 pontos igualmente

espacados. Numeramos os pontos de 1 até 16.
4. Aplicamos a congruéncia y = 5z (mod 17), para cada x =1,2,...,16.
Calculamos os pares (x,y) conforme a congruéncia:
er=1;y=5-1=5 (mod 17) = (z,y) = (1,5);

e r=2y=5-2=10 (mod 17) = (z,y) = (2, 10);

e x=3;,y=5-3=15=15 (mod 17) = (z,y) = (3,15);
e x=4;,y=5-4=20=3 (mod 17) = (z,y) = (4, 3);

e x=5y=5-5=25=8 (mod 17) = (z,y) = (5,8);

e 1 =6,y=5-6=30=13 (mod 17) = (x,y) = (6,13);
e x=7,y=5-7=35=1 (mod 17) = (z,y) = (7,1);

e r=8;y=5-8=40=6 (mod 17) = (x,y) = (8,6);

e =9, y=5-9=45=11 (mod 17) = (x,y) = (9,11);
e 1 =10;y=5-10=50= 16 (mod 17) = (z,y) = (10, 16);
e r=11;y=5-11=55=4 (mod 17) = (x,y) = (11,4);

e x=12;y=5-12=60=9 (mod 17) = (z,y) = (12,9);

e x=13;y=5-13=65=14 (mod 17) = (z,y) = (13, 14);
e r=14;y=5-14=70=2 (mod 17) = (x,y) = (14,2);
e r=15;y=5-15=75=7 (mod 17) = (x,y) = (15,7);
o 2=16;y=5-16=80 = 12 (mod 17) = (z,y) = (16, 12).

Agora, basta conectar todos os pares (z,y) = (:r;, 5z (mod 17)) ao longo da circunferéncia

para formar o design de residuo.
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Figura 3: Design de Residuos (17,5)

Fonte: Elaborada pelo autor

2.5.3 Construgcao de Mandalas

Explique que aqui nao é necessario que mde(m,n) = 1, o que pode gerar padrdes com

repeticoes e multiplas conexoes e, que devemos escolher m > 2.

Metodologia sugerida:

1. Fixar m e escolher qualquer n positivo.
2. Dividir a circunferéncia impressa em m partes iguais, numerando de 0 até m — 1.

3. Preencher as tabelas com os pares (z,y), onde:

y=n-z (modm)

4. Conectar os pontos correspondentes para visualizar o padrao.

Exemplo 2.5. Para construir uma mandala (12,3), sequimos os passos indicados e ob-

temos:

1. Fizamos m = 12, ou seja, estamos trabalhando no modulo 12.

2. Escolhemos n = 3. Note que mdc(12,3) # 1, mas ainda assim € possivel construir

a mandala.
3. Dividimos a circunferéncia em 12 partes iguais, marcando os pontos de 0 até 11.

4. Aplicamos a congruéncia y = 3z (mod 12), para cada x =0,1,...,11.

Calculamos os pares (z,y):
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er=1,y=3-1=3 (mod 12) = (z,y) = (1, 3);

e 1=2,y=3-2=6 (mod 12) = (z,y) = (2,6);

e x=3;y=3-3=9 (mod 12) = (z,y) = (3,9);

e r=4;,y=3-4=12=0 (mod 12) = (z,y) = (4,0);

e r=5y=3-5=15=3 (mod 12) = (z,y) = (5,3);

e 1=6;y=3-6=18=6 (mod 12) = (x,y) = (6,6);

e r=7y=3-7=21=9 (mod 12) = (z,y) = (7,9);

ez =8;y=3-8=24=0 (mod 12) = (z,y) = (8,0);

e 2=9;y=3-9=27=3 (mod 12) = (z,y) = (9,3);

e r=10;,y=3-10=30=6 (mod 12) = (z,y) = (10,6);
e rx=11;y=3-11=33=9 (mod 12) = (z,y) = (11,9).

Agora, conecte todos os pares (x,y) = (a:, 3z (mod 12)) na circunferéncia para formar a

mandala modular.

Figura 4: Mandala (12, 3)

Fonte: Elaborada pelo autor

No caso das mandalas, os desenhos resultantes tornam-se cada vez mais atrativos e
complexos a medida que aumentamos os valores de m e n. Essa variedade de padroes é
um excelente recurso para despertar o interesse dos alunos pela matematica por meio da

arte e da simetria.

Para facilitar a visualizagao desses padroes, sugerimos que o professor utilize os links

indicados na Tabela [2] que direcionam para mandalas ja construidas no GeoGebra.
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Para encerrar a atividade, o professor pode convidar os alunos a compartilharem suas
construcoes e observacoes. E importante destacar que, ao longo da proposta, os estudantes
exploraram conceitos de aritmética modular, construiram diferentes tipos de figuras como
poligonos estrelados, designs de residuos e mandalas e perceberam como a matematica

pode estar presente em padroes visuais belos e surpreendentes.

3 Material didatico

3.1 DMaterial didatico e folhas com respostas das atividades

Material didatico elaborado para a aplicagao da proposta em sala de aula, contemplando
0s recursos necessarios a cada etapa da atividade. Nele encontram-se tanto as instrugoes
destinadas aos alunos quanto as folhas de respostas correspondentes, de modo a fornecer
suporte completo para a reproducgao e o acompanhamento da pratica por professores,

monitores ou demais interessados.
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1°ETAPA
FIGURAS GEOMETRICAS

POLIGONO ESTRELADOS




2°ETAPA
DIVISAO NAO EXATA

0 DIVISAO NAO EXATA

D=q-d+rcomO=r<d

e D é o dividendo e d é o divisor;
e g € 0 quociente da divisdo de D por d;
e r é o resto dessa divisao.

Dividindo 38 por 7, temos:

38 | 7
3195

ou seja, 38 = 5.7+3
Portanto, o quociente é 5 e o resto é 3.

Preencha a tabela abaixo, com os restos da divisdo dos numeros naturais de 0 a 15
pelos divisores indicados:

Numeros Naturais [0|1(2(3|4|5|/6(7|8|9(10|11/12[13|14|15
Resto dadivisaopor2({ 0|1 (01 (0| 1|0]1

Resto da divisaopor3|0|1|2(0|1[2|0

Resto da divisaopor4(0|1(2 |3

Resto da divisao por 5

Resto da divisao por 6

Resto da divisao por 7




2°ETAPA
DIVISAO NAO EXATA

2 I oticiao

O ano de 2025 comegou em uma quarta-feira. Em que dia da semana caira o ultimo
dia deste ano?




3°ETAPA
CONGRUENCIA

Dado um numero inteiro positivo m,
dizemos que dois numeros inteiros a e b
sao congruentes modulo m quando m
divide a diferenca a - b.

a = b (mod m) € m|(a-b)

NOTACAO

Equivale a dizer que (a - b) =m - q, para
algum numero inteiro q.

e = significa “é congruente a”;

SIMBOLOS

¥ significa “ndo é congruente a”;
e (mod m) indica que estamos

considerando divisées por m;
o | significa “divide”;
« t significa “ndo divide”.

O

e a = a(modm).

e Sea = b (modm), entdo b = a (mod m).
e Sea=b(modm)eb =c(modm),
entdo a = ¢ (mod m).



Verifique as congruéncias abaixo:

a) 14 = 8 (mod 3) & 3|(14-8) & 3]6

(Veja que, ao dividir 14 por 3, o resto é 2, e que,
ao dividir 8 por 3, o resto também é 2).

b) 45 = 24 (mod 7) & 7|(45-24) & 7|21

(Veja que, ao dividir 45 por 7, o resto é 3, e que
ao dividir 24 por 7, o resto também é 3).

c) 23 = 9 (mod 4) © 4(23-9) & 4114

(Veja que, ao dividir 23 por 4, oresto € 3, e
que, ao dividir 9 por 4, o resto é 1).

Portanto, 23 # 9 (mod 4).

Verifique as congruéncias abaixo:

a) 19 =7 (mod 6)

b) 34

11 (mod 5)

c) 52 =16 (mod 9)

3°ETAPA
CONGRUENCIA

Ao dividirmos um numero x por 3, ele

pode deixar como resto apenas 0, 1 ou 2.
Z

T i i

/.a' = () (mod -'5]5 r=1 (mod 3) : r =2 (mod ii:\\

|'“ 6,30 | o521 3 .4,-1,2 )
3,6,09.. 7, 10... i 58, 11... /

[
Y\ 1 N
\ ' ' /
1 ] v
. [ ] -
i ]
- [ ]

-




4°ETAPA

CONSTRUCAO DE FIGURAS
COM CONGRUENCIAS

1°. Explique aos alunos que é possivel formar estrelas
ligando pontos igualmente espagados em uma
circunferéncia.
2°.  Introduza as (quantidade de
pontos/pontas) e k (salto entre os vértices).
3°. Mostre que a construgdo sé é valida quando:

¢ 1<k<n-1

¢ mdc(n,k)=1
4°. Pega que os alunos utilizem as circunferéncias
impressas, dividam em n partes iguais e numerem os
pontos de 0 a n-1.

letras n

5°. Oriente-o0s a preencher as tabelas com os valores:
x=t.k, y = x+k (mod n), t=0,1,...,n-1

6°. Construcao da estrela: Os alunos devem conectar

os pontos da circunferéncia seguindo as conexdes

x->y, lembrando que t indica os vértices numerados.

DESIGN DE RESIDUOS

1°. Fixar m e escolher qualquer n positivo.
2°. Dividir a circunferéncia impressa em m partes
iguais, numerando de 0 até m - 1.
3°. Preencher as tabelas com os pares (x,y), onde:

Yy = n-x (mod m)
4°.Conectar 0s pontos correspondentes

visualizar o padréo.

para

POLIGONO ESTRELADO

1°. Explique aos alunos que devem fixar o médulo m.
2°. Escolher ntal que 1 = n < me mdc(m,n) = 1.
3°. Usar as folhas de atividades para dividir a
circunferéncia em m - 1 partes iguais e numerar os
pontos de 1a m-1.
4°. Preencher as tabelas com os pares:

(x,y), Yy = n-x (mod m)
5°. Conectar os pontos conforme indicado.

MANDALAS




4°ETAPA
CONSTRUCAO DE FIGURAS

COM CONGRUENCIAS

Q I oo

Construir um poligono estreladoden =9 ek = 5.




4°ETAPA
CONSTRUCAO DE FIGURAS

COM CONGRUENCIAS

@ I oo

Construir um design de residuosdem=15en =7




4°ETAPA
CONSTRUCAO DE FIGURAS

COM CONGRUENCIAS

Q I oo

Construir uma mandala modular (20,6).




SOLUCOES

Preencha a tabela abaixo: com os restos da divisao dos numeros naturais de 0 a 15
pelos divisores indicados:

Numeros Naturais |0|1/2|3[(4[(5/6[7(8)9(10{11|12(13/|14/15
Restodadivisaopor2|{0 (1|01 (0Dj 1 (0|1 {O(1|Oj0|{O|1|D]|1
Restodadivisdaopor3{0 |1 |2 (01 |(2|0|1|{2(0|1{2(0]|1[2]|D
Resto da divisdopor4{ 0| 1|2 (3(0(1|2|3(0(1|2{3|0]|1[2]|3
Restodadivisdopor5/ 0|12 (3|(4(0|1|2(3|4|0(1|2|3[4]|0
Resto dadivisdopor6| 0|1 |2 (3|43 1{2|{3|4|5|0(1(2)|3
Restodadivisaopor 7|0 |1 (2|3 |4|0(6|0|1|2|3[4|5(6|0](1

O ano de 2025 comegou em uma quarta-feira. Em que dia da semana caira o ultimo
dia deste ano?

Dividindo 365 por 7, obtemos quociente

52 e resto 1, ou seja: dezembro de 2025 a v
365 = 52.7+1

Isso significa que o dia 1° de Janeiro de D S T Q Q 5 5

2026 sera um dia apos a quarta-feira —

ou seja, uma quinta-feira. Logo, o dia 31 : : = 4 s o

de dezembro de 2025 caira em uma 7 8 9 10 » 9 3

quarta-feira.

Observagdo: Para anos ndo bissextos 14 15 16 17 18 19 20
(com 365 dias), o ano comega e termina

no mesmo dia da semana. J& nos anos ¢ % & 4 & %A
bissextos (366 dias), o ultimo dia do ano
cai dois dias apos o dia da semana inicial,
pois:

28 29 30 3

366 = 52.7+2



SOLUCOES

Verifique as congruéncias abaixo:

a) 19 = 7 (mod 6) © 6[(19-7) & 6| 12
(Ao dividir 19 por 6, o resto é 1, e que, ao dividir 7 por 6, o resto também é 1).

b) 34 = 11 (mod 5) & 5|(34-11) & 5123
(Ao dividir 34 por 5, o resto é 4, e que, ao dividir 11 por 4, o resto é 3).

Portanto, 34 # 11 (mod 5).

c) 52 = 16 (mod 9) & 9|(52-16) = 9| 36
(Ao dividir 52 por 9, o resto é 7, e que, ao dividir 16 por 9, o resto também é 7).

Q

Construir um poligono estreladoden=9ek = 5.

Poligono Estrelado (9, 5)

s r=0-0=0=2y=04+5=5 (mod 9)
s r=1-0=8=2y=0+0=10=1 (mod 9)
e r=2-5=10=y=10+5=15=6 (mod 9)

s r=3-0=1=y=156+4+0=20=2 [mod 9)

o r=4.5=WN=y=20+5=25="T [(mod 9)

e r=5-0=2=y=25+5=30=3 (mod 9)
s r=0G-=3=y=30+5=35=58 (mod 9)

e r=7-0=30=y=304+0=40=41 [mod 9)

e r=8:0=4l=y=404+5=45=0 [mod 9)



SOLUCOES

Construir um design de residuosdem =15en = 7.

L]
15
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=
E

[ ]
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[ ]
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=1
=
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=
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H
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Construir uma mandala modular (20, 6).
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=7-1=7 (mod 15) = (z.y) = (1,7}
=7-2=UM (mod 15) = (z,y) = (2, 14);
=T7-3=21=06 (mod 15) = (r,y) = (3, 6);
=7-4=28=13 (mod 13) = (z,y) = (4, 13);
=7-5=30=0 (mod 15) = (x,y) = (5.5);
=7-6=42=12 (mod 13) = (z,y) = (6, 12);
=7 -T=49=4 [mod 15) = (r,y) = (7, 4);
=7 -8=56=11 (mod 15) = (z,4) = (8 11);
=T7-9=063=3 (mod 15) = (x,y) = (9.3
y=7-10=T0= 10 {mod 15) = (=.y) = (10, 10);
y=7-11=77=2 [mod 15} = (r,y) = (11,2);
y=7-12=581=19 [(mod 15} = (r,y) = (12,9);
cy=T-13=91=1 (mod 153} = (r,y) = (13, 1);
y=T-14=93=8 (mod 15) = (z,y) = (14, 8).

1"

1=6 (mod 20) = (1,6)
2 =12 (mod 20) = (2,12)
3 =18 (mod 20) = (3,18)

-4 =4 (mod 20) = (4.4)

-5 = 10 (mod 20) = (5,10)
-6 = 16 (mod 20) = (6, 16)
-7T=2 (mod 20) = (7,2)

-8 =8 (mod 20) = (8,8)

-9 =14 (mod 20) = (9,14)

Sy o oy O

= B -+

ser=1y=6-
e =2 y=6-
erx=3y=06-
e r=4y=06
e r=5y=06
s r=06Gy=0
s r=Ty=606
¢ r=8y=0
e r=9y=06
o r =10y =
e r=11Ly=
e =12 y=
e x=13y=
e r= 14 y=
e r=15y=
e r=16y=
e r =17y =
o r =18 y=
o =19 y=

o o

-10 = 0 (mod 20) = (10,0)
-11 =6 (mod 20) = (11,6)

-12 = 12 (mod 20) = (12,12)
-13 = 18 (mod 20) = (13,18)
<14 =4 (mod 20) = (14,4)
- 15 = 10 (mod 20) = (15, 10)
-16 = 16 (mod 20) = (16, 16)
.17 = 2 (mod 20) = (17,2)
-18 = 8 (mod 20) = (18,8)
-19 = 14 (mod 20) = (19, 14)

Design de Residuos (15, 7)

14
13 1

Mandala (20, 6)




3.2 Folhas de atividades para os alunos

Folhas de atividades destinadas aos alunos, contendo os exercicios e instrugoes necessarias
para o desenvolvimento das tarefas propostas, bem como para a realiza¢ao das construgoes

previstas na atividade.
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ATIVIDADES
Q I taciao

Preencha a tabela abaixo, com os restos da divisdo dos numeros naturais de 0 a 15
pelos divisores indicados:

Numeros Naturais (0(1/2[3(4(5|6(7|8[9|10{11/12|13|14/|15
Resto da divisdopor2|0 |1 (0| 1|0 1|0]1

Resto dadivisaopor3|0|1|2(0|1(2]|0

Resto da divisaopor 4|0 (1|23

Resto da divisao por 5

Resto da divisao por 6

Resto da divisao por 7




ATIVIDADES
Q Y tmaciao

O ano de 2025 comegou em uma quarta-feira. Em que dia da semana caira o ultimo
dia deste ano?




ATIVIDADES
3. I taciao

Verifique as congruéncias abaixo:

a) 19 = 7 (mod 6)

b) 34 = 11 (mod 5)

c) 52 =16 (mod 9)



ATIVIDADES
Q P caictcio

Construir um poligono estreladoden=9ek = 5.




ATIVIDADES
Q I om0

Construir um design de residuosdem =15en =7




©*°" ATIVIDADES

Q I bmctcio

Construir uma mandala modular (20,6).




Referéncias

AYRES, J. F. Algebra Moderna. México: McGraw-Hill, 2003.
D’AMORE, B. Diddtica da Matemdtica. Sao Paulo: Atica, 2007.
DOMINGUES, H. Algebra Moderna. Sao Paulo: Saraiva, 2018.

FREIRE, B. T. V. Notas de Aula Teoria dos Numeros. Rio Grande do Norte: Ciéncia
Moderna, 2009.

HEFEZ, A. Elementos de aritmética. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de matematica,
2005.

MCCOOEY, D. Poliedros visuais: Kepler-poinsot polyhedra. [S.1|:
https://dmccooey.com/polyhedra/KeplerPoinsot.html, Acesso em: 23 jul. 2025,
2015.

OBMEP. Topicos Adicionais: Aritmética modular. Rio de Janeiro:
https:/ /cdnportaldaobmep.impa.br /portaldaobmep /uploads /material /50eoy5b8w0gso.pdf,
Acesso: 14/07/2025, s.d.

ROSEN, K. H. Matemdtica discreta e suas aplicacéos. 6. ed. Sao Paulo: McGraw-Hill,
2010. 982 p.

WALL, H. S. Number Theory: Classical and Modern. New York: Springer, 2014.

37



	Introdução
	Proposta Didática / atividade
	Descrição geral da Proposta Didática / atividade
	Primeira Etapa: Apresentação das figuras e Motivação Inicial
	Segunda Etapa: Exploração da Divisão Não Exata e Tabela de Restos
	Terceira Etapa: Do Resto à Congruência: Explorando um Novo Conceito
	Quarta Etapa: Arte com Congruências - Construção das Figuras
	Construção do Polígono Estrelado
	Construção de Design de Resíduos
	Construção de Mandalas


	Material didático
	Material didático e folhas com respostas das atividades
	Folhas de atividades para os alunos

	Bibliografia

