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1 INTRODUCAO

O presente Produto Educacional é parte integrante da Dissertacao de Mestrado intitu-
lada por: UM PASSEIO POR ALGUNS TOPICOS DA GEOMETRIA PLANA COM A
UTILIZACAO DO GEOGEBRA, apresentada ao Curso de Mestrado Profissional em Rede
Nacional da Universidade Estadual da Paraiba - Profmat/UEPB, como requisito parcial a
obtengao do titulo de Mestre em Matematica. Neste Produto, apresentamos algumas manei-
ras de facilitar a aplicacao de conceitos geométricos e melhorar a compreensao de estudantes
e professores da Educacao Basica em relacao ao tema proposto, caso venham fazer uso deste
material.

Este Trabalho propoem-se a contribuir com o tema abordado de forma inovadora com o
intuito de melhorar o processo de ensino e aprendizado. Para tal contribuicao, construimos
um tutorial com o uso do software GeoGebra com o passo a passo e animacoes das demons-
tragoes dos resultados classicos da Geometria Plana, conhecidos como Trorema da Borboleta
e Reta de Simson-Wallace.

Nosso proposito é mostrar ao piblico a importancia do uso das tecnologias no processo
de ensino-aprendizagem, bem como despertar potenciais nos estudantes, fortalecendo seu
raciocinio logico dedutivo, suas habilidades e contribuindo de forma significativa para a sua
formacao.

As construgoes e animacoes que iremos expor, foram feitas seguindo um passo a passo
detalhado com a utilizacao do GeoGebra, enfatizamos uma maior clareza e uma melhor
assimilacao causadas por essas animacoes, principalmente naqueles estudantes que tém um
maior grau de dificuldade quanto a visualizagao de figuras. Ao término de cada demonstracao,
temos o link de direcionamento para o acesso as construcoes e animacoes, onde utilizamos,

simultaneamente, um tutorial sequencial e explicativo.



2 OBJETIVOS
2.1 Geral

O objetivo geral deste Produto Educacional é utilizar o GeoGebra na assimilagao, compre-
ensao, visualizagao e construgao de um tutorial com o passo a passo do Teorema da Borboleta

e aplicagao e da Reta de Simson-Walace.
2.2 Especificos

No geral, esperamos que os alunos alcancem todos ou quase todos os objetivos propostos

na dissertacao a qual este Produto Educacional integra, a saber:

e Fazer com que estudantes da educacao béasica tenham o primeiro contato com o Geo-

Gebra;
e Utilizar o software para construir figuras com a participacao dos alunos;

e Incentivar e despertar o interesse de professores e alunos pelo uso do GeoGebra como
instrumento auxiliar nas aulas de matematica e também na resolucao de exercicios e

problemas mais sofisticados;

e Tornar as aulas mais dinamicas e prazerosas através do GeoGebra, explorar, entre suas

diversas funcoes, a visualizacao de figuras planas e espaciais;

e Explorar, demonstrar e aplicar determinados teoremas que, em geral, nao sao vistos
nos livros didaticos mas podem ter suas provas compreendidas através de resultados

elementares da geometria plana.

e Contribuir de maneira eficaz para o melhoramento e aperfeicoamento do ensino de

matematica nas escolas publicas da educagao basica.

2.3 Embasamento Tedrico

Seguindo as orientagoes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para o uso das
tecnologias no Ensino Fundamental e também no Ensino Médio, temos a intencao de abordar
as principais competéncias e habilidades propostas pela Base.

Mesmo diante de varias alternativas na area tecnolégica, o desafio de agregar as aulas de
geometria o desenvolvimento das habilidades e competéncias de maneira eficaz nao é uma
tarefa facil, pensando nisso, queremos deixar neste trabalho uma parcela de contribuicao

através das construgoes que iremos desenvolver.



A Base Nacional Comum Curricular em sua 5* Competéncia para o Ensino Fundamental
aponta que devemos: “Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias
digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras areas
de conhecimento, validando estratégias e resultados”.

Ainda de acordo com a BNCC, a Etapa do Ensino Fundamental - Anos Finais contempla
varias habilidades alfanuméricas no que concerne a Unidade Tematica de Geometria, entre
as quais destacamos aquelas que se referem ao uso de softwares de geometria dinamica, como

¢é o caso do GeoGebra.

e Para o 62 Ano do Ensino Fundamental, temos:

— (EF06MA21) Construir figuras planas semelhantes em situagoes de ampliacao e
de reducao, com o uso de malhas quadriculadas, plano cartesiano ou tecnologias
digitais.

— (EF06MA22) Utilizar instrumentos, como réguas e esquadros, ou softwares para
representacoes de retas paralelas e perpendiculares e construcao de quadrilateros,

entre outros.

— (EF06MA27) Determinar medidas da abertura de angulos, por meio de transferi-

dor e/ou tecnologias digitais.
e Para o 7° Ano do Ensino Fundamental, temos:

— (EF07TMAZ21) Reconhecer e construir figuras obtidas por simetrias de translacao,
rotacao e reflexao, usando instrumentos de desenho ou softwares de geometria
dinamica e vincular esse estudo a representacoes planas de obras de arte, elementos

arquitetonicos, entre outros.

— (EF0TMAZ23) Verificar relagoes entre os angulos formados por retas paralelas cor-

tadas por uma transversal, com e sem uso de softwares de geometria dinamica.
e Para o 82 Ano do Ensino Fundamental, temos:

— (EFO8MA15) Construir, utilizando instrumentos de desenho ou softwares de ge-
ometria dinamica, mediatriz, bissetriz, angulos de 90°, 60°, 45° e 30° e poligonos
regulares.

— (EFO8MA18) Reconhecer e construir figuras obtidas por composigdes de trans-

formagoes geométricas (translagao, reflexao e rotagao), com o uso de instrumentos

de desenho ou de softwares de geometria dinamica.



e Para 0 92 Ano do Ensino Fundamental, temos:

— (EF09MA11) Resolver problemas por meio do estabelecimento de relagoes entre
arcos, angulos centrais e angulos inscritos na circunferéncia, fazendo uso, inclusive,

de softwares de geometria dinamica.

— (EF09MA15) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo
para a construcao de um poligono regular cuja medida do lado é conhecida, utili-

zando régua e compasso, como também softwares.

Todas essas habilidades propostas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC) mos-
tram o quanto precisamos nos adequar para as novas formas de ensino. No que segue, apre-
sentaremos o objetivo principal desse Produto Didatico que é a construcao de figuras de forma
animada, contribuindo para uma aprendizagem mais prazerosa, divertida e, principalmete,

significativa, com a utilizacao do software de geometria dinamica, o GeoGebra.



3 UTILIZANDO O GEOGEBRA PARA CONSTRUCAO E ANIMACAO
DE ALGUNS PROBLEMAS DE GEOMETRIA

Inicialmente, espera-se que os estudantes envolvidos ja tenham tido um primeiro contato
com o software, pois a intencao aqui é utiliza-lo para facilitar o entendimento das demons-
tragoes dos teoremas que abordamos e também de uma Aplicacao do Teorema da Borboleta.
Entretanto, nada impede de utilizarmos esses mesmos recursos para enfatizar os conceitos
iniciais da Geometria Plana, tais como pontos, retas, angulos, nogoes de paralelismo, per-
pendicularismo, entre outros.

Como mencionado na Introducao deste trabalho, iremos abordar a demonstracao do fa-
moso Teorema da Borboleta acompanhado de uma aplicacao e também um outro teorema
conhecido como Reta de Simson-Wallace. Esses resultados classicos da Geometria Plana
encontram-se na Dissertacao a qual esse Produto Educacional é parte integrante.

Em seguida, veremos como esses resultados foram apresentados na Dissertagao e, logo

apos, deixaremos um link para cada construcao que realizamos de forma animada no Geoge-

bra.

Observagao 3.1. Antes, vamos enunciar um Lema utilizado varias vezes durante as provas
desses teoremas. Esse Lema encontra-se demonstrado no Capitulo 6 da Dissertacao referen-

ciado como Lema (6.1).

Lema 6.1 da Dissertacao. Um quadrilatero é inscritivel se, e somente se, o angulo entre

um lado e uma diagonal é igual ao angulo entre o lado oposto e a outra diagonal.



Figura 3.1 — Quadrilatero inscritivel.

Fonte: Elaboracao prépria.

Os resultados que apresentamos neste Trabalho seguem as mesmas referéncias consultadas
para o desenvolvimento da Dissertacao. Ao final, deixamos nas referéncias apenas aquelas

que foram consultadas para a realizacao desse Produto Educacional.
3.1 O Teorema da Borboleta

Teorema 3.1. (Borboleta). Seja M o ponto médio de uma corda AB de um circulo, através
do qual outras duas cordas EF e GH séo desenhadas; EH e FG cruzam a corda AB nos

pontos N e L, respectivamente. Entdo M é o ponto médio de NL.

Demonstragao. Faremos aqui apenas o 12 caso da prova deste teorema, os outros dois casos
encontram-se detalhadamente na Dissertacao. Ressaltamos que um de nossos objetivos aqui
¢ mostrar uma maneira eficaz e atrativa de se ensinar.

Podemos observar que nesse primeiro caso a corda AB estd contida na circunferéncia e

os pontos N e L também.

e 12 caso: Se AM = MB, entao NM = ML.

De fato, por hipétese, AM = M B o que implica AB 1L MO, pois MO é um diametro
que passa pelo ponto médio de AB.

Observe a figura a seguir.



Figura 3.2 — Teorema da Borboleta.

F

Fonte: Bastidas, 2025.

A préxima figura apresenta todos os dados necessdrios para a demonstracao do 12 caso,

vejamos:

Figura 3.3 — Demonstracao do 1° caso do Teorema da Borboleta.

Fonte: Bastidas, 2025.

A partir do ponto G tracamos o segmento G'S de modo que GS L L. Note que o AGM S
é is6sceles de base GS, ou seja, MS = MG e consequentemente os angulos M SG = MGS
=0.
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Por outro lado, o angulo SEH ¢é angulo inscrito e tem em comum o mesmo arco que o
angulo MGS, isto é,

<SEH = «MGS = « MSG = 0.

No quadrildtero EM N .S sao congruentes os angulos SEN e NMS, ja que NMS e MSG
sao angulos alternos internos, o que implica, (ver Lema 6.1 na Dissertagao) que este qua-
drilatero é inscritivel.

Sendo assim, existe uma circunferéncia que passa pelos vértices do quadrilatero EM NS,
ou seja, os angulos NSM e NEM compartilham do mesmo arco, AB. Logo, NSM = NEM
= Q.

Portanto, os triangulos M NS e GLM sao congruentes pelo caso ALA. Isto é, os lados

MN e LM sao iguais e, consequentemente, a = b, como queriamos demonstrar. O

A seguir, deixamos o link de acesso a animacao da demonstracao desse teorema, a qual

esperamos deixar uma marca de contribui¢ao para o processo de aprendizagem.
e https://www.geogebra.org/classic/uzcxerd;

3.2 Uma Aplicacao do Teorema da Borboleta: problema 3 da Olimpiada de

Matematica do Cone Sul
Problema.

Seja ABC' um triangulo acutangulo, com AC < BC e w a circunferéncia que passa por
A, B e C. Seja M o ponto médio de BC. Seja F um ponto sobre o segmento AB tal que
CA=CF eseja E um ponto do segmento BC tal que EB = EF. A reta AM intersecta w
no ponto D (diferente de A). A reta DE intersecta a reta FM em G. Demonstrar que G

pertence a w.
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Figura 3.4 — Olimpiada de Matemaética do Cone Sul, 2020.

Fonte: Madeira, 18/12/2024.

Demonstracao. Tracemos os segmentos CX || AB, daf, BX = AC. Como por hipétese,
AC = CF, logo, BX = AC = C'F. Ou seja, o quadrildtero BXCF é um paralelogramo e o

quadrilatero BXCA é um trapézio isosceles.

Como as diagonais do paralelogramo BXCF' intersectam-se em seus respectivos pontos
médios e por hipétese M é ponto médio de BC, entdo FXnBC = M. Observe que « LCX =
4«EBF =, uma vez que CX | BF enquanto BC é uma transversal.

Ainda, como EB = EF, temos que o tridngulo BEF ¢é is6sceles de base BF e dai,
4«BFE = £ EBF = o. Note também que o angulo inscrito EBF compartilha o mesmo arco
que o angulo inscrito C’XL, isto é, « EBF=4CXL=a. Ou seja, o triangulo C' X L é isosceles
de base CX e como o quadrildtero BXCF é um paralelogramo temos que CX = BF, o que
implica que os triangulos BEF e C'X L sao congruentes pelo caso ALA.

Logo, XL = CL = BE = FE, o que acarreta BE = CL e como por hipétese M é ponto
médio de BC, temos que BM = CM. Portanto, EM = M L. Dessa forma, podemos concluir

pelo Teorema da Borboleta que o ponto G € w, como queriamos demonstrar. O

Para uma melhor compreensao dessa demonstragao, o convidamos a acessar o link do

tutorial com o passo a passo da solucao do referido problema, o qual no entender contribui
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para uma visualizacao mais profunda dos entes geométricos envolvidos e mais significativa.
e https://www.geogebra.org/classic/bqxtrimp

O proximo resultado diz respeito a reta de Simson-Wallace, vamos apresentd-lo e, em
seguida, deixar o link de acesso ao passo a passo da animacao realizada com o GeoGebra.

3.3 A reta de Simson-Wallace

Teorema 3.2. (Reta de Simson-Wallace) Em todo triangulo, as projegoes ortogonais de
um ponto da circunferéncia circunscrita aos seus lados, sao colineares. A reta que contém
os pés das perpendiculares baixadas desse ponto até os lados do triangulo chama-se reta de

Simson-Wallace.

Demonstragao. Vamos iniciar nossa prova observando a figura a seguir.

Figura 3.5 — Demonstragao da reta de Simson-Wallace.

’
’
’
’
’
——————— G
/

Fonte: Bastidas, 2025.

Nesta figura tracamos os segmentos PA ¢ PB. Sejam os angulos AFE = a ¢ PFG = 8.
Vamos mostrar que o+ 3 = 90°.

De fato, os quadrilateros APFFE e PFBG sao inscritiveis. Note que, no quadrilatero
APFE, estamos utilizando o Lema 6.1 e o fato de que os angulos AEP = AEFP =90°. J4 no
quadrilatero PF BG estamos levando em consideracao as projecoes ortogonais do ponto P,
isto é, PFB = PGB = 90°. Logo, PFB+ PGB = 180°, o que acarreta na inscritibilidade de
PFBG. Veja que pelo Lema 6.1, PEG = PBG = . (Ver Lema 6.1 na Dissertacao.)
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No quadrilatero inscrito APBC', temos PAC = 8. Ora, como PBG = [, entao, PBC =
(180° - 3). Dali,

PAC + (180° - 8) = 180° = PAC = 3.

Assim, no triangulo retangulo AEP, temos que a + 3+ 90° = 180° = a + 5 = 90°. Isso
implica dizer que o angulo EFG = (a+ B) +90° =90° + 90° = 180°. Ou seja, EFG ¢é angulo

raso e consequentemente os pontos F, F' e (G sao colineares, como queriamos demonstrar. []

Novamente, como nos resultados anteriores, temos o link de acesso a esta demonstragao,
onde a encontramos feita com todos os detalhes, de forma animada, seguindo um pequeno

tutorial de apresentacao no GeoGebra.

e https://www.geogebra.org/classic/tuwnrzy7?
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