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Apresentacao

Este E-Book apresenta uma proposta de abordagem didatico-pedagdgica para o ensino de
Geometria Analitica direcionada ao 3° ano do ensino médio, norteado pelo que rege a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC, 2018) para ensino de matematica, com énfase
no tratamento vetorial como instrumento metodoldgico. Visamos aqui, promover uma
compreensdo mais profunda e significativa dos conceitos geométricos. Daremos destaque
as definicbes e rigor matematico no que tange as demonstracdes de teoremas e ou
proposi¢oes. Consideramos ter escolhido uma sequéncia didatica satisfatoria, onde em
cada capitulo apresentamos um breve comentario sobre o contetdo exposto, além é claro
das defini¢cdes, demonstracfes, exemplos e observagdes pertinentes ao que estd sendo
proposto.... Ao término, disponibilizamos uma lista de exercicios para uma melhor

compreensdo do contetdo apresentado.
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1 VETORES

Nesse capitulo, abordaremos topicos essenciais para uma boa compreensao do
conceito de vetor, ferramenta essa, que sera de fundamental importancia para o
desenvolvimento do nosso trabalho. Iremos aqui, definir vetor e destacar algumas
das principais operagdes entre os mesmos. Nesse primeiro momento teremos como
ambiente de trabalho o conjunto dos pontos da geometria euclidiana de duas
dimensdes, que a partir de agora denotaremos por plano cartesiano ou R?. Alguns
resultados da geometria euclidiana serdo usados livremente, supondo o autor ser

conceitos ja assimilados pelo leitor.

1.1 PLANO CARTESIANO (R?)

Para o estudo que segue, iremos utilizar o plano cartesiano. Trata-se de um
sistema de eixos coordenados perpendiculares entre si. O ponto comum a esses
eixos (Ponto 0) é dito origem do plano cartesiano. Para cada ponto P pertencente
ao plano cartesiano existe uma correspondéncia biunivoca a um par de nimeros

sobre os eixos.

Figura 1- Plano cartesiano
y

P

-2

Fonte: Autor



Denotamos a reta Ox como eixo das abscissas e a reta Oy como eixo das
ordenadas. Dizemos que o ponto P, veja Figural, tem abscissa x = 4 e ordenada y =
3 ou simplesmente P = (4, 3). O par de ndmeros (4, 3) é dito par ordenado e os
numeros 4 e 3, nessa ordem, sdo as coordenadas do ponto P em relacao ao eixo das
abscissas e ao eixo das ordenadas, respectivamente. Os eixos coordenados dividem

o plano cartesiano em quatro quadrantes:

Figura 2- Quadrantes

3
22 Quadrante 2 12 Quadrante
1
13 e m o P 2 3
-1
32 Quadrante | > 42 Quadrante
-3

Fonte: Autor
12 Quadrante: temos x > 0ey > 0;
22 Quadrante: temos x < 0ey > 0;
32 Quadrante: temos x < 0Oey < 0;

42 Quadrante: temos x > 0ey <O0.

1.2 RETAORIENTADA

Antes de mergulharmos na definicao de reta orientada, vamos considerar um
conceito fundamental na matematica: a no¢do de direcao e sentido!. Imagine uma
linha reta que se estende infinitamente em ambas as direcoes. Agora, pense em
como podemos atribuir um significado especial a essa linha, definindo um sentido
como positivo e o outro como negativo. Essa ideia simples, mas poderosa, é a base

para o conceito de reta orientada.

! Direcdo refere-se a linha imagindria sobre a qual uma reta se encontra, enquanto sentido indica
a orientacdo especifica nessa linha, podendo ser dois sentidos opostos para cada direcdo.
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Defini¢dao 2.1: Uma reta r diz-se orientada quando lhe é fixado o sentindo de

percurso, considerado positivo, e é indicada por uma seta.

Figura 3- Reta orientada

Fonte: Autor

Observagao 2.1: O sentido oposto é dito negativo.

1.3 SEGMENTO ORIENTADO

Imagine um segmento de reta, definido por dois pontos distintos. Agora, pense
em como podemos atribuir um significado especial a esse segmento, definindo um
ponto inicial e um ponto final. Essa ideia é fundamental para o conceito de segmento

orientado.

Defini¢do 1.2: Dados os pontos A e B no plano cartesiano, se A é a origem e B ¢é a
extremidade do segmento por eles determinados, entdo esse segmento é dito

orientado. Notagdo: AB (Lé-se; segmento AB).

Figura 4- Segmento orientado AB

Fonte: Autor
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1.3.1 Segmento nulo
Definicdo 1.3: Um segmento cuja a origem coincide com a extremidade é dito

segmento nulo.

Figura 5- Segmento nulo AB

B
2 -
A
1
0 1 2 3

Fonte: Autor

1.3.2 Segmento oposto
Defini¢ao 1.4: Seja AB um segmento orientado, dizemos que o segmento BA é o seu

oposto.

Figura 6- Segmento orientado AB

B

Fonte: Autor

Figura 7- Segmento orientado BA
B

1=

Fonte: Autor
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1.3.3 Medida de um segmento

Fixada uma medida de comprimento u, podemos determinar a medida do

segmento AB, usado como unidade de medida o comprimento de u.

Figura 8- Fixando unidade de medida

A B
2 * .
U
1 —
0 1 2 3 4

Fonte: Autor

e Medida do segemento AB igual 3u, onde denotamos por AB = 3u. (Figura
8);

e Note que o segmento orientado BA = 3u, segue que AB = BA.

Observagdo 1.2: Segmento nulo tem medida igual a zero.

1.3.4 Diregdo e sentido

Defini¢ao 1.5: Dizemos que dois segmentos orientados AB e CD possuem mesma

direcdo se suas retas suportes sdo paralelas ou coincidentes.

Figura 9- Segmentos de mesma dire¢do

I A B

[
g

rda

Fonte: Autor



13

Na Figura 9 temos r paralela a s. Note que r e s sdo as retas suporte do segmentos
AB e CD,FE respectivamente. Segue que os segmentos AB,CD e FE estdao na

mesma direcao;

Definicdo 1.6: Sejam AB e CD dois segmentos orientados com mesma diregao.
Dizemos que os segmentos AB e CD tem mesmo sentido se os segmentos AC e BD

nao se intersectam.

Figura 10 - AB e CD mesmo sentido

A B
3 -
2
1
C (D
0 1 2 3 4

Fonte: Autor

Figura 11 - AB e CD sentidos contrarios

A B
3 -
2 E
1
D C
0 1 2 3 4

Fonte: Autor

Observagao 1.3: S6 se pode comparar sentido entre segmentos, se 0s mesmos

estiverem na mesma direcao.

1.4 SEGMENTOS EQUIPOLENTES

Suponha dois segmentos de reta orientados, cada um com seu proprio ponto
inicial e ponto final. Agora, pense em como podemos comparar esses segmentos
para determinar se eles tém a mesma direcao, sentido e comprimento. Essa ideia é

fundamental para o conceito de segmentos equipolentes.
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Definicdo 1.7: Dados os segmentos orientados AB e CD . Dizemos que estes
segmentos sdo equipolentes (notacdo: AB ~ CD) se eles possuem mesma direcdo,

mesmo sentido e mesma medida.

Exemplo 1.1: Seja ABCD um paralelogramo. Considere os segmentos orientados

AB,BC,DC e DA.

Figura 12- Segmentos equipolentes

B C

|

[7%)
e
o

=3

0 1 2

Fonte: Autor
e Temos, AB ~ DC;
e Temos, DA ~ BC.

Observagdo 1.4: Dois segmentos nulos sdo sempre equipolentes.

1.5 VETOR

Imagine que vocé precisa descrever uma quantidade que tem nao apenas
magnitude (ou tamanho), mas também direcao e sentido. Por exemplo, quando vocé
descreve um deslocamento de um ponto a outro no espago. Nesse contexto, surge a
necessidade de um conceito matematico que possa capturar essas caracteristicas de
maneira eficaz. Agora que temos uma ideia geral, vamos definir formalmente o que

€ um vetor e apresentar suas principais caracteristicas.

Defini¢ao 1.8: Dado um segmento orientado AB, chama-se vetor ao conjunto de

todos os segmentos equipolentes a AB.
Tomando AB como notac¢do para o conjunto mencionado, temos:

AB = {CD /CD ~ AB}
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Definicao 1.9: Chama-se médulo de um vetor AB a medida do comprimento do

segmento orientado que o representa.

Notacao;

4B| = 4B

Defini¢ao 1.10: Dois vetores AB e CD sio ditos iguais quando AB ~ CD.
Notacao: AB=CD

Definiciio 1.11: Um vetor AB é dito nulo se 4B =0.

Notacao: AB =0

Defini¢do 1.12: Chama-se o vetor AB de unitario se |ﬁ| = 1.

Defini¢ao 1.13: O versor de um vetor AB é o vetor que tem mesma dire¢do, mesmo

sentido de AB e como médulo igual a 1.

Observagdo 1.5: A notacdo do vetor oposto de AB é dada por BA ou —4B. 0 que

- . - g ’7 - -
diferencia os vetores AB e BA é unicamente o sentido.

Para simplificar a notagdo, é usual representar o vetor AB por uma letra
mindscula acompanhada de uma seta. Tal convenc¢do, além de pratica, sera

amplamente adotada nas se¢des subsequentes.

—

Notagdo: i = AB

1.6 OPERACOES GEOMETRICA ENTRE VETORES

As operacdes geométricas entre vetores podem ser pensadas como
combinacdes de "flechas" no R?, onde cada opera¢io produz um novo vetor
resultante. Essa representacao visual nos ajuda a entender melhor como os vetores

se combinam.

1.6.1 Adicdo de vetores
Defini¢dao 1.14: Para somar dois vetores geometricamente, coloca-se a extremidade
de um vetor na origem do préximo, o vetor soma € o segmento orientado de origem

do primeiro vetor e extremidade do segundo. (Figura 14)
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Figura 13 - Vetoresu e v

Fonte: Autor

Figura 14- Somaw =i + v

Fonte: Autor

Temos que a soma dos vetores % e ¥ por defini¢cio é o vetor w. Portanto, w = i + 7.

Observagao 1.6: A definigdo acima se matem para a soma superior a dois vetores.

1.6.2 Subtragio de vetores

Definicdo 1.15: Definimos a diferenca entre os vetores i e ¥, como i — ¥ onde o
vetor —v é o vetor oposto do vetor v.(Figura 15)

Figura 15- Subtracio i — ¥

B

Fonte: Autor
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Note que CA = —# . Segue:
d=CA+i=-b+1d=1-7
1.7 FORMA ALGEBRICA DE UM VETOR
Até o momento, tudo que foi definido em relagdo a vetores diz respeito a sua

forma geométrica. Nessa sec¢do, iremos representar vetores de forma algébrica, tal

representacao sera bastante tutil para efeito de calculos.

Pela Secao 1.1, para todo ponto P pertencente ao plano cartesiano podemos
definir sua localizagdo por meio de suas coordenadas nos eixos das abcissas e
ordenadas. Nesta secdo iremos associar a cada ponto P, um vetor que tera como
origem o ponto O e extremidade o ponto P e sua representacdo analitica serd dada

pelas coordenadas do ponto P. Veja Figura 16.

Figura 16- Vetor OP = (x4, y;)

Fonte: Autor

Assim, o vetor OP tera representacdo analitica dada pelo par ordenado (xq, y;).

1.7.1 Igualdade e operagdes entre vetores
Definigdo 1.16: Dados o vetores 4 = (x1,y;1) € U = (X3, y,), definiremos 4 igual a v

quando tivermos x; = x, e y; = y,. Notacdo: U = 7.

Defini¢do 1.17: Dados o vetores 4 = (x1,y;) e U = (x3,¥,) , definiremos 4 + v =

(x1 + X3, y1+ y2).Deformaandloga, i —v= (x; — X3 , Y1 — V2)-
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1.7.2 Propriedades da adigdo de vetores

Para as demonstracdes que segue, tomaremos U = (x1,y1),V = (x3,V,), W =

(x3,y3) e 0= (0,0).

P1) Comutativa: i + v =v + U
Temos:
U+v= (x,¥1) + (x2,52)
= (01 + x2,51 + ¥2)
= (X2 + x1,¥2 + y1)
= (x2,¥2) + (x1,¥1)
=v+uU
P2) Associativa: (U + V) + W =i + (¥ + W)
Note que:
U+V)+W= (x1+ x3,¥1 + ¥2) + (x3,¥3)
= (1 + x2) + x3,(y1 + ¥2) + ¥3)
= (1 + (24 x3),¥1 + (V2 + ¥3))

= (x,y1) + (2 + x3,¥2 + y3)

=uU+ U+ w
P3) Existéncia e unicidade do vetor nulo: i + 0 =
Existéncia:
Temos:

L+0=(x,y1) + (0,0)=(x;+ 0,3+ 0) = (xy,y1) =4
Unicidade:

—

Suponha que exista um vetor 1 = (a, b) tal que U + 71 = 1.



Segue,
Ui+n=ue (x;+ ay; + b)=(x1,y1)
Dai,
x1+a=x; e y1 +b=y,
Isto é,
a=0 e b=0
Logo,

P4) Existéncia e unicidade do vetor oposto: i + (—u) = 0
Existéncia:
Temos:
G+ (=) = (21,31 + (=22, = ¥2) = (0 + (= x1), y1 + (= 1)) = (0,0) =0

Unicidade:

Suponha que exista um vetor i = (a, b) tal que & + 7 = 0.

Segue,
i+7n=0 © (x,4 a,y, +b) =(0,0)
Dai,
x1+a=0 e y;+b=0
[sto é,
a=—x;, e b=—y,
Logo,

19
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Observagdo 1.7: Tudo que foi dito para igualdade e operagdes de vetores se aplica

para mais de dois vetores.

1.7.3 Multiplicagado de vetor por niimero real
Defini¢do 1.18: Dado um vetor ¥ e um numeror real a, definiremos a multiplica¢do

de a por ¥ por « - ¥, onde:
1. Sea=00ou® =0,entioa %= 0 (Por defini¢io)
2. Sea#0 e B+ 0,entdo a ¥ # 0, e ainda:
e -7 terd mesma direcdo de ¥;
e Sea > 0,entdo a - U terd mesmo sentido de v,
e Sea <0, entdo a - v terd sentido contrario ao de v.
° |a-v|=|al- |7
1.7.4 Propriedades da multiplicagdo de vetor por um nimero real
MDoa- U+ =a-u+a-v Va€eReVi,vER?
M2) (a+pB) ti=a-tUi+pU VaBEReVUER?
M3)a-(B-d)=(a-B)u Va,FER e Vi €R?
M4) 13 = V¥ € R?

Observagdo 1.8: As propriedades aqui expostas, também sdo validas para os
numeros reais, dessa forma as operagdes entre vetores (adi¢do e multiplicaciao por

um numero real) seguem o mesmo principio que o calculo algébrico elementar.

1.7.5 Representagdo algébrica de um vetor fora da origem
Na Secdo 1.7 associamos para cada ponto P € R? um vetor de origem em O e
extremidade em P. Aqui, daremos uma representacado algébrica para vetores fora da

origem. Veja as Figuras 17 e 18.
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Figura 17- Vetor w

A
Y1
W
V2 B
0 xl XZ
Fonte: Autor
Figura 18- Vetores U, v e w
A
Y1
W
B
V2 i

Fonte: Autor

Note que o vetor 4B = % — % = (%3, V) — (X1, V1) = (X3 — X1 , Vo — V1)
Assim, podemos exibir as coordenadas de vetores determinados por pontos
quaisquer do R?, isto é, as coordenadas do vetor AB sera dada pela diferenca entre

o vetor % = OB e o vetor & = OA ou simplesmente AB = B - A.

Exemplo 1.2: Seja A = (3,5) e B = (1, —6). Segue, que as coordenadas cartesianas

do vetor AB sera:
AB=B-A=(1,-6)— (3,5) = (1-3,-6 — 5) = (=2,—11)

Exemplo 1.3: Sejam A = (x;,y;) € B = (x,,y,) pontos do R?. Determine as

coordenadas do ponto médio do segmento AB.

Seja M = (x,y) o ponto médio do segmento AB. Dai, AB =AM + MB . Como AM =

MB. Temos:
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AB =AM + MB = AM + AM = 2 AM

Dai,
1
B-A=2(M-A) & M=-(A+B)

Logo,

X1 +Xx2 Y1ty
w=(F5257)
2 2

Exemplo 1.4: Os pontos A = (3,—5) e C = (—1, 3) sdo o vértices da diagonal de um

paralelogramo. Determine o ponto de interse¢do das diagonais.

E suficiente determinar o ponto médio do segmento AB. Utilizando o Exemplo 1.3

temos:

M_<x1+x2 y1+y2)_(3+(—1) —5+3>_<2 -2
B 2 2 B 2 2 B

1.8 PARALELISMO ENTRE VETORES
Dados os vetores i = (x1,y;) e ¥ = (x5, y,) no R% Suponha que exista um a €

R tal que:
U=a-'v

Pela Subsecdo 1.7.3, temos « - ¥ com mesma direcdo de ¥, isto é, a - U || U segue U ||
v. Em outras palavras, o vetor 1 serda paralelo ao vetor ¥ se, e somonte se, o vetor i

for multiplo do vetor 7.
Exemplo 1.5: Seja i = (3,2) e ¥ = (6,4). Note que:
T=(64)=2-(32)=20 = #@|v

Observagdo 1.9: Sejam A = (x1,y,), B = (x3,y,)e C = (x3,y3) pontos do R?. Dai,

=X, — X,Y2— Y1) € AC = (x3 — x1,y3 — y1)- Se existir um « € R tal que AB

=l

a - AC, entdo os pontos 4, B e C sdo colineares.

X2 = X1 Y2—W1

X3 —X1 Y3—WN

A,B e C sdo colineares ©
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1.9 PRODUTO INTERNO

O produto interno entre vetores é uma operacdo que associa dois vetores a um
numero real, fornecendo uma medida da relacdo entre suas dire¢des e magnitudes.
Ele é fundamental em diversas areas da matematica, permitindo calcular dngulos,

projecoes e determinar ortogonalidade entre vetores.

Defini¢do 1.19: Dados o vetores i = (x;,y;) e ¥ = (x3, y,) no R2. Chama-se produto
interno de i por ¥ ou simplesmente % interno ¥ (Nota¢do: U - ¥ ou <u, ¥>) 0

numero real dado por:
27 = > — . .
UV=X1"X2t V1" V2

Exemplo 1.6: Sejau = (—4,7) e v = (3,—4). O produto interno de i por ¥ é dado

por:
U-D=—4-3+ 7 (—4)=—12 —28 = —40
1.10 MODULO DE UM VETOR

Na Definicao 1.9 definimos médulo como sendo o comprimento de um vetor.

Nessa secdo, iremos determinar o comprimento de um vetor dado. Veja Figura 19.

Figura 19- Representacao do vetor AB

Fonte: Autor

Temos que |i| = AB, AC = (x, — x;) e BC = (y, — y,). Note que o tridngulo ABC

é retangulos em C. Segue que:
Segue:

[ti|>=AC? 4+ BC?= (x; — x1)* + (y2 — y1)?
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Logo,

[d] = (x2 — 1) + (V2 — ¥1)?

Note ainda que a representacio algébrica do vetor U = AB=B- A= (%2,V2) —
(x1,v1) = (x2 — xq,¥, — y1)- Logo, || serd a raiz quadrada da soma dos quadrados

das coordenadas do vetor i .

Observagao 1.10: Obter o mo6dulo de um vetor é equivalente a obter a distancias

entre os dois pontos que o determina, isto é; d, = |U| = \/(xz —x1)% + (V3 —y1)?
(Notagao: d, p € a distancia do ponto A ao ponto B)

Exemplo 1.7: Dados os vetores U = (—2,4) e ¥ = ( 3, 2), segue que:

[l =+ (—2)2 + 42 =4+ 16 =20

5] =32 +2% =V9+4 =V13
Observag¢io 1.11: Tomando 4 = (x4, y;), temos que |U| =+/x;2 + y,2 ,temos:
P = (Va2 + yi2 2 =x2+ y,? o |[UP=1.1

A observagio acima, nos diz que a norma do vetor 4 ao quadrado ¢ igual ao produto

interno do % por ele mesmo.

Observacio 1.12: Conhecido a forma de calcular o médulo de um vetor i, podemos

determinado o versor de % da seguinte forma. Seja ¥ o vesor de i, temos:

| =

vV==1u

gl

Note que ¥ tem mesmo sentido e dira¢do de 1, e ainda, || = 1

1.11 ANGULOS ENTRE VETORES

Seja 6 o Angulo formado pelos vetores ndo nulos i, U € R?, onde 0° < 6 < 180°.
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Figura 20- Angulos entre vetores

v

Fonte: Autor

Figura 21- Triangulo entre vetores

v

Fonte: Autor

Note que o vetor:

Segue,

Aplicando a Lei dos cossenos no tridngulo formado pelos vetores i, ¥ e w (Figura

21), temos:
|W|? = |U|*+ |P|* — 2. U] - |P] cos O
Dai,

[@2—2-% -3 +|912= [@)2+ 31> =2 |d] - |B] cos O
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E ainda,
u-v
cos 0 = ——
[ul - [v]
Logo,
u- v
0 = arc cos ————=
lul - |V
Como,
u-v
0 < 08=arccos ——— < 180°
[l - v
Entao,
(i) =<0 & 90° < 6 < 1805
[l - v
u-v
() 0< == & 0° <06 <909
lul - [v]
u-v
ili) =——— =0 © 06 = 90°.
(iii) |ul - [v]

Do item (iii) e pelo fato dos vetores i, U serem ndo nulos, segue que 8 = 90° se, e

somente se, - v = 0.

Exemplo 1.8: Dados os vetores i = (2,3) e ¥ = (2, 1).

Segue,
g = &% (232D 22431 7
c0sf = ——— = — _
4l - 19| (J22+32)-(J22+11) VI3 -V5 V65
Logo,
0 = 7
—arccos\/E

1.12 PROJECAOQ ENTRE VETORES

—

Dados os vetores ndo nulos % = AB, ¥ = AC e seja 6 o angulo formado por eles.
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Veja as Figuras 22 e 23.

Caso1: 0°< 6 <90°
Figura 22- Proj. de 4 sobre v

Fonte: Autor

Caso2:90°< 6 <180°

Figura 23- Proj. de U sobre —=7.

- - = -
c r A c

—3 =AC
Fonte: Autor

e Sejar perpendicular a v e B’ o ponto de intersecdo, segue w = AB' é dito a

projecido de u sobre v.(Figura 22)

e Sejar perpendicular a (—7 ) e B’ o ponto de intersec¢io, segue w = AB' ¢

dito a projecdo de u sobre v.(Figura 23)
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Observagio 1.13: Caso em que & = 90° teremosw = ﬁ, onde A = B’,isto é,w =

—

AB =0.

De posse do que foi dito, iremos exibir o vetor w em funcdo dos vetores i e V.

As Figuras 22 e 23 ilustram as duas situagdes possiveis para o angulo 6. Note que

em ambas os casos teremos w na mesma direcdo do vetor v, isto é, existe um k € R,

tal que:
W=k-v
Dat:
= _ - _ 1 —
(Wl = |kl||v] = |k|=Z- W]
1|
Temos ainda que:
- |U D |U Y|
lWw|=|u|-cos0=u|" | == =
[ul.|[v] V]
Logo,
Ik 1 (|ﬁ’.1‘5|) |u V| i uv
== = = < k=7
v [ [v]* [v1*

Notacgao:

. — 1_’[1_7) -
Projz u = Y

v|?

Exemplo 1.9: Dados U = (2,1) e ¥ = (—1, 0). Determine a Proj3; . Temos:

i ) 5 (2(—1)+1-0

Projs = (W (—1)2+(0)2

(1.4)

(1.5)

) - (=1,0) = (%) "(-1,0)=(2,0)
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2 TRIANGULOS

Este capitulo apresenta o estudo dos triangulos sob uma perspectiva vetorial,
utilizando conceitos fundamentais da geometria analitica para explorar

propriedades, classificacdes e caracteristicas centrais dessas figuras planas.

2.1 CONDICAO DE EXISTENCIA
Nesta secdo, discutiremos as condigdes necessarias para a existéncia de um
triangulo. A andlise vetorial nos permitira visualizar quando trés vetores formam ou

ndo um triangulo, considerando seus moédulos e direg¢oes.

Dados os pontos A = (x4,v1), B = (x5,¥,) e C = (x3,¥3) pontos do R? e seja
6 o angulo formado pelos vetores AB = (3 —x1,y2 —y1) € AC = (%3 — %1, Y3 — Y1)-
Pela Secdo 1.13, os pontos 4, B e C serdo colineares se:

AB - AC

i) cos0 = ———=
® |AB|-|AC|

AB -AC

ii)cos 0 = ———=
(i1 |AB|-|AC|

Do item (i) temos:

ZE)'_ZC-: _ —_ —_

=1 o AB- AC=|AB|-|AC|

|AB|- |AC|
Como,
AB - AC = (x; — x1) (23 — x)+ (V2 — ¥1) (V3 — 1)
e
|AB| - [AC|=/(xz = x1)2 + (V2 = y1)? */ (s = 1) + (3 = y1)?
Segue,

[(xz = x)(y3 — ¥1) - V2 — Y1) (%3 — x1)]*°=0
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Isto é,

(xz = x)(¥3 = y1) - (2 — y1)(x3 — %) =0
De forma analoga, tem-se o mesmo resultado para o item (ii).
Portanto, os pontos A, B e C serdo vértices de um triangulo se:

Xy — X -
det(xz 1 W2 41

3 — X1 3’3_3’1)¢0

Isto é, os pontos A,B e C serdo vértice de um tridangulo se o determinante das

coordenadas dos vetores AB e AC for diferente de 0(zero).

Exemplo 2.1: Dados os pontos A = (2,3),B = (—2,5) e C = (1,4). Mostremos que

os pontos sdo vértices de um tridngulo.
Temos,

AB = (—4,2)e AC = (—1,1).
Dai,

—4 2

det (_1 1

)2_4.1_(2(_1))=_4+2=—2¢0

Logo, A, B e C sdo vértice de um triangulo.

2.2 CLASSIFICACAO DOS TRIANGULOS QUANTO A0S ANGULOS

Utilizando a linguagem vetorial, classificaremos os tridngulos com base na
medida de seus angulos internos. Essa abordagem permite deduzir tais
classificacdes a partir de produtos escalares e cadlculo da norma de vetores,

proporcionando uma analise rigorosa e coerente com a estrutura algébrica do plano.

2.2.1 Triangulo retangulo

Proposi¢do 2.1: Dados os pontos 4, B e C vértice de um triangulo. Segue:

(i) AB-AC =0 © A ABC éretangulo em A;
(i) AB - AC = |AB|*> & A ABC éretingulo em B;
(iii)4AB - AC = |AC|*> & A ABC éretingulo em C.
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Prova do item (i):

—

Seja 6 o angulo formado pelos vetores os U = AC e ¥ = AB. Pela definicao de

produto interno temos:

u-v

] - ]

U v = |u|l-|V|cosf & cosO=

Logo,
u-v
0 = arc cos ——
[ul - [v]
. u-v
Pela Se¢do 1.11 temos 0 < 6 = arc cos 1] < 180°.
Assim,
u-v
— =0 & 0=90°
lul - [v]
Portanto,

Uu-v=0 o 6=90°
O que prova o item (i).
Prova do item (ii):

Na Sec¢do 1.14 foi mostrado como exibir a projecdo entre dois vetores.

De fato,
. - ﬁ“_j -
PrOJ;uz( — )v (2.1)
v
Por hipétese,
_— — — - > N 17'1—7)
AB-AC=|AB|* & u-v=|9* o e =1 (2.2)

Substituindo (2.2) em (2.1) temos:

Projzu=1-v= 17
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Logo o tridngulo de vértices ABC é retangulo em B.

Prova do item (iii) é analoga ao item (ii), segue:

L. (HTY
Projz v = ar u (2.3)
Por hipétese,
—_— — 5 = N ﬁ"l—;
AB-AC=|AC)? o v-u=]i* & ar =1 (2.4)

Substituindo (2.4) em (2.3) temos:
Projzv=1-u=1u
Logo o tridngulo de vértices ABC é retangulo em C.
Fica assim demonstrado a Proposicao 2. 1. A reciproca da Proposi¢ao 2.1 é imediata.

Exemplo 2.2: Sejam A4, B e C pontos nio colineares do R?. Mostre que tais pontos sio

vértices de um tridngulo retangulo.
a)A=(2,1); B=(4,3); C=(2,5
b)A=(-3,3); B=(1,-1); € =(-3,-1)
c)A=(-2,1); B=(0,3); C=(1,-2)

Resolugao da alternativa (a)

Note que,

AB = (2,2) e AC = (0, 4).
Segue,

AB-AC=20+24=38
e

|AB|?2= (2)2+ (2)> =4+ 4 =8



Aplicando o item (ii) da Proposicao 2.1, temos:
AB - AC = |AB|* = A ABC é retangulo em B.

Resolugao da alternativa (b)

Note que,
AB = (4, —4) e AC = (0, —4).
Segue,
AB-AC = 16
e

|AC|2= (0)2 + (—4)% =16

Aplicando o item (iii) da Proposicao 2.1, temos:
AB - AC = |AC|? = A ABC éretangulo em C.

Resolugdo da alternativa (c)
Note que,

AB = (2,2) AC = (3, -3).
Segue,

AB-AC=6-6=0
Aplicando o item (i) da Proposicdo 2.1, temos:
AB - AC = 0 = A ABC é retangulo em A.

2.2.2 Triangulo obtusangulo

Proposigao 2.2: Dados os pontos 4, B e C vértice de um triangulo. Segue:
(i) AB-AC <0 e A>900
(i) AB - AC > |AB|?* & B>90°
(ii)AB - AC > |AC|? & (>90°

33
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Demonstragdo: Analoga a demonstracao da Proposicao 2.1.

Observagdo 2.1: Como a soma dos angulos internos de um triangulo é sempre igual
a 180°, temos que para um tridngulo ser obtusangulo se faz necessario que ocorra

apenas um dos itens acima.
2.2.3 Triangulo acutangulo

Proposi¢do 2.3: Dados os pontos 4, B e C vértice de um triangulo. Segue:
(i) AB-AC >0 e A<90°
(i) AB - AC < |AB|? & B<90°
(ii)AB - AC < |AC|? & (<90°

Demonstragdo: Analoga a demonstragao da Proposicao 2.1.

Observagdo 2.2: Para que o triangulo seja acutangulo, os itens acima devem ser

satisfeitos simultaneamente.

Exemplo 2.3: Dados 4, B e C pontos nio colineares do R?. Classifique os triAngulos

quanto aos angulos.
aA)A=4,1); B=(1,2); C=(2,%
b)A=(53); B=(-13); C=(-2,-1)

Resolugdo da alternativa a)

Note que,
AB =(-3,1) e AC = (-2,3)
Segue,
AB-AC=6+3=9
|AB|?= (-3)2+ (1)2 =9+ 1=10
e

|AC|?= (—2)2+ (3)2 =4+9=13



35

Pela Proposigdo 2.3 temos que o triangulo A ABC é acutangulo.

Resolugdo da alternativa b)

Note que,
AB = (—6,0) e AC = (-7, —4).
Segue,
AB-AC = 42 + (0) = 42
e

|AB|2= (—6)2 + (0)2 =36

Pela Proposi¢ao 2.3 temos que o tridngulo A ABC é obtusangulo.

2.3  CLASSIFICAGAO DOS TRIANGULOS QUANTO AOS LADOS

Nesta secdo, trataremos da classificacdo dos tridangulos segundo a relacdo entre
os comprimentos de seus lados. O enfoque vetorial permite calcular e comparar

modulos dos vetores associados aos lados.

Defini¢do 2.1: Sejam A, B e C pontos nio colineares do R2. Temos:
(i)  |AB|*# |AC|? # |BC|? temos A ABC é escaleno;
(i)  |AB|*= |AC|?> ou |AB|?> = |BC|? ou |AC|?>= |BC|? temos AABC é
isosceles;
(iii) |AB|?>= |AC|?> = |BC|? temos A ABC é equilatero.
Exemplo 2.4: Sejam A, B e C pontos nio colineares do R?. Classifique os tridngulos

quanto aos lados.
A=41;B=(12);C=44%
b)A=(52); B=(12); C=(3,4)

©)A=1(0,0); B=(2,0); C=(1,V3)
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Resolugdo da alternativa (a)
Note que:
AB =(-3,1),AC =(0,3) e BC = (3,2).
Dai,
|AB|*=10; |AC|*=9 ; |BC|*=13
Logo o triangulo A ABC é escaleno.

Resolugdo da alternativa (b)

Note que:

AB = (—4,0),AC =(-2,2)e BC = (2,2)

Dai,
|AB|?=16; |AC|>=8; |BC|>* =8
Logo o triangulo A ABC é isosceles.

Resolugdo da alternativa (c)

Note que:
AB = (2,0),AC = (1,v/3) e BC = (—1,V3)
Dai,
|AB|*=4; |AC|>=4; |BC|* =4

Logo o triangulo A ABC é equilatero.

2.4 AREADO TRIANGULO

Ao estudar vetores, tomamos posse de uma excelente ferramenta que nos
auxilia em diversos problemas matematicos, entre eles, temos o calculo de areas de
figuras geométricas. Nesta secdo, teremos condi¢cdes de calcular area de um
tridAngulo determinado por quaisquer pontos 4,B e C € R?, ndo colineares. Veja

Figura 24.
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Figura 24- Triangulo ABC
A

Fonte: Autor
Tomemos um ponto D € R?, tal que ADBC seja um paralelogramo. Considere ainda

o ponto H € CB, onde AH é altura do tridngulo ABC. Veja Figura 25.

Figura 25- Paralelogramo ADBC

A D
rasererhesrerentesssssnf
Fonte: Autor
Temos:
—_— . —)_ a-C—B) —_—
CH = Projgz CA = (“2=-) CB
Isto é,
_. |CA-CB|
Assim,
— s 2
A2 1 A02 112 — 1 A2 |CA-CB|
[CAI? = [AH? + |CH|* = [AH|” + ()

Dai,
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— 2 — — —
(|CA-CB|) __|CA|*- |CB|*- (CA-CB)?

A2 — 17412 _

Logo,

\/|§1’|2- |CE|2 — (CA- CB)?
AH| = —
|AH| 3

Assim, sendo Ap a area do paralelogramo determinado pelos vetores meC_B),

temos:
__, | ICA*- |CB|2—(CA-CB)? = — —
A, = |CB| =5 = | |CA|?>- |CB|?2 — (CA- CB)?

Segue,

(4p)? = |CA|*- |CB|* — (CA- CB)?
Tomando CA = (x1,y1) € CB = (x3,¥2), temos:
(Ap)*=[CAJ*- |CBI?* = (CA- CB)? = (x*+ y: ) (%57 + ¥, — (axz + ¥12) 2
Dai,
(Ap)z = (X1Y2 — Y1X2 ) 2
Assim,
Ay = |x1Y2 — Y1X2| = |det (2 §2)|

Temos que a area do paralelogramo sera o determinante em modulo, das
coordenadas dos vetores CA e CB. Como o triangulo de vértices 4, B e C tem metade

da area do paralelogramo determinado pelos vetores CAeCB, segue:

AT: A

D

N |-

Exemplo 2.5: SejaA = (1,-2),B = (2,—1)e C = (—1,—3) vértices de um tridngulo.

Calcule sua area.



Temos,

Segue,

Ar = %|det(

AB=(1,1) e AC=(-21)

1 1
-2 1

)=1|1(1)-1(—2)|=1|1+2|=1|3I
2 2 2

N W

39
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3 ESTUDO DA RETA

Neste capitulo, exploraremos o conceito de reta no plano utilizando uma
abordagem vetorial. A descricao de retas por vetores diretores e pontos de apoio
favorece a compreensao geométrica e algébrica simultdnea, unificando diferentes
formas de representacao da reta. Esse estudo é fundamental na geometria analitica

vetorial, pois permite estabelecer relacoes entre direcao, inclinacao e intersecdes.

3.1 EQUACAO VETORIAL DA RETA

Apresentaremos a equacgdo vetorial da reta como expressdo fundamental que
liga um ponto dado no espago a um vetor diretor. Essa forma facilita a construcao e
interpretagio geométrica da reta. Seja P um ponto e ¥ um vetor, ambos

pertencentes a R2.

Figura 26- Ponto P e vetor v

Fonte: Autor

Figura 27- Retas passando por P

Fonte: Autor
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Na Figura 26 temos a representacio do ponto P e o vetor . A Figura 27 mostra
que as retas r,s et passam por P, no entanto, apenas a reta s passa por P e tem
mesma dire¢io do vetor ¥. Portanto, existe uma Unica reta passando por P e com

mesma direcdo de U. Se A é um ponto da reta s, temos que existe um A € R tal que:
PA=13 & A-P=A% & A=P+1'D
Temos que A = P + 1 - ¥ é dito equagio vetorial da reta.

e O ponto A pertence areta s para A € R;
e v édito vetor diretor da reta s.
Exemplo 3.1: Obtenha a equagdo vetorial da reta que passa pelos pontos A = (2, 3)

e B = (5,4).

Note que AB = (3,1). Assim, se X(x,y) € um ponto da reta que passa por Ae B

temos que existe um A € R tal que:

AX=1-4B © X-A=1-AB © X=A+1-4B o (x,y)=(23)+1(31)

3.2 EQUACAO REDUZIDA DA RETA

Mostraremos como a equacdo vetorial pode ser transformada na equacgao
reduzida (ou explicita) da reta, discutindo sua interpretacao geométrica e aplicacdo

em problemas praticos.
Seja r a reta que passa pelo ponto P = (x;,y,) e ¥ = (a, b) o vetor diretor da
retar.Se A = (x,y) é um ponto qualquer de daretar.

Temos,

x=x;1+1a

A=P+1-v & (xy)=(x,y1)+4A(ab) & {y=}’1+l'b

E ainda,

(=14

{Aa=x—x1 X—X1 Y-
lb=y—y1 a B b

X— = Xx1+
P! V1

b b
Tomando m = en= (—le +y1)
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Segue,

=m-x+n 3.2
y (

Temos que (3.2) é dito equagdo reduzida da reta.

Exemplo 3.2: [remos exibir a equacao reduzida do Exemplo 3.1.

Temos,
x=2+1-3 3IlN=x-2
wn=@n+26n o (22005 o 1),
Dai,
x—2 y-—3 o _x+7
3 1 Yy=73

3.2.1 Coeficiente angular da reta

Determinaremos o coeficiente angular a partir da razdo entre as componentes
do vetor diretor, destacando seu papel na inclinagao da reta e nas relagdes entre

retas.

Defini¢do 3.1: Definimos por coeficiente angular da reta a tangente do angulo

determinado pela reta e o eixo das abscissas.

Figura 28- Coeficiente angular da reta

Y

Fonte: Autor
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Dada areta s paralela ao eixo das abscissas e AB = (a,b) ovetordiretor dareta

r. O coeficiente angular da reta r é dado pela tangente do angulo a. Dai, temos:
b
tga=—"—"—"—=—=m (a#0)

Logo, o coeficiente angular da reta r sera a razdo entre a segunda e a primeira

coordenadas do seu vetor diretor.
Observagao 3.1: Em relacao ao estudo do sinal do coeficiente angular m, temos:

e m > 0,dizemos que a inclinacdo de r é positiva;
e m < 0,dizemos que a inclinacdo de r é negativa;
e m = 0,dizemos que areta r é paralela ao eixo das abscissas.
Exemplo 3.3: Seja r uma reta determinada pelos pontos A = (4,8) e B = (6, —2).

Determine o coeficiente angular da reta r.

Vimos que o coeficiente angular da reta r sera a razao entre a segunda e a primeira

coordenadas do seu vetor diretor. Dai:

— -10
AB = (2,—10).Logom=7=—5 = m=-5

3.3  POSICOES ENTRE DUAS RETAS
Analisaremos como duas retas podem se relacionar no plano: sendo paralelas,
concorrentes ou perpendiculares, a partir da comparagdo entre seus vetores

diretores.
3.3.1 Retas paralelas

A proposicdao seguinte nos da condi¢cbes necessarias para determinar o
paralelismo entre duas retas res contidas em um plano, analisando seus

respectivos vetores diretores.

Proposigdo 3.1: Sejam U4 = (x;,y,) e U = (x,,y,) 0s vetores diretores dasretas r e s,
respectivamente. Dizemos que r é paralela a s (Notagdo; r || s) se existe um A € R

tal que:

<l
Il
N
<[
g
|
Il
|
g
I
Il
|
g
E
Il
e
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onde m, e m, sao os coeficientes angulares das retas r e s respectivamente.
Demonstragio: E imediato, vide a Subsecio 3.2.1

Observagao 3.2: Note que:

X1 y1 X1 N1
— = s = = — =0 & det = 0.
oy, & V=Y X1Y2 — Y1X2 € (xz yz)

Isto é, as retas r e s serdo paralelas se, somente se, o determinante das coordenadas

dos vetores u e V for igual a 0.

Exemplo 3.4: Seja u = (3,2) o vetor diretor da reta r. Os pontos A = (4,8) e B =

(—2,4) pertencem areta s. Mostremos que r || s.

Note que AB = (—6,—4) o vetor diretor da reta s. Temos:

2 -4 2
mp=3 e my=—_-=7 > m,.=mg = r]||Ss.

3.3.2 Equagido reduzida da reta paralela a uma reta dada e contendo um ponto fora
dela

O resultado que segue, nos dara condi¢des de exibir a equacao reduzida da reta

paralela a uma reta AB dada e contendo um ponto P = (xp, yp) fora dela.

Proposi¢ao 3.2: Dada uma reta r determinada pelos pontos A e B. Seja P = (xp, yp) um

ponto ndo pertencente ar e U = (a, b) o vetor diretor da reta AB. A equacao reduzida de uma
reta paralela a reta r passando pelo ponto P serd dada por:

det( a b ):O,
X—Xp Y—JYp

onde x e y sdo as coordenadas do ponto Q # P, tal que AB | (P_Q>

Demonstragao:

De fato,

Note que P—Q) = (x —xp, Yy — yp) é vetor diretor da reta (P_Q) Assim:
ABIPG © © II PG

Dai:

det( a b )=0
X—Xp Y —Yp

Segue,
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a(y —yp) =b(x—xp) =0
Logo,

b
J/:;(X—XP)"')’P

O que conclui a demonstracao.

Exemplo 3.5: Determine a equagdo da reta paralela a reta determinada pelos pontos
de coordenadas A = (1,3) e B = (3,—3) passando pelo ponto P = (2, 3).
Seja Q = (x,y) ¢ AB . Note que AB = (2,-6) e W= (x =2, y—3) sdo os

vetores diretores das retas AB e PQ, respectivamente.

Temos,

det( @ b )=O=)det< 2 _6)=0
X—=Xp Y—DYp x—2 y-—3

Segue,

200 =2 = (x=2)(-6)=0
Logo, a equacdo da reta paralela a reta determinada pelos pontos de coordenadas
A= (1,3)e B = (3,—3) passando pela ponto P = (2, 3) é dada por:

y=-3x+9
3.3.3 Retas concorrentes

Exploraremos as condi¢des sob as quais duas retas se interceptam em um
Unico ponto, isto é my # m,, analisando a compatibilidade entre seus sistemas

vetoriais.

Exemplo 3.6: Dados i = (4,8) e ¥ = (3,9) vetores diretores das retas res,

respectivamente. Temos:

Y1

Y2 =3 e m.=—7=

m. = =
S xz

wlwo
| o
I
S
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Temos mg; # m,.. Logo, aretar é concorrente a reta s.

Observagdo 3.2: Vide Observacdao 3.1, é imediato que as retas res serdo

X1 W

- yz) # 0.

concorrentes se det (

3.3.4 Método pratico para determinar o ponto comum entre duas retas

concorrentes

Segue um procedimento algébrico pratico para encontrar o ponto de

intersecdo entre duas retas, partindo de suas equacgdes vetoriais.

Proposi¢do 3.3: Sejam r e s duas retas concorrentes, onde (x4,y4) €7 e (xg,¥g) €5,
e ainda, (a,b) e (c,d) vetores diretores das retas r e s, respectivamente. Logo

existem «a, f € R tais que:

rns=(xy+a-ay,+a-b)=xg+ f-c,yg+ [-d)

onde,
XB—XA YB— YA XB—XA YB— YA
azdet( c __d ) . ﬁzdet( a____b )
a a
det(c d) det(c d)
Demonstragao:
De fato,
_ _ +a(a,b ER= -—{x:xAJr“'a 3.3
ri= (1) = Gy +alab)coma€R=ri= 00 (33)
x=xg+ B-c
s:=(x,y) = (xg, 4+ B(c,d),comf ER= s:={ B 3.4
(x,¥) = (xp,¥p) + B(c, d) B y=ys+ B-d (3.4)
De (3.3) e (3.4) temos:
_ _ xptaa-—xp
Xg+ a-a=xg+ fc = ﬁ_f (3.5)
Ya+ a-b=ys+ f-d = ﬁzw (3.6)

De (3.5) e (3.6) temos:
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Xpgtaa—-xp  yat ab—-yp o g= d(xp—x4)—c(YB—YA)

c d ad—bc
Logo,
o det(xB; XA ZB;YA)
aee(s )
De forma analoga, temos:
5 det(xB; XA YB; YA)
det(il Z)

Portanto,oponto rNs=(x, +a.a,y4,+ a-b)=(xg+ [-c,yg+ [-d), onde:

azdet(xB;xA yB;yA) . ‘Bzdet(XB_xA yB;yA)
aee(¢ ) dee( )

Exemplo 3.7: Dadas as retas r e s, ndo paralelas e definidas pelas equagdes abaixo.

Determine o ponto de interse¢ao dessas retas.

r:= (x,y) = (1,5) + a(2,1),coma €R

s:= (x,y) = (4,3) + (3,5),comBER

Utilizando a Proposicao 3.3, existe um a € R, talque oponto P = (x4 + a - a,y, +

a-b) = rns.Dai:

det(xB_C XA YB(_iyA) B det(4_ 1 3- 5)

a= a b = 32 15
det(c d) det(3 5)

_det(g _52)

e )

3.5—(-2)3 15+6 21
~ 2:5-13  10-3 7

Portanto,

P=(1+3-25+3-1)aP=(78)
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3.3.5 Discussdo de um sistema linear de duas equag¢des e duas vaiaveis

Relacionaremos o estudo das retas com a resolucao de sistemas lineares,
discutindo os casos de existéncia e unicidade de solucdo. Essa conexdo evidencia a

importancia da algebra linear no tratamento de problemas geométricos.

Dados (x4,y4) €7, (x5, Vg) Es e sejam iU = (a,b) e v = (c,d)os vetores

diretores das retas r e s, respectivamente. Temos:

() O sistema linear é dito possivel e indeterminado se:
a b\ _ Xp— Xa YB— Ya\ _ ,.
det(c d)—O e det( c d )—0,
(i)  Osistema linear é dito possivel e determinado se det (Ccl Z) * 0;
(iii) O sistema linear é dito impossivel se:
a b\ _ Xp— X4 YBp— Ya
det(c d)—O e det( c d );tO.
Observagao 3.3: A analise feita acima é andloga para o det (xB ; Xa Vs ; yA).

3.3.6 Angulos entre duas retas concorrentes

Mostraremos como calcular o angulo formado entre duas retas concorrentes
utilizando o produto escalar de seus vetores diretores. Para tanto, iniciemos com a

seguinte definicao.

Defini¢ao 3.2: Seja 6 o angulo formado por duas retas concorrentes r e s. O valor de

0 serd o angulo formado pelos vetores diretores de suas respectivas retas.

Exemplo 3.8: Sejam u = (2,2) e v = (1,0) vetores diretores das retas res,

respectivamente. O angulo formado por r e s sera dado por:

—

v 2200 22
@113 (f22+22)(J2+01) VBVI VB

cos 0 =

Logo,

2
0 = arccos — & O = 45°

242
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3.3.7 Retas perpendiculares

Apresentaremos as condi¢des vetoriais para a perpendicularidade entre duas
retas, com base na ortogonalidade de seus vetores diretores. A proposicao que segue

nos dara condicdo necessaria para tal verificacao.

Proposigdo 3.4: Dados 4 = (x1,y;) e U = (x3,V,) osvetores diretores dasretasr e s,
respectivamente. Se o produto interno dos vetores u e ¥ for igual a zero entdo a reta

r serd perpendicular a reta s (Notagdo; r L s)
Demonstragao:

Seja 6 o Angulo formado pelos vetores i e v. Pela Se¢do 1.11 item (iii) temos que:

N U-v
u-v=0 ——— =0 = 0 = 90°
|ul - [v]

Exemplo 3.9: Seja il = (3, —2) o vetor diretor da reta r. Os pontos A = (2,—8) e B =

(6, —2) pertencem a reta s. Mostremos que r L s.

Note que AB = (4, 6) o vetor diretor da reta s. Temos:

-V =34+(-2).6=12-12=0 = rls.

3.3.8 Equagdoreduzida dareta perpendicular a uma reta dada e contendo um ponto

fora dela

O resultado que apresentaremos, nos dar condi¢cdes de exibir a equagao

reduzida da reta perpendicular a uma reta AB dada e contendo um ponto P =

(xp, yp) fora dela.

Proposigdo 3.5: Dada uma reta r determinada pelos pontos A e B, e ainda, ¥ = (a, b) seu
vetor diretor. Seja P = (xp, Yp) um ponto ndo pertencente a r. A equacdo reduzida de uma
reta perpendicular a reta r passando pelo ponto P sera dada por:

(a,b)(x —xp,y —yp) =0,
onde x e y sdo as coordenadas do ponto Q, tal que AB L w
Demonstragao:

Note que ﬁj = (x — xp,Y — Yp) € o vetor diretor da reta w Assim:

— e —

4B LPQ o % 1L PQ



50

Dai,
- PQ =0 (a,b)(x—xp,y=yp) =0
Segue,
a(x —xp) +b(y—yp) =0
Logo,
a a-xp+b-yp
y=oprt (T)

0 que conclui nossa demonstracgao.

Exemplo 3.10: Seja r a reta que passa pelos pontos A = (2,1) e B =(1,0). Dé a

equacao da reta s que passa pelo ponto P = (2, 3) e é perpendicular aretar.

Tome Q = (x,y) € r. Note que ¥ = (—1,—-1) e ﬁj = (x — 2, y — 3) sdo os vetores
diretores das retas r e (P_Q), respectivamente. Queremos r L w Pela Proposicao 3.5

temos que a equacao reduzida da reta F@ sera dada pelo ¥ - _P_(j = 0.
Dai,
3P0=0e (-1,-1)(x—2,y—3)=0
Segue,
(DE-2)+(-DH-3)=0

Logo, a equacgao da reta s que passa pelo ponto P = (2, 3) e é perpendicular a reta r

é dada por:

y=—-x+5
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APENDICE A

Observe a figura e determine as coordenadas dos pontos em destaque.

(DANTE,1999). Marque no sistema de coordenadas cartesianas ortogonais
0s pontos:

A(1,-2)  b) D(0,3) ¢ Q@3,-2) d) B(-3,3)

P(-1,-5) f) N(0,—4) g) C(44) h) M(—4,0)

(DANTE,1999). Sabendo que a.b > 0, em que (ou quais) quadrante(s) se

encontra o ponto P(a, b)?

(DANTE,1999). Sabendo que P(2m + 1,—3m — 4) pertence ao terceiro

quadrante, determine os possiveis valores de m.

(SMOLE,2016). Determine o valor de m para que o ponto M(m, 5) pertenca

ao(a):

a) Eixoy b) 12 quadrante c¢) 22 quadrante d) Bissetriz do 12 e 32

quadrantes
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e) Bissetriz do 22 e 42 quadrantes f) 32 quadrante

1.6- Sejau= (x+5 3 +y)ev= (-2, 4). Sabendo queu = V. Determine os

valores de x e y.

1.7- Determine a soma dos vetores nas figuras abaixo:

Obs: ABCD — Quadrilatero;
EFGHI] — Hexagono regular.

1.8- Emrelacao a exercicio 1.7. Dé exemplos de vetores L.D e L. .

1.9- Dados os vetores U e V represente graficamente o vetor U — V.

1.10- Sabendo que a malha quadriculada tem quadradinhos de lado de medida

1(um). Determine o médulo dos vetores U, V e w.
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W
N
—_-

1.11- Utilizando o exercicio 1.10. Qual o valor de:
a) u+Vv
b) 2U—-V +w
c) u+3w

1.12- Observe a figura abaixo. Determine AB + BC + CD + DB.

B

C

1.13- Dados o vetores U = (1, 3),v= (—2,4) e w = (—1, —5) encontre as
componentes dos vetores abaixo:
a) 2U+w
b) 3.U-2v
c) —u+2v-3.w

d) w—v
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(DANTE, 1999). Determine as coordenadas do ponto médio dos segmentos

de extremidades:

a) A(~1,6)eB(=5,4)
b) A(1,—7)eB(3,5)

) A(=1,5)eB(5, —2)

d) A(—4,—2) eB(-2, —4)

Os pontos A(1, 4), B(4,9) e C(10, 15) sdo vértice de um tridngulo. Determine

as coordenadas do ponto médio de seus lados.

(EEM-SP). Determine as coordenadas dos vértices de um triangulo, sabendo

que os pontos médios dos lados do triangulo sao M(—2, 1), N(5, 2) e P(2, —3).

(DANTE, 1999). Num paralelogramo ABCD, M(1, —2) é o ponto de encontro
das diagonais AC e BD. Sabendo que A(2, 3) e B(6, 4) sdo dois vértices

consecutivos. Determine as coordenadas dos vértices C e D.

(SMOLE, 2016). A(3,—5), B(5, —3) e C(—1, 3) sdo vértices de um
paralelogramo ABCD. Determine as coordenadas do ponto de intersecao das
diagonais.

Sejau = (4,—8) ev=(—2,4). Mostre que u || v.

Dado U||Ve sejal= (x?+2,—8) e V= (—11, 8). Determine os possiveis

valores de x.

Sejam A(1,5), B(5,7) e C(3,6). Mostre que os pontos A, B e C sdo colineares.

(PUC-MG) Calcule o valor de t, sabendo que os pontos A(%, t), B(g, 0) e C(—1,

6) sdo colineares.



1.23-

1.24-

1.25-

1.26-

1.27-

1.28-

1.29-

1.30-

56

(FEI-SP) Os pontos A(0, 1), B(1, 0) e C(p, q) estdo numa mesma reta. Nessas

condigoes, calcule o valor de p em fungao de q.
Utilizando o exercicio 1.21. Determine |ﬁ3)|, |E| e |§6|.

(UFU-MG) Sao dados os pontos A(2,y), B(1, —4) e C(3, —1). Qual deve ser o

valor de y para que o tridngulo AABC seja retangulo em B.
Calcule a distancia entre os pontos dados:

A(=2,3) e B(=6,1)
A(1,-5)eB(3,1)

A(-3,2) e B(2,—2)
A(3,—4) e B(5, —3)

Calcule os valores de x, tal que o médulo do U = (x, —2) seja igual a 4.

Seja 6 o 4ngulo formados pelos vetores U = (2,1) eV = (1, x). Determine o

valor de x para que tenhamos 6 = g

Sejati = (v/3,1) e V = (1, x). Determine o valor de x para que tenhamos:

ul|v

ULV

Ghv==C
6

Determine o valor do 4ngulo entre os vetores U e V.

T=(-42)ev=(-5-1)
T=(1,4)eV=(0,-5)
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Utilizando o exercicio 1.30. Determine a projecio do vetor U sobre o vetor V.

Sejam A(—2,4),B(—4,1) e C(1, 1) vértice de um tridngulo. Determine a altura
relativa a base BC.

Utilizando o exercicio 1.30. Determine a area do triangulo AABC.

Sejam A(0, 4), B(0, 1) e C(5, 1) vértice de um tridngulo. Utilizando proje¢do

entre vetores, mostre que o triangulo AABC é retangulo em B.

Determine o valor de m para que os pontos abaixo sejam vértices de um

triangulo.

A(—2,1),B(—=4,m) e C(3, -1)
A(m, —5),B(3,1) e C(2, —1)
A(-3,4),B(2,—1) e C (m, —2)
A(4, —4), B(m, —3) e C(1, 2)

Sejam A, B e C vértice de um triangulo. Classifique os tridngulos quanto aos

angulos:

A(=8,4), B(=8,2) e C(—4, 2)
A(-3,1),B(—4,—1) e C(-2,—1)
A(=1,4),B(1,2) e C (4,2)

(SMOLE,2016) Determine o baricentro de um tridangulo ABC, sabendo que
A(0, 2) e que M(6, 7) é o ponto médio de BC.

Um triangulo ABC é tal que os pontos médios de seus lados sao M(—1, 3), N(1,

6) e Q(3, 5). Quais sdo as coordenadas dos trés vértices do triangulo?

O baricentro de um triangulo ABC é G(1, 6), e dois dos seus vértices sdao A(Z2,

5) e B(4, 7). Determine seu terceiro vértice.
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Sejam A(-3,2), B(—4,0), C(0, 0) e D(1, 2) vértices de um paralelogramo.
Determine a area do paralelogramo ABCD.

Calcule a area do paralelogramo determinado pelos vetores:

T=(3,2)ev=(5-1)
T=(3,4)ev=(2-5)
T=(5-1)ev=(1-2)
T=(4-1)ev=(14)

Seja B = % o angulo formado pelos vetores AB e AC. Tomando AB = (2,2),

calcule a drea do paralelogramo determinado pelos vetores AB e AC.

Calcule a area dos triangulos de vértices:

A(2,-3),B(3,2) e C(~2,5)
A(-3,2),B(5,—2) e C(1, 3)
A(3,—4),B(~2,3) eC(4,5)
A(~1,4),B(5,—2) e C(2,3)

(DANTE,1999) Um triangulo tem como vértices os pontos A(5,3), B(4, 2),
C(2,Kk). A area do triangulo ABC mede 8 unidades. Nessas condig¢des, calcule

o valor de k.

(DANTE,1999) Calcule a altura relativa ao lado AC do tridngulo ABC, sabendo
que A(1, 2),B(2, 4) e C(5, 3).

Determine a equacao vetorial da reta para os pares de pontos dados:
A(—=2,3)eB(—6,1)

A(1,-5)eB(3,1)
A(-3,2) e B(2,—2)
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d) A(3,—4) e B(5,—3)

3.2-

3.3-

3.4-

3.5-

3.6-

3.7-

3.8-

3.9-

Utilizando o exercicio 3.1. Determine as equagoes reduzidas da reta.

Calcule o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos A(2, 1) e B(3,5).

Determine a equacdo da reta r que tem coeficiente angular m,, = —2 e que o

ponto A(0, —1) €.

(DANTE,1999) Se uma reta r passa pelo ponto A(—1, 2) e é paralela a uma
reta s, determinada pelos pontos B(2, 3) e C(—1, —4), escreva a equagao da

retar.

Determine a equag¢do da reta paralela a reta determinada pelos pontos de

coordenadas A(2,3) e B(1,-4) passando pelo pontoP(0,0).

Seja r a reta que passa pelos pontos A(0,1) e B(1,0). Dé a equacdo da reta s

que passa pelo ponto P(1,2) e é perpendicular a retar.
(FUVEST-SP) Qual deve ser a relacdao de igualdade que se pode estabelecer
entre as coordenadas a e b para que aretar, de equagdo x — 3y +15 = 0, seja

paralela a s, determinada pelos pontos P(a, b) e Q(1, 2).

Determine as equagdes das retas que passam pelos pontos da figura:

0 ' 2 3 4 5




60

3.10- Sejam r e s duas retas concorrentes que tém como vetores diretores U =

(1,,2) eV = (2,,3), respectivamente. Determine o pontoP=r Ns.

r=xy)=G49+112) e s=xy)=0G1)+1(23)

3.11- Dadas asretasres,comos pontos A, BE€r eC,D €s. Determine o ponto P
=rns.
a) A(2,-3),B(3,2),C(—2,5)eD(1,2)
b) A(-3,2),B(5,—-2),C(1,3)eD(3,1)
c) A(3,—4),B(-2,3),C(4,5)eD(5,2)
d) A(—1,4),B(5,—-2)C(2,3)eD(1,3)

3.12- Resolva os sistemas lineares.

2x + 3y =13
a){ x+y=4

b —2x+4y =18

) 4x + 2y = 14
3x -2y =10

) —2x+3y=5
x+y=2

) (—3x+ 2y =21

3.13- (DANTE,1999) Determine a equac¢do da reta que passa pelo ponto P(2, 1) e

forma angulo de 452 com reta de equagao y = 5x +3.

3.14- Determine o angulo formado pelas retas r e s do exercicio 3.9.

3.15- Sejamr e s duas retas definidas como:
r=xy)=G,4)+A2,3) e s=xy)=(@G3,2)+A(m,5)
Determine:

a) Ovalor de m para que se tenhar Ls

b) Ascoordenadas do pontoP =rns.



