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APRESENTAGAO

Este produto educacional é fruto da nossa dissertacdo de mestrado do
Programa de P6s-Graduagao em Ensino de Matematica — PPGEM, da Universidade
Estadual do Para — UEPA, que tem como titulo O ensino das fungdées seno e
cosseno por atividades experimentais com o GeoGebra desenvolvido por Silva

(2025), sob a orientagao do Prof.° Dr. Pedro Franco de Sa.

Este caderno de atividades € fruto de uma pesquisa que “Investigou as
contribuicoes de uma sequéncia didatica, com intuito de melhorar o Ensino e
Aprendizagem dos alunos do 2° ano do Ensino Médio sobre o conteudo das
Funcoées Trigonométricas seno e cosseno, com a utilizagao do aplicativo
GeoGebra”. O material foi desenvolvido com base no trabalho de Corréa (2016),
adaptado para o GeoGebra. A sequéncia didatica (SD) foi validada por professores de

matematica, que poderéo ajusta-la as necessidades especificas de cada turma.

A elaboragado do nosso conjunto de atividades teve como base as ideias e
pressupostos da Engenharia Didatica, metodologia da vertente da Didatica
Matematica, que segundo Artigue (1995, p. 36) “caracteriza-se antes de mais por um
esquema experimental baseado nas realizagbes didaticas na sala de aula, ou seja, na
concepgao, realizagao, observagao e analise de sequéncias de ensino”. Além disso,
a nossa metodologia de ensino se baseou no ensino por atividades experimentais com
os trabalhos de Sa, Mafra e Fossa (2022), Sa (2020, 2019), Piccolo (2012), Corréa
(2016).

Neste caderno, apresentamos um conjunto de 9 (nove) atividades, cada uma
explorando 11 (onze) aplicativos desenvolvidos no GeoGebra. O publico-alvo séo
estudantes do 2° ano do Ensino Médio. Para aprimorar a nossa SD, incorporamos
opinides e sugestdes de professores de matematica do Ensino Médio. Como
resultado, criamos um livro digital complementar com os mesmos aplicativos, mas com
questdes de multipla escolha, oferecendo um material alternativo para a fixacao dos
conceitos de funcdes seno e CcOsseno, disponivel no link:

https://www.geogebra.org/m/gbmxwepa



https://www.geogebra.org/m/gbmxwepa

Ressaltamos que o objetivo principal da SD n&o é instruir os alunos no
manuseio de comandos, na criagao de desenhos geométricos ou no desenvolvimento
de aplicativos. Em vez disso, a SD visa promover a interacdo dos alunos com um
aplicativo ja existente, permitindo que observem as modificagdes nos objetos, os

resultados obtidos em diferentes angulos e os padrdes graficos gerados para cada

parametro da expresséo f(x) = a + b.Trig. (cx + d).

Com uma organizagéo e planejamento adequados, o professor pode criar
aulas dindmicas para explorar as configuragdées e comandos do GeoGebra, permitindo
que os alunos visualizem simultaneamente graficos e textos. Essa abordagem
incentiva a interacao e o aprendizado pratico. Além disso, o professor pode aproveitar
a versao online do GeoGebra, que funciona como uma rede social de aprendizado
colaborativo. Nessa plataforma, os alunos podem baixar constru¢des, modifica-las,

altera-las e salva-las, contribuindo para um repositério de materiais compartilhados.

Os resultados da avaliacdo indicaram que SD foi bem recebida pelos
professores. A interagdo entre Professor, Aluno e Conhecimento promove situagoes
de aprendizagem em sala de aula que, por meio de questionamentos, indagacdes e
intervencgdes nas atividades, despertam o interesse do aluno, tornando a experiéncia

de aprendizado mais envolvente e proveitosa para todos.

Nesse sentido, acreditamos que nossa SD promove um avango no
aprendizado de fungdes trigonométricas, pois 0 GeoGebra facilita a visualizagéo de
conceitos matematicos em situagdes cotidianas, como em atividades sobre corridas
em pistas circulares, roletas, vibragdes sonoras e rodas gigantes. Ao responder as
atividades, seja individualmente ou em grupo, o estudante é desafiado a completar
tabelas, analisar dados e formular hipéteses. Esse processo permite que ele descubra
os padrdes "escondidos" nos movimentos periddicos, construindo um aprendizado

mais significativo e autbnomo.
Boa leitura e um excelente trabalho!

Os autores.



1. REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo, apresentamos algumas alternativas relacionadas as
Tendéncias da Educacdo Matematica que foram abordadas na SD desenvolvidas
nesta pesquisa. As tendéncias exploradas foram: o Ensino por Atividades, a
Resolucdo de Problemas e o uso das Tecnologias Digitais da Informacdo e
Comunicagao (TDICs). Essas abordagens oferecem aos estudantes um ambiente
propicio para testar hipéteses, formular indagagdes, explorar sua curiosidade e aplicar

a criatividade na resolugao de situag¢des-problema durante a pratica.

1.1. ENSINO POR ATIVIDADES EXPERIMENTAIS

Nossa fundamentacdo esta baseada nos trabalhos de Sa, Mafra e Fossa
(2022), Sa (2020, 2019), Piccolo (2012), Corréa (2016).

Sa, Mafra e Fossa (2022) apresentam propostas de atividades experimentais
no ensino de Matematica que podem servir como orientagdo ao aprendiz por meio de
uma sequéncia de etapas, nas quais diversas nogdes matematicas estdo presentes.
Os autores afirmam que o ensino por atividades é significativamente mais eficaz
quando “implementado em situagdes sociais que proporcionam uma real possibilidade
de discussbes propositivas, visando a elaboracdo final de um dado conceito
matematico” (SA; MAFRA; FOSSA, 2022, p. 2). Para que isso ocorra, é papel do
professor organizar um ambiente investigativo, que estimule agdes exploratorias por

parte do estudante.

Nessa linha, a BNCC (2018) destaca a importancia de construir uma visao
integrada da Matematica, aplicada a realidade do aprendiz, em diferentes contextos,

afirmando que:

[...] é preciso levar em conta as vivéncias cotidianas dos estudantes do Ensino
Médio — impactados de diferentes maneiras pelos avancos tecnoldgicos,
pelas exigéncias do mercado de trabalho, pelos projetos de bem viver dos
seus povos, pela potencialidade das midias sociais, entre outros (BRASIL,
2018, p. 526).



Entendemos que uma das principais dificuldades que sédo enfrentadas pelos
estudantes é a forma como a matematica € ensinada. Muitas vezes, o ensino é
direcionado apenas na memorizagdo de formulas e procedimentos, sem uma
contextualizagdo pratica que possa ajudar o estudante a entender o “porque” ocorre
aquele padrao e qual o seu significado conceitual. Isso conduz para que a matematica

parecga ser somente abstrata e que ndo tem nenhuma relagdo com a realidade.

Dessa forma, percebemos que necessitamos investir mais na maneira de
como ensinar Matematica, criando meios de ensino e aprendizagem que incentive o

aluno a constituir sua rede de conhecimentos matematicos.

Para Corréa (2016) “O Ensino por Atividades caracteriza-se como uma

configuracao pratica do Método da Descoberta”, segunda ela:

0 ensino por atividades se propde a instigar o aluno a chegar ao conceito a
ser estudado, e isso se da por meio de sua prépria agao durante a execugao
de atividades relacionadas a um conteldo matematico, de forma que o
mesmo se faga mais presente no momento da aprendizagem, ou seja, o aluno
€ a pega principal neste processo chamado de experimentagao, a qual se faz
em varias etapas seguindo os objetivos de aprendizagem que se desejam
alcangar (CORREA, 2016, p. 22).

A fim de que o estudante participe do processo de aprendizagem e consiga
de forma mais significativa relacionar a pratica real ao conhecimento abstrato, Sa (99,
p. 78), apresenta “o método da descoberta como uma das alternativas viaveis para o

ensino da Matematica”.

Sa (99, p.8) afirma que o método da descoberta se aproxima muito do
método cientifico, que possibilita ao aluno desenvolver habilidades basicas como:
observar, analisar e concluir e possui trés técnicas basicas: Técnica da
redescoberta, técnica dos problemas e técnicas de projetos. Técnicas concebidas no
Brasil por Hennig (1986) na década de 80 (SA, 2019, p. 15).
Hennig (1986), citado por Sa (2019, p. 15) afirma que:

12 Aprender por descoberta é aprender a aprender.
2% Aprender por descoberta é automotivador e autogratificante.
32 Aprender por descoberta aumenta a capacidade de pensar e de
raciocinar.

42; Aprender por descoberta facilita a transferéncia e memorizagéo.



O ensino de matematica por atividades, segundo Sa (2019), possui as

seguintes caracteristicas:

1) E diretivo;

2)Tem compromisso com o conteudo;

3)Tem compromisso com o desenvolvimento de habilidades para além do
conteudo;

4) E estruturado

5) E sequencial

6) N&o esta necessariamente associado a resolugao de problemas

7) Leva em consideragéo os conhecimentos prévios dos estudantes

8) Os resultados séo institucionalizados ao final da atividade

9) Nao dispensa a participagao do professor

10) E adequado para formagdo de conceitos e acesso a resultados
operacionais ou algoritmicos.

11) E iterativo entre estudantes e professor (SA, 2019, p.16-17).

Para Sa (2019, p. 17), o ensino de Matematica por meio de atividades, assim
como outras tendéncias, apresenta uma organizagdo propria, que se da em dois
aspectos: o objetivo e o modo de desenvolvimento. Em relagdo ao objetivo, esse
ensino pode ser realizado por meio de dois tipos basicos de atividades: conceituagao
ou redescoberta. Quanto ao modo de desenvolvimento, o ensino por atividades pode

ocorrer de forma demonstrativa ou experimental.

Sa (2019) fala sobre a organizagcdo em relagdo aos objetivos, que
as atividades podem ser de dois tipos, como visto anteriormente, por conceituacao e
por redescoberta e possuem os seguintes momentos: Organizagao, apresentagao,
execucgao, registro, andlise e institucionalizagcao. Esses momentos quanto aos

objetivos n&o se diferem muito, seguem as mesmas recomendacgdes.

Sa (2019) destrincha essas fases das atividades e, como veremos a seguir,
apenas a analise e a institucionalizagao se diferem quando ao tipo, segundo o objetivo

da atividade.

No momento da organizagao, tanto quanto para conceituagdo quanto para
redescoberta, Sa (2019) diz que nesse momento devem ser formadas
as equipes, no maximo de 4 e minimo de 2 alunos, a formagao em equipes estimula,

segunda ele, a troca de ideias, que € fundamental no processo de aprendizagem.



Na organizacao: “O professor deve dirigir as agdes, orientar a formagao das
equipes sem imposi¢des, demonstrar seguranga e que planejou com cuidado a
atividade e evitar que os estudantes desperdicem tempo com acgdes alheias a

organizacg&o da turma” (SA, 2019, p.18).

Seguindo, na apresentagao, tanto para as atividades para conceituagao
quanto para a redescoberta, € 0 momento em que o professor distribui os materiais,
incluindo o roteiro, sendo esse impresso ou o professor pode disponibilizar no

quadro, dependendo das condi¢des da escola e do tipo de atividade.

O momento da execugao é onde os alunos manipulam os materiais, fazem
experimentacdes, realizam medidas, calculos. E o momento em que as equipes
realizam os procedimentos estabelecidos na atividade. Cabe ao professor, nesse
momento, supervisionar o desenvolvimento das ag¢des dos alunos, auxiliar, tirar
duvidas. Sa (2019) recomenda que quando um questionamento ou duvida for sobre
os procedimentos ou sobre a confeccdo dos materiais, o professor deve
imediatamente orientar a turma a fim de a atividade prossiga de forma clara para os

alunos.

Na atividade, o professor pedira aos alunos que registrem as informagdes
obtidas durante a execugao, esse € o momento do registro, em que cada equipe
registrara as informagdes da execugdo num espacgo destinado no roteiro. Nessa
fase o professor continua supervisionando o desenvolvimento, auxiliando os alunos,

dirimindo eventuais duvidas que podem ocorrer durante esse processo (SA, 2019).

Com base nas recomendagbes de Sa (2019), as etapas de conceituacéo e
redescoberta seguem as mesmas orientagdes até o momento do registro das
atividades. Apds o registro, a analise se diferencia ligeiramente, dependendo do
objetivo (conceituagcao ou redescoberta). Sa (2019) aponta que, durante a analise,

independentemente do objetivo

Espera-se que cada equipe analise as informagdes que foram registradas e
percebam as caracteristicas do objeto matematico que desejar conceituar
ou definir entre as informagdes registradas. Este momento é crucial para o
bom andamento da atividade devido, ser o momento quando os alunos
deverdo ter o primeiro acesso & informacdo desejada pelo professor (SA,
2019, p. 20).

O professor continua nessa fase auxiliando os alunos, sanando as duvidas,

formulando questdes para que percebam relagdes validas. O que difere quanto ao
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objetivo € que para a conceituagao, segundo o autor, “caso nao consiga fazer a
equipe perceber o desejado deve deixar para o momento da institucionalizacéo” (SA,
2019. p. 20).

Ja para a redescoberta, segundo o autor, nesse momento, o0s
resultados devem ser concluidos ja com uma elaboragdo de uma conclusao por

parte da equipe.

Afase final da atividade ¢é a Institucionalizagdo. Nesta etapa, Sa (2019) propde
abordagens distintas para cada tipo de objetivo. Por exemplo, no caso do objetivo de
“‘conceituagao”, a institucionalizagcdo consiste no momento em que o professor
apresenta o conceito ou definicdo planejada, com base nas observagdes registradas
pelas equipes no quadro. Com a apresentacdo desse conceito, a fase de
institucionalizagao é concluida, finalizando a atividade como um todo. Sa (2019, p. 21)
recomenda que, apos essa fase, seja aplicado um conjunto de questdes relacionadas

ao conhecimento trabalhado na atividade

A institucionalizagao, ultima fase para o tipo redescoberta, quanto ao
objetivo, Sa (2019, p. 35) diz que” € o momento em que sera produzida a concluséo
oficial da turma a partir das conclusdées que cada equipe elaborou no momento da
analise”. Aqui cada equipe vai ao quadro nao registrar somente as observagdes
durante a atividade, mas as conclusdes de cada uma acerca da atividade. Ao final o

professor faz suas consideracdes e valida e/ou reforga essa concluséo.

1.2. RESOLUCAO DE PROBLEMAS

A ideia de “resolver problemas” pressupde encontrar uma solugcdo ou
resposta. Sa (2021, p. 6) questiona: “O que é resolugdo de problemas?”, “Qual a
relagdo entre problema, exercicio e questdo?” e “Como aplicar a resolugdo de

problemas em sala de aula?”.

Segundo o autor, um “problema” se manifesta quando n&o se sabe como
chegar a solugdo. Ja um "exercicio" €& definido pelo conhecimento de um
‘procedimento que leva a solugdo e se pratica para ganhar seguranga na sua
execucdo” (SA, 2021, p. 13).
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Sa (2021) ainda explica que problema esta:

associada a uma situagdo que uma pessoa ou um grupo de pessoas se
sentem incomodados e buscam encontrar uma maneia de superar a situagao
estabelecida e ndo conhecem como alcancgar o resultado desejado. Desse
modo, uma dada questédo podera ser um problema para uma pessoa ou grupo
de pessoas e ndo ser um problema para as pessoas que ndo se sentem
incomodados com a situacdo ou ndo desejem encontrar uma solugéo para a
mesma (SA, 2021, p. 13).

Na minha experiéncia como professor, identifico que as dificuldades dos
alunos em resolver problemas sdo complexas e multifacetadas, envolvendo aspectos
cognitivos, emocionais e pedagodgicos. Observo que a dificuldade em interpretar o
problema, muitas vezes, impede a formulacdo de regras e raciocinios légicos
necessarios para iniciar a resolugdo. A ansiedade e o0 medo de errar também sao
fatores importantes, bloqueando a concentracdo e paralisando os alunos diante do

desafio.

Identificamos em Gil (2008) que “problema” é entendido como uma questao

dificil de explicar ou resolver, além do mais:

Uma acepgado bastante corrente identifica problema com questdo que da
margem a hesitacdo ou perplexidade, por dificil de explicar ou resolver. Outra
acepgao identifica problema com algo que provoca desequilibrio, mal-estar,
sofrimento ou constrangimento as pessoas. Contudo, na acepcgao cientifica,
problema é qualquer questao nio solvida e que é objeto de discussao, em
qualquer dominio do conhecimento (GIL, 2008, p. 33).

Afinal, o que significa a expressao “Resolucdo de Problemas?” A Base
Nacional Comum Curricular (BNCC, 2018) opta por "Resolver e Elaborar Problemas”
em vez de simplesmente “Resolver Problemas”. Essa escolha n&o ¢ aleatéria: ela visa

ampliar e aprofundar o significado atribuido a resolugéo de problemas, indicando que:

a elaboracéo pressupde que os estudantes investiguem outros problemas
que envolvem os conceitos tratados; sua finalidade é também promover a
reflexdo e o questionamento sobre o que ocorreria se algum dado fosse
alterado ou se alguma condicdo fosse acrescentada ou retirada (BRASIL,
2018, p. 536).

O documento ainda destaca que o uso de tecnologias possibilita aos

estudantes caminhos variados e facilitadoras de aprendizagens que estimulam a
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raciocinar logicamente, elaborar e experimentar hipoteses, avaliar a validade de

raciocinios e construir argumentagdes.

Das cinco competéncias especificas da Matematica para o Ensino médio
destacamos as de numero 3 e 4. Veja o quadro a seguir sobre as Habilidades de suas

respectivas competéncias:

Quadro 1- Habilidades que os estudantes do Ensino Médio devem apresentar

UNIDADES TEMATICAS COMPETENCIAS HABILIDADES
Competéncia 3: (EM13MAT306) Resolver e
B . ) elaborar problemas em
Utilizar estratégias, conceitos, contextos que envolvem
definicbes e procedimentos fenémenos
matematicos para interpretar, peridicos reais (ondas

construir modelos e resolver
problemas em diversos
contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e
a adequagdo das solugbes
propostas, de modo a construir
argumentacao consistente

sonoras, fases da |lua,
movimentos  ciclicos, entre
outros) e
comparar suas representagdes
com as fungbes seno e
cosseno, no plano cartesiano,
com

ou sem apoio de aplicativos de
algebra e geometria

Algebra e Geometria

(EM13MAT308) Aplicar as
relagcbes métricas, incluindo as
leis do seno e do cosseno ou as
no¢cdes de congruéncia e
semelhanga, para resolver e
elaborar problemas que

envolvem
triangulos, em variados
contextos.

Competéncia 4: (EM13MAT403) Analisar e

estabelecer relagdes, com ou
sem apoio de tecnologias
digitais, entre as
representagdes de fungdes
exponencial e logaritmica
expressas em
tabelas e em plano cartesiano,
para identificar as
caracteristicas  fundamentais
(dominio,

) imagem, crescimento) de cada
Algebra fungao.

Compreender e utilizar, com
flexibilidade e precisao,
diferentes registros de
representacao matematicos
(algébrico, geomeétrico,
estatistico, computacional etc.),
na busca de solugido e
comunicacao de resultados de
problemas.
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(EM13MAT404) Analisar
fungdes definidas por uma ou
mais sentengas (tabela do

Imposto
de Renda, contas de luz, agua,
gas etc.), em suas
representacdes algébrica e
grafica,

identificando  dominios  de
validade, imagem, crescimento
e decrescimento, e convertendo
essas representagbes de uma
para outra, com ou sem apoio
de tecnologias digitais.

(EM13MAT405) Utilizar
conceitos iniciais de uma
linguagem de programacgao na
implementagdo de algoritmos
escritos em linguagem corrente
e/ou matematica.

(EM13MAT406) Construir e
interpretar tabelas e graficos de
frequéncias com base nos
dados obtidos em pesquisas
por amostras estatistica,
incluindo ou ndo o uso de
softwares que inter-relacionem
estatistica, geometria e algebra.

Fonte: Brasil, 2018, p. 536

Dentre as habilidades, destacam-se a EM13MAT306 e a EM13MAT308, que
se referem ao estudo das fungdes trigonométricas seno e cosseno. Ja as habilidades
EM13MAT403, EM13MAT404, EM13MAT405 e EM13MAT406 complementam
atividades especificas desenvolvidas durante a resolugcéao de problemas

No PCNEM (2006) coloca uma situagéo real de Fisica para explicar o que €

resolugao de problemas:

na solugdo de um dado problema em que é apenas solicitado o calculo da
distancia percorrida por um corpo com desaceleracdo constante, e de um
outro em que se solicita a analise das conseqiiéncias de altas velocidades de
veiculos. Embora nessas duas situagdes a solugdo do problema exija o
mesmo instrumental matematico, a propria estratégia para a resolugédo de
problemas é também diferente. Enquanto na primeira trata-se de associar os
elementos do enunciado a uma equacdo matematica, ja na segunda sao
necessarios a identificagao da situagao-problema, o levantamento de
hipéteses, a escolha de caminhos para a solugao, além da analise dos
resultados, principalmente no que diz respeito a sua coeréncia com o
que o aluno conhece da realidade (BRASIL, 2006, p. 85 grifo meu).
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Aresolucao de problemas é fundamental no ensino da Matematica, conforme
destacado neste documento: "o pensar e o fazer se mobilizam e se desenvolvem
quando o individuo esta engajado ativamente no enfrentamento de desafios" (p. 112).
Essa abordagem estimula o desenvolvimento do raciocinio e da capacidade de aplicar

o conhecimento de forma pratica.

Em “A Arte de Resolver Problemas”, Polya (1995) argumenta que a
experiéncia de superar desafios por meio do préprio esfor¢co intelectual,
experimentando a tensdo da busca e o triunfo da descoberta, pode despertar o prazer

pelo trabalho mental.

No contexto da sala de aula, o professor deve incentivar a curiosidade dos
alunos, propondo situagdes-problema que se conectem com seus conhecimentos
prévios. E importante ressaltar que exercicios que envolvam calculos, determinacdes
e resolugbes, embora muitas vezes vistos como meramente repetitivos, sao
importantes para a consolidagdo de métodos e propriedades matematicas,

complementando a abordagem da resolugéo de problemas

De acordo com Onuchic (1999), o ensino de resolugdo de problemas em
matematica comecgou a passar por reformas mais estruturadas nas décadas de 1960
e 1970, durante o movimento “Matematica Moderna”, impulsionado pelos trabalhos de
George Polya. Essas reformas se apoiaram em estruturas logicas, algébricas,
topoldgicas e de ordem. Essa mudanca se fez necessaria devido ao cenario da época
no Brasil, marcado por altos indices de retengdo escolar, formalizagdo precoce de
conceitos e uma excessiva preocupagcao com o treinamento de habilidades e a

mecanizagao de processos, em detrimento da compreensao.

De acordo com Onuchic (1999) a resolugéo de problemas é:

a caracterizagbes passadas como um conjunto de fatos, dominio de
procedimentos algoritmicos ou um conhecimento a ser obtido por rotina ou
por exercicio mental. Hoje, a tendéncia é caracterizar esse trabalho
considerando os estudantes como participantes ativos, os problemas como
instrumentos preciso e bem definidos e a atividade na resolugdo de
problemas como uma coordenagao complexa simultanea de varios niveis de
atividade (ONUCHIC 1999, p. 203).

No inicio do século XX, o ensino de matematica era frequentemente baseado

na repeticdo e memorizagao de informacgdes basicas, como as tabuadas. O modelo
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pedagdgico consistia na transmissao de conhecimento pelo professor, seguido da
transcricdo, memorizagao e reproducgao pelo aluno. Embora as atividades em sala de
aula pudessem indicar compreensao superficial do conteudo, poucos alunos
demonstravam a capacidade de pensar criticamente e resolver problemas de
maneiras diversas. Surpreendentemente, essa dindmica encontra paralelo no

contexto educacional do século XXI.

Alinhando-nos com Onuchic (1999), defendemos que o ensino e a
aprendizagem da matematica por meio da resolugdo de problemas estimulam os
alunos a estabelecer conexdes entre a matematica e outros contextos, extrapolando

a mera manipulacdo de numeros.

o aluno é capaz de relacionar uma determinada ideia matematica a um
grande numero ou uma variedade de contextos; o aluno consegue relacionar
um dado problema a um grande numero de ideias matematicas implicitas
nele; o aluno consegue construir relagdes entre as varias ideias matematicas
contidas num problema (ONUCHIC, 1999, p. 208).

Em nossa pesquisa, investigamos a abordagem da trigonometria em livros
didaticos, com foco na distribuicdo de exercicios e problemas. No subtépico 3.3,
dedicado a analise de livros de matematica do 2° ano do Ensino Médio, notamos uma
escassez de exercicios resolvidos na secado sobre fungdes trigonométricas. Em
seguida, os livros propunham exercicios similares, que poderiam ser resolvidos
aplicando as estratégias demonstradas nos exemplos. Essa observacéao foi feita nos
livros de Paiva (2010) e Longen (2016).

Quanto a distingao entre exercicios e problemas, seguimos a perspectiva de
Sa (2021), que argumenta que a classificagdo depende da experiéncia do estudante:
se a questado apresenta dificuldades e exige raciocinio, assemelha-se a um problema;
se a solucao é encontrada com facilidade, assume as caracteristicas de um exercicio.

E para garantir isso é:

necessario avaliar o material trabalhado em sala antes da proposi¢cdo do
exame. Se todas as questbes propostas forem similares as questbes
trabalhadas em sala hd grande chance das mesmas ja terem se tornado
exercicios para os alunos. Do contrario ha grande chance das questdes
serem problemas para os estudantes avaliados (SA, 2021, p. 15).

Neste cenario, buscamos articular situagdées-problema envolvendo fungdes

trigonométricas com aplicagdes em Fisica, com o objetivo de evitar a abordagem
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exclusiva centrada no calculo algébrico de identidades e equagbes. Ao priorizar
aspectos como a analise de graficos, medigdes de distdncias inacessiveis e
fendbmenos periddicos, proporcionamos um ensino mais significativo e

contextualizado.

Essa proposta alinha-se as melhores praticas da educacgao interdisciplinar,
que integra conhecimentos de diferentes areas para enriquecer a aprendizagem e
tornar os conteudos mais relevantes para os estudantes. Essa abordagem esta em
consonancia com pesquisas que indicam impacto positivo do uso de tecnologias
interativas (por exemplo, simulagées GeoGebra) na compreensao das transformagdes

trigonométricas.

1.3. O USO DO GEOGEBRA

O ensino de matematica tem evoluido significativamente nas ultimas décadas,
impulsionado pelo progresso das tecnologias educacionais. Ferramentas digitais
como softwares interativos, plataformas online, aplicativos educativos e ambientes
virtuais de aprendizagem expandiram as oportunidades de ensinar e aprender

matematica de maneira mais dinédmica, visual e personalizada.

A utilizagdo dessas tecnologias em sala de aula visa transformar a maneira
como os alunos, individualmente e em grupo, interagem com os conteudos
curriculares, especialmente nas disciplinas exatas. O objetivo € apresentar aplicagdes
praticas no contexto do aluno, demonstrando, por meio dessas ferramentas, como a
matematica se manifesta e pode ser aplicada em seu cotidiano. Adicionalmente, a

Base Nacional Comum Curricular (BNCC, 2018) propde que:

[...] os estudantes utilizem tecnologias, como calculadoras e planilhas
eletrbnicas, desde os anos iniciais do Ensino Fundamental. Tal valorizagao
possibilita que, ao chegarem aos anos finais, eles possam ser estimulados a
desenvolver o pensamento computacional, por meio da interpretacao e da
elaboragdo de algoritmos, incluindo aqueles que podem ser representados
por fluxogramas. (BRASIL, 2018, p. 528)

A BNCC (2018) reforga a importancia de assegurar aos jovens a capacidade
de se adaptarem a uma sociedade em continua evolucdo. Isso implica prepara-los

para profissdes que ainda nao surgiram, para o uso de tecnologias futuras e para a
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resolucao de problemas que desconhecemos. A BNCC prevé que a computacao e as
tecnologias digitais serdo elementos fundamentais, de forma direta ou indireta, nas

profissdes do futuro.

A presente pesquisa sobre Fungdes Trigonométricas foi motivada pela
dificuldade frequentemente observada na abordagem didatica desse tema por muitos
professores, bem como pela sua relativa negligéncia nos curriculos escolares. O
grande desafio dos educadores reside, inegavelmente, no desenvolvimento e/ou na
utilizacao de metodologias ativas e ferramentas inovadoras que maximizem o ensino

e a aprendizagem dos alunos.

Considerando que jovens e adolescentes contemporaneos dedicam uma
parcela significativa de seu tempo aos dispositivos moveis, questionamos como
integrar Recursos Educacionais Digitais (RED)', de forma a aproveitar essa
conectividade em beneficio do aprendizado da matematica. Essa indagagao nos levou
a optar pela utilizagao do aplicativo GeoGebra como ferramenta de apoio ao ensino

das funcdes seno e cosseno.

O aplicativo GeoGebra pode ser baixado gratuitamente disponivel em:

www.geogebra.org , considerado de facil manuseio e pode ser acessado através de

qualquer aparelho eletrénico como celulares, tablets e notebooks desde que estes

possuam sistema operacionais como Android, IOS e Windows Phone.

O GeoGebra software reline Geometria, Algebra e Calculo Diferencial e
Integral (ensino superior). O diferencial deste programa € que ele possui um sistema
de Geometria Dindmica que permite que o usuario realize construgdes de graficos em
2D e 3D e insira equacgobes e coordenadas, que podem estar diretamente interligadas,

fazendo modificagbes quando necessario.

Ao acessar o site www.geogebra.org no seu navegador de buscas, va na

opcao “Baixar Aplicativos”. Ao fazer isso, encontrara sete aplicativos dos quais dois

! Brasil (2023): “Refere-se ao acesso de programas, aplicativos e conteudos digitais usados na
instituicdo escolar, que incluem por exemplo, material de aprendizado digital, programas especificos
para o ensino de certas disciplinas, assim como software e aplicativos que facilitam a gestédo
educacional”.


http://www.geogebra.org/
http://www.geogebra.org/
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apresentam a reunidao dos demais aplicativos que sao: GeoGebra Classico 5 e o

GeoGebra Classico 6, que sao utilizados em computadores.

O site também permite criar um perfil de usuario de forma opcional quando o
programa for aberto. Caso seja criado, vocé podera encontrar projetos feitos por
outros usuarios de atividades gratuitas, simulagdes, exercicios, aulas e jogos para
matematica e ciéncia. Também, podera construir seus proprios materiais didaticos e

compartilhar com amigos.

Figura 1 - Interface do site GeoGebra

= GeoGebra

GeoGebra Classico 5

/N
¥
¥

uitos reunidos para geometria, planilha,

Fonte: GeoGebra (2023)

Da mesma forma acontece na Google Play Store quando pesquisadas os
aplicativos do GeoGebra pelo celular. Nesse caso aparecera seis aplicativos que sao:
Calculadora Grafica GeoGebra, Suite GeoGebra Calculadora, GeoGebra Geometria,
Calculadora Grafica GeoGebra 3D, GeoGebra Scientific Calculator e GeoGebra CAS
Calculator.

Dentre esses App, 0 que sera utilizado nas nossas atividades é a Calculadora
Grafica GeoGebra, pois este permite a construcao de graficos de funcdes e equagdes;
permite que encontremos pontos especiais de fungbes como raizes, maximos e
minimos; que salvemos e compartiihemos os resultados; permite a plotagem de
curvas polares e paramétricas; permite que controlemos transformacgdes dos graficos

através do controle deslizante. Ou seja, esse app permitira a construcao dos graficos
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das fungdes seno e cosseno facilitando a visualizagdo do comportamento de cada

parametro do tipo f(x) = a + b.Trigo(cx + d).

Por ser um software de matematica dinamica livre, o GeoGebra permite
construir diversos objetos geométricos, como pontos, vetores, segmentos, retas,
secgdes conicas, graficos que representa fungdes e curvas parametrizadas. Outras
vantagens €& que podemos trabalhar utilizando variaveis vinculadas a numeros,

vetores e pontos.

Além disso, podemos construir fungdes desde as mais simples até a
determinacao de derivadas e integrais, além de oferecer um conjunto de comandos ja
prontos relacionado com analise matematica, GEOmetria analitica, alGEBRA,

alGEBRA analitica, entre outros.

Entretanto, comparando a forma convencional de construgdes geométricas e

a auxiliada pelo computador, destacamos a diferenca:

|.Estatica e Unica- depois de feito um desenho, o mesmo n&o pode ser
modificado para analise de algumas propriedades;

[I.Multipla- com um unico desenho € possivel explorar as propriedades através
de alteracbdes que sao realizadas através do computador sem modificar as
propriedades geométricas.

Por essa principal caracteristica de um unico desenho se transformar em
varias outras opgdes sem perder suas propriedades geométricas é que o Geogebra

foi considerado um software de Geometria Dindmica.

Quando utilizado em sala de aula, alguns autores que realizaram
experimentagdo com o GeoGebra obtiveram resultados significativos na

aprendizagem dos estudantes em relagdo a Matematica.

Nascimento (2019), de acordo com as aplicagbes das atividades no
GeoGebra, ele destaca que:

Assim, nessa perspectiva, se 0 desenvolvimento dessa atividade ocorresse
de forma tradicional, ou seja, utilizando lousa e giz, demandaria muito tempo
na construgao de cada grafico de cada fungéo, o que impossibilitaria que os
estudantes visualizassem, interpretassem e analisassem os respectivos
graficos. Portanto, devem ser levadas em conta as vantagens da agilidade e
do dinamismo que o uso do software proporciona. (NASCIMENTO, 2019, p.
80)
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Nascimento (2019) ressalta que ao verificar as potencialidades e promover a

participagdo dos estudantes no estudo da trigonometria utilizando o geogebra:

Percebeu-se que aumentou a interagdo entre estudantes e professor, uma
vez que, na elaboragcdo dos graficos das fungdes, ficou garantida a
visualizacdo de forma interativa, o que possibilitou que os estudantes
criassem hipoteses, explorassem e propusessem alternativas, em um
trabalho coletivo que favoreceu a discussdo e interatividade professor-
estudante. (NASCIMENTO, 2019, p. 92)

Frizzarini e Cargnin (2019) trabalharam opera¢des com arcos utilizando como
apoio o GeoGebra com estudantes de 2° ano de um curso técnico em informatica.
Durante a aplicagdo da atividade em sala de aula, os autores descrevem que o

GeoGebra permitiu aos estudantes acompanhar sob duas perspectivas:

algébrica/numérica e grafica, os elementos abstratos envolvidos, gragas as
funcionalidades do Geogebra, que mostra, na janela de algebra, as
representacdes algébricas/numéricas dos objetos, ao mesmo tempo em que
proporciona uma “visualizagao” desses elementos, [...] favorece o tratamento
tanto no registro algébrico (que pode ser observado no texto escrito ao lado
da figura), quanto no registro grafico, a0 mesmo tempo em que permite
“visualizar’ a conversao entre as representagdes. Em sala de aula, muitos
estudantes iam arrastando os pontos do tridngulo original para “testar” a
validade da identidade. Ao fazer isto, os estudantes estavam se defrontando
com as atividades cognitivas de tratamento e converséo [...] (FRIZZARINI;
CARGNIN, 2019, p. 8-9)

Meneghelli e Possamai (2019) apresentam em suas pesquisas sobre a
resolucdo de problemas de fungdes seno e cosseno, que os recursos tecnoldgicos
trazem para o centro da aprendizagem a visualizagdo das propriedades, enfatizando
a experimentagao, invertendo a ordem da forma tradicional de ensino, o que permite
trabalhar primeiro a investigacao e, depois, a teoria. E destacam que o GeoGebra:
“‘permitir aos seus usuarios a realizagdo de manipulacbes em suas construgoes,
preservando as caracteristicas iniciais, visando uma melhor exploracéo e visualizacéo
das propriedades do objeto que se deseja estudar” (MENEGHELLI; POSSAMAI, 2019,

p. 4).

Em sua Tese de Doutorado, Oliveira (2020) explica que o GeoGebra vem

rompendo o esteredtipo da matematica estatica, pois segundo ela:
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o estudante entra em contato com a matematica dindmica por intermédio de
construgbes e manipulagdes, compreendendo, assim, o conhecimento
matematico de forma diferenciada. O formato visual de exploragdo e
manipulagdo aguga a curiosidade e espirito de pesquisador do aluno na
busca por investigar as construgdes e passos realizados no software,
proporcionando uma aprendizagem baseada em questionamentos e
exploracdes. Salientamos que o GeoGebra é um programa de facil manuseio
e autoexplicativo, o que permite uma maior acessibilidade ao software.
(OLIVEIRA, 2020, p. 158)

Assim, com os relatos desses autores em suas experimentacdes, nota-se a
facilidade e a contribuicdo do uso da ferramenta GeoGebra que ajudam na melhora
da aprendizagem da Matematica. Nao so ela, mas metodologias que usam as TDIC’s
de modo eficaz tiram o estudante do lugar de receptor passivo. Ele passa a ter em
suas maos as ferramentas e participa ativamente da construcdo do proéprio

conhecimento.

O professor passa a ser um motivador e um facilitador do acesso ao saber,
um mediador do processo de aprendizagem. A tarefa de pesquisar, buscar, fazer e
compartilhar informagdes obtidas para compor o conteudo curricular € extremamente
facilitada e agilizada por meios das tecnologias digitais. Assim, cabe a ele dedicar seus

esforgos prioritariamente a:

Apresentar questdes que instiguem a curiosidade pelo tema tratado;
Conduzir os processos de reflexao;

Apoiar as praticas educacionais;

> wbh =

Avaliar se o conhecimento foi assimilado satisfatoriamente.

Os avangos tecnoldgicos sempre tiveram um lugar de destaque na sociedade
e, por isso, é fundamental que estes cheguem ao espago educacional, proporcionando
transformagdes e melhorias no processo de ensino e aprendizagem. Equipamentos
como computador, tablet, smartphones e calculadoras s&o uns dos principais recursos
tecnoldgicos para utilizar nas praticas pedagdégicas. Uma diversidade de materiais que
o professor tem a sua disposicao, integrando-os em abordagens de ensino que

valorizam suas atividades para o aluno.

Viseu e Rocha (2018) explicam que as tecnologias nao substituem a atividade

realizada com papel e lapis pela atividade que realiza com apoio da tecnologia, mas
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que se faz necessario construir articulagbes com essas atividades, sem esquecer do
calculo mental. E para isso, destaca-se o papel do professor de estar comprometido

como o0 processo de ensino e aprendizagem.

Para Meneghelli e Possamai (2019, p. 3), o professor deve ser conhecedor
das:

reais capacidades, potencialidades e limitagdes do recurso tecnolégico que
deseja utilizar em sua pratica pedagdgica, para que o mesmo venha a
contribuir de forma positiva para a aprendizagem, além de transformar o
estudante em sujeito ativo na construgdo do seu conhecimento.

Na dissertacao de Silva, T. (2018) sobre a sequéncia didatica utilizando applet
no GeoGebra, afirma que no modelo tradicional o professor € o participante ativo da
sala de aula, transmitindo seus conhecimentos sem instigar os alunos a refletir ou ter
uma visao critica dos conteudos. E para que o educador nao fique preso apenas a ser
um transmissor de conhecimento, ele precisa ser estimulador da curiosidade do aluno
por conhecer, questionar e buscar a informacdo mais relevante, fundamentada pelo

recurso tecnologico.
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2. SEQUENCIA DIDATICA

Nesta secao, apresentamos o conjunto de atividades que compdem a nossa
SD voltada ao ensino das fungbes trigonométricas seno e cosseno, destinada a
estudantes do 2° ano do Ensino Médio. A elaboracao das atividades foi fundamentada
nas Tendéncias da Educacdo Matematica, em especial no Ensino por Atividades
Experimentais, na Resolugdo de Problemas e no uso das Tecnologias Digitais da

Informagao e Comunicagao (TDICs).

A SD é composta por um total de 9 (nove) atividades, nas quais foram
construidos 11 (onze) aplicativos utilizando o software GeoGebra. Cada atividade
envolve o preenchimento de quadros com base nas informagdes observadas nos
aplicativos, seguido de questionamentos que os estudantes devem responder a partir

dos dados registrados.

As atividades 1, 2, 4, 6 e 8 tém como objetivo principal a descoberta de
relagbes matematicas, promovendo o carater investigativo. Ja as atividades 3, 5, 7 e
9 visam a conceitualizagao, buscando determinar, definir e compreender os conceitos

envolvidos.

Recomenda-se que o professor oriente os estudantes no processo de
transferéncia dos dados dos aplicativos para os quadros, uma vez que o0s
experimentos realizados no GeoGebra exigem atengado aos detalhes e o seguimento

cuidadoso dos procedimentos descritos em cada atividade

2.1. ORIENTAGCOES GERAIS AO PROFESSOR

Prezado(a)s colegas de profisséo - professores e professoras que ensinam

matematica.

» Os aplicativos desenvolvidos no GeoGebra foram adaptados para uso em duas
plataformas: computadores, no caso de escolas que disponham de laboratério
de informatica, e celulares, para situagées em que esses recursos nao estejam

disponiveis.



24

» Recomendamos que, antes da aplicagdo das atividades, os professores
apresentem aos estudantes o funcionamento basico do GeoGebra, por meio
de videos, apostilas ou demonstracdes praticas diretamente no software. E
importante informar aos estudantes que, ao utilizarem o celular, os aplicativos
podem ser visualizados em telas menores.

» Destacamos ainda que, considerando possiveis dificuldades de manipulagéao,
os aplicativos oferecem duas formas de interacao: por meio do “controle
deslizante” ou pela insercao direta de valores na “caixa de entrada”. Dessa
forma, os estudantes poderdo explorar os recursos sem prejudicar a
visualizagdo ou o formato das construgdes geométricas.

» Ressaltamos que os aplicativos funcionam com mais agilidade quando
acessados com conexao a internet, bastando clicar nos links para utiliza-los
diretamente, sem a necessidade de ter o GeoGebra instalado no dispositivo.
No entanto, também é possivel utilizar os aplicativos offline, o que exigira um
trabalho prévio de organizacéo e disponibilizagdo dos arquivos por parte do

professor.

Porém, recomendamos que faga no computador, caso

queira utilizar essa forma offline. —|

Procedimentos

1. Baixe o GeoGebra no site https://www.geogebra.org/download Classic (5 ou

6) e instale no seu computador.
2. Acesse o link de cada aplicativo das Atividades. Clique nos trés pontinhos e

selecione a opcgao “Detalhes”.

Figura 2 — Tela no aplicativo

O Radiano Constante

Autor: Josué Gongalves
) Adicionar aos Favoritos

R=1 ang1 = 0°
. (2 Abrir com uma App Geogebra

ArcoAB =0 Angulo 0° Angulo = @ Detalhes

Fonte: Acervo do autor, 2025


https://www.geogebra.org/download
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3. Depois clique em “Descarregar”, selecione a caixa “Concordo” e clique no

nome da atividade no formato (.ggb). Salve numa pasta do seu computador.

Figura — Descarregando o Aplicativo

‘ Descarregar | Partilhar ‘

O que quer descarregar?

Pode baixar o ficheire .ggb apenas ou a pagina WEE completa para estudantes com tarefas
Concordo com os termos do GeoGebra de licenga ndo-comercial

» Baixar offline Atividade (.zip)

= Ficheiros Geogebra

0 Radiano Constante (.ggb)

Fonte: Acervo do autor, 2025

Repita este processo para todos os 11 aplicativos. Em seguida, abra o
GeoGebra no seu computador, clique em "Abrir" e selecione o arquivo local onde os

aplicativos estdo armazenados.

» Recomendamos, também, que algumas atividades sejam adaptadas,
principalmente aquelas mais extensas, de modo a equilibrar o tempo disponivel
em cada aula. Isso facilita o trabalho do professor durante a aplicagdo das
atividades e permite a selecdo daquelas mais adequadas aos objetivos de
aprendizagem.

» O docente pode organizar o tempo de forma estratégica para concluir cada
atividade, considerando que, no Ensino Médio, as cinco aulas semanais de
Matematica geralmente sdo distribuidas em blocos de 2 + 2 + 1. Para alcancgar
os objetivos propostos, adaptar ou reorganizar a sequéncia das atividades pode
contribuir significativamente para o planejamento, ja que algumas demandam

mais tempo do que outras.
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ATIVIDADE OBJETIVO MATERIAL TEMPO
1- Relagdao entre | Descobrir uma relagdao | Folha com Quadro pra 1 horal/aula
Arco e Raio entre cada arco | ser preenchido, APP (50 minutos)
escolhido e para cada | GeoGebra, Lapis,
valor do raio alterado. borracha
2- O radiano Descobrir como a medida | Folha com Quadro pra 1 horal/aula
do arco varia | ser preenchido, APP .
. L (50 minutos)
proporcionalmente em | GeoGebra, Lapis,
fungdo do raio da | borracha
circunferéncia.
3- (0] ciclo | Determinar os valores de | Quadro para ser 2 horas/aulas

trigonométrico

seno e cosseno para
angulos 0° = B < 360°

preenchida, lapis ou
caneta e aplicativo
Geogebra

(90 minutos)

4- Redugao ao 1° | Descobrir uma relagdo | Folha com quadro a 1 horal/aula
quadrante entre o seno e o cosseno | ser preenchida, lapis, (50 minutos)
de um arco x do 2°, do 3° | borracha, APP
ou do 4° quadrante e, o | GeoGebra
seno e o cosseno do arco
correspondente do 1°
quadrante
5- (0] giro | Definir a fungao de Euler | Desenho de uma pista 2 horas/aulas

inteligente: explorando
angulos e coordenadas

a partir da andlise do
movimento circular de
um corredor em uma
pista.

circular graduada;
lapis, borracha, régua
ou barbante,
calculadora e App
GeoGebra

(90 minutos)

6- Oscilagdes no
plano: a curva do seno

Descobrir como os
angulos distribuidos no
circulo determinam o
padrdao oscilatério da
fungao seno.

Esquema da tarefa,
lapis, borracha, régua,
circulos
trigonométricos  de
raio unitario e plano
cartesiano, APP
GeoGebra.

2 horas/aulas

(90 minutos)

7- Altura em
Ac¢do: manipulando a
onda da roda gigante

Investigar a
relagdo entre os
parametros da
funcao e o
comportamento do
movimento

circular simulado

da roda ggante

Folha contendo as

atividades, lapis,
borracha, aplicativo
GeoGebra

2 horas/aulas

(90 minutos)

8- Sobe e desce
do circulo ao grafico:
fungao cosseno

Descobrir como a
posicdo horizontal dos
pontos no ciclo

trigonométrico (eixo x)
constréoi a curva da
fungcdo cosseno f(x) =
cos (x)

esquema da tarefa,
lapis, borracha, régua
circulos

trigonométricos de
raio unitario e plano

2 horas/aulas

(90 minutos)

9- Cosseno
Musical: criando sons
no grafico

Explorar de que
forma a amplitude,
deslocamento
vertical, frequéncia
e fase alteram a
curva da fungao
cosseno.

cartesiano, APP
GeoGebra
Folha contendo as
atividades, lapis,
borracha, aplicativo
Geogebra

2 horas/aulas

(90 minutos)

Fonte: elaborado pelo autor (2025)
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ApoOs a realizagao de cada atividade da sequéncia didatica, os estudantes
deverdo responder a uma lista de questdes chamada de “Questoes de fixagao
propostas” que retoma os principais conceitos explorados em cada etapa. Esse
momento tem como finalidade consolidar o aprendizado, promover a reflexdo sobre
as relacdes descobertas e identificar possiveis dificuldades. Assim, o professor podera
avaliar o progresso dos alunos e ajustar o ensino conforme as necessidades

observadas.

2.2, Atividade 1

ATIVIDADE 1: RELACAO ENTRE ARCO E RAIO
APLICATIVO 1 : https://lwww.geogebra.org/m/xkgfmabt
OBJETIVO: Descobrir uma relagao entre cada arco escolhido e para cada valor do
raio alterado.
MATERIAIS: Folha com Quadro pra ser preenchido, APP GeoGebra, Lapis,
borracha, caneta.
PROCEDIMENTO:
» Primeiro: abra o aplicativo 1.
» Segundo: Para alterar os valores dos angulos basta mexer no controle
deslizante “ang1” ou digitar na caixa de entrada “Angulo”.
» Terceiro: Para cada angulo dado determine:
e A medida do Arco para 5 valores do Raio;
e Arazao entre a medida do Arco e a medida de cada Raio utilizado;

e Com as informacdes obtidas preencha o quadro da atividade.

Quadro 1 - Preencha os espacos utilizando o aplicativo 1.

ANGULO | Raio 1 AB |[Raio2 AB| Raio3 | AB | Raio4 | AB |Raio5| AB

30
45
60
90
120
135
150



https://www.geogebra.org/m/xkgfmabt
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1) O comprimento de um arco depende do raio da circunferéncia em que esta?
Justifique.

2) A medida angular de um arco depende do raio em que esta? Justifique.

1) A que conclusdo vocé chegou?

Questoes de fixagao propostas

1. Estabeleca, em grau, a medida dos arcos de: 4. O ponteiro das horas de um relogio tem 7 cm de
a) Sn rad b) % rad ¢) X rad comprimento,
4 6 2 a) Quantos graus esse ponteiro percorre das 13 h

as 17 h? Qual € essa medida em radiano?

b) Quantos centimetros sua extremidade percorre
a) 30° c) 120° e) 210° das 13 h as 17 h?

b) 60° d) 150° f) 240°

2. Determine, em radiano, a medida dos arcos de:

5. Um péndulo oscila e forma, entre suas posicoes
3. Determine, em grau e em radiano, a medida do extremas, um angulo de 70°. Sabendo que esse
péndulo tem 25 cm de comprimento, calcule o

2 : S s
arco que representa = da circunferéncia. c ;
5 comprimento aproximado do arco que ele descreve.
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ORIENTAGOES DIDATICAS AO PROFESSOR (ATIVIDADE 1)

Nesta primeira Atividade, os estudantes podem enfrentar dificuldaldes, uma
vez que pode ser que seja a primeira vez que eles estejam participando de uma
atividade experimental no Geogebra, que exigira deles a descoberta de um padrao
no preenchimento do quadro.

Seguindo os passos do procedimento, espera-se que os estudantes
percebam que quanto maior o raio da circunferéncia, maior o comprimento do arco,
pois a medida de um arco nao corresponde ao comprimento desse arco. Além
disso, espera-se que eles possam observar que a medida angular do arco depende

apenas do comprimento do arco. Os estudantes poderédo concluir que para uma
. . . ~ AB .
medida do comprimento do arco ao mudar o valor do raio a razdo — Sera sempre

constante. Caso eles nao consigam chegar nessa coclusdao ou estejam com
duvidas, o professor devera media-los, esclarecendo as duvidas e orientar no
desenvolvimento da escrita.

Nessa atividade os estudantes ndo terdo dificuldades em mexer no
aplicativo e nem em observar as alteragbes feitas nos comandos. Talvez

apresentam dificuldades nas conclusdes de cada questao.
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2.3. Atividade 2

ATIVIDADE 2: O RADIANO

APP2: https://www.geogebra.org/m/bz797mmv

OBJETIVO: Descobrir como a medida do arco varia proporcionalmente em fungao
do raio da circunferéncia.

MATERIAIS: Folha com Quadro pra ser preenchido, APP GeoGebra, Lapis,
borracha

PROCEDIMENTOS:
» Passo 1: No aplicativo 2, mude o controle deslizante “R”, um por um, até
5. Em seguida Mova o controle “Arrasta-me” até o final.
» Passo 2: Observe o comportamento de cada circunferéncia e determine:
¢ O arco correspondente para cada valor do Raio.

e A medida do arco em graus de cada pedaco de Raio.

1) Preencha o quadro a seguir de acordo com as observacdes do APP 2

OBS: Considera-se Raio em cm (centimetro)

Raio Medida em graus de cada arco Medida do arco de uma
volta completa em cm

R

R>
R3

R4
Rs

a) O que vocé observou?

b) Que concluséo vocé chega sobre o que é radiano?



https://www.geogebra.org/m/bz797mmv
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c) Qual o comprimento em Graus da circunferéncia em uma volta

completa?

d) Qual o comprimento da circunferéncia para R=1 cm ? use 1 = 3,14

e) Compare os resultados das questdes c) e d) e responda: O que

vocé observou?

Questoes de fixagado propostas

Calcule a medida,em radiano,de um arcode 10cm
contido em uma circunferéncia com 2,5 cm de raio.

Um ponto P da superficie terrestre estd localizado
a ; rad de latitude norte. Considerando que o raio
da Terra mede 6.370 km, o menor arco que une
o ponto P a linha do equador tem comprimento

igual a:
a) 750m km c) 450n km e) 597n km
b) 910n km d) 6231 km

(Nota: Latitude de um ponto da superficie terrestre
é a medida do menor arco de circunferéncia que
liga esse ponto a linha do equador.)

(UFMA) No relégio da torre de uma igreja, o ponteiro
maior mede 2 m.

Em quanto tempo a ponta moével desse ponteiro
percorre 5t metros?

a) 1 hora e 15 minutos
b) 1 hora e meia

c) 1hora

d) meia hora
€) 45 minutos

Determine a medida, em radiano, equivalente a:
a) 30° b) 120° c) 225° d) 300° e) 240° f)330°

Desafio \ Um balanco, sendo

' solto de um ponto P, percorre
uma trajetéria pendular até o
ponto P, conforme mostra a
imagem ao lado.

Desprezando o atrito e as forgas
de resisténcia que envolvem esse
movimento na primeira oscilagao,
calcule a distancia aproximada
percorrida de P, a P,

n Determine a medida, em grau, equivalente a:

a) Jrad ) % rad e) % rad
b) 2 rad d) 2% rad
2 5

ﬂ Uma correia faz girar duas polias de raios 4 cm e
12 cm.

Quando a polia maior gira 240°, a menor gira:

a) % rad c) 4?“ rad e) 6nrad

b) % rad d) 4nrad

Alexandre Kayama/ASC Imagens
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INTERVENCAO FORMALIZANTE (ATIVIDADE 2)

Definicdo: A medida angular de um arco é 1 radiano (1 rad) quando seu
comprimento € igual ao raio da circunferéncia que o contém.

Observe a circunferéncia de raio r representada na figura 1. Como o
comprimento do arco AB é r, sua medida angular é 1 radiano. Indicamos:
med(4B)= 1 rad.

Figura 1 — O radiano

- ~

Relacao entre grau e radiano

Uma circunferéncia mede 360° ou 21 rad. Assim, um angulo raso, que
determina uma semicircunferéncia, corresponde a um arco que mede 180° ou T
rad.

Atabela 1 fornece a relagdo entre as medidas, em grau e em radiano,
de alguns angulos.

Tabela 1 — Valores de Grau e Radiano

Grau 0 | 45 | 90 | 135 | 180 | 270 | 360
: = | = | 3 | 3
Radiano 0 2 5 2 5 2n
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ORIENTAGOES DIDATICAS PARA O PROFESSOR (ATIVIDADE 2)

Nesta atividade, recomendamos que o professor conduza os estudantes
com atencgao especial ao conceito de radiano, considerando que pode haver certa
dificuldade na compreensao de sua definicdo formal — ou seja, que um radiano é
a medida de um arco cujo comprimento € igual ao do raio da circunferéncia na qual
esta contido.

Apesar dessa possivel dificuldade conceitual, observamos que, com o
auxilio do Aplicativo, os estudantes tendem a perceber com mais facilidade que em
uma circunferéncia completa cabem aproximadamente 6 raios inteiros mais uma
fragdo de raio (cerca de 0,28). Eles também conseguirdo identificar corretamente
que:

e Cada arco de 1 radiano equivale a aproximadamente 57,32°;
e A soma dos angulos centrais de uma circunferéncia completa € 360°, o que
podera ser associado ao valor de 21T radianos.

Essa percepgao pratica é facilitada se os estudantes ja tiverem dominio
prévio sobre o comprimento da circunferéncia (C = 21r) e souberem trabalhar com
medidas de angulos em graus.

No entanto, a transi¢do do pensamento em graus para radianos pode gerar
confusdo, especialmente para aqueles que ainda ndao compreendem o radiano
como uma unidade de medida baseada em proporgdo e comprimento, € ndo como
uma medida arbitraria como o grau. Para amenizar essa dificuldade, sugerimos as
seguintes estratégias:

o Ultilize representagdes visuais dinamicas, como o controle deslizante do
GeoGebra, para que os alunos observem como o arco vai se formando com
base no raio;

o Construa analogias simples, como comparar o radiano com uma fita métrica
enrolada na borda da circunferéncia.

E essencial que o professor reserve tempo adequado para a exploragdo dos
aplicativos e discussdo coletiva. A compreensdao do radiano vai além da
memorizagdo, exigindo experimentacdo e reflexdo. Por isso, o planejamento
cuidadoso da aula é indispensavel. Essa abordagem favorece a aprendizagem

investigativa e significativa.
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2.4, Atividade 3

ATIVIDADE 3: O CICLO TRIGONOMETRICO
APP 3: https://lwww.geogebra.org/m/axagwgca
OBJETIVO: Determinar os valores de seno e cosseno para angulos 0° < g < 360°
MATERIAIS: Tabela para ser preenchida, lapis ou caneta e aplicativo Geogebra.
PROCEDIMENTOS:
» Passo 1: Clicar no link do APP 3:
https://lwww.geogebra.org/m/axagwgca e abrir o aplicativo no
Geogebra.
» Passo 2: Preencher o Quadro 1 e, para isso, deve-se mover o
controle deslizante "B" ou digitar na caixa de entrada “angulof” o
valor que esta apresentado na Tabela 1.
» Passo 3: Em seguida, verificar os valores de Senof e Cosseno 8 e
escrever em qual quadrante se encontram os angulos.

Quadro 1 — Preencher os valores de seno e cosseno

Angulo em Sen(pB) Cos(B) Quadrante
graus

30°

90°

120

150°
180°
210°
225°
240°
270°
300°
360°

Fonte: préprio autor (2023)
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1. Observando a variagdo de um arco £ na primeira volta da circunferéncia
trigonométrica, responda:

a) Qual é o valor maximo de Sen(f) que um angulo pode assumir? E o

minimo?

b)

Qual é o valor maximo de Cos(f8) que um angulo pode assumir? E o
minimo?

a)

Observe os quadrantes do ciclo trigopnométrico do aplicativo e responda:

Em quais quadrantes o sen(f) é positivo? E em quais é Negativo?

Em quais quadrantes, quando se aumenta o valor de 3, o valor de
sen(B) diminui?

Em quais quadrantes, quando se diminui o valor de £, o valor de sen(fB)
aumenta?

Em quais quadrantes o cos(B) é positivo? E em quais € Negativo?

Em quais quadrantes, quando se aumentai o valor de £, o valor de
cos(pB) aumenta?

Em quais quadrantes, quando se diminui o valor de 3, o valor de cos(f)
diminui?
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Apoés completar a tabela 1 e responder as perguntas, acrescentamos uma
situagao -problema com o nome Roda a Roda. Para esse desafio, utilizem o APP3
e faga comparagao do giro com o ciclo trigonométrico.

OBS: considere o giro no sentido anti-horario, como sentido positivo: Tabela 1-

Determinar os valores de Seno e Cosseno.

SITUAGAO-PROBLEMA

Em um programa que se chama Roda a Roda, existe uma roleta que os
participantes giram para saber qual o seu prémio, conforme a figura. A roleta deve
estar posicionada sempre no PERDE TUDO antes do giro de qualquer participante
e 0 giro deve ser sempre no sentido horario.

a) Jairo gira a roleta 2760°. Qual é seu prémio?

b) Qual o menor angulo para que o prémio de Juarez seja 1007

c) Quais angulos fazem com que Josué perca a vez ou perca tudo?

Figura- Roda a Roda




37

Questoes de fixagao propostas

1 Calcule: 5. Ccalcule o valor de:
] K T B l
a) sen 390° b) sen 4100° o) sen (~820°) a) senx - sen 2 + sen 2x — sen 3x, parax = 2
2. Descubra o angulo o do 42 quadrante cujo: b) w. parax = L
1 \3 sen x + sen 3x 6
a) seno =—— b) seno = + —
2 2 B. Determine o sinal de y em cada caso.
3. Calcule o valor de cada expressao. a) y = sen100° + sen 170°
a) sen 0° - sen 135° + sen 30° - sen 360° b) y = sen % — %
by sen 2+ oy 3T gop A o 28
) sen 3 sen 2 sen 3 sen 3 c) _ sen 220° + sen 350°
sen 140°
15:. Galciile 6 valor de: Calcule o valor das expressoes.
a) cos 3990° 0 cos (~3465°) a) sen 21 + €cos 2T + Sen T + COS T
T 3 T 3n
s e — S
b) cos?,';'_n 05 (_4(3)_7:) b) sen > sen 5 cos 5 cos 5
16. calcule o valor em cada caso. c) sen 2% — Sén % ~ COS % + cos %
a) cosi-coss—n+ cosﬂ-coss—1t
6 3 3 6 LY 4r
COS — — COS ——
b) 08 60° -3 - cos 210° d) 2 3
V3 - cos 330° — cos 120° 2. sen %

Descubra os valores aproximados de sen o, sen
e sen 0, sabendo que os pontos de mesma cor
sao simétricos em relacao a origem O. (Dados:
sen 27° = 0,45; sen 50° = 0,77 e sen 80° = 0,98)

]

27°
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INTERVENGOES FORMALIZANTES (ATIVIDADE 3)

Definicdao: Dizemos que sen(f) assume o maximo valor quando for igual a 1 e
assume o minimo valor quando for igual a -1. seno nunca ultrapassara estes
valores, pois estamos considerando o raio do ciclo trigonométrico igual a 1.

Definigdo: seno apresenta sinal positivo quando os valores de 8 pertencem ao 1°
quadrante e 2° quadrante, pois os valores de sen(f) aparecem no sentido positivo
do eixo y. Quando os valores de senfs aparecem no sentido negativo do eixo y,

seno apresenta sinal negativo nos quadrantes 3 e 4.

Definigdo: No intervalo de [0,27], sen(B) cresce nos intervalos [0, 7] e [3—”,2n 1%
2 2

4° quadrantes. Decrescem nos intervalos [g , ] e [m, 37”], 2° e 3° quadrantes.

Definigdo: Dizemos que cos(f) assume o maximo valor quando for igual a 1 e
assume o minimo valor quando for igual a -1. cosseno nunca ultrapassara estes
valores, pois estamos considerando o raio do ciclo trigonométrico igual a 1.

Definigao: cosseno apresenta sinal positivo quando os valores de f pertencem ao
1° quadrante e 4° quadrante, pois os valores de cos() aparecem no sentido positivo
do eixo y. Quando os valores de cos(8) aparecem no sentido negativo do eixo y,

seno apresenta sinal negativo nos quadrantes 2 e 3.
Definigao: No intervalo de [0,27], cos(B) cresce nos intervalos [, 37”] e [37”, 2r]  3°
e 4° quadrantes. Decrescem nos intervalos [0, g] e [g , ], 1°e 2

quadrantes.
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ORIENTAGOES DIDATICAS AO PROFESSOR (ATIVIDADE 3)

Recomendamos que, ao aplicar a atividade sobre o ciclo trigopnométrico
com o uso do GeoGebra, o professor oriente os estudantes passo a passo,
favorecendo a compreensdo das relagdes entre os valores das funcdes
trigonométricas seno, cosseno e tangente.

Avaliamos que, de modo geral, os estudantes conseguirdo realizar a
atividade com relativa facilidade, especialmente porque o uso do aplicativo
GeoGebra favorece a visualizagao dindmica dos angulos e facilita o preenchimento
da tabela com os valores de sen(f3), cos(B) e tg(B). Esse recurso torna o conteudo
mais acessivel e contribui para a compreensao conceitual.

No entanto, algumas dificuldades podem surgir ao longo do processo:

« Direcao do giro no ciclo trigonométrico: a rotagdo no ciclo €&, por
convengao, no sentido anti-horario, e alguns alunos podem se confundir
durante a resolucao da situagao-problema, especialmente se néo estiverem
acostumados com essa convengao. Uma demonstragao pratica inicial pode
minimizar esse problema.

o Divisdao da circunferéncia: na situacdo-problema, espera-se que os
estudantes compreendam a necessidade de dividir a roleta (circunferéncia)

. . 360° .
em partes iguais, por exemplo, = 15 . Alguns podem ter dificuldade em
visualizar isso no ciclo trigonométrico, portanto, recomendamos trabalhar

previamente com essa ideia de divisao angular.
Por fim, ressaltamos a importancia de dar tempo suficiente para que os
estudantes explorem os recursos do aplicativo, observem padrbées e discutam
coletivamente as descobertas. Essa abordagem investigativa reforga a construgéo

do conhecimento de forma ativa e contextualizada.
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2.5. Atividade 4

ATIVIDADE 4: Reducgao ao 1° quadrante

APP 4: https://www.geogebra.org/m/mx2uqws3

OBJETIVO: Descobrir uma relagao entre o seno e o cosseno de um arco x do 2°,
do 3° ou do 4° quadrante e, 0 seno e o cosseno do arco correspondente do 1°
quadrante.

MATERIAIS: Folha com Tabela a ser preenchida, lapis, borracha, APP GeoGebra.
PROCEDIMENTOS:

A partir dos valores do seno e cosseno de arcos com extremidades no 1°
quadrante do ciclo trigopnométrico, podemos calcular os respectivos valores do seno
e cosseno de arcos com extremidade em qualquer outro quadrante.

» Passo 1: acesse o APP 4.

» Passo 2: Clique na caixa com o nome "Sen(x)" e "Cos(x)", para
aparecer valores dos de seus respectivos quadrantes.

» Passo 3: Mexa o controle deslizante " a" para alterar as posi¢des dos
angulos.

Com as modifciagées dos angulos e suas observagdes, preencha o quadro

a segquir.
Quadro — Redugéo ao 1° quadrante
REDUCAO DO 2° A0 1 ° QUADRANTE
SENO COSSENO
a T—a sena sen(m — a) T—« —-cosa cos (T — a)
120°
135°
150°
REDUCAO DO 3° AO 1 ° QUADRANTE
SENO COSSENO
a T+a —-sena sen(m + a) Tta —-cosa cos (m + a)
210°
225°



https://www.geogebra.org/m/mx2uqws3
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240°

REDUCAO DO 4° AO 1 QUADRANTE

SENO COSSENO
a 2T - «a —-sena sen(2m — ) 21 - « cosa cos (2m - a)
300°
315°
330°

1. A partir do preenchimento das tabelas na redu¢do dos quadrantes 2°, 3° 4°
ao 1° quadrante, responda:

a) Na reducdo do 2° ao 1° quadrante o que podemos afirmar para os
valores de sen(1r — a) e sena? E os valores de cos(m — a) e —cosa?

b) Na reducao do 3° ao 1° quadrante o que podemos afirmar para os
valores de sen(1r + a) e —sena? E os valores de cos(1T + a) e —cosa?

c) Por que podemos afirmar que cos(21 - a) = cosa?

d) A que conclusdo vocé chega?
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INTERVENGCOES FORMALIZANTES (ATIVIDADE 4)

Arcos congruos

Considere um arco em uma circunferéncia trigopnométrica com origem no
ponto A e a outra extremidade no ponto P. pode-se dar um numero inteiro de voltas
em qualquer um dos sentidos (horario ou anti-horario). Desde inicie no ponto A e
finalize no ponto P teremos arcos
Definicao: Dizemos que dois ou mais arcos trigopnométricos sdo cbngruos ou

congruentes entre si caso tenham a mesma extremidade.

Na reducdo do 22 para o 12 quadrante
Dado um arco AP de medida angular a, com grad < a < mrad, temos assim a seguinte relagio:

» seno=sen(t— o) » COSOL= —Ccos(mt— a)

Y1

T seno=sen(n—a)
2
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Na reducao do 32 para o 12 quadrante

. 3 .
Dado um arco AP de medida angular ¢, com rad < a < 7” rad, temos assim a

seguinte relagao:

» seno = —sen (o — 7) » coso = —cos (o —m)

Vi

T

Na reducao do 42 para o 12 quadrante

. 3w .
Dado um arco AP de medida angular a, com > rad < a < 2mrad, temos assim a
seguinte relagdo:

» seno = —sen(2n — o) » COSO = Cos(2m — o)
Va VA

N A

cos o= cos(2n — o)
sen(2n — o)
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Questoes de fixagao propostas

Questao 1- simplifique as expressodes
Simplifique a expressao:

= cos (180° + x) + sen (180° + x) + sen (180° — x)
cos (360° — x)

Sendo a uma medida em grau, com cos a # 0, sim-
plificar a expressao:

E cos (360° — a) — cos (180° — «)
cos (180° + a)

com cos x # 0.

Questéo 2- Em cada um dos itens a seguir, determine as coordenadas dos
pontos assinalados.

b
a) \ ) A
N
p(_ N2 N2
2 2 ] Q
9
P (1 _QJ
9 2 2
Questao 3 -
Na circunferéncia trigonomeétrica abaixo, as coorde-
nadas do ponto M sao % e 1—53, e a medida do arco
AN na 1% volta positiva é r — «. Calcule:
\ a) sen a
b) cos «
N (x —a) c) cos (n + a)
d) sen (—«)

e) cos (2n — a)
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ORIENTACOES DIDATICAS AO PROFESSOR (ATIVIDADE 4)

Ao aplicar a atividade de reducdo ao primeiro quadrante utilizando o
Aplicativo, recomendamos que o professor oriente os estudantes a explorar
cuidadosamente os recursos, incentivando a observagdo das simetrias e
regularidades do ciclo trigonométrico.

De modo geral, os estudantes ndo devem encontrar grandes dificuldades
para completar as tabelas, ja que o aplicativo facilita a visualizagdo direta dos
valores de seno e cosseno dos angulos nos diferentes quadrantes. A dindmica de
manipulagédo do ciclo trigonométrico no GeoGebra permite observar com clareza
como os valores dos Senos e Cossenos se comportam a medida que os angulos
sao "reduzidos" ao primeiro quadrante.

Com o preenchimento da tabela e a realizacdo das questdes reflexivas
subsequentes, espera-se que os estudantes consigam identificar e interpretar as

seguintes relagdes:

e sen(m — a) = sena,cos(r — a) = —cosa, ha redugdo do 2° ao 1°
quadrante;

e sen(mr + a) = —sena,cos(m + a) = —cosa, na redugcédo do 3° ao 1°
quadrante;

e —sen(m— a) = sena,cos(2mr — a) = cosa, na redugdo do 4° ao 1°

quadrante

Caso venham ter dificuldade na analise, sera no jogo de sinal dos angulos
de —sena. E concluir que cos(2m — a) = cosa s&o iguais pois pertencem ao mesmo
eixo horizontal. Para mitigar essa dificuldade, sugerimos que o professor:

e Promova uma discussao coletiva apés o preenchimento das tabelas,
incentivando os alunos a explicarem as relagdes de sinal com base nas
posi¢des dos pontos no ciclo;

e Facaouso de cores diferentes ou destaques visuais para cada quadrante

no GeoGebra, facilitando a identificacdo das transformacdes e simetrias.
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2.6. Atividade 5

ATIVIDADE 5: O giro inteligente: explorando angulos e coordenadas.
APP 5: https://www.geogebra.org/m/azgt2wfa

OBJETIVOS: Definir a fungao de Euler a partir da analise do movimento circular
de um corredor em uma pista.
MATERIAIS: Desenho de uma pista circular graduada; lapis, borracha, régua ou

barbante, calculadora e App GeoGebra.
PROCEDIMENTOS:
» Passo 1: Acesse 0 APP 5.
» Passo 2: Leia o texto da situacao-problema.
» Passo 3: Para respoder os questionamentos, altere o controle deslizante “g"
ou digite na caixa de entrada “angulo” no APP 5.
Situagao- Problema

Correr € um dos exercicios fisicos que pode fazer muito bem para o corpo
e para a mente. Dentre os beneficios que pode proporcionar sdo: ajuda na saude
do coracéao e dos pulmdes; aumenta a forga e a estabilidade das articulagdes; reduz
o risco de doencas crbnicas e contribui na prevencao de sintomas de depressao,
ansiedade e estresse.

Suponha que uma atleta esteja treinando em uma pista circular de X metros
rasos (Figura 1) em uma das raias. Com um reldgio ela cronometrava o seu
percurso e, em determinado tempo passava por alguns pontos da pista, distando
da largada (ponto A) em alguns metros.

Figura 1 - Pista de atletismo graduada em graus

Largada



https://www.geogebra.org/m/azgt2wfa
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Vamos considerar que a distancia que a atleta percorre, em certos pontos,
esta associada a um valor numérico real x. A pista esta graduada em graus. A partir
disso, preencha o quadro a seguir utiizando o APP 5:

https://www.geogebra.org/m/azgt2wfa

Encontre o VALOR DE X para cada distancia percorrida pela atleta

Quadro 1 — Associar o valor do comprimento a um numero real

DISTANCIA VALOR DE X COORDENADAS DE
PERCORRIDA PELA Em metros CADA PONTO
ATLETA EM CERTOS
PONTOS

Yl ( ’ )

Yz ( s )

53 ( ’ )

54 ( ’ )

b5 ( , )

L ( , )

57 ( , )

By ( ’ )

Responda os questionamentos

1. O valor encontrado X esta associado a um unico valor do ARCO? Explique.

2. O que vocé pode dizer sobre o valor da medida do segmento BC quando

mudamos o valor do angulo B8 ?

3. Arelacdo criada para obter o valor real X para cada ponto percorrido pela

atleta, pode ser caracterizado como uma fungéo? Explique por qué?



https://www.geogebra.org/m/azgt2wfa
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4. Se sua resposta foi sim na pergunta anterior, como vocé definiria essa
funcdo? Lembrando que: Dados dois conjuntos A e B, ndo vazios, uma
relagdo de f de A em B (simbolicamente, f: A — B) recebe o nome de
aplicacdo de A em B ou fungdo em A com imagens em B se, e somente

se, para todo x € A existe um s6 y € B tal que (x, y) € f.

5. Qual seria o dominio dessa fungdo?

6. Qual aimagem dessa fungéo?




49

INTERVENGCOES FORMALIZANTES (ATIVIDADE 5)

Funcgao de Euler e o ciclo trigonométrico

Vamos agora definir uma aplicacdo £ de R em C, chamada de
funcao de Euler, em referéncia ao seu criador — 0 matematico suigo
Leonhard Euler (1707-1783)-, que associa a cada numero real t um unico
ponto P da circunferéncia C, chamado de imagem de t no circulo, do
seguinte modo:

EER — C

x — E(t) = P(x, )

Intuitivamente essa fungao E pode ser visualizada imaginando-se C como
um carretel onde se enrola a reta R, com E(0)=A(1,0).

Imagine que a reta real € um longo fio, que devera ser enrolada num
carretel. Analogamente pode ser pensado na distancia percorrida pela atleta na

pista, onde cada ponto € um pedaco X da reta real R.

Y 4+

Et)=P

e

A= E(0)

R

Assim,

a) Set =0, entdo P = A, ou seja, E(0) = A;

b) Se t >0, entéo realizamos a partir de A um percurso de comprimento t,




50

no sentido anti-horario, e marcamos P como ponto final do trajeto;
c) Set <0, entao realizamos a partir de A um percurso de comprimento |t|,

no sentido horario. O ponto final do trajeto é P.

Definigdo: Dizemos que sen(f) assume o maximo valor quando for igual a 1
e assume o minimo valor quando for igual a -1. seno nunca ultrapassara estes

valores, pois estamos considerando o raio do ciclo trigonométrico igual a 1.

Definicao: seno apresenta sinal positivo quando os valores de S pertencem
ao 1° quadrante e 2° quadrante, pois os valores de sen(f) aparecem no sentido
positivo do eixo y. Quando os valores de senf aparecem no sentido negativo

do eixo y, seno apresenta sinal negativo nos quadrantes 3 e 4.

Definigao: No intervalo de [0,27], sen(f) cresce nos intervalos [0, g] e [37”, 2m], 1°

e 4° quadrantes. Decrescem nos intervalos [% , ] e [m, 37"], 2° e 3° quadrantes.

Definigao: Dizemos que cos(f) assume o maximo valor quando for igual a 1 e
assume o minimo valor quando for igual a -1. cosseno nunca ultrapassara estes

valores, pois estamos considerando o raio do ciclo trigonométrico igual a 1.

Definigdo: cosseno apresenta sinal positivo quando os valores de f pertencem
ao 1° quadrante e 4° quadrante, pois os valores de cos(f) aparecem no sentido
positivo do eixo y. Quando os valores de cos(f) aparecem no sentido negativo do

eixo y, seno apresenta sinal negativo nos quadrantes 2 e 3.

Defini¢ao: No intervalo de [0,27], cos(f) cresce nos intervalos [, 37”] e [37” , 21],

3° e 4° quadrantes. Decrescem nos intervalos [0, g] e [g , ], 1° e 2° quadrantes.
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Questao 1: Explorando angulos com fung¢ao de Euler simplificada

Lei de formagao:

EM)=n—;

Lei para o angulo:
6 = E(n).30°

Tabela para preenchimento

n E(n)=n —g 6 = E(n).30° sen(6) cos(0) | Quadrante

9

10

Questio 2:

A funcéo E(x) associa a cada numero real x (em radianos) um ponto do ciclo
trigonométrico.
Complete a tabela:

X Ponto E(x) no Coordenada x Coordenada
(radianos) ciclo (horizontal) y(vertical)

0

s
2

SIS

Questao 3 — Roda da bicicleta
Uma bicicleta estd em movimento, e um ponto de chiclete preso ao pneu percorre uma
volta.

Preencha a tabela para os angulos especiais:

Angulo percorrido Coordenada Coordenada vertical | Quantas voltas o
(grau) horizontal chiclete realizou

45°

360°

810

1260°
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RECOMENDAGOES DIDATICAS AO PROFESSOR (ATIVIDADE 5)

Na atividade proposta, que simula o deslocamento de uma atleta em uma

pista circular, utilizando o GeoGebra, o objetivo principal é introduzir e reforgar a
compreensao da funcao de Euler, relacionando o nimero real X com o ponto B na

circunferéncia, definido pelas coordenadas (cos(x),sen(x)) ao observar o
Aplicativo.

De forma geral, avaliamos que os estudantes nao terdo dificuldades em
preencher a tabela com os valores de X e as coordenadas dos pontos B, ja que o

aplicativo fornece de maneira clara e visual essas informacgdes conforme o
movimento da atleta em cada angulo indicado. A representagdo dindmica e a
manipulagéo direta no GeoGebra contribuem para a assimilagao inicial do conceito.

As dificuldades mais comuns podem surgir na interpretagao conceitual das
questdes 3, 4, 5 e 6, que exigem que o aluno:

« Retome e compreenda a ideia de fungdo como uma relagdo entre dois
conjuntos, em que a cada numero real X corresponde um Unico ponto B na
circunferéncia;

e Relacione esse ponto ao par ordenado (cos (x), sen(x)), reconhecendo que
essa relagao define uma fungéo de variavel real com imagem em um ponto
do plano;

o Expresse essa associacdo como uma relagao funcional, ou seja, entender
que existe uma funcdo que associa a cada valor real x um ponto sobre a
circunferéncia, via os arcos de seno e cosseno.

Para apoiar os estudantes durante essa atividade, sugerimos ao
professor:

e Revisar brevemente o conceito de funcdo, com énfase na ideia de que a
cada entrada corresponde uma unica saida, usando exemplos simples antes
de entrar na representagao trigonométrica;

e Mostrar que, no caso da fungao de Euler, o numero real x representa um
arco ou angulo, e a saida € o ponto (cos (x), sen(x))— ou seja, um ponto na
circunferéncia unitaria;

e Utilizar o movimento continuo da atleta como metafora concreta para
explicar a associagao entre o deslocamento angular e a posi¢ao no plano;

e Propor discussées em grupo ou atividades complementares que reforcem a

escrita da expressao funcional que liga x a (cos (x), sen(x)).
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Atividade 6
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>
>
>

APP 6: https://www.geogebra.org/m/gg96dstt

ATIVIDADE 6: Oscilagdes no plano: a curva do seno.

raio unitario e plano cartesiano, APP GeoGebra.
PROCEDIMENTOS:
Passo 1: Acesse o APP 6.

Passo 2: Selecione a caixa com o nome “Seno”.

Passo 3: Movimente o ponto “P” na circunferéncia e observe o desemho no

plano cartesiano.

Passo 4: Em seguida, no Quadro 1, complete os valores das colunas de

y = sen(x) e dos pares ordenados (x,y).

Passo 5: Apds prencher o Quadro 1, marquem os valores das coordenadas
(x, ¥) (coluna 3) no plano cartesiano e, com o auxilio de uma régua,

transportar os pontos do plano cartesiano para o ciclo trigonométrico na

IMAGEM 1.

y = sen(x)

(x,y)

Quadro 1- Pontos no grafico e no ciclo trigonométrico

OBJETIVO: Descobrir como os angulos distribuidos no circulo determinam o
padrao oscilatério da fungao seno f(x) = sen(x).
MATERIAIS: esquema da tarefa, lapis, borracha, régua circulos trigonométricos de

ANGULOS NOTAVEIS
Radiano ™ T T
6 4 3
Grau 30° 45° 60°
sen(x) 1 V2 V3
z ve vo
=05 520,71 320,87

& go| g an|¥viasiaola o r



https://www.geogebra.org/m/gg96dstt
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IMAGEM 1 - Desenhe o grafico de seno no plano

35Ty
3
25/
2!
15
d
05/

A
sen(x)

KO\ > 0 —ro—o—o—o—o—o—o—o—o—oi)
cos(z) | m/2 b 3m/2 2m 5m/2 3m
-05]
=L
-1.5
2|
—25]

Agora responda os seguintes questionamentos:

De acordo com os valores encontrado, o grafico construido se
configura como uma fungao? Justifique.

Se voceé repetisse o procedimento e encontrasse mais pontos

Ao observar o grafico e o ciclo trigonométrico, o que eles tém em comum?

Como vocé definiria o comportamento desse grafico?
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INTERVENCOES FORMALIZANTES (ATIVIDADE 6)

Podemos associar um numero real x qualquer ao seno de um arco que mede x
radianos. Para x = g por exemplo, associamos o numero 1, pois sen (g) =1, isto

é (x,y) = (x,sen(x)) = (g, 1).

Definigao: Definimos fung&o seno a fungéo f: R — R, que a cada numero real x

associa o seno de um arco de x radianos, ou seja, a cada x associa sen(x).

A representacgao da funcao pela lei f(x) = sen(x) é caracterizado como
sendo uma curva senoidal. O seno de um angulo (expresso em geral em
radianos) é tracada em fungdo de um angulo 6, descreve uma oscilagao

repetitiva suave, sendo esta uma onda continua.

|
w
2
--1-1
0
~|g
|
n
£
|
|
|
3
|
SIE]
ISIERS
)
w
SIS
n
B
S
w
g
xY

Fonte: Paiva (2010, p.157)

Definigao: Periodo de f(x) = sen(x): A fungdo seno se repete periodicamente
num intervalo de [0,27], pois:
sen(x) = sen (x + 2m) = sen (x + 4m) = --- = sen (x + 2kn), k € Z

Propriedade: De modo geral, o periodo de seno € dado por sen (cx + d), com c e d

. 2
reais comc# 0 e p = ﬁ

Definigcao: O dominio Dy (Observando o Eixo X) e o contradominio CDr da fungao
seno sao iguais a R, ou seja, Df = R = CDy. O conjunto imagem de f(x) = sen(x) é0
intervalo

de [-1,1], isto é, =1 < sen(x) < 1, no Eixo Y.
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RECOMENDAGOES DIDATICAS AO PROFESSOR (ATIVIDADE 6)

Ao aplicar a atividade sobre a fungdo seno com o uso do GeoGebra,
recomendamos que o professor valorize a exploragao visual e interativa do grafico,
incentivando os estudantes a observarem como o movimento no ciclo
trigonométrico se traduz em uma fungéo no plano cartesiano.

De forma geral, esperamos que os estudantes ndo encontrem dificuldades
em preencher a tabela de valores e construir o grafico da fungao, ja que o aplicativo
mostra de forma dinamica e clara o comportamento da fungdao seno. Com o apoio
das atividades anteriores — especialmente aquelas que abordaram a relacao entre
graus e radianos, a associagao entre arcos e pontos na circunferéncia, e a
construgéo do ciclo trigonométrico — os alunos devem ser capazes de identificar
corretamente os pares ordenados (x, y) e transpor essas informagdes para o plano
cartesiano.

As dificuldades podem surgir, no entanto, durante a interpretacdo dos
questionamentos reflexivos que seguem a construgao do grafico. Os estudantes
podem ter duvidas ao:

e« Compreender a fungcdo seno como uma funcao de variavel real, onde a cada
valor de x (um arco ou angulo) esta associado um unico valor de f(x) =
sen(x)

o Perceber o carater periddico e oscilatorio da fungéo, ou seja, identificar que

a curva se repete em intervalos regulares.

Para lidar com essas dificuldades, sugerimos que o professor:

e Reforce a ideia de funcdo como uma correspondéncia entre elementos do
dominio (valores de x) e da imagem (valores de y);

o Destaque visualmente, no aplicativo, a repeticdo do padrao do grafico — por
exemplo, mostrando que sen(x) = sen(x + 2m)

e Estimule os alunos a compararem as formas da curva com o movimento
circular do ponto na circunferéncia, enfatizando que o eixo horizontal

representa o arco e o eixo vertical representa a altura do ponto no ciclo.
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2.8. Atividade 7

SITUAGAO - PROBLEMA

Em 2014 foi inaugurada a maior roda-gigante do mundo, a High Roller,
situada em Las Vegas. A figura representa um esbogo dessa roda-gigante, no qual

o ponto A representa uma de suas cadeiras:

al
Solo Solo
Disponivel em: http://en.wikipedia.org. Acesso em: 22 abr. 2014 (adaptado).

A partir da posicéo indicada, em que o segmento OA se encontra paralelo
ao plano do solo, rotaciona-se a High Roller no sentido anti-horario, em torno do
ponto, observe o comportamento do movimento da Roda Gigante construida no
aplicativo GeoGebra, quando se altera os parametros da funcdo COSSENO do
tipo:

f(x)=a+b.cos(m. x +n)

Procedimentos: Clique no link APP: https://www.geogebra.org/m/ymfgwifu
. Em seguida selecione as caixas com os nomes “Altura”, “Ponto Altura x Tempo”,
“Funcgao: Altura x Tempo” e “Criar Funcao. Depois explore o objeto e responda:

1- O que acontece com o grafico de cor Verde quando modificamos o valor do:

. Parametro a?

II.  Parametro b?



https://www.geogebra.org/m/ymfgwjfu
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1. Parametro m?

IV. Parametro n?

2- Modifique os parametros a,b,m,n de modo que o grafico de cor verde se
aproxime o maximo possivel do movimento da roda gigante, de cor vermelha.

Depois escreva a expressao que o aplicativo gerou.

ATIVIDADE 7: Altura em Ag¢do: manipulando a onda da roda gigante
APP 7: hitps://www.geogebra.org/m/v5n4pe98

OBJETIVO: Investigar a relagédo entre os parametros da fungdo e o comportamento
do movimento circular simulado da roda gigante.
MATERIAIS: Folha contendo as atividades, lapis, borracha, aplicativo GeoGebra.

PROCEDIMENTOS:

» Passo 1: Primeiro preencha a tabela de cada questao e desenhe o grafico
correspondente a expressao.

» Passo 2: Abrao APP 7 e mude os valores do controle deslizante que

contém os respectivos pardmetros na expressao:

f(x)=a+ b.sen(c.x +d)



https://www.geogebra.org/m/v5n4pe98
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» Passo 3: Em seguida observe cada modificacdo dos graficos e responda os

questionamentos das questdes 1,2,3 e 4

1- Soma de uma constante ao valor funcional: f(x) = a + sen(x)

X y = 3 + sen(x) (x,y)

NS

X

-mi2 0 mi2 3m/2 m 5m/2 3 7mi2 m  Smw/2 5 1m/2
-0.5
-1

a) Que mudangas vocé pbdde observar no grafico de f(x) =3 + sen(x)

em relagéo ao grafico de g(x) = sen(x)?
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b) Arreste o parametro a para valores positivos (a > 0). Depois arraste-o

funcéo de seno?

para valores negativos (a < 0). O que vocé pdde observar no grafico da

c) Complete o quadro

Funcéao Basica: g(x) = sen(x)

| Fungao composta: f(x) = 3 + sen(x)

Resultados
Dominio | Imagem | Periodo — Dominio | Imagem | Periodo
Dy Imy P Dy Imy P
R [—1,1] 21

2- Multiplicagéo da fungéo por uma constante: f(x) = b. sen(x)

x y = 3. sen(x)

(x,y)

NS
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X

-mi2 0 w2 3m/2 m 5m/2 3 7mi2 m 9n/2 5 1im/2
0.5
-1

a) Que mudangas vocé pode observar no grafico de f(x) = 3. sen(x) em

relagcao ao grafico de f(x) = sen(x)?

b) Arreste o parametro b para valores positivos (b> 0). Depois arraste-o
para valores negativos (b < 0). O que vocé pdde observar no grafico da
funcdo de seno?

c) Complete o quadro

Fungao Basica: g(x) = sen(x) | Fungéo composta: f(x) = 3.sen(x)
Resultados
Dominio | Imagem | Periodo — Dominio | Imagem | Periodo
Dy Imy P Dy Im; P
R [-1,1] 21
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3- Multiplicagéo de um argumento por uma constante: f(x) = sen(c. x)

x y = sen(2.x) )
0
T
2
s
3m
2
21
3|Y
25
2
1.5
1
. /\ /\
X
-mi2 0 2 3mi2 m 5mi2 3 7mi2 m 9m/2 5 1w /2
0.5
-1
15
-2
=25
a) Que mudangas vocé pdde observar no grafico de f(x) = sen(2.x) em

relagcao ao grafico de f(x) = sen(x)?




b) Arreste o parametro C para valores positivos (¢ > 0). Depois arraste-o

para valores negativos (¢ < 0). O que vocé pbéde observar no grafico da

funcao de seno?

c) Complete o quadro

Funcao Basica: g(x) = sen(x)

| Fungdo composta: f(x) = sen(2x)

Resultados
Dominio | Imagem | Periodo — | Dominio | Imagem | Periodo
Dy Imy P Dy Im; P
R [—1,1] 21

4- Soma de um argumento por uma constante: f(x) = sen(x + d)

y = sen(x+2)

(xy)

NS




64

-0.5

3 [¥Y
25
2
15
1
0-5 /\ /\
X
—mi2 0 w2 vn 5m /2 33\:&”2/411 or/2 5){;2/

a) Que mudangas vocé pbdde observar no grafico de f(x) = sen(x + 2)

em relagdo ao grafico de f(x) = sen(x)?

b) Arreste o parametro b para valores positivos (d> 0). Depois arraste-o
para valores negativos (d < 0). O que vocé pbéde observar no grafico da

funcao de seno?

c) Complete o quadro

Funcgao Basica: g(x) = sen(x)

‘ Fungdo composta: f(x) = sen(x+2)

Resultados
Dominio | Imagem | Periodo — | Dominio | Imagem | Periodo
Dy Imy P Df Imf P
R [-1,1] 21




Questoes de fixagao propostas

Questao 1: Construa o grafico da fungao f(x) = sen (x — %)

T
sen(x——

X X — 1

T
4

)

Questao 2: Encontre o valor maximo e minimo das expressdes abaixo:

65

3112

A)y =3 —sen(2x)

Questao 3: (UFRGS-RS) Considere a funcao real de variavel real f(x) =3 —
S5sen(2x +4). Os valores de maximo, minimo e o periodo de f(x) sao,

respectivamente,

A) -2,8,
B)8,-2,m
C)m—2,8
D)m,8,—2
E)8,m -2

Questéo 4: A partir das expressodes trigonométricas encontrar o dominio, a imagem

€ o0 periodo de cada uma.

T
-

-T2 0

B) ¥

3

32 om

- 2—sen(3x)

FUNCAO

DOMINIO

IMAGEM

PERIODO

f(x) = —3sen(x)

f(x) = sen(2x)

f(x) = sen(x + g)

f(x) =3+ 2sen(x)
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3w
fx) = sen(T —4x)

Questao 5: A partir do grafico de cada fungao trigonométrica quais numeros dos

conjuntos dos Reais representa a Amplitude, o Dominio, o Periodo e a Imagem.

A)

B)

f(x) —1+23en x+

3

(%)

o -

5\/\/

V/z

Amplitude:

Dominio:

512

Periodo:

Imagem:

flx)= -2- 3sen (3x + %)

AN AL

AN

Amplitude:

Dominio:

w

T

Periodo:

Imagem:
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RECOMENDAGOES DIDATICAS AO PROFESSOR (ATIVIDADE 7)

Nesta atividade, propomos uma situagao-problema contextualizada

envolvendo o movimento de uma roda-gigante, modelado pela fungéo do tipo:
f(x)=A+ B -sen(Cx + D)

O objetivo é permitir que os estudantes compreendam, por meio da
manipulagdo no GeoGebra, como os parametros A, B, C e D afetam o gréfico da
funcdo seno. Essa exploracdo dinamica contribui para consolidar o conceito de
funcao peridédica com variagdes e amplia a compreensdo do comportamento das
funcdes no plano cartesiano.

Avaliamos que, com a utilizagdo do aplicativo, os estudantes tendem a
compreender com relativa facilidade os seguintes efeitos dos parametros:

e« B: controla a amplitude da funcdo. Quando B>0, ha dilatagao vertical;
quando B < 0, ocorre compressao vertical. Além da dilatagdo/compresséo, o
grafico é refletido verticalmente (inversdo da concavidade);

e A: promove uma translacao vertical. Se A>0, o grafico se desloca para cima;
se A<0, para baixo;

o C: afeta o periodo da fungdo. Quanto maior o valor de C, menor sera o
periodo (compressao horizontal). Valores menores que 1 dilatam o grafico
horizontalmente;

e D: promove uma translagao horizontal. Se D>0, o grafico se desloca para a
esquerda; se D<O0, para a direita (pela forma Cx + D).

Apesar da clareza visual que o GeoGebra oferece, os estudantes podem

enfrentar dificuldades especialmente em:

« Diferenciar os efeitos dos parametros C e D, pois ambos afetam o eixo
horizontal, mas de formas distintas (compresséao/dilatagao vs. translagao);
o« Associar a manipulagao grafica a interpretagcao algébrica, ou seja,
entender como a alteragado numérica afeta diretamente a equacao da funcao.
Para minimizar essas dificuldades, o professor pode:

e Sugerir aos alunos que alterem um parametro de cada vez, observando as
mudangas no grafico antes de passarem para o préximo;

e« Promover discussdées em grupo, para que os alunos verbalizem o que
observaram e validem suas interpretacdes em coletivo.

o Estimule a conexdao com contextos fisicos, como o0 movimento harménico,
rotacdes, ondas sonoras ou sinais periodicos;
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2.9. Atividade 8

ATIVIDADE 8: Sobe e desce do circulo ao grafico: fungdo cosseno.

APP 8: httos://www.qeogebra.orqg/m/qq96dstt

OBJETIVO: Descobrir como a posigao horizontal dos pontos no ciclo trigopnométrico
(eixo x) constroi a curva da fungéo cosseno f(x) = co s(x).
MATERIAIS: esquema da tarefa, lapis, borracha, régua circulos

trigonométricos de raio unitario e plano cartesiano, APP GeoGebra
PROCEDIMENTOS:
» Passo 1: Acesse o APP 8.
» Passo 2: Selecione a caixa com 0 home “cosseno”.
» Passo 3: Movimente o ponto “P” na circunferéncia e observe o desemho no
plano cartesiano.
» Passo 4: Em seguida, no Quadro 1, complete os valores das colunas de
y = cos(x) e dos pares ordenados (x,y).
» Passo 5: Apés prencher o Quadro 1, marquem os valores das coordenadas
(x, ¥) (coluna 3) no plano cartesiano e, com o auxilio de uma régua,
transportar os pontos do plano cartesiano para o ciclo trigonométrico na
IMAGEM 1.

Quadro 1- Pontos no grafico e no ciclo trigonométrico

y=cos(x) (x¥)

ANGULOS NOTAVEIS

Radiano| ™ T T
6 4 3
Grau 30° 45° 60°
cos(x) | V3 V2 1
2 2 2
=~0,87 =071 =05

& do | 2| ¥viasiaola o r



https://www.geogebra.org/m/gg96dstt
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A
sen(x)

IMAGEM 1 - Desenhe o grafico de cosseno no plano

357y
3|

25|
2

15|

-

cos(z) 1 w2 m 3m/2 2m 51/ 2 3m
0.5
-1

]/

-15{
-2
—25]

Agora responda os seguintes questionamentos:

De acordo com os valores encontrado, o grafico construido se
configura como uma funcao? Justifique.

Se voceé repetisse o procedimento e encontrasse mais pontos

Ao observar o grafico e o ciclo trigonométrico, o que eles t€m em comum?

Como vocé definiria o comportamento desse grafico?
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INTERVENCOES FORMALIZANTES (ATIVIDADE 8)

Podemos associar um numero real x qualquer ao seno de um arco que
mede x radianos. Para x = 27, por exemplo, associamos o niumero 1, pois cos(2m)
=1, isto é, (x, y) = (x, cos(x)) = (2m, 1)

Definigao: Definimos fungao cosseno a fungéo f: R — R, que a cada numero real

xassocia o cosseno de um arco de x radianos, ou seja, a cada x associa cos(x).

A representagdo da fungdo f(x) = cos(x) é caracterizado como sendo uma
curva cossenoidal. O cosseno de um angulo (expresso em geral em radianos) &
tracada em fungdo de um angulo 8, descreve uma oscilagdo repetitiva suave,

sendo esta uma onda continua. Observe:

NI

Fonte: Paiva (2010, p.161)

Definigao: Periodo de f(x) = cos(x): A fungdo cosseno se repete periodicamente
num intervalo de [0,27], pois:
cos(x) = cos(x + 2m) = cos(x + 4m) = --- = cos(x + 2km), k € Z

Propriedade: De modo geral, o periodo de seno é dado por cos(cx + d) ,comce d

. 2
realscomc;tOep:'—;

Definigao: O dominio Dy (Observando o Eixo X) e o contradominio CDs da fungéo
cosseno sdo iguais a R, ou seja, Dr = R = CDy. O conjunto imagem de f(x) = cos(x)
é ointervalo de [-1,1], isto é, =1 < cos(x) < 1, no Eixo Y.
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RECOMENDAGOES DIDATICAS AO PROFESSOR (ATIVIDADE 8)

Esta atividade tem como objetivo explorar a fungdo cosseno, sua
representacdo grafica e comportamento no plano cartesiano, utilizando o apoio
visual e interativo do GeoGebra.

Avaliamos que os estudantes ndo devem encontrar grandes dificuldades
para completar a tabela de valores e construir o grafico da fungéo, uma vez que o
aplicativo demonstra claramente como a fungdo f(x) = cos (x)f(x) se comporta.
Além disso, por ja terem realizado a atividade anterior envolvendo a fungéo seno,
que possui caracteristicas semelhantes, € provavel que consigam reconhecer
padroes e estruturas comuns entre as duas funcoes.

Com base nas atividades anteriores — especialmente aquelas
relacionadas a conversdo entre graus e radianos e a relagédo entre arcos e pontos
na circunferéncia — os alunos devem ser capazes de identificar corretamente os
pares ordenados (x,y) e entender que o grafico representa uma fungdo no plano

cartesiano.
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2.10. Atividade 9

SITUACAO -PROBLEMA
As ondas sonoras (sons e ruidos, por exemplo) sdo formadas por vibragdes que se
propagam em meios materiais, mas n&o no vacuo. Tais ondas podem ser modeladas
por uma funcgao do tipo trigonométrica ou por uma soma de funcdes desse tipo, com
parametros associados a caracteristicas importantes dessa onda, como amplitude e
frequéncia.

Observe um modelo matematico obtido a partir de uma onda sonora
construida no aplicativo GeoGebra, que mostra o comportamento do som quando
se altera os parametros da fungéo f(x) = A + B. cos(C. x + D).

PROCEDIMENTO: Clique no link do APP: https://www.geogebra.org/m/m5adyjuk .
Digite na caixa “Tempo do Som” o numero (em segundos) para que o som fique
tocando. Em seguida, aperte o botdo “Tocar”. Depois explore o objeto e reflita,

respondendo os questionamentos:

1- O que acontece com o som quando modificamos o valor do:

a) Parametro A?

b) Parametro B?

c) Parametro C?

d) Parametro D?



https://www.geogebra.org/m/m5adyjuk
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ATIVIDADE 9: Cosseno Musical: criando sons no grafico

APP 9: https://www.geogebra.org/m/sxe7zz9b

OBJETIVO: Explorar de que forma a amplitude, deslocamento vertical, frequéncia
e fase alteram a curva da funcio cosseno.

MATERIAIS: Folha contendo as atividades, lapis, borracha, aplicativo Geogebra.

PROCEDIMENTOS:

» Passo 1: Primeiro preencha a tabela de cada questao e desenhe o gréfico

correspondente a expressao.
» Passo 2: Abra o APP 9 e mude os valores do controle deslizante que

contém os respectivos parametros na expressao:
f(x) = a + b.cos(c.x + d)
» Passo 3: Em seguida observe cada modificacdo dos graficos e responda os

questionamentos das questdes 1,2,3 e 4

1- Soma de uma constante ao valor funcional: f(x) = a + cos (x)

X y = -2 + cos(x) (Y

NS



https://www.geogebra.org/m/sxe7zz9b
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/.

a) Que mudangas vocé pdde observar no grafico de f(x) = —2 + sen(x)

n;\j& om 5nk&37/;2 4 gn\s—ym

em relagdo ao grafico de g(x) = cos(x)?

b) Arreste o parametro a para valores positivos (a > 0). Depois arraste-o

para valores negativos (a < 0). O que vocé pdde observar no grafico da

funcdo de cosseno?

c) Complete o quadro

Funcéo Basica: g(x) = cos(x) ‘Fungéo composta: f(x) = — 2 + cos(x)
Resultados
Dominio | Imagem | Periodo — | Dominio | Imagem | Periodo
Dy Imy P Dy Im; P
R [—1,1] 21
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2- Multiplicag&o da fungéo por uma constante: f(x) = b.cos(x)

X y = —2.cos(x) x,y)

NI

1
0“5\ /\ /\ /
X
/2 0 m/ m K3 2T 5 3m Tu/2 4T 9w 50 1m/2
-05
-1

a) Que mudangas vocé pode observar no grafico de f(x) = —2.cos(x) em

relagédo ao grafico de g(x) = cos(x)?
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b) Arreste o parametro b para valores positivos (b> 0). Depois arraste-o
para valores negativos (b < 0). O que vocé pdde observar no grafico da
funcdo de cosseno?

c) Complete o quadro

Fungo Basica: g(x) = cos(x) | Fungdo composta: f(x) = —2.cos(x)
Resultados
Dominio | Imagem | Periodo — Dominio | Imagem | Periodo
Dy Imy P Dy Imy P
R [—1,1] 21

3- Multiplicagdo de um argumento por uma constante: f(x) =

cos(c.x)

y = cos(3.x)

(x,y)

NS
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1
. /\ /
X
/2 0 m/ m K3 2T 5w 3m w2 4T 9w 50 1miz2
—0.5
-1

d) Que mudangas vocé péde observar no graficode f(x) = cos(3.x) em

relagdo ao grafico de g(x) = cos(x)?

e) Arreste o parametro C para valores positivos (¢ > 0). Depois arraste-o

para valores negativos (¢ < 0). O que vocé pbde observar no grafico da
funcéo de seno?

f) Complete o quadro

Fungao Basica: g(x) = cos(x) | Fungéo composta: f(x) = cos(3x)
Resultados
Dominio | Imagem | Periodo — | Dominio | Imagem | Periodo
Dy Im, p Dy Img P

R [-1,1] 21
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4

- Soma de um argumento por uma constante: f(x) = cos(x + d)

x y = cos(x —2) (6, y)

NI

L

1
0.5
X
0 T/ ™ Inl2 2T 5w m Tu/2 4T Om 50 1im/2
05
-1

d) Que mudangas vocé pdde observar no grafico de f(x) = cos(x — 2)

em relagdo ao grafico de g(x) = cos(x)?
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e) Arreste o parametro b para valores positivos (d> 0). Depois arraste-o
para valores negativos (d < 0). O que vocé pbéde observar no grafico da

funcao de seno?

f) Complete o quadro

Funcao Basica: g(x) = sen(x) | Fungéo composta: f(x) = cos(x — 2)
Resultados
Dominio | Imagem | Periodo — | Dominio | Imagem | Periodo
Df Imf P Df Imf P
R [—1,1] 21
Questodes de fixagao propostas
Questao 1: Construa o grafico da fungdo f(x)1 + cos (x — g)

~

y

-3m2 i

-1/2

0

T
m

372 2

w




Questédo 2: Construa o grafico da funcado f(x) = 1 + cos (x)

X cosx | 1+cosx

80

T
-3m/2

T T T T
- -2 0 2 ki

a2

Questao 3: A partir das expressodes trigonométricas encontrar o dominio, a

imagem e o periodo de cada uma.

FUNCAO DOMINIO

IMAGEM PERIODO

f(x) = —cos(x)

f(x) = cos(—3x)

f(x) = —cos(x+ g)

f(x) = =3+ 2cos(x)

3w
fx) = cos(7 —4x)

Questao 4: encontre os valores da Amplitude, dominio, imagem e periodo nos

graficos a seguir.

A)
T
f(x) =1+ 2cos (x +§)
[y
T 37 = /’/_\
// N\ \ / \‘\‘ ‘,//
7/ 2 / \ /
/ / \\\ /
i /" 14 \ // . \ // :
// 0 \ \_\ “ l/ .
Jom T2 0 2. Jm  8m2 2w §m2.  Aw 72
—/" IR -14 L \v/
Amplitude: Periodo:
Dominio: Imagem:
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B)

fx)=2+ %cos Gx +§)

0 X
B 0 m2. w _3m2 2w 5w 3w 7m0
-14 ’ :
Amplitude: Periodo:
Dominio: Imagem:

Questao 5: (UFPB) Um objeto desloca-se de tal modo que sua posigdo x em
fungao do tempo t é dada pela fungéo x(t) = 4 cos (Zt + g) em que t é dado

em segundo e x, em metro. Acerca desse movimento sédo feitas as
seguintes afirmacoes:

I.  Noinstante t = 0, o objeto ocupa a posigao x = 4m
lI. O valor maximo que a posi¢ao x pode assumir € 5 m.
lll. O valor minimo que a posicao x pode assumir & —4 m.
IV. O movel passa pela posicdo x = 4 nos tempos t = nm — % comn =

1,2,3.

Estao corretas:
A)lell

B) llelV
C)lell

D) Il elll
E)lllelV
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RECOMENDAGOES DIDATICAS AO PROFESSOR (ATIVIDADE 9)

devem analisar o comportamento de uma onda sonora e, em seguida, relacionar

as alteracdes na tonalidade do som com a expressao matematica

fungdo como um modelo de fendmenos reais — neste caso, 0 som — e permite a
manipulacdo dos parametros para que os estudantes compreendam o papel de

cada um deles no formato do grafico e nas caracteristicas da onda.

compreensao da fungado cosseno como fungao periddica e modelo de fenbmenos

oscilatorios. Os estudantes poderao identificar visualmente que:

Nesta atividade, propomos uma situagcao-problema em que os estudantes

f(x)=A+B-cos(Cx+ D)

A utilizacdo do GeoGebra nesta atividade favorece a visualizagdo da

Destacamos que a simulacdo da onda sonora no aplicativo facilita a

A amplitude (constante B) altera a intensidade do som, ampliando (quando
B>0) ou comprimindo verticalmente (quando B<) o grafico.
A constante A desloca verticalmente o grafico, simulando variagbes no
volume base: para cima (A>0) ou para baixo (A<).
A constante C modifica a frequéncia da onda, influenciando se o som fica
mais agudo (frequéncia maior) ou mais grave (frequéncia menor), e altera o
periodo da fungao.
A constante D altera a fase da fungdo, provocando um deslocamento
horizontal do grafico: para a esquerda (D>0) ou para a direita (D<0),
perceptivel como um pequeno “bip” que indica mudanca de fase.
O parametro de deslocamento ou interrup¢gdo do som permite observar
pausas ou reinicios do padrao sonoro, simulando variagdes reais na
propagacéo da onda.

Para superar possiveis dificuldades, sugerimos que o professor:
Incentive os alunos a comparar diferentes graficos gerados ao alterar apenas
um parametro de cada vez.
Estimule a descricdo oral das mudangas percebidas ("o som ficou mais
forte", "o grafico subiu”, "a onda se apertou", etc.), conectando linguagem
informal com conceitos matematicos.
Ofereca tempo adequado para exploracao individual e discusséo coletiva,

valorizando a troca de observacgdes e interpretacdes.
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3. CONSIDERAGOES FINAIS

Nossa sequéncia didatica foi validada por 15 docentes de Matematica, o que
nos permitiu confirmar a relevancia pedagdgica das atividades propostas e sua
viabilidade em sala de aula. A validagao evidenciou que a abordagem por meio de
atividades experimentais, com o uso do GeoGebra, favorece o entendimento
conceitual das fungdes trigonométricas e promove o engajamento dos estudantes em

praticas investigativas.

Essa colaboracdo dos docentes de matematica permitiu, de maneira mais
precisa, melhorar a nossa Sequéncia Didatica diante dos desafios enfrentados no
cotidiano escolar, com informacbes valiosas sobre sua experiéncia profissional,
metodologias utilizadas, percepg¢do dos alunos em relagdo ao conteudo e as

dificuldades recorrentes no ensino da Matematica.

Concluimos, portanto, que a sequéncia didatica cumpre seu papel de aproximar
teoria e pratica, promovendo uma aprendizagem mais ativa, investigativa e reflexiva.
Recomendamos que sua aplicagao seja feita com planejamento e mediagao atenta do
professor, considerando as possiveis dificuldades dos estudantes e estimulando

sempre o raciocinio critico e a construcéo colaborativa do conhecimento matematico.

O material didatico elaborado para o ensino das fungdes seno e cosseno foi
cuidadosamente pensado para apoiar a pratica pedagogica com atividades
significativas, contextualizadas e integradas ao uso de tecnologias digitais. Ele reune
conceitos, ideias e propostas que favorecem a visualizagdo e a compreensao dos

conteudos, tornando o ensino das fungdes trigonométricas mais acessivel e dindmico.

Esperamos que este conjunto de atividades contribua de forma efetiva para o
planejamento das suas aulas, ampliando as possibilidades de abordagem dos
conteudos e servindo também como referéncia para outras propostas didaticas. Que
este material inspire ndo apenas novas praticas de ensino, mas também reflexdes

continuas sobre os processos de ensino, aprendizagem e avaliacdo da Matematica.
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o et = cos(9) + isin(9)

* Gin‘A+Cos*A:1




