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Aula 01

. uergs Série de Fourier

Onda quadrada

A série de Fourier para uma onda quadrada é uma maneira de expressar a funcao periddica
como uma soma infinita de fungbes senoidais. A denominacéo “quadrada” € usualmente utilizada
para ondas com formato retangular, pois um ajuste de escala pode ser feito para que a onda se
pareca quadrada para quem vé o grafico. Uma das formas de se definir uma onda quadrada é por
valores alternados de 1 e 0 em intervalos iguais, tal como ilustrado na Figura 1, abaixo.

Para exemplificar esse resultado, vamos realizar o desenvolvimento em série de Fourier de
uma funcéo periddica simples: a conhecida onda quadrada, cujo grafico é exibido na figura abaixo.

Esta funcéo pode representar uma sequéncia de bits com valores 1 e 0.

Grafico da Onda Quadrada Periddica (Azul)

L — fix)

f(x)

Il I I I

0 n 2n 3 4n
X

Figura 1 — exemplo de onda “quadrada” de periodo 2w com valores da funcdo de O a 1.

Para a onda quadrada periédica acima, com periodo 2w, temos o0 seguinte
f)={1,se 0<x<m0,se t<x<2m
O mesmo padrdo se repete para todos os periodos subsequentes. Esse € um aspecto

importante de uma funcao perioddica: ao analisar o que ocorre em um Unico periodo, pode-se prever

0 comportamento em todos os demais periodos.

O periodo de repeticdo da funcdo é representado pelo parametro L. A funcdo acima tem
periodo L = 2m, pois o padrdo se repete a cada intervalo de tamanho 2. Veja o grafico acima: os
valores da funcédo no intervalo [0; 2] séo iguais aos valores fungao no intervalo [27; 4], e isto se

repete indefinidamente.
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. uergs Série de Fourier

I5ara irlrlj's.tfar corﬁo» podemos representar esta onda quadrada em funcdo de senos e
C0OSSeNnos, sem nos preocuparmos neste momento em como chegar nestes resultados, definimos
uma série de coeficientes utilizados na Série de Fourier.

Define-se o coeficiente a, como a média da funcdo no periodo. Visto que a fungdo acima

. 1
alterna igualmente entre os valores 0 e 1, tem-se que a, = >

Os demais coeficientes da Série de Fourier sao:
e a, =0, paratodo npar
e qa,= %, para todo n impar
e b,=0

Na préxima aula sera visto porque estes coeficientes tém estes valores. Note que os valores de a,,
, , 2 p
depende do n ser par ou impar. Quando n for par, a, = 0, quando n for impar a, = —. Isto sera

importante na hora de escrever a expressao final da Série de Fourier.

Agora, utilizamos os coeficientes acima na expressao da Série de Fourier, que é dada por

fx) =ay+ i [an . <2LE) + by, -cos cos (ZLE)]
n=1

Como b,, = 0, os termos com a fungéo cosseno séo eliminados. Inserindo os valores L = 2,

1 2 . ~ .
5 € a, = — (para n impar), reescrevemos a expressgo acima para

2
()_1+§: 2 cmm>_1+2§: 1( )
fx—2 lnn 2T 2 n nnx
n=

n=1

a0=

O fator constante % pode “sair” do somatdrio e pode-se simplificar 2w que esta na fungéo

seno. Além disso, é importante lembrar que o somatério acima s6 deve ser escrito com valores
impares de n, pois conforme dito anteriormente, a,, = 0 para valores pares de n.

Escrevendo os termos do somatério para alguns valores de n tem-se:

1 2 2 2 2

f(x) = =+ —sen(x) + —sen(3x) + —sen(5x) + —sen(7x) + -
2w 3n St 7

Como somente os valores de impares de n NAO sao nulos na expressao acima, € comum

redefinir o indice do somatdrio, substituindo n por 2n — 1, pois 2n — 1 sempre resulta em valores

impares. Assim:

()_1+2m 1( )_1+2m 1 on—1)
fx—2 nz n nx 2 nz 2n—1( n x)
n=1 n=1
Quanto mais acrescentamos termos da Série de Fourier na fungdo, melhor sera a

aproximacao da série para a funcdo a ser representada. Cada termo é chamado de harménico.

Vejamos os exemplos abaixo:
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Universidade Estadual do Rio Grande do Sul
Aproximacao da Onda Quadrada pela Série de Fourier (N=5)

—_— fylx) comN=5
----- Média (1/2)

Figura 2 - com 5 harménicos

Aproximacao da Onda Quadrada pela Série de Fourier

fy(x) comN=10
I e LA A i A"A " | — T A"A A A A ) Média (1/2)

(x)
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1
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Figura 3 - com 10 harménicos
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. uergs Série de Fourier

Aproximacao da Onda Quadrada pela Série de Fourier (N=15)

— fylx)com N=15
1r Média (1/2)
3 0.5 [t e e
O - 'Mf\ﬁﬂ'\”'\’”\ﬂﬂﬂ" ’\ﬂﬂﬁm\""”ﬂﬂﬂﬂq
-2n -n 0 m 2n

Figura 4 - com 15 harmdnicos

Os harmobnicos sdo importantes em diversas areas, como musica, eletrbnica, acUstica e
telecomunicacdes. Por exemplo, na musica, os harmoénicos determinam o timbre dos instrumentos
musicais, enquanto na eletrénica, a presenca de harmonicos indesejados pode afetar a qualidade
do sinal em sistemas de audio e comunicacgao.

Os harmdnicos sao cruciais na engenharia elétrica devido ao seu impacto na qualidade da
energia, eficiéncia do sistema e seguranca dos equipamentos. Eles podem causar distor¢édo de
formas de onda, sobreaquecimento de dispositivos, perdas adicionais de energia, ressonéncia e
interferéncia eletromagnética (EMI), afetando dispositivos sensiveis. A presenca de harménicos
também pode comprometer a operacado de dispositivos de protecdo e medi¢cao. Normas regulatérias
exigem a limitacdo de niveis de harmdnicos para garantir a operacao segura e eficiente dos
sistemas, o0 que pode acarretar custos adicionais para a instalagéo de filtros harménicos ou outros
dispositivos de corregao.

A andlise dos harmdnicos é frequentemente realizada utilizando a série de Fourier, que

permite decompor um sinal periédico em suas componentes harménicas.

Exemplo 1:
Encontre a Série de Fourier de uma onda quadrada, de periodo L = 1, cuja definigao

S'D.\
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. uergs Série de Fourier

f(t)—{O se—L<t<O0L se0<t<L, f(t+2L)=f(t)

1t 1t
aozzf_L f(t)dtszo Ldt =[t]s =1L

nmt 1t nmt L nmt L nmt\1*
f f(t)cos ( ) dt = Zf L cos (T) dx = f cos (T) dx = —|sen (T)] =0
0 0 0
a,=0 paran=1,2,3, ..

L

nmt L nmt\1-
sen (—) dx = ——|cos (—)]
L 0

f f(t)Sen( )dt—%_]: Lsen(nTnt)dx:fO

L L
= ——|[cos(nm) — 1] = —[1 — cos(nm)]
nm nm
2L
Sen éimpar, entido b, = —esen for par,entao b, = 0. Assim, b,, assume a seguinte forma:

2L
= {E paranimpar 0  paranpar

Portanto, f(t) assume a seguinte forma:

F©) = 54 2 foem (25) 4 2senm (229) 4 Loen (3) .

2 L 3 L 5 L
o (2n+ D)mt
(t)_L+2LZ Sen—L
f 2 m . 2n+1)
n=

Exemplo 2:
Seja um sinal de onda triangular, com periodo L = 2, definido analiticamente pelas

equacOes sujeitas as seguintes condi¢des dadas:
f)={-t, —-1<t<0t, 0<t<1l , fE+2)=1()

1t 11 1[(° ' 1
aozﬂf_L f(t)dt=§f_1 f(t)dt=§U_1 —tdt+f0 tdt]=§

f f(t)cos( dt = f f(¢t) cos cos (nmt) dt

0 1 2
= f — tcos(nmt)dt +J. tcos(nmt)dt = ——
nem

-1 0

[cos cos (nm) — 1]
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. uergs Série de Fourier

0 1

— tsen(nmt)dt + f tsen(nmt)dt
0

b, = %fi -};(-t')s;n (nTnt> dt = _[_11 f(t)sen(nmt)dt = f

-1
=0

Uma vez que,
cos(nm) = {1, népar —1, néimpar , temos:
1 —4 —4 —4 —4

ay==, ¢, =—, a, =0 a;=——=, a, =20 ac =——, a, =0 a, =
07 1T g2 72 ’ 3T o2’ AT 57 25g2’ 7° ’ 77 4972

E substituindo os valores encontrados de a,, a, e b, , obtemos a seguinte representacao

em Série de Fourier para a onda triangular

4
f(t) = = ——cos cos (mt) — on? cos cos (3mt) — cos cos (5nt) — cos cos (7mt) — -,

2 w2
Ou mais compactamente,

25m2 4972

1 4~ cos[(2k — Dmt]
f(t)zi_?; 2k — 1)2
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EXPERIMENTACAOQ — aula prética:
Acesse o link a seguir: https://phet.colorado.edu/sims/html/fourier-making-waves/latest/fourier-

making-waves pt BR.html

Objetivo de aprendizagem: Ambientar-se com o simulador phet Colorado
Abra a simulacao “Fourier: Construindo Ondas”, no item “Discreta”;

Habilite o 4udio para ouvir o som;

Reduza o zoom da escala grafica cIican(t_ilonno'gotéo ﬂ )
Ao final, para recomecgar, aperte o botdo “Reset”. .

9

> Observe que inicialmente vemos um Unico sinal, portando os graficos “Harménicos” e

“Soma” sao idénticos.

» Reduza o zoom ao maximo da escala grafica em “Soma” clicando no botéo “-

> Altere a forma de onda, que originalmente est4 na forma senoidal, para a forma de onda
guadrada;

o Esse comando é realizado na parte lateral direita da tela.
» Perceba que o resultado final em “Soma” é um grafico na forma quadrada.

> Percebemos que o nimero maximo de harménicos neste simulador sao 11 (onze), mas e se

pudéssemos acrescentar uma quantidade infinita de harménicos?

» Para responder essa pergunta podemos clicar e marcar a opgao “Harmonicos Infinitos” na
parte inferior da tela e observar o que acontece com o grafico “Soma”. O que foi possivel

observar no gréafico e por qué?

> Analise os valores das amplitudes dos harmonicos localizados em “Amplitude”. Foi possivel

notar algum padréo?
> O sinal se mantera desta maneira até que ponto?

> Qual o motivo dos harmonicos pares serem zeros?

Para refletir e compreender:
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. uergs Série de Fourier

» Como a alteragao do gréafico “Amplitude” altera o grafico “Harménicos” e “Soma”?
» Como esses trés graficos estdo relacionados?

> Qual é a diferenca entre comprimento de onda e periodo?

Utilize os controles de zoom horizontal proximos ao grafico
“Harmédnicos” para que mais de um periodo seja exibido no grafico.
Marque a caixa “Ferramenta de Medicao - Comprimento de Onda” e use
a ferramenta que aparece para medir de pico a pico, de vale a vale e,
em seguida, de algum ponto arbitrario na onda até o mesmo ponto
arbitrario no ciclo mais distante.

> Isso é consistente com sua definicdo de comprimento de onda?

Altere as amplitudes para mostrar mais de uma onda senoidal e use o
menu suspenso da ferramenta comprimento de onda para comparar 0s
comprimentos de onda de diferentes ondas senoidais.

» Mudar a amplitude de uma onda altera seu comprimento de onda?

» Tente mudar de uma funcdo de espago(x) para uma fungéo de tempo(t). O que muda? O

gue ndo muda?

> Explique por que vocé ndo pode usar a ferramenta Periodo no modo “espago” ou a

ferramenta Comprimento de Onda no modo “tempo”.

» Como os periodos dos diferentes harmonicos estéo relacionados?
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Objetivo de aprendizagem: Ambientar-se com o simulador phet Colorado

Abra a simulacao “Fourier: Construindo Ondas”, no item “Discreta”;

Reduza a quantidade de Harménicos para 1 (um);

Habilite o audio para ouvir o so,m.; armanices. (@) () (5] | )
Reduza o zoom da escala gréfica clicando no botéo

on 1] L

Ao final, para recomecar, aperte o botdo “Reset”.

+

9

EXPERIMENTACAO:

>

>

O que acontece quando vocé passa da exibicao de “senos” para “cossenos”?

Experimente as diferentes opcdes de Séries no menu “Controles de Grafico”. Para cada

funcéo, tente aumentar e diminuir o nimero de harménicos. Que efeito isso tem e por qué?

O que aconteceria se vocé tivesse muito mais do que 11 harménicos? Teste sua previsao

marcando a caixa “Mostrar fungdo com numero infinito de harménicos”.

Explique em palavras por que cada harmonico deve ter a amplitude aproximada que tem
para formar uma onda triangular. Por exemplo, por gue todos os harménicos pares sao zero?
Por que o terceiro harmdnico é negativo ou positivo? As amplitudes sdo diferentes para

senos e cossenos? Por qué?

O que acontece se vocé tentar fazer uma onda serrilhada (dente de serra) no modo

“cossenos”? Por qué?

Conceitos:

O que sao Séries de Fourier?

As Séries de Fourier s&o uma maneira de representar fungdes periddicas como uma soma

infinita de funcdes seno e cosseno. Essa representacdo € extremamente Util em varias areas da

matematica e da fisica, especialmente na analise de sinais e na resolugéo de equacdes diferenciais.

Por defini¢do, a Série de Fourier s6 pode representar funcdes peridédicas com periodo L. Se

L é o periodo de f(x), entdo um mdltiplo inteiro de L também é um periodo de L ( 2L, 3L,...). Assim,

o menor valor do periodo € chamado de periodo fundamental de f(x). A fungdo constante também

€ considerada periddica com qualquer periodo e sem periodo fundamental.

Uma Série de Fourier € uma série da forma de uma funcao periddica f(x) com periodo L,

sua representacao em termos de Séries de Fourier é dada pela férmula, como mostrado em (1).

fx) = % + Z <ancos <2nLnx> + b,sen (ZnLnx)) Y
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Em que o] parametro L deve ser L >0, e os valores de a, a, e b, paran=1, 2, 3,... sdo 0s
coeficientes. No conjunto de pontos em que a série converge, € definido um valor da fungéo
f(x),cujo valor em cada ponto é a soma da série para aquele valor de x. A Série de Fourier de f(x)
€ dada por (2).

O objetivo da Série de Fourier é representar funcdes como a soma de uma série. Para isso,
€ necessario determinar os valores dos coeficientes a, a, e b,, que sdo nimeros que variam de
acordo com a fun¢do dada, de periodo 2L, sendon =1, 2, 3,... Esses coeficientes sdo as amplitudes
de cada onda em série.

Onde os coeficientes ay a, e b, séo dados por:

1 (L
a=1|  reods
n = %LL f(x)cos (27anx> dx

= %J-L f(x)sen (27TLnx) dx
0

Propriedades das Séries de Fourier:

Para o estudo da Série de Fourier, é necessario relembrar suas principais caracteristicas para dar
continuidade ao estudo. Segundo Lathi e Ding (2012), a Série de Fourier representa apenas funcdes
periédicas, € uma série trigonométrica de senos e coSsSenos e essa série deve convergir.

A Série de Fourier possui algumas particularidades. Uma delas é a periodicidade: Uma fungéo f(x)
€ chamada de periédica, com periodo L > 0, se o dominio de f(x) contém x + L sempre que
contiver, e se f(x + L) = f(x) para todo valor de x. Se uma funcgéo periédica possui periodo igual a
L, entdo o periodo 2L também o serd, assim como qualquer mdltiplo inteiro de L. O menor valor de
L valido é o periodo fundamental de f. Consequentemente, o valor da frequéncia fundamental é

f==

Sobre convergéncia da série de Fourier.
Supondo que f(x) e f'(x) sao fungdes continuas no intervalo —L < x < L. Adicionalmente f(x) esta
definida no intervalo —L < x < L de forma que seja periédica e com periodo 2L. nesse contexto f(x)

tem uma série de Fourier dada pela relagao:

[oe]

fx)= ?0 Z (am cos (?) + b, sen (?))

m=1
E cujos coeficientes s&o dados por a,, = %f_LL f(x)cos (m”x) dx m=123,..
_1JL x) (m”x)d =1,2,3
_L—L f(x)sen I X m=1,2,3,..
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Entdo a série de Fourier converge para f(x) em todos os pontos onde f(x) € continua e

converge para § [f(x*) + f(x7)] em todos os pontos em que f(x) é descontinua.

OBSERVACOES:

Deve-se observar que € o valor médio dos limites a direita e a esquerda no ponto de
descontinuidade e em pontos em que € continua esse valor representa o préprio valor de . é
usado para denotar o limite de quando pela direita e é usado para denotar o limite de quando

pela esquerda.

Essas condigbes sdo suficientes para a convergéncia de uma série de Fourier e essas

Paridade: Se f(x) € uma funcgéo par (simétrica em relacdo ao eixo y), entdo a série contém apenas
termos cosseno. Se f(x) € uma funcdo impar (assimétrica em relacdo ao eixo y), entdo a série
contém apenas termos seno. Desta maneira, nota-se que os valores dos coeficientes sdo a_,, = a,,
b_, = b, e by, =0.
Linearidade: As Séries de Fourier sé@o lineares, ou seja, a soma de duas func¢des periddicas € a
soma das suas Séries de Fourier individuais.

Para calcular os coeficientes da Série de Fourier para uma funcéo periddica dada, € possivel
seguir as seguintes etapas:

Para determinar o periodo da funcéo é necesséario identificar o periodo L da funcgéo periddica
dada. Isso é crucial para determinar as frequéncias das componentes senoidais na Série de Fourier.

E necessario calcular os coeficientes. O coeficiente médio a, da funcéo f(t) é calculado

usando a seguinte equacao:

1 L
g = zfo f(t)dt

Para n > 1, os coeficientes a,, e b,, séo calculados usando as seguintes formulas:

a, = %fOL f(t)cos (272nt) dt

b, = %J;)L f(t)sen (#) dt

Estes coeficientes representam as amplitudes das componentes senoidais de frequéncia

n/L na Série de Fourier de f(t).

Com os coeficientes calculados, a Série de Fourier para a fungéo f(t) é dada por:

=t 3, (o) )
n=1
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Essas etapas sao fundamentals para calcular os coeficientes da Série de Fourier e
representar uma fungéo periddica como uma soma de senos e coSsenos.
Outra maneira de representar a série trigonométrica de Fourier € m > 0, chamada também

de forma harmonica.

Demonstracao:

Para mostrar que o coeficiente b,, da série de Fourier de uma funcéo par é sempre zero,
Lembrando que para uma funcgéo ser par ela deve ser f(t) = f(—t).

Recordando a definicdo do coeficiente b,, na Série de Fourier, temos:

f f(t)sen (272 ) dt

Para simplificar a notagcéo, considere que T seja o0 periodo da fungédo. Agora, devido a

periodicidade da funcdo, podemos integrar sobre qualquer intervalo de comprimento L. Vamos

L

. L,y L
escolher o intervalo periédico -5 a3

b = ZJL/Z © (Znnt) it
n=7 iy f(t)sen I

Utilizando a propriedade de paridade da funcdo f(t) e sabendo que f(t) € uma funcéo par,

temos entdo f(—t) = f(t). Analisando a parte do integrando da equacao de b,,:

o f(t)épar

2nnt , ~ 7 .
e sen (T) é uma funcio impar, pois sen(—x) = —sen(x)

O produto de uma funcdo par com uma funcdo impar é uma funcdo impar. Portanto,
2nnt / ~ 7
f(t)sen (%) é uma fungao impar.
A integral de uma fungéo impar sobre um intervalo periédico em torno de zero é sempre

Zero, como mostra abaixo:

a
f g®)dt=0 seg(t) éimpar
—-a

E como temos :

2 (L2 2nnt 2
bn=—f f(t)sen(—)dt=—.0=0
L) 1 L

Portanto, concluimos que se f(t) é uma funcédo par, entdo o coeficiente b,, da Série de
Fourier ser4 sempre zero.

Demonstrar também, de forma “analoga” que b,, = 0 para fungdes impares.
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Para demonstrar que o coeficiente b,, é igual a zero em fungbes impares na série de Fourier,
vamos analisar a expressao para b,, em uma série de Fourier e utilizar as propriedades de funcdes
impares.

A série de Fourier de uma fungéo f(x) periddica de periodo 2L é dada por:

f(x) =ay+ Z (ancos ) + b,sen (nzx)>

Onde os coeficientes a,, e b,, sdo dados por:

= %fL f(x)cos (nTnx) dx
-L

b = 1fL ) (nnx)d
"SI, f(x)sen I x
Uma funcéo f(x) é dita impar se satisfaz a condi¢éo f(—x) = —f(x).

Para calcular b,, de uma funcao impar f(x):

L)_
Usando a propriedade de paridade da funcdo impar:

1t -
= Zf_L f(—x)sen (nn(L x)) d(—x)

Como f(x) é impar, entdo f(—x) = —f(x). E como sen (””(L_x)) = —sen (—n”(L_x)).

b, = lfLL f(x)sen (nTnx) dx

Substitui-se as relagdes na integral:
1t nx
bu=7 f_ ) (—sen (T)>d(x)
Simplificando:

b, = %f_LL f(x)sen (?) dx

Note que a expressao para b,, € idéntica a original, mas devido a propriedade de simetria da

funcBo impar e a paridade do seno, a integral de uma funcdo impar
(produto de f(x)impar com sen (%),que é impar) em um intervalo simétrico [—L, L] resulta em

zero, portanto, os coeficientes b,, na série de Fourier de uma funcao impar seréo zero.

Exemplo:
Vamos considerar a funcdo dente de serra definida pela fungéo f(x) =x,-1<x <1

Onde f(x) = f(x + 2). Essa fungdo tem periodo fundamental igual a 2.
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Para encontrar a série de Fourier de uma funcao dente de serra definida no intervalo [-1, 1]
por f(x) = x, é preciso determinar os coeficientes a,, a,, e b,,. Esta funcéo é periddica com periodo

igual a 2 (L = 2). A série de Fourier de uma funcéo periddica f(x) com periodo T é:

e, (oo
n=1

Os coeficientes séo calculados da seguinte maneira:

1 L/2
ag = Zf f(x)dx

y

ZJ'L/Z ) (Znnx)d

a, =— x).cos X
"), L

b ZJ‘L/Z 00 (27Tnx)d

=— x).sen X
YLy, L

Neste caso, T = 2. Portanto, os coeficientes, sao:
1 1
ag = — x dx

Calculando ay:

fl e 2 12 (-1? 1 1_,
L TR, T2 T2

Portanto, a, = 0

Calculando a,:

1 1
a, = —.f x .cos cos (nmx) dx = f x .cos cos (nmx) dx
-1

2 -1
Essa integral pode ser resolvida por partes. Seja u = x e dv =cos cos (nmx) dx. Entdo, du =
dxev = % Aplicando a integrac&o por partes:

sen(nmx) 3 f sen(nmx) dx

f x .cos cos (nmx) dx = x
nm nm

Calculando a integral indefinida:

x.sen(nmx) cos(nmx)

j x .cos cos (nmx) dx = - )2

Fazendo de -1 a 1:

x.sen(nmx) cos(nmx) !

n
nm (nm)? 1_,
Calcular os limites:
x.sen(nnx) ,  l.sen(nm) (—1).sen(—nm) 0
nm e nm nm B
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- cos(nmx) ,  cos(nm) cos(—nm)
(m? T m? (m?

Entdo, a,, = 0 para todos n.

Calculando b,,:

2 1 1
b, = Ef x.sen(nmx)dx = f x.sen(nmx)dx
-1 -1

Essa integral pode ser resolvida por partes. Seja u = x e dv = (nnx) dx. Entdo, du =

dxev= % Aplicando a integrac&o por partes:

x.cos(nmx) cos(nmx)
—+ —dx
nm nm

j x.(nmx) dx = —
Calculando a integral indefinida:

x.cos cos (nmx)  sen(nmx)

f x.(nmx) dx = —

Avaliando de -1 a 1 e calculando os limites:

nmw (nm)?

_ [x.cos(nmx) = sen(nmx) !

n nm (nm)? 1_,

x.cos(nmx) ,  l.cos cos (nm) N (=1).cos(—nm)  cos cos (nm) N cos(nm) 0

nm -1 nmw nmw nmw

sen(nmx) , _sen(nn) sen(—nn)_o
o2 T (m)? (m?

Logo, b,, ndo é zero. Para calcular o b,, , € necessario resolver a integral:

1
b, = Z.f x.sen(nmx)dx
0

nm

Como a funcéo é impar, é possivel integrar de 0 a 1 e multiplicar por 2. Integrando por partes, fica

assim:
Essa integral pode ser resolvida por partes. Seja u = x e dv = (nmx) dx. Entdo, du =
dxev = —%. Aplicando a integracao por partes:

Zjl x.(nnx)dx=2[—
0

nm nm

2 2 (!
= ——[x.cos cos (nmx) 1§ + —f cos(nmx)dx
nm nm J,
2 2 [sen(nmx) 1
= ——1/[1.cos cos (nmt) — 0.cos(0)] + — [—]
nm nm nr |y

2 cos cos (nm) 4
nmw (nm)?

2 cos cos (nm)
=—— 40
nm

Prof. Mestrando Felipe Serafini

[sen(nm) — sen(0)]

1 1
x.cos(nmx cos(nmx
—( )] + 2 f —( ) dx
0 0
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Como cos cos (nm) = (—1)", temos:
2"
nm
Assim, a Série de Fourier da fungéo dente de serra é:

- 2(-1)"
f(x):z - (nn) sen(nmx)

n=1

b, =

Portanto, a funcéo dente de serra f(x) = x para — 1 < x < 1 pode ser representada pela Série de

Fourier:

= 2(-)"
fx) = —Z - (nn) sen(nmx)

n=1
Retomando o enunciado do exemplo:
Vamos considerar a fungéo dente de serra definida pela fungéo f(x) =x,-1<x <1

Onde f(x) = f(x + 2). Essa funcédo tem periodo fundamental igual a 2.
Conforme aumentamos os harménicos, veremos a série aproximar-se do formato dente de serra.

Aproximacao da Funcao pela Série de Fourier (N=5)

1.008F — 7. (x) com N=5
0.504 }
g 0.000 }
-0.504}
-1.008} ] .
2 1 0 1 2
X

Figura 1 - com 5 harménicos
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Aproximacao da Funcao pela Série de Fourier
1.087F — f£(x) com N=10

T

0.543

T

0.000

f{x)

-0.543 ¢

-1.087

N -

-2 -1 0 1
X

Figura 2 - com 10 harmdnicos

Aproximacao da Funcao pela Série de Fourier (N=15)
L116F — fix) comN =15

0.558 ¢

T

0.000

f(x)

T

—0.558

-1.116¢}

Figura 3 - com 15 harmdnicos
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Aproximacao da Funcao pela Série de Fourier (N=30)

-

1.146

T

0.573

f(x)

0.000

T

-0.573

— %) com N =30

T

-1.146

2 ] 0 1
X

Figura 4 - com 30 harmdnicos

Aproximacao da Funcao pela Série de Fourier (N=500)
1.02}

051

0.00

f(x)

-0.51¢

— fylx) com N =500

-1.02¢

2 1 0 1
X

N

Figura 5 - com 500 harménicos

Com os coeficientes calculados, podemos escrever a Série de Fourier de f(x) e estudar sua
convergéncia e propriedades.

Agora utilizaremos o simulador para praticar a Série de Fourier na forma de onda dente de
serra (ou serrilhada).
Acesse o link a seguir: https://phet.colorado.edu/sims/html/fourier-making-waves/latest/fourier-

making-waves pt BR.html

e Selecione a forma de onda “serrilhada”;

e Altere a quantidade de harménicos e veja o0 que acontece com o grafico “Soma”;
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Unrvesr 1

e Habilite o &udio para ouvir o som;

e Reduza o zoom da escala gréfica clicando no botao “-*.

Atividade desafio phet:
Acesse o link a seguir: https://phet.colorado.edu/sims/html/fourier-making-waves/latest/fourier-

making-waves pt BR.html

e Quantos e quais harménicos vocé precisaria incluir para produzir o seguinte grafico de
“Soma”?

Bl soma

x(m)

Amplitude

05 025 0 025 05
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