Produto Educacional

Explorando o Tridangulo de Pascal: Ideias, histéria e Aplicacbes

Introducdo

O presente produto educacional é resultado das pesquisas que culminaram na
dissertacdo “Tridngulo de Pascal: uma abordagem brasileira para a obra de Viadmir
Uspenskii”, desenvolvida no ambito do PROFMAT da Universidade Federal do Parana.
Seu objetivo é ampliar a viabilidade do estudo de conceitos relevantes da Andlise

Combinatoéria.

Esta sequéncia didatica proplGe-se a apresentar ndo apenas elementos
conceituais e formas de aplicagdo, mas também a abordagem proposta por Vladmir
Uspenskii, tema central da dissertacdo. O autor destaca-se em sua obra por oferecer
uma sistematizacao mais natural dessa area do conhecimento matematico, indo além
do que se observa em materiais usuais do ensino médio e mesmo em textos
académicos, tradicionalmente mais voltados aos conceitos, as aplica¢des diretas e aos

formularios prontos baseados em modelos.

O material organiza-se em duas etapas: na primeira, sdo compilados os pontos
principais da dissertacdo, Uteis para o desenvolvimento sistematico da sequéncia de
aulas proposta na segunda etapa. Esta sequéncia representa uma das diversas
possibilidades de tornar a Analise Combinatéria mais acessivel aos estudantes,
funcionando como uma provocagdo para maior engajamento por meio de situacdes

comuns ou desafiadoras.

Desse modo, espera-se que este material contribua para a reflexdo e a
proposicdo de ideias que aproximem o estudante do fascinante universo da Analise

Combinatoéria.



Médulo 0: Conhecendo a Andlise Combinatéria e o Principio Fundamental da

Contagem

A Analise Combinatéria consiste em um conjunto de técnicas associadas a
contagem do numero de escolhas possiveis em um conjunto de n elementos. Essas
escolhas podem ser classificadas segundo o Principio Fundamental da Contagem, os
arranjos, as permutacdes e as combinacdes (ou binomiais), utilizando uma operacéo
denominada fatorial, que permite expressar multiplicacbes recorrentes de forma

simbdlica e mais simples.

Apresentaremos 0s conceitos citados de maneira bastante acessivel, utilizando,
por exemplo, trés canetas de cores diferentes (azul, preta e vermelha) e dois papéis de

cores distintas (branco e amarelo).

A seguir, propomos algumas reflexdes que ajudardo a associar essas situacdes

cotidianas aos fenbmenos de contagem contemplados pela Analise Combinatéria.

1. De guantas maneiras posso escrever um bilhete usando uma cor de caneta e um

papel entre os disponiveis?

A tabela abaixo mostra todas as possibilidades:

Papel branco|Papel amarelo

Caneta azul Opcéo 1 Opcéo 4

Caneta preta Opcéao 2 Opcéo 5

Caneta vermelha||Opcéo 3 Opcéo 6

Ao todo, temos 6 opgOes. Para cada escolha de caneta (3 opgdes), existem duas

opc¢Oes de papel. Assim, o total de possibilidades é dado por 3 x 2 = 6.



Esse fenbmeno é denominado Principio Fundamental da Contagem, segundo o
qual podemos determinar o numero total de possibilidades multiplicando-se as

guantidades de opc¢des independentes — neste caso, op¢des de caneta e opgdes de

papel.

2. Supondo que eu queira organizar as canetas lado a lado em uma embalagem, de

guantas maneiras posso fazé-lo?

Ao escolher a caneta azul como a primeira, restam duas canetas para a segunda
posicdo e apenas uma para a terceira. O mesmo ocorre se a primeira escolhida for a

preta ou a vermelha.

Logo, a quantidade de maneiras possiveis de organizar as canetas é dada por

3x2x1=6.

Esse tipo de contagem, que considera a troca de posic6es dos elementos, é

chamado de permutagéo.

Importante:

A multiplicacdo sucessiva de um numero n por seus antecessores até 1 €

denominada fatorial de n ou simplesmente n!

Ou seja, 3x2x1=3!



3. Desejando escolher 2 das 3 canetas disponiveis — uma para escrever a carta e outra

para o envelope —, de quantas maneiras posso fazé-lo?

Para a carta, ha 3 opcdes. Escolhida a cor, restam 2 opg¢fes para o envelope.

Portanto, o total € 3 x 2 = 6.

Ao escolher a caneta azul para a carta e a vermelha para o envelope, temos uma
possibilidade. Ao inverter as cores (vermelha para a carta e azul para o envelope), ainda

gue sejam as mesmas canetas, trata-se de uma escolha diferente.

Esse tipo de contagem é denominado Arranjo Simples, pois a ordem dos

elementos altera o resultado.

4. Desejando escolher duas das trés canetas para dar de presente a uma pessoa, de

guantas maneiras posso fazé-lo?

Neste caso, diferentemente do arranjo, a ordem né&o interfere no resultado:
escolher uma caneta azul e uma vermelha € o mesmo que escolher uma vermelha e

uma azul.

Desse modo, vamos dividir o arranjo pelo nimero de repeti¢cdes, que consiste

justamente na permutacao dos elementos do subconjunto a ser escolhido.

Como se trata de uma dupla de canetas, a quantidade de repeticdes é:

P,=21=21=2

Mdédulo 1 — Introducao Histérica

Vladmir Uspenskii, autor em discussdo na dissertacdo de mestrado que da
origem a este produto educacional, foi um fisico-matematico russo com relevantes

contribuic6es ndo apenas para a Matematica, mas também para a Computacao. Doutor



em Fisica e Matematica desde a década de 1960, destacou-se por uma producdo ampla
e diversificada, com énfase em Teoria dos NUmeros, Analise Combinatéria e Légica
Matematica, sendo também uma das referéncias no desenvolvimento inicial da

Computacgao na Unido Soviética

Entre suas publicagbes, duas se tornaram particularmente conhecidas: Pascal’s
Triangle (1974) e Mathematical Conversations (2013). A primeira — “Pascal’s Triangle”
— € a obra que fundamenta a dissertacdo e, consequentemente, este produto
educacional. Nela, Uspenskii apresenta conceitos fundamentais da Analise
Combinatéria a partir de um problema proposto na 8% Olimpiada de Matematica de
Moscou, realizada em 1945, voltada a estudantes do 9° e 10° ano do ensino russo. Esse
problema, aparentemente simples, serve de fio condutor para o desenvolvimento de
uma teoria combinatoria completa, estruturada sobre ideias de contagem, arranjos,

combinagdes e o Triangulo de Pascal.

Segundo o préprio autor, compreender a esséncia de um problema matematico
significa mais do que alcangar um resultado numérico. Em seu texto, Uspenskii reflete
sobre “o que significa resolver um problema”, enfatizando que o verdadeiro sentido de
resolucdo ndo esta no niumero obtido, mas no caminho Iégico e universal que conduz a

esse numero.

Assim, encontrar a solu¢éo €, antes de tudo, descrever um método valido e geral,

gue permita a qualquer leitor seguir o raciocinio e chegar ao mesmo resultado.

Durante a escolarizacdo, € comum associar problema a uma pergunta que exige
um numero exato como resposta, obtido por um conjunto fixo de regras. Entretanto,
Uspenskii propde uma ampliacdo desse entendimento: um problema matemaético é
também uma oportunidade para descobrir padrbes, justificar procedimentos e

compreender a estrutura que sustenta o resultado.



Por exemplo, ao perguntar-se:

“De quantas formas é possivel formar uma senha de 4 digitos, permitindo repeticdo de

algarismos?”

O estudante pode realizar o calculo completo e encontrar o nimero 6561, mas
pode também — e de modo igualmente correto — escrever simplesmente 94, expresséo
gue traduz o raciocinio combinatdrio subjacente e evidencia o processo de contagem.
Para Uspenskii, essa representacdo simbodlica € uma solugéo valida, pois contém o

método e o raciocinio matematico em si.

Essa compreensdo amplia a nogéao tradicional de problema e sera essencial para
o desenvolvimento dos mddulos seguintes, especialmente na introducdo do Principio
Fundamental da Contagem, das permutac¢fes, arranjos, combinacdes simples e da
estrutura triangular dos coeficientes binomiais que caracterizam o Tridangulo de Pascal

— ponto central da obra de Uspenskii e base conceitual deste produto educacional.

Médulo 2 — O Triangulo de Pascal

O Tridngulo de Pascal é um arranjo numérico em forma triangular, constituido por

numeros inteiros dispostos de modo que:

e 0 primeiro e o Ultimo nimero de cada linha séo sempre 1;
e cada numero interno é a soma dos dois nimeros imediatamente acima dele na

linha anterior.

Essa simples regra é denominada por Vladmir Uspenskii de Operacéo de Pascal, e
consiste em aplicar sucessivamente a soma sobre uma linha inicial de infinitos zeros,
na qual apenas um dos termos € igual a 1. A aplicacéo repetida dessa operagao sobre
a linha original e suas derivadas gera o chamado Tridangulo Aritmético, conhecido

historicamente como Triangulo de Pascal ou Tridngulo de Tartaglia—Pascal.



Um olhar inicial revela apenas o padrdo de somas sucessivas, mas um estudo mais
atento mostra que o Tridngulo de Pascal guarda profundas relacdes com a Analise
Combinatéria, a Teoria dos NUumeros e a expansao binomial, além de propriedades

numeéricas e simétricas de grande beleza matematica.

Exemplo das primeiras linhas

121
1331
146 41

1510105 1

Esse processo pode ser repetido indefinidamente, formando infinitas linhas.
Em cada uma delas, os valores correspondem aos coeficientes binomiais das poténcias

sucessivas de (a + b)™

Propriedades Fundamentais

1. Simetria

Cada linha do triangulo é simétrica em relac&o ao eixo central, pois os valores a direita

e a esquerda sdo iguais:

Exemplo: Linha 6 — 1, 6, 15, 20, 15, 6, 1.

2. Somadas linhas

A soma dos elementos da linha n é igual a 2"

Exemplo: Linha4 - 1+4+6+4+1=16=242"424.



Essa propriedade esté relacionada a ideia combinatéria de que um conjunto com
n elementos possui 2™ subconjuntos possiveis, correspondendo a soma de todas as

combinagdes simples.

3. Nimeros especiais nas diagonais

As diagonais do triangulo revelam sequéncias conhecidas:

e 12diagonal — todos os termos iguais a 1;
e 2% diagonal — nimeros naturais (1, 2, 3, 4, ...);
e 32diagonal — numeros triangulares (1, 3, 6, 10, 15, ...);

e 42 diagonal — numeros tetraédricos (1, 4, 10, 20, ...).

Essas relagfes ilustram como o Triangulo de Pascal organiza padrdes figurativos e
representagcdes geomeétricas de contagem, ligando aritmética e geometria de forma

elegante.

4. Relagéo de Pascal

Cada termo do tridangulo pode ser obtido pela soma de dois termos da linha

anterior:

Ck=Crzi +Cry

Essa relagdo, conhecida como Relagédo de Pascal, é a base de construcao do
tridngulo. Uspenskii enfatiza que ela traduz o raciocinio combinatério natural de que “a
guantidade de subconjuntos de n elementos tomados k a k” é formada pelos

subconjuntos que contém um determinado elemento e pelos que ndo o contém.

5. Relacao de Stifel-Pascal

Outra propriedade observada é:



k k+1 — rk+1
Ch + G = Cpii

Ou seja, a soma de dois termos consecutivos de uma linha corresponde ao termo

de mesma posi¢cado do segundo na linha seguinte.
Relacdo com a Analise Combinatoéria

Os numeros do Triangulo de Pascal correspondem exatamente aos coeficientes
binomiais, que indicam o numero de maneiras de escolher k elementos entre n

disponiveis:

!
=) =G

Assim, cada linha do triangulo representa as combinacdes possiveis de
elementos tomados k a k. Por exemplo, a 52 linha (1, 5, 10, 10, 5, 1) mostra as
guantidades de subconjuntos possiveis quando se escolhe 0, 1, 2, 3, 4 ou 5 entre 5

elementos de um conjunto.
Relacdo com o Binbmio de Newton
O Tridngulo de Pascal fornece os coeficientes da expansao binomial:

(a+b)° =1
(a+hb)=1a+1b
(a + b)? = 1a? + 2ab + 1b?

(a+b)2 =1a® + 3a%b + 3ab? + 1b3

Ou seja



n
(a+b)" = Z Ck.ank pk
k=0

Essa relacdo evidencia que o Tridngulo de Pascal é tanto um modelo de
contagem quanto uma ferramenta algébrica de expansao e simplificagdo de poténcias

binomiais.
Exploracéo digital e visual

Simulador GeoGebra: https://www.geogebra.org/m/en89cmks (Acesso em 15/09/2025)

O simulador permite explorar diversas propriedades do Triangulo Aritmético:
basta selecionar a propriedade desejada para visualiza-la destacada no triangulo e, ao
lado, ler uma explicacdo dinamica e interativa. Essa ferramenta € um excelente recurso
para aulas investigativas, permitindo que os estudantes observem simetrias, diagonais,

somas e relagbes combinatérias em tempo real.

Médulo 3 — Subconjuntos e Combinacdes

Sempre que se define um subconjunto pela escolha de determinados elementos
de um conjunto dado, os elementos ndo escolhidos formam, por consequéncia, outro
subconjunto. Essa percepcdo simples e intuitiva € a base de uma abordagem mais
natural e conceitual das combinacdes, proposta e explorada por Vladmir Uspenskii em

sua obra Pascal’s Triangle.

1. Aideia de subconjunto como escolha

Considere o conjunto:


https://www.geogebra.org/m/en89cmks

A={lapis, caneta, borracha}

A partir dele, é possivel listar todos os subconjuntos possiveis:

e O subconjunto que ndo contém nenhum elemento € o conjunto vazio: @
o Existem 3 subconjuntos com 1 elemento: {caneta}; {lapis}; {borracha}.
e Existem 3 subconjuntos com 2 elementos: {c,I};{c,p}; {l.p}

e Existe 1 subconjunto com 3 elementos, que é o préprio conjunto A

2. Observacdo combinatoria

Contando todos os subconjuntos, temos:

1+3+3+1=C+C}+C2+C3=2%=8

Essa soma expressa a quantidade total de subconjuntos de um conjunto com
trés elementos — o gque coincide com o numero 2", conforme o Principio Fundamental

da Contagem aplicado a escolhas “pertence / ndo pertence”.

Mais interessante, porém, é observar que a distribuicdo dos subconjuntos por
guantidade de elementos (0, 1, 2, 3) corresponde exatamente a 42 linha do Triangulo de

Pascal.

Isso mostra que o Tridngulo de Pascal organiza o nimero de subconjuntos
possiveis de um conjunto de n elementos tomados k a k, ou seja, as combinacfes

simples.

3. Combinacg®8es e subconjuntos complementares

De acordo com Uspenskii, cada subconjunto escolhido possui um complementar,

formado pelos elementos nado selecionados. Dessa forma, a quantidade de



z

subconjuntos formados com k elementos € a mesma quantidade de subconjuntos

formados com n — k elementos.

Essa relacdo é expressa matematicamente por:

Cx=cp*

Essa propriedade, chamada de Combinacbes Complementares, revela a
simetria estrutural do Tridangulo de Pascal e reforca a ideia de que cada escolha contém
em si sua “ndo escolha”, ou ainda, existe uma correspondéncia biunivoca entre o
subconjunto dos elementos escolhidos e dos nédo escolhidos. — um raciocinio de grande

valor conceitual para a compreensao das combinacdes.

4. A Relacéo de Stifel-Pascal

Agora, considere um conjunto de n elementos e fixe um elemento especifico desse

conjunto. Ao formar subconjuntos, surgem duas situacfes complementares:

1. Subconjuntos que contém o elemento fixado;

2. Subconjuntos que nao contém o elemento fixado.

No primeiro caso, resta escolher os demais elementos entre os n — 1 restantes,
tomando k — 1 deles. No segundo, a escolha ocorre entre 0s mesmos n — 1 elementos,

mas agora tomando k.

Assim, o numero total de subconjuntos possiveis € dado pela soma dessas duas

guantidades:

Cink)=Cln—-1,k—1)+C(n—1,k)

Essa é a chamada Relacdo de Stifel-Pascal, uma das mais importantes da

Andlise Combinatéria, pois traduz de maneira elegante o principio l6gico da escolha



sucessiva — e, ao mesmo tempo, é o fundamento da estrutura recursiva do Triangulo

de Pascal.
5. Interpretacédo visual e aritmética

Se representarmos as combinagbes C(n, k) no Triangulo de Pascal, a Relacdo
de Stifel indica que cada niumero é a soma dos dois imediatamente acima dele — uma
propriedade que garante a auto geracdo da estrutura. Assim, o tridngulo ndo apenas

representa combinacgBes, mas as produz.

Por fim, a nog&o de subconjuntos conduz a compreensao intuitiva de varias ideias

combinatorias:

e anocédo de escolha com e sem repeticéo;
e 0 paralelismo entre subconjuntos e coeficientes binomiais;
e 0 entendimento de que toda contagem € uma forma de organizagéo légica das

possibilidades.

Na leitura de Uspenskii, essa interpretagdo torna a Analise Combinatoria menos
formal e mais natural, aproximando-a da experiéncia concreta do estudante, sem perder

0 rigor matematico.
Mdédulo 4 — Conexdo com Fatoriais
Partindo-se da definicdo usual de combinacéo,

X n!
Ckh= ————
T kl(n—k)!

podemos verificar de maneira natural a Relacédo de Stifel, o que, na leitura de Viadmir

Uspenskii, conclui a correspondéncia entre os termos do Triangulo Aritmético, as



combinacdes e a definicdo de fatorial. Em outras palavras, a aplicacdo sucessiva desta

expressao gera cada elemento do triangulo de Pascal.
1. Aideia de construcéo recursiva
Ao expandirmos o termo Ck pela definicdo de fatorial, temos:

k= n! B n-(n-—1)!
"Tkm—-k)! k-(k=D!'-(n-k)

Substituindo os termos ¢kl e CF na relacdo de Stifel, por suas respectivas
expressoes fatoriais, obtém-se:

(n—1)! (n—1!

k-1 k —
Cn_1+Cn—1_(k—1)!(n—1—k+1)!+k!(n—1—k)!

B (n—1)! (n—1)!
_(k—l)!(n—k)!+k!(n—1—k)!

_ (n—1)! (n—1)!
S kDI —m—k-—D T kk=DIn—1=0)!

~ (n—1)! 1 1
‘(k—1)!(n—k—1)!'[(n—k)+E]

B (n—1)! k+n—k
_(k—l)!(n—k—l)!'[(n—k)k

B (n—1)! n
B (k—l)!(n—k—l)!'[(n—k)k]

_ n.(n—1)!
T (k=D!'n—k-D.k.(n—k)

n!

- _rk
_k!(n—k)!_C"



Essa demonstracao revela que a relacéo recursiva do Tridngulo de Pascal nada
mais € do que uma consequéncia algébrica da definicdo de combinacéo e do conceito

de fatorial, reafirmando a consisténcia interna entre as trés no¢cdes

2. Interpretagdo combinatéria

A expressao fatorial surge naturalmente quando se pensa em contar o numero
de maneiras possiveis de organizar ou escolher elementos de um conjunto.
Em uma escolha de n elementos distintos, o nimero total de ordenactes é dado por
n! .Quando desejamos escolher apenas k desses elementos, desconsiderando a ordem,
dividimos pelas repeticdes causadas pela permutacéo interna de cada subconjunto k! e
pelas repeticdes causadas pela permutacdo interna nos subconjuntos dos elementos

ndo escolhidos (n — k)!.

Assim, a definicdo de combinacdo expressa precisamente 0 raciocinio que o

Tridngulo Aritmético traduz de forma visual e estrutural:

e Cada linha representa 0 numero total de combinacdes possiveis para um
conjunto de n elementos;

e Cadacolunarepresenta as escolhas possiveis de k elementos, desconsiderando
a ordem;

e E cada numero é gerado pela soma dos dois anteriores, conforme a logica da

Relacédo de Stifel.

Para Uspenskii, o Tridngulo Aritmético constitui uma espécie de “modelo universal
da combinatéria elementar’. Ele observa que a Operacdo de Pascal, aplicada
sucessivamente sobre a linha de infinitos zeros com um Gnico termo igual a 1, produz
naturalmente os numeros fatoriais e os coeficientes binomiais, sem a necessidade de

férmulas prévias.



Em outras palavras, a prépria estrutura triangular contém implicitamente a definicéo
de fatorial, pois cada termo € formado a partir da multiplicacdo e soma ordenada de

Seus antecessores.

4. Implicac6es pedagodgicas

Essa visdo oferece uma importante implicacdo didatica: antes de apresentar a
formula do fatorial e das combinagbes, € possivel construi-las a partir de situacdes

concretas de contagem e da observagéo do Triangulo de Pascal.

Dessa forma, o estudante:

e Vvisualiza como 0s numeros se organizam no tridngulo;
e descobre que cada linha se relaciona a um namero natural n;
e e percebe que as repeticbes e simetrias do triangulo correspondem a

propriedades gerais de combinacdes.

Ao final, o fatorial aparece ndo como uma definicAo imposta, mas como uma

necessidade matematica para expressar multiplicagdes recorrentes de modo abreviado.



5. Conclusao

O Triangulo de Pascal, as combina¢cBes e o fatorial constituem um sistema
profundamente interligado, em que cada conceito se explica, sustenta e amplia o
entendimento dos demais. Como observa Uspenskii, o tridngulo aritmético revela, por
meio de suas multiplas propriedades, a esséncia dos principios combinatérios. Essa
interdependéncia torna o Triangulo de Pascal um recurso didatico especialmente rico
para o estudo da Analise Combinatdria, pois aproxima o0 estudante de uma
compreensdo mais intuitiva e concreta dos resultados matematicos, favorecendo uma

aprendizagem significativa e integrada.

Parte 1 — OrientacOes ao Professor

Recursos Didaticos

Apostila tedrico-pratica com explicacdes, exemplos e exercicios comentados

(baseada na dissertacao Triangulo de Pascal: uma abordagem brasileira para a

obra de Vladmir Uspenskii).

e Ferramentas digitais: simuladores do GeoGebra

o Desafios de raciocinio tipo olimpiada ao final de cada mdédulo, para consolidacao
do pensamento combinatorio.

¢ Materiais concretos: cartolina, papel quadriculado, fichas de conjuntos e

calculadora cientifica.

Objetivos Educacionais

o Desenvolver o raciocinio combinatdrio, a capacidade de resolver problemas e a

interpretacdo de estruturas numéricas.



e Relacionar a histéria da matematica (Pascal e Uspenskii) com aplicacdes
modernas e contextos de Olimpiadas de Matematica.

o Estimular a aprendizagem investigativa e a descoberta de padrées, conectando
teoria, pratica e linguagem simbodlica.

e Promover a autonomia intelectual e a valorizacdo da matemética como

construcao logica e criativa.

Plano de Aula: O Tridangulo de Pascal e suas Conexdes

Publico-alvo: Estudantes do Ensino Médio (22 ou 32 série) e inicio da graduagdo em
Matematica.

Carga horaria: 6 a 8 aulas de 50 minutos (um mddulo por aula).

Abordagem: Investigativa, dialdgica e com mediacdo conceitual.

Aula 1 - Introducao Historica e Motivacao

Objetivos especificos:

o Apresentar Blaise Pascal e Vladimir Uspenskii no contexto histdrico.
o Refletir sobre o que significa “resolver um problema” em matematica, com base

na obra Pascal’s Triangle (1974).

Atividades:

1. Roda de conversa inicial: o que é resolver um problema em matematica?

2. Exposicéo dialogada: breve panorama sobre Pascal e Uspenskii (origem do
triangulo aritmético e énfase na logica da contagem).

3. Problemainicial da VIII Olimpiada de Moscou (1945): estudantes tentam resolver
em grupos.

4. Discussdao coletiva: comparagdo de caminhos e estratégias.



Recursos: projetor, quadro, material impresso com o problema.

Orientacdo docente:

Enfatize que, segundo Uspenskii, resolver um problema é descrever um método
coerente de chegar ao nimero esperado — ndo apenas dar o resultado. Valorize a

argumentacao e as estratégias.

Aula 2 — Construindo o Tridngulo de Pascal

Objetivos especificos:

e Construir o tridangulo manualmente e compreender sua regularidade.

¢ |dentificar padrdes de simetria, soma das linhas e regularidades nas diagonais.

Atividades:

1. Construcdo até a 82 linha em grupos (com papel quadriculado ou cartolina).
2. ldentificacdo dos padrdes e relacbes numéricas.
3. Introducdo do conceito de Operagéo de Pascal, como apresentada por Uspenskii

(geracéo do triangulo a partir de uma linha infinita de zeros e um 1 central).

Recursos: papel, Ipis, cartolina, régua.

Orientacao docente:

Auxilie os estudantes para a percepcao de que o triangulo € gerado por uma regra

simples, mas que contém uma estrutura profunda de contagem.

Aula 3 - Propriedades do Triangulo

Objetivos especificos:



o Explorar propriedades aritméticas e combinatérias.

o Apresentar e demonstrar a Relacdo de Pascal e a Relacéo de Stifel-Pascal.

Atividades:

1. Demonstragado no quadro:

ck=ckl+ck,

2. Verificacdo de casos particulares e discussio da simetria: C¥ = cp*

3. Uso do simulador GeoGebra: analise visual de diagonais, simetrias e somas.

Recursos: quadro, projetor, computadores/tablets com GeoGebra.

Orientacao docente:

Mostre que as relacdes sdo recursivas, conceito central da leitura de Uspenskii.

Aula 4 — O Binbmio de Newton

Objetivos especificos:

e Relacionar o Triangulo de Pascal a expansao binomial.

o Verificar os coeficientes de cada poténcia.

Atividades:

1. Expanséo de (a + b)™ para pequenos valores de n
2. Conferéncia dos coeficientes com o triangulo.

3. Exercicio-desafio: calculo rapido de (m + n)®

Recursos: quadro, lista de exercicios, calculadora.

Orientacao docente:



Mostre que o triangulo fornece os coeficientes binomiais de forma visual e intuitiva —

uma ponte entre combinatoria e algebra.

Aula 5 - Subconjuntos e Combinacdes

Objetivos especificos:

e Compreender combinac¢des como subconjuntos de um conjunto maior.

o Aplicar a Relagéo de Stifel-Pascal em contextos concretos.

Atividades:

1. Cada grupo forma subconjuntos do conjunto A={1,2,3}
2. Relacédo entre numero de subconjuntos e linha correspondente do triangulo.

3. Generalizacéo:

Cck =cp*

Recursos: fichas de conjuntos, papel, lapis.

Orientacdo docente:

Mostre que toda combinacdo representa uma forma de organizar escolhas, e que o

triangulo resume essas contagens em estrutura numeérica.

Aula 6 — Conexao com o Fatorial

Objetivos especificos:

|
« Demonstrar que CK = k,(;;k),

e Consolidar o raciocinio combinatério.

Atividades:



1. Calculo manual de pequenas combinacdes.
2. Conferéncia com o triangulo construido.

3. Desafio final: calculo rapido em grupos com raciocinio l6gico.

Recursos: lista de exercicios, quadro.

Orientacdo docente:

Retome Uspenskii: o fatorial ndo é apenas uma definicdo simbdlica, mas a

expressao compacta de uma multiplicagéo recorrente que o triangulo revela.

Avaliacao Formativa

e Participacdo nas discussdes e argumentacdes.

e Producao dos triangulos e registros no caderno.

e Resolugéo de desafios e justificativas escritas.

o Pequeno teste final: expansao binomial e problema de subconjuntos.
Parte 2 — Apostila do Estudante

O Triangulo de Pascal e suas Conexdes

Aula 1 - Historia e Motivacao

Blaise Pascal (1623-1662):

Matematico e filosofo francés. Seu triangulo organiza os nimeros usados nas

combinacdes e tem aplicac6es em probabilidade, algebra e geometria.

Vladmir Uspenskii (1930-2018):



Matematico russo. Em Pascal’s Triangle (1974), apresentou o triangulo como modelo
de raciocinio combinatério, enfatizando o valor de pensar sobre o processo, e nao

apenas obter o resultado.

Reflexao inicial:

O que significa resolver um problema em matematica?

e Procurar um caminho.
e Verificar padrdes.
e Justificar cada passo.

e Compreender por que o resultado é verdadeiro.

Aula 2 — Construindo o Tridngulo de Pascal

Comece com 0 nimero 1 no topo.

Cada numero abaixo é a soma dos dois que estdo acima.

121
1331
146 41

1 51010 5 1

Atividade:

Construa o triangulo até a 82 linha.

Observe atentamente os elementos do triangulo e debata com os colegas possiveis

padrdes observados. Anote suas observacoes.



Aula 3 — Propriedades do Triangulo
Relacéo de Pascal:
Ck=ckzt+ck
Exemplo:
C:2=C} +C2=44+6=10

Atividade:

Verifigue no triingulo as combinacdes e a ocorréncia da relacdo de Pascal, como no

exemplo anterior.

° Cg’

o (2
Aula 4 — O Binbmio de Newton

O Bindmio de Newton mostra como expandir poténcias de somas:
n
(a+ b)) = Z Cka™. pnF
k=0

Exemplo:
(a+ b)* = a* + 4a3b + 6a?b? + 4ab3 + b*

Atividade:

Expanda (m + n)7 usando o triangulo.
Aula 5 - Subconjuntos e Combinacdes

Um conjunto com n elementos possui 2™ subconjuntos.



Exemplo:
Seja o] conjunto A={1,2,3} 0s subconjuntos sdo:

0,{1},{2}.{3}.{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}. H& 8 subconjuntos, pois 23 = 8

Olhando para esses resultados, o que podemos observar? Como traduzimos esses

resultados em combinag¢des, de modo a poder associar com o Tridngulo Aritmético?

Atividade:

Liste os subconjuntos de {a,b,c,d} e relacione com a 42 linha do triangulo.

Aula 6 — Conexao com o Fatorial

A formula geral para combinacgdes é€:

k n!
Cp=—"7"""—
" kl(n—k)!
Exemplo:
6!
4 —_— ——
Co = (6 — 4)! 15
Atividade:
Calcule:
° Cg’
e C2+4+(3

Compare com os valores no triangulo.

Desafio Final

Problema adaptado da VIII Olimpiada de Moscou:



Em uma rede de caminhos, um nimero n de pessoas se divide igualmente a cada

bifurcagdo, conforme a figura abaixo:

Fonte: Dissertacéo

Quantas pessoas chegam a cada ponto da linha inferior?

Casos:

1. 16 pessoas € 4 linhas
2. 64 pessoas e 6 linhas
3. 2% pessoas e 10 linhas

4. 2" pessoas e n linhas

Descubra o que acontece com 0 numero de pessoas em cada posicdo da linha.

Qual relacéo aparece entre os resultados e o Tridngulo de Pascal?

Conclusao:

O desenvolvimento deste produto educacional buscou concretizar, em forma de
sequéncia didatica, as reflexdes e contribuicdes apresentadas por Vladmir Uspenskii em

sua obra Pascal’s Triangle (1974), evidenciando que o ensino da Analise Combinatoria



pode ser conduzido por meio de situacBes de descoberta, dialogo e construcdo de

sentido.

Mais do que oferecer formulas e algoritmos prontos, a proposta pretende
incentivar o carater investigativo da Matematica, convidando o estudante a observar
padrdes, formular hipéteses e compreender as relacbes que estruturam o raciocinio
combinatdrio. O Tridngulo de Pascal, nesse contexto, atua como um eixo articulador:
visual, histérico e conceitual. Por meio dele, o aluno ndo apenas compreende o
funcionamento das combinac¢des, dos binbmios e dos fatoriais, mas também percebe a
coeréncia interna que liga cada conceito ao outro — da contagem elementar as

expressoes algébricas generalizadas.

Inspirada na leitura de Uspenskii, esta sequéncia valoriza o pensamento sobre
0 processo, e ndo apenas o resultado numérico. Resolver um problema, segundo essa
perspectiva, é construir um caminho argumentativo, capaz de revelar as ideias que
sustentam o resultado. Essa postura intelectual, essencial ha matematica, forma o

alicerce do raciocinio cientifico, critico e criativo.

Do ponto de vista pedagoégico, o percurso de seis médulos permitiu articular
teoria e pratica, combinando histéria da matematica, representacdes visuais e uso de
tecnologias (GeoGebra) a estratégias colaborativas e desafios de estilo olimpico, que
incentivam o protagonismo do estudante. Cada mddulo foi estruturado de forma
progressiva, para que o aluno avance do reconhecimento de padrbes simples a

compreensdo formal de relagdes combinatorias e binomiais.

Por fim, espera-se que este material contribua para fortalecer o ensino e a
aprendizagem da Analise Combinatéria nas escolas, incentivando professores a
explorar abordagens mais abertas, criativas e fundamentadas. O Triangulo de Pascal

— em sua simplicidade geométrica e profundidade matematica — segue sendo um



exemplo notavel de como a beleza e a l6gica da matematica podem emergir do ato de

contar, organizar e pensar.

Assim, a proposta aqui apresentada reafirma o ideal de uma educagéo
matematica que una rigor conceitual, significado e encantamento, permitindo que cada
estudante descubra, no raciocinio e na linguagem dos nimeros, uma forma de
compreender 0 mundo e de reconhecer a si mesmo como parte do processo de

construcao do conhecimento.
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