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1.RESUMO.

A existéncia de solucdo fraca para EquacGes Diferenciais Parciais pode configurar um bom
tdpico para introduzir o individuo no estudo da Andlise Funcional, por utilizar de resultados mais
basicos e que ndo demandam um robusto dominio em Teoria das Distribuicdes e afins. Nessa
perspectiva buscamos estudar existéncia e, quando possivel, unicidade de problemas de
contorno, como o famoso problema de Dirichlet, a partir, primordialmente, do Lema de Mazur.
Nossa metodologia foi aplicada de maneira diferenciada, onde em vez de estudarmos todos os
pré-requisitos , que demandariam uma boa quantidade de tempo, fomos direto ao problema e o
estudamos diagonalmente, ou seja, dando prioridade aquilo que se fazia mais essencial para seu

estudo e preenchendo os “buracos” durante o tempo.
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2. INTRODUCAO.

O objetivo primordial deste artigo é introduzir os estudantes ao mundo da pesquisa
académica em Matematica, preparando-o para uma pds-graduagdo na area, pois exige-se muita
maturidade para se realizar uma pesquisa em Matemadtica Pura e tal maturidade pode ser

desenvolvida previamente na graduacdo, a partir de uma bolsa, por exemplo.

Do ponto de vista da matematica, o objetivo deste artigo é estudar a existéncia de
solucdo fraca em problemas de contorno, como o famoso Problema de fronteira de Dirichlet,
muito utilizado para introduzir-se na pesquisa académica em Matemadtica, por ser relativamente
simples, mas ao mesmo tempo, bastante valoroso para iniciagdo em pesquisa em Analise, o

qual prop&e encontrar u € C2(Q) N C({), onde:

Au=0, emQcR" -
@ €ECZ(Q)
u = ¢, sobread(,

com Q © R, um conjunto de fronteira C*, com dado ¢ de fronteirae ¢ € C=(£) o conjunto de
todas as fungdes infinitamente diferenciaveis, com suporte compacto em ). Costumamos dizer

que @ é uma fungdo teste.



. PRE-REQUISITOS.

Mais especificamente, estudaremos a existéncia de solu¢do fraca para o Problema de
Fronteira de Dirichlet, a partir da Teoria de Topologias Fracas e Espacos de Sobolev. Valeu a

pena destacar que usaremos fortemente o Lema de Mazur abaixo.

Lema (de Mazur): Seja K c X, onde X é um Espaco Vetorial Normado e K é convexo, entdo K

é fechado forte se, e somente se, é fechado fraco.

Corolario Se ¢: X = R é convexa e semicontinua inferior na topologia forte, entdo ¢ é

semicontinua inferior na topologia fraca.

As principais referéncias utilizadas foram os cldssicos livros do Brezis [2] e Evans [3], com

alguns retoques no primeiro capitulo do livro do Fanghua Lin [4].

O problema de fronteira de Dirichlet é o famoso problema de contorno, que propde
encontrar u € C2(Q) N C({2), donde:

{Au =0, emN cR"

u=¢, sobredn ¥ €Lc()

Estamos a procura de estabelecer a existéncia de solucdo fraca para o problema acima.
Mais sobre solucbes fracas de equacbes parciais diferenciais (EDPs) podem ser encontradas em
livros classicos sobre EDPs, por exemplo, (EVANS, 1997) e (GILBARG; TRUDINGER, 2001). Uma
solucdo fraca nem sempre é solucdo classica, mas solucdes cldssicas sdo automaticamente fracas.

O problema de Dirichlet acima pode ser formulado fracamente da seguinte forma:

I <Vu,Vp>=0
)
u—q@ € Wt

@ €CF(2)

Vale lembrar que o espaco de Sobolev Wk»({)) é o conjunto de todas as fun¢des L1(()),
tais que para todo multi-indice @, donde |a| < k, a a-ésima derivada fraca existe e pertence a

Lr(€), onde o fecho desse conjunto é denotado por Wkr(().



4. EXISTENCIA.

O Calculo Variacional nos garante que para mostrar a existéncia de solucdo fraca para o

problema de Dirichlet. Para isso, resolveremos o seguinte problema de minimizagao:

min{f |Vv|? dx,v € W(pl’p(Q)}
Q

Ou seja, se u minimizar a integral acima, entdo u é solugdo fraca para o problema de Dirichlet.

Importante ressaltar que o conjunto W(pl’p (Q) é o espago convexo fechado das fungdes WP ((Q)

ondev—¢ € Wol’p (Q) satisfaz fracamente o problema de Dirichlet.

A fim de demonstrar isso, defina F: WP — R onde:

F(v) = f |Vv|? dx
Q

Admitindo que u minimiza F e definindo para algum ¢ € C°(Q), E,: R - R, por:

E,(t) == F(u + top)
Entdo, t = 0 minimiza E, pois:

E,(0) = F(w)
Dai:
E,(0) =0

Temos entao que:

E,(t) = f |V(u + tp)|?dx
)

Da linearidade do gradiente e da integral, resulta que:

E,(t) = f |Vu|? dx+2thu-V(p dx+t2f |Vp|? dx
Q Q o)
Logo:

E&,(O)=2fVu-V<pdx-'.—JVu-V(pdx=0
Q Q

Concluimos entdo, que se u minimiza F, entdo u é solugdo fraca do problema de Dirichlet.

Seja I o infimo de F, ou seja, a maior das cotas inferiores, assim:

I == inf{F(w),w € W(pl’p Q)3

Como tal conjunto ndo é vazio, podemos considerar uma sequéncia minimizante (uy), onde:

F(uk) -1

Decorre, dai que:



IVugll 2oy < €
Pela desigualdade de Sobolev:
lluk — @ll 2y < ClIV(uk — @)l 20y

llurll 2y < llollz@) + C(Hvuk”LZ(g) + ||V<P||L2(Q)) <(C' <+
Dai, como (u;) é um sequéncia limitada em um espago de Banach e W(pl'2 é fechado fraco, pois é
fechado forte, entdo existe uma subsequéncia Uy € W(pl‘2 fracamente convergente, tal que:

U > U
Ocorre também que F é convexa devido a linearidade do gradiente e da integral. Além disso, F é
continua na topologia forte, logo é semicontinua inferior na topologia fraca. Assim:
I <Fu) <limF(uy) =1
Ou seja:
Fw) =1 < F(v),Vv € W, (Q)

Concluimos entdo que u minimiza F e sendo assim, é solugdo fraca para o problema de Dirichlet.
5. UNICIDADE.

Apds encontrarmos a existéncia da solugdo fraca, nos atemos a sua unicidade, que pode ser
. 1, . , . o .
facilmente encontrada. Suponha que u e w € W, P (Q) sejam minimos de F, entdo da convexidade

estrita de F:

F(u-}Z-W)<F(2u)+F(2w)

u+w F, F,

O que nos leva a um absurdo, ja que W(p1 P (Q) sendo convexo, v = MTW € W(p1 P(Q). No entanto,

temos F(v) = Fy,;, qualquer que seja v € W(p1 P(Q), logo u ¢é o Gimico minimo de F, entdo é solugio
unica do problema de Dirichlet.

Finalizamos que existe pelo menos uma outra abordagem cléssica para se encontrar solugdes
fracas para EDPs, a saber: a abordagem que utiliza o lema de Lax-Milgran. Para saber mais sobre
esta abordagem, recomendamos a leitura (MELO, 2016), ou a apénde de (EVANS, 1997) ou (BREZIS,
2011).
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