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Apresentacdo

Este documento, denominado Produto Educacional, foi elaborado como parte
dos requisitos para a obtengdo do titulo de mestre no Programa de Mestrado
Profissional em Matemdtica da Universidade do Estado de Santa Catarina
(UDESCQC).

Paralelamente a este material, foi desenvolvida uma dissertacdo que aprofunda
e fundamenta teoricamente os temas abordados neste produto. Embora o
material aqui apresentado seja autossuficiente para aplicagdo em sala de aula,
recomenda-se, se possivel, a leitura complementar da dissertagdo.

O principal objetivo deste trabalho é auxiliar o ensino de matrizes, operagdes
com matrizes e relaciond-las com as isometrias no plano, no contexto do Ensino
Médio, promovendo a contextualiza¢gdo da matemdtica por meio da arte, com
foco nos ladrilhamentos de Escher.

Serdo apresentadas duas versoes para aplica¢do deste produto:

e A primeira, pensada para um cendrio ideal, em que o professor dispde de um
laboratdrio de informdtica ou de notebooks acessiveis a todos os alunos;

« A segunda, voltada a um cendrio realista, contempla situagdes em que o
professor tem apenas um projetor em sala de aula, ou mesmo nenhum
recurso digital, e trabalha com papel e caneta.

Dessa forma, busca-se contemplar diferentes realidades escolares, permitindo
que o professor adapte ou combine as propostas conforme as condigdes
disponiveis e os objetivos de sua prdtica pedagogica.

Observa-se que, embora o produto tenha sido pensado para o Ensino Médio, as
primeiras atividades também podem ser aplicadas no Ensino Fundamental.
Alem disso, as atividades sugeridas podem ser realizadas de forma
interdisciplinar, integrando conteidos de matemadtica e arte.



Habilidades

Identificamos na BNCC alguns objetivos que desejamos alcangar por meio da
aplicagdo deste produto educacional, sdo elas:

Objetivo Geral

Enfatizar também as tarefas que analisam e produzem transformagdes e
ampliagdes/redugdes de figuras geométricas planas, identificando seus elementos
variantes e invariantes, de modo a desenvolver os conceitos de congruéncia e
semelhanca.

EFO6MAT16

Associar pares ordenados de numeros a pontos do plano cartesiano do 1°
quadrante, em situagdes como a localiza¢do dos veértices de um poligono.

EFO7MAT9

Realizar transformagdes de poligonos representados no plano cartesiano,
decorrentes da multiplicagdo das coordenadas de seus vertices por um numero
inteiro.

EFO7MA20

Reconhecer e representar, no plano cartesiano, o simetrico de figuras em relagdo
aos eixos e a origem.

EFO7TMA21

Reconhecer e construir figuras obtidas por simetrias de transla¢do, rotagdo e
reflexdo, usando instrumentos de desenho ou softwares de geometria dindmica e
vincular esse estudo a representacdes planas de obras de arte, elementos
arquiteténicos, entre outros.

EFO7TMA27

Calcular medidas de dangulos internos de poligonos regulares, sem o uso de
Férmulas, e estabelecer relagdes entre dngulos internos e externos de poligonos,
preferencialmente vinculadas a construcdo de mosaicos e de ladrilhamentos.

EFO8MA18

Reconhecer e construir figuras obtidas por composigdes de transformagdes
geometricas (translagdo, reflexdo e rotagdo), com o uso de instrumentos de
desenho ou de softwares de geometria dindmica.



EF69ARO4L

Analisar os elementos constitutivos das artes visuais (ponto, linha, forma,
direcdo, cor, tom, escala, dimensdo, espago, movimento etc.) na apreciagdo de
diferentes produgdes artisticas.

EF69ARO05

Experimentar e analisar diferentes Pormas de expressdo artistica (desenho,
pintura, colagem, quadrinhos, dobradura, escultura, modelagem, instalacdo,
video, Potografia, performance etc.).

EF69AR06

Desenvolver processos de criagdo em artes visuais, com base em temas ou
interesses artisticos, de modo individual, coletivo e colaborativo, fazendo uso de
materiais, instrumentos e recursos convencionais, alternativos e digitais.

EMI3MATIOS

Utilizar as nogdes de transformagdes isomeétricas (translacdo, reflexdo, rotagdo e
composicdes destas) e transformagdes homoteéticas para construir figuras e
analisar elementos da natureza e diferentes producdes humanas (fractais,
construgoes civis, obras de arte, entre outras).

EMI3MATS05

Resolver problemas sobre ladrilhamentos do plano, com ou sem apoio de
aplicativos de geometria dindmica, para conjecturar a respeito dos tipos ou
composi¢cdo de poligonos que podem ser utilizados, generalizando padroes
observado.

Habilidade presente no Curriculo Base de Santa Catarina

Resolver e elaborar problemas envolvendo matrizes e sistemas lineares.

EMI3LGG602

Fruir e apreciar esteticamente diversas manifestagdes artisticas e culturais, das
locais as mundiais, assim como delas participar, de modo a agugar
continuamente a sensibilidade, a imaginagdo e a criatividade.
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Aplicagdo do Produto Educacional
Cendrio Ideal

Tema: O ensino de maltrizes a partir do contexto das obras de Escher

Objetivos:

Contextualizar o ensino de matrizes a partir dos ladrithamentos de Escher;
Revisar os temas: matrizes e operagdes com matrizes;

Identificar isometrias a partir de exemplos;

Diferenciar reflexdes, translacdes e rota¢des no plano.

Conteudo: Matrizes, operagdes com matrizes, isometrias e transfpormagoes.

Metodologia: Aplicagdo do produto educacional por meio do Geogebra.
Recursos: Computadores ou notebooks, material para anotagdes.
Avaliagdo: Por meio das observagdes durante a aula e pela tarefa entregue.

Duragdo: 7 a 8 aulas.

Para a aplicagdo do produto educacional em um cendrio ideal, recomenda-se o
uso de computadores ou notebooks, de modo que cada aluno possa realizar a
atividade em seu proprio dispositivo individualmente. Caso ndo haja
equipamentos suficientes para todos os estudantes, sugere-se a formagdo de
duplas ou grupos para a realiza¢do das tarefas.

Com cada aluno ou grupo em seu computador abrird o livro no Geogebra:
“Aprendendo Matrizes com Escher” pesquisando no site do Geogebra ou
direcionando ao link abaixo.

Aprendendo Matrizes com Escher - Livro Geogebra  ( hitps//www.geogebra.org/m/bRbyidgo )

Ao abrir o livro o aluno terd todos os passos a sequir para a finalizagéo da
atividade, assim o professor pode atuar apenas como intermediador e auxiliar
com os itens que forem necessarios.


https://www.geogebra.org/m/bkbvjdg9
https://www.geogebra.org/m/bkbvjdg9

Para chegar no objetivo de utilizar as matrizes para a aplica¢do das Isometrias, o
aluno passard pelos topicos:

Capitulo 1

e Contextualizacdo com a arte: quem foi Escher;

e Técnicas utilizadas em suas obras.

Capitulo 2

e Ladrilhamentos;

e |sometrias.

e Criacdo de uma figura pela Técnica da Dentada;
e Criando ladritlhamentos com essa figura;

e Conclusoes;

Capitulo 3

e Revisdo de operagdes com matrizes: soma e multiplica¢do (esse item pode ser
pulado caso ndo tenha necessidade);

Capitulo 4

e |sometrias e matrizes;
e |dentificando isometrias a partir de exemplos;
e |sometrias: da dlgebra para a geometria;

e |sometrias: da geometria para a dlgebra;
Capitulo 5
e Tarefa;
e Desafio.
A sequir, apresentamos os capitulos disponiveis no GeoGebra, acompanhados de

sugestoes de intervengdes pedagogicas que podem ser utilizadas para incentivar
os alunos a alcangarem os objetivos propostos.



No livro do GeoGebra vocé encontrard as seguintes atividades:

Capltulo 1 - Conhecendo Escher

Conhecendo Escher

Autor: Susana Willemann

Nesta primeira atividade vamos conhecer melhor quem foi o artista Maurits Cornelis Escher e como suas obras podem ser
interessantes quando estamos estudando isometrias, matrizes e transformacio linear.

Escher nasceu na Holanda no ano de 1898, Desde pequeno, aprendeu a trabalhar com madeira e sempre foi muito criativo, Estudou na
Escola de Arte de Haarlem, onde se formou em 1921, A partir de entdo, comegou uma viagem pela Europa, a qual, pelas paisagens e
construgBes, inspirou muitas de suas obras. Desde o inicio da sua careira, o artista utilizou muitos elementos de matematica em suas
criacdes, explorando teorias que, muitas vezes, ndo tinha conhecimento formal.

Casou-se em 1924, com Jetta Umiker com quem teve trés filhos. Georges, Arthur e Jan. Mudou-se em 1935 para a Suiga, logo apos
para a Bélgica e, por fim, retornou para a Holanda em 1941,

Podemos identificar, ao longe da vida do artista, que suas obras foram marcadas por duas fases. A primeira fase, até 1937, foi marcada

pelo uso de perspectiva. Com muito talento Escher se preocupava em expressar o mundo fisico, e dessa maneira, seus trabalhos foram
influenciados por lugares e culturas que conhecera. (FAINGUELERNT; NUMES, 2015). Notamos, em decorréncia das visitas a cidades

No Geogebra sugerimos aos alunos assistirem ao seguinte video:

M. C. Escher, Artista e Gravador - Vida
& Obra | 10

Postado no Canal Arte & Educagdo

Video em Portugués que apresenta a vida e
as obras de Escher

p

Watck on [ Volebe

Tempo de duragdo - 6 min 44 seg



https://www.youtube.com/watch?v=ESozkCjqS94
https://www.youtube.com/watch?v=ESozkCjqS94

Técnicas utilizadas pelo artista

Autor: Susana Willemann

Escher utilizava algumas técnicas para desenviolver seus trabalhos, criava ladrilhos a partir da técnica da dentada e depois utilizava da Xilografia ou
Litografia para criar suas obras.

A Técnica da Dentada

Escher criava os ladrilhos utilizados em suas obras a partir de figuras geomeétricas, como guadrados, triangulos e hexagonos. Ele escolhia uma
figura geométrica e, partir dessa base, criava diferentes ilustragdes. Essa técnica & comumente chamada de “Técnica da Dentada”, pois ao tomar
uma figura geomeétrica, retira-se um pedago de um lado para acopla-lo em outro. Por exemplo, 2o tomar um hexdgono, como mostra as seguintes
figuras, retiramos qualquer pedaco de um dos lados e acoplamaos esse pedaco em outro lado. Repetindo essa tarefa mais vezes, criamos uma
imagem totalmente diferente da primeira utilizada. Essa imagem criada se encaixa perfeitamente com ela mesma, formando um ladrilhamento sem
espagos em branco.

60H
o ol

Ao final do primeiro Capitulo é proposto um questionamento aos alunos:

Apds a leitura desse texto, vocé consegue identificar elementos ou padrées em algumas
obras de Escher? Vocé consegue perceber alguma relagdo entre a matemdtica e as obras
dele?

O objetivo desta atividade é despertar nos alunos o interesse pelo conteudo por meio de
exemplos de obras de Escher, além de levd-los a perceber que a matemdtica pode estar
presente em muitos lugares onde normalmente ndo a imaginamos.

O professor pode intervir nessa atividade estimulando a curiosidade dos alunos, respondendo
perguntas sobre o artista e destacando caracteristicas que achar conveniente nas obras de
Escher.



Caplitulo 2 - Ladrilhamentos e Isometrias

" Ladrilhamentos
Autor: Susana Willemann

Ladrilhamento do plano € o preenchimento completo do plano por meio de figuras geométricas, geralmente poligonos, que se encaixam

perfeitamente, sem deixar espagos vazios e sem se sobrepor.

O ladrilhamento € um tipo de padronagem que surge quando cobrimos uma superficie com formas geométricas, que chamamaos de ladrilhos, que
se repetem e que apresentam algum tipo de simetria. Esse tipo de padrio pode ser observado em pisos, azulejos ou mosaicos.

N& em um ladrilhamento € o ponto do planc onde se encontram os vertices de trés ou mais poligonos.

nd____’ﬂ

Ao final dessa atividade, a pergunta proposta aos alunos é a sequinte:

E possivel criar ladrilhamentos regulares usando outros poligonos regulares além do
quadrado, do tridngulo equildtero e do hexdgono? Explique sua resposta.

O objetivo dessa pergunta é levar os alunos a refletirem sobre os dngulos envolvidos no
processo de ladrilhamento e sobre o modo como os vértices das figuras se encontram.



" |sometrias

Autor: Susana Willemann

As isometrias sdo transformagdes que ndo alteram forma e tamanho da figura (ou seja, preservam a distincia entre quaisquer dois pontos), apenas
sua posicdo no plano. Isso significa que a figura obtida é sempre congruente a figura original.

Com as isometrias, € possivel criar ladrilhamentos no planc, movimentando os ladrilhos para que se encaixem e formem padrdes.

Ma Figura 9, podemos observas trés tipos de isometrias:

Figura 9

1) Translaglo 2) Reflexdo 3) Rotaglo

) 4
®

No final do capitulo hd uma atividade chamada Conclusées, em que os alunos devem
perceber as caracteristicas necessdrias para o ladrilhamento.

" Conclusodes

=5

Autor: Susana Willemann

MNote que nem toda forma geomeétrica forma um ladrilhamento. Nés criamos apenas as figuras a partir de quadrados, tiangulos equilateros e
hexdgonos regulares. Ja se perguntou o por qué disso?

N "Paint™ ou no "Canva®, selecione um pentagono, por exemplo, e tente junta-los lado a lado, vera que ndo serd possivel fazer o ladrlhamento
sem espagos em branco e sem sobreposigdo.

Fica como sugestdo o seguinte video para complementar o assunto:

Isto é Matemdtica TOSE09 O Estranho
Mundo de Escher

Video postado pelo canal Sigma3web no
quadro Isto é Matemdtica.

Video em Portugués (Portugal) que
apresenta os ladrilhamentos e como eles
funcionam, com alguns exemplos de Escher.

Tempo de duragdo - 8 min 10 seg


https://www.youtube.com/watch?v=7ac0WC3tzwU&t=81s
https://www.youtube.com/watch?v=7ac0WC3tzwU&t=81s

Capltulo 3 - Revisdo de Matrizes

Revisdo de Matrizes

Mesta atividade vamos rever os conceitos que envolvemn Matrizes e suas operagdes, como soma, multiplicagdo por um escalar e multiplicagdo entre
matrizes.

Matrizes

Uma matnz € uma tabela organizada em linhas (horizontais) e colunas (verticais), usada para representar e resclver problemas matematicos.

Exemplo de uma matriz 2 = 3 (2 linhas e 3 colunas):

Adicdo de Matrizes

A adigio de duas matrizes é feita elemento a elemento, e 56 € possivel se elas tiverem as mesmas dimensdes.

Sejam:

Caso seja necessdrio retomar o conteido de matrizes, disponibilizamos
no Capitulo 3 a teoria que consideramos essencial. O professor pode
apresentar esse material aos alunos da Porma que achar mais
adequada, ou simplesmente disponibiliza-lo para leitura e consulta.

Para os exercicios sobre matrizes, poi disponibilizado um conjunto de
atividades no GeoGebra. No entanto, considerando que a plataforma
ndo oferece o melhor suporte para a formata¢do de matrizes, também
foi criada uma atividade em formato de jogo no site Kahoot, com o
objetivo de tornar o aprendizado mais dindmico e interativo.

A atividade pode ser acessada pelo link:

https://create.Rahoot.it/details/39c2a5a3-1b83-41c0-9264-
ac8c5716adbs

E realizada com cada aluno em seu computador.



https://create.kahoot.it/details/39c2a5a3-1b83-41c0-9264-ac8c5716adb4
https://create.kahoot.it/details/39c2a5a3-1b83-41c0-9264-ac8c5716adb4

Capltulo 4 - Isometrias no plano

No Capltulo 4 teremos a utilizag@o de representagdes geométricas no plano com
controles deslizantes para ajudar no entendimento das Isometrias.

1) Translagao
Translagdo no plano cartesiano € a transformagdo em que cada ponto de um figura & deslocado somando-se um mesma valor a coordenada x e
ur meEmo valor & coordenada v, Dessa forma, 1odos 0f pontos s& movem na mesma dmegdo ¢ na mesma distinda
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Isometrias: da geometria para a dlgebra
AT Saana Wilermann
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Exemplo

A partir do eiboga no grifica vaman dentica qusl Dometria Soanteteg 4o Roigang S PR S 19U ¢ tentar ewrrer- s Bgebraments com

O objetivo nessa atividade é destacar as diferentes representagdes do mesmo

topico, além de oportunizar ao aluno uma aplicagdo do conteido de matrizes
estudado.

O professor pode auxiliar respondendo as duvidas que surgirem, sem tirar o
protagonismo do aluno na atividade. A corregdo e avaliagdo pode ser feita a

partir do arquivo PDF que o aluno consegue enviar ao professor apos a
finalizagdo das atividades.



Caplitulo 5 - Tarefa

Tarefa

Autor. Susana Willemann

Agora é a sua vez de criar sua propria isometria!

Relembre o que foi feito na Atvidade 2, quais isometrias foram necessarias para formar o ladrilhamento? Ou crie qualquer cutra que quiser.

Ao escolher sua isometria, faga o esbogo no plano e a represente algebricamente por meio da equagdo matricial.

Para o esbogo no plana utihze uma figura similar a cnada na Atmdade 1, pela Teauca da Dentada, ao coloca-la ne plano utilize quantos pontos for
necessana.

DREENEERENEE

+ Entrada... 4

No Capitulo 5, propde-se uma tarefa em que os alunos devem criar sua
propria transformacgdo, utilizando as isometrias estudadas nos
capitulos anteriores.

Pode-se reaproveitar o ladrilho construido no Capitulo 2 ou optar por
criar um novo. O plano cartesiano serd disponibilizado, e os alunos
terdo acesso as fPerramentas do GeoGebra para desenvolver livremente
sua composigao.

Essa tarefa Poi pensada como uma estratégia para o professor avaliar
a aprendizagem dos alunos e identificar possiveis dificuldades. Ela
pode ser adaptada conforme as necessidades observadas ao longo da
aplicagdo do produto, servindo também para reforgar conteudos que
tenham gerado duvidas.

Fica também ao final do capitulo um desafio para os alunos
construirem um ladrilhamento com tridngulos equildteros ou
hexdagonos. Essas construgdes podem ser apresentadas pelos alunos a
classe, como modo de Pinalizar os tépicos trabalhados.

10



Aplicagdo do Produto Educacional
Cendrio Realista

Tema: O ensino de maltrizes a partir do contexto das obras de Escher

Objetivos:

Contextualizar o ensino de matrizes a partir dos ladrilhamentos de Escher;
Revisar os temas: matrizes e operagdes com matrizes;

Identificar isometrias a partir de exemplos;

Diferenciar reflexdes, translagdes e rotagdes no plano.

Conteudo: Matrizes, operagdes com matrizes, isometrias e transfpormagoes.

Metodologia: Aplicagdo do produto educacional por meio de projetor e
atividades impressas.

Recursos: Projetor, material para anotagdes e atividades impressas.

Avaliacdo: Por meio das observagdes durante a aula e pela tarefa entregue.

Duracdo: 7 a 8 aulas.

Tanto no cendrio ideal quanto no realista, a sequéncia das atividades é
semelhante. Nas proximas pdginas deste material, descreveremos as atividades
previstas para o cendrio realista, acompanhadas dos anexos que poderdo ser
impressos e utilizados com os alunos, disponiveis ao final do documento.

11



As atividades serdo organizadas conforme os seguintes topicos:

Atividade 1

e Contextualizagdo com a arte: quem foi Escher;

e Técnicas utilizadas em suas obras.

Atividade 2

e Ladrilhamentos;

e [sometrias;

e Criacdo de uma figura pela Técnica da Dentada;
e Criando ladritlhamentos com essa figura;

e Conclusoes;

Atividade 3

e Revisdo de operagdes com matrizes: soma e multiplica¢do (esse item pode ser
pulado caso ndo tenha necessidade);

Atividade 4

e |sometrias e matrizes;
e Identificando isometrias a partir de exemplos;
e |sometrias: da geometria para a dlgebra;

e |sometrias: da dlgebra para a geometria;

Atividade 5

e Tarefa;

e Desafio.

12



Atl:Vl:dade 1 Conhecendo Maurits Cornelis Escher

A primeira atividade dentro do produto é fundamental para a contextualiza¢do do assunto e
promover o interesse dos alunos pelo conteudo.

Para introduzir o assunto de ladrilhamentos e isometrias € sugerido a abordar aos alunos a
histéria de Maurits Cornelis Escher, artista holandés que utilizou muito da matemdtica em
suas obras.

No Anexo 1 consta um breve relato da histéria de Escher que pode ser entregue aos alunos
ou trabalhada da maneira que for mais conveniente.

O seguinte video pode auxiliar nessa atividade.

M. C. Escher, Artista e Gravador - Vida
& Obra | 10

Postado no Canal Arte & Educacdo

Video em Portugués que apresenta a vida e
as obras de Escher

Tempo de duragdo - 6 min 44 seg

Walchon DN ey

Aléem das informagdes sobre Escher, no Anexo 1 encontram-se detalhes sobre a técnica da
Dentada e as técnicas de Xilogravura e Litografia que o artista utilizava.

O objetivo desta atividade é despertar nos alunos o interesse pelo conteudo por meio de
exemplos de obras de Escher, além de levd-los a perceber que a matemdtica pode estar
presente em muitos lugares onde normalmente ndo a imaginamos.

Na Atividade 2, serd utilizada a Técnica da Dentada,
com o objetivo de que os alunos reproduzam, a sua
maneira, uma obra semelhante aquela que
conheceram, criada por Escher.

Caso se deseje trabalhar apenas com conteudos de
Geometria, por exemplo, com turmas do Ensino
Fundamental, a aplicagdo do produto pode ser realizada
até a Atividade 2.
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https://www.youtube.com/watch?v=ESozkCjqS94
https://www.youtube.com/watch?v=ESozkCjqS94

A tiVi,dClde 2 Ladrilhamentos

Para a sequéncia das atividades é importante falarmos sobre os conceitos de ladrilhamentos
e isometrias, no Anexo 2 temos mais informagdes que podem ser entregues aos alunos.

Ao Pinal dos tépicos, fica uma pergunta a ser respondida pelos alunos:

E possivel criar ladrilhamentos regulares usando outros poligonos regulares além do
quadrado, do tridngulo equildtero e do hexdgono? Explique sua resposta.

O objetivo dessa pergunta é levar os alunos a refletirem sobre os angulos envolvidos no processo
de ladrilhamento e sobre 0 modo como os vértices das figuras se encontram.

Em seguida a discussdo, sugerimos que os alunos assistam a um video explicativo, com o
objetivo de aprofundar a compreens@o dos conceitos de ladrilhamento e entender melhor o por
que utilizamos apenas quadrados, tridngulos equildteros e hexdgonos nesse contexto.

Isto é Matemdtica TOSEOQ9 O Estranho
Mundo de Escher

Video postado pelo canal Sigma3web no
quadro Isto é Matemadtica.

Video em Portugués (Portugal) que
apresenta os ladrithamentos e como eles
funcionam, com alguns exemplos de Escher.

Tempo de duragdo - 8 min 10 seg

Depois da apresentagdo do video, pode ser utilizado algumas obras de Escher para explicitar
o conceito de Isometria, sem a necessidade de aprofundamento ainda.

Destaque que a isometria somente ocorre quando preservamos distdncias, ou seja, a
partir de transformagdes obtemos figuras congruentes a que tinhamos inicialmente.

Veja no Anexo 2 as demais caracteristicas fundamentais das isometrias.

Agora que o aluno entendeu os conceitos de ladrilhamento, tem uma ideia do que se trata
as isometrias e tem o contexto de Escher, vamos propor algumas atividades mais prdticas.

e Tesoura;

Fita adesiva;
Folha de papel;
Canetinha.

Para essa atividade vamos precisar de:
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https://www.youtube.com/watch?v=7ac0WC3tzwU&t=81s
https://www.youtube.com/watch?v=7ac0WC3tzwU&t=81s

Criagdo de uma Pigura pela Técnica da Dentada

Entregue ao aluno, um quadrado, um tridngulo equildtero ou um hexdgono regular impresso,
de preferéncia em um papel de gramatura maior. Utilize o Anexo 3 para a impressdo. (Caso
queira trabalhar com constru¢do de poligonos, € possivel também solicitar para o aluno
desenhar em uma folha em branco).

Com a ajuda de uma tesoura e uma fita adesiva, o aluno fard o corte de um dos lados do
poligono e acoplard em outro lado para criar a figura que desejar (sugere-se que seja feito
um rascunho antes).

Podemos observar 0s passos no seguinte exemplo:

Com o molde desenhado, podemos criar o ladrilhamento desenhando em uma folha lado
a lado a figura, cuidando para ndo sobrepor e sem deixar espacos em branco.

Construindo um ladrilhamento
utilizando a Técnica da
Dentada

15


https://www.youtube.com/watch?v=LwwZI9DczH4
https://www.youtube.com/watch?v=LwwZI9DczH4
https://www.youtube.com/watch?v=LwwZI9DczH4

Ati\/idade 3 Revisdo de Matrizes

Nesta atividade, faremos uma revisdo dos conceitos de matrizes e das operacoes
com maltrizes. Caso essa retomada ndo seja necessdria para a turma, a atividade
pode ser omitida, seguindo diretamente para a Atividade 4.

Os conceitos podem ser apresentados no quadro, para que os alunos copiem em
seus cadernos, ou, alternativamente, pode-se utilizar o Anexo 4, que pode ser
impresso e distribuido aos alunos.

Na revisdo, abordaremos brevemente:

e O que é uma matriz;

e adi¢do de matrizes;

e multiplicagdo por escalar;

e multiplicagdo de matrizes;
e transposta de uma matriz e
e matrizes ortogonais.

Para os exercicios sobre matrizes, foi disponibilizado o material para
impressdo no Anexo 4. No entanto, foi criada uma atividade em
formato de jogo no site Kahoot, com o objetivo de tornar o aprendizado
mais dindmico e interativo.

A atividade pode ser acessada pelo link:

https://create.Rahoot.it/details/39c2a5a3-1b83-41c0-9264-~
ac8c5716adbsa

E realizada com cada aluno em seu computador ou Chromebook.
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https://create.kahoot.it/details/39c2a5a3-1b83-41c0-9264-ac8c5716adb4
https://create.kahoot.it/details/39c2a5a3-1b83-41c0-9264-ac8c5716adb4

1

Atl:\/l:dade 4 Isometrias no Plano

|dentificando isometrias a partir de exemplos;

Caso seja possivel 0 uso de um projetor ou lousa digital, o professor pode abrir o Capitulo
3 no livro do Geogebra e mostrar a partir dos controles deslizantes o que acontece em
cada exemplo.

Ainda, caso ndo seja possivel, ou se preferir, pode-se imprimir o Anexo 6 com o0s
exemplos e trabalhar da mesma maneira.

Caso imprima em preto e branco, utilize os nimeros dos poligonos como referéncia.

O aluno deve saber identificar se do poligono azul para o rosa estd ocorrendo a
translacdo da figura, rotagdo ou reflex@o.

No primeiro exemplo ocorre a
translacdo.

Al £ Caracteristicas que o aluno deve
E1 observar:
. 4 A figura permanece no mesmo sentido,
G apenas seus pontos foram deslocados
. -2 de lugar, Pazendo a figura transladar.

No segundo exemplo temos

® . ~
61 a rotagdo.
" o Bl
o Al
AT e ® 4

Caracteristicas que o aluno deve
observar:

Ha um ponto de apoio O que direciona
a rotagdo da figura, que ndo estd mais
0 na mesma posigdo que inicialmente.

i =4 =2 ] 2 4 B

Por fim, no terceiro exemplo
obtemos a reflexdo.

s e Caracteristicas que o aluno deve

1 observar:

¢ A figura ndo estd no mesmo sentido,
§ L porem em relagdo a reta dada ocorre

uma reflexdo dos pontos.
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2 Isometrias: da geometria para a dlgebra;

Nessa atividade, vamos primeiro dar um exemplo aos alunos para que eles, em sequida,
consigam Pormar sozinhos as suas conclusdes quanto as isometrias.

Tal exemplo estd no Anexo 5 e pode ser trabalhado anteriormente a identificagdo das
isometrias.

Exemplo:

a) Identifique qual isometria foi utilizada: translacdo, rotacdo ou reflexdo;

i c d

b) Escreva a equagdo algébrica da transformagdo na forma Lﬂ = [a b] . [T] + ['1 ,

indicando explicitamente as duas matrizes.

L

Notamos que trata-se de uma translagdo, nos quais os pontos foram deslocados duas
unidades verticalmente e quatro unidades horizontalmente.

Assim, podemos dizer que os pontos s@o obtidos com a soma: (x', y') = (x,y) + (4, 2),
para qualguer ponto do poligono.

A equagdo algébrica é dada por:

18



Os proximos exemplos os alunos devem tentar resolver
sozinhos:

Exemplos:

1) Do poligono azul para o rosa, qual isometria foi utilizada? Qual sua equagdo
algeébrica?

“w

G1
5 @
F1
4 *+—®
E1

3 ]

C1
2 ®
D1

-1

2) Do poligono azul para o rosa, foi feita uma rotagdo de 60°. Qual sua equagao
algébrica?

=1

Os exemplos estdo no Anexo 7 para impressao 19



3) Do poligono azul para o rosa, qual isometria fot utilizada? Qual sua equagdo
algebrica? (Note que a reta laranja é o eixo y).

T
&
G1
o 5
EA A H1
" —eo *—o 4
E1 ;
L ] 3
fox
® ‘® 2
D1 B1
-
=T =5 =5 =4 =3 =2 =1 ] 1 2 3 4 5 6 7
=1

4) Dessa vez utilizamos duas isometrias em sequéncia para sair do poligono laranja
passando pelo azul e indo para o rosa, quais isometrias foram usadas? Como
podemos representd-las em uma unica equagdo matricial? (Note que B = 45°)

B 20



3 Isometrias: da dlgebra para a geometria;

Novamente, vamos resolver um exemplo e depois vamos deixar outras situac¢des
para os alunos resolverem.

Exemplo:

A partir da equagdo algébrica, vamos fazer o esbogo da isometria dada.

NE: } )
y 3
Logo, notamos que trata-se de uma translagao, na qual deslocamos 5

unidades na horizontal e 3 unidades na vertical. Dado o plano e a figura
abaixo, vamos representar o produto final no mesmo plano.

A equacdo é dada por: [’j ] - [111 11'
y

-1 0 1 2 3 4 5 & T 8 g 10 1 12 13




Portanto, obtemos:

8 e
H1 Al F1
T L L L 3 L J
E1

@
=4

Os préximos exemplos os alunos devem tentar resolver
sozinhos:

Exemplos:

Utilize os planos cartesianos do Anexo 8 e os poligonos que
estdo neles para a resolugdo dos sequintes exercicios

Identifique em cada equacdo matricial qual isometria estd ocorrendo e represente
o poligono resultante da isometria no plano.

D 0 —1] [z
Jr(:ﬂ) - |i1 0 } ) LJ

Pe¢a aos alunos para que
facam as operac¢des com as

_ trizes, h
D fz) = [01 _UJ . (H + !0]) resultado esperado e

exercitarem essas OPGI’C[Q@QS.
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A t l\/ldade 5 TareFa A Tarefa com o plano cartesiano estd

disponivel no Anexo 9 para impressao.

Agora é a vez do aluno criar sua propria transformagadol!

A intengdo é que o aluno relembre o que foi feito na Atividade 2 e assim escolha
alguma isometria que Poi necessaria para o ladrilhamento ja feito.

Ele deve fazer um esbogo no plano e a representar algebricamente por meio da
equagdo matricial a isometria escolhida.

A figura criada na Atividade 1 pode ser utilizada nesse momento.

Atividade 6 Desafio

A Atividade 6 é um desafio que pode ser proposto aos alunos: criar um
ladrithamento utilizando tridngulos equildteros ou hexdagonos. De fato, quando
utilizamos o quadrado como ladritho, precisamos apenas de translacdes para
criar um padrdo, assim com o tridngulo ou hexdgono conseguimos trabalhar

outras isometrias.

Esse ladrilhamento pode ser Peito também
utilizando a Técnica da Dentada

Conclusdo

Ao final da aplicagdo, o aluno deve ser capaz de operar matrizes com facilidade,
uma vez que, ao trabalhar com transformagdes no plano, as operagdes matriciais
funcionam como ferramentas para alcangar os resultados esperados.

E importante observar o desempenho dos alunos durante as atividades, a fim de
avalia-los adequadamente e realizar ajustes no planejamento, caso necessdrio.
Se os exemplos e exercicios propostos se mostrarem muito simples para a turma, é
possivel ampliar o nivel de complexidade, elaborando desafios mais avangcados.

Como sugestdo, podem ser exploradas reflexdes em relagdo a retas quaisquer e a
composicdo de isometrias, como a combinagdo de reflexdes com translagoes.

Desejo boa sorte e espero que este material tenha contribuido para pPacilitar
o seu planejamento e enriquecer sua prdtica docente!
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Anexo 1



Maurits Cornelis Escher

Escher nasceu na Holanda no ano de 1898.
Desde pequeno, aprendeu a trabalhar com
madeira e sempre fol muito criativo. Estudou
na Escola de Arte de Haarlem, onde se
formou em 1921. A partir de entdo, iniciou
uma viagem pela Europa, a qual chegou na
ltdlia e ali permaneceu até 1935. As paisagens
e construgdes desse pals inspiraram muitas
de suas obras. (TJABBES, 2010).

E‘?nte: ,N"[C' Galeria de obras. Desde o inicio da sua careira, o artista utilizou
lSpOﬂlVe em. . o } _
\https://mcescher.com/about/. muitos elementos de matemdtica em suas criacgoes,

Acesso em: 28 jul. 2025. explorando teorias que, muitas vezes, ndo tinha

conhecimento formal.

Casou-se em 1924, com Jetta Umiker com quem teve trés filhos: Georges,
Arthur e Jan. Mudou-se em 1935 para a Sulga, logo apds para a Bélgica e,
por fim, retornou para a Holanda em 1941.

Podemos identificar, ao longo da vida do artista, que suas obras foram
marcadas por duas fases. A primeira fase, até 1937, foi marcada pelo uso de
perspectiva. Com muito talento Escher se preocupava em expressar o
mundo fisico, e dessa maneira, seus trabalhos Poram influenciados por
lugares e culturas que conhecera. (FAINGUELERNT; NUNES, 2015).
Notamos, em decorréncia das visitas a cidades italianas e espanholas, a
inclusdo em seus trabalhos dos diversos dngulos, paisagens e elementos da
natureza diferentes, antagénico ao que conhecia das planicies da Holanda.

Ja na segunda fase, Escher mudou seu estilo, “usando a imaginagdo e a
vis@o detalhista, afastando-se do mundo Ffisico e buscando uma certa
regularidade”, e assim “produziu composi¢des utilizando vdrias geometrias.”
(FAINGUELERNT; NUNES, 2015, p.29).

Escher diferenciava seus trabalhos feitos de ladrilhamento dos ja criados
por ndo utilizar apenas formas geomeétricas simples, mas sim imagens
realisticas. Sendo as mais utilizadas eram figuras de animais, principalmente
lagartos, peixes e pdssaros.


https://mcescher.com/about/

A Técnica da Dentada

Escher criava os ladrithos utilizados em suas obras a partir de figuras
geométricas, como quadrados, tringulos e hexdgonos. Ele escolhia uma
figura geométrica e, partir dessa base, criava diferentes ilustragdes. Essa
técnica € comumente chamada de "Tecnica da Dentada", pois ao tomar uma
fFigura geometrica, retira-se um pedago de um lado para acopla-lo em outro.
Por exemplo, ao tomar um hexdgono, como mostra na Figura 1, retiramos
qualquer pedago de um dos lados e acoplamos esse peda¢o em outro lado.
Repetindo essa tarefa mais vezes, criamos uma imagem totalmente diferente
da primeira utilizada. Essa imagem criada se encaixa perfeitamente com ela
mesma, formando um ladrilhamento sem espag¢os em branco.

Figura 1

SohH
50 5 2P e

Fonte: Alves (2014)

Com isso, depois de construir a sua figura base para os seus ladrilhamentos,
Escher produzia suas obras. Em sua visdo, o ladrilhamento era uma
maneira de expressar a sua fascinacdo pela eternidade e pelo infinito de
diferentes maneiras.

Além disso, o artista explorou temas como infinitude, limites, metamorfose,
transformacodes, e utilizava-se desses elementos dependendo das sensacdes
que desejava transmitir. Frequentemente, Escher brincava em misturar o real
e o imaginario.

Apresentamos, a seguir na Figura 2, alguns exemplos de obras feitas pelo
artista, que estdo disponiveis no Acervo Digital do Instituto M.C. Escher.

Acesso pelo site: https://mcescher.com/gallery/




Figura 2

Répteis (1943)

A Fag IR 4 X

Torre de Babel (1928) ?quw }‘;ﬁ

ATy

Cada vez menor (1958) Libertacao (1955)

Fita de Mobius Il (1963)

Vinculo de Unido (1956)



Escher é uma grande inspiracdo para nos mostrar que podemos criar muito mais
do que apenas aquilo que os nossos olhos veem. O mundo das ideais e da
imaginagdo pode ser muito maior que o ambiente que temos a nossa volta. Parte
dessa imaginagdo e esse raciocinio pode ser utilizado para estimular o
entendimento de conceitos matemdticos mais abstratos, principalmente a dlgebra
que ndo e palpavel.

Xilografia e Litografia

Aléem da grandiosidade de Escher em suas ideias e na sua dedica¢do em criar
novos mundos a partir de suas obras, o artista surpreende pela técnica que
utilizava para suas criagdes. Todas as suas composigdes ndo eram apenas
pinturas, mas sim produzidas a partir de xilografias e litografias.

Xilografias (ou xilogravuras) sdo feitas mediante o corte de um desenho num
bloco de madeira. Trata-se de uma forma de impressdo em relevo: uma goiva é
usada para esculpir um bloco de madeira, formando sulcos e produzindo uma
imagem no primeiro plano. A tinta é aplicada a essas partes e, em seguida, uma
fFolha de papel é pressionada sobre o bloco de madeira com a tinta. (TJABBES,
2010)

Como curiosidade, vale mencionar que a técnica da xilogravura também esta
presente na literatura de cordel, expressdo popular tradicional do nordeste
brasileiro. Um dos representantes dessa arte é José Francisco Borges, cujas obras
retratam o cotidiano, o cangago, a religiosidade, os folguedos e personagens
imaginarios.

Figura 3

Fonte: Site O  Progresso.

Disponivel em :
P nmmw https://www.progresso.com.br/c
f -
l I { ‘\ ultura/exposicao-celebra-obra-
e 3 do-mestre-do-cordel-e-da-
i , M . j‘!n_ . xilogravura-j-borges/440266/
MUDANMCA DE | BoRGES

Acesso em 12 ago. 2025

Ja na litografia, faz-se um desenho sobre uma pedra plana especialmente
tratada. Dessa forma, trata-se de uma forma de impressdo plana: a tinta é
aplicada sobre a pedra lisa, e o papel é, em seguida, colocado por cima. Todas as
copias de uma série s@o idénticas: embora a cor possa variar, a imagem ou a
representagdo é sempre a mesma. (TJABBES, 2010)



Para finalizar seus trabalhos, Escher utilizava, além das ferramentas e a firmeza
de sua mdo, lentes de aumento, muitas vezes com um aumento de 12 vezes para
chegar no minimos detalhes que desejava.

Observamos, na Figura 4, exemplos de impressdes de Xilografia e Litografia,
respectivamente.

Figura 4

Fonte: Galeria de Arte Livia Doblas
Disponivel em: https://encurtador.com.br/Qbtm3

Fonte: Blog Leildes BR.

Disponivel em:
\https://blog.leiloesbr.com.br/litogravura-
xilogravura-tecnicas/

Acesso em: 28 jul. 2025.

Acesso em: 28 jul. 2025.

Apds a leitura desse texto, vocé consegue identificar elementos ou padrées em
algumas obras de Escher? Vocé consegue perceber alguma relag@o entre a
matemadtica e as obras dele?
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Ladrilhamentos

Ladrilhamento do plano é o preenchimento completo do plano por meio de
fFiguras geomeétricas, geralmente poligonos, que se encaixam perfeitamente, sem
deixar espagos vazios e sem se sobrepor.

O ladrilhamento € um tipo de padronagem que surge quando cobrimos uma
superficie com formas geometricas, que chamamos de ladrilhos, que se repetem e
que apresentam algum tipo de simetria. Esse tipo de padrdo pode ser observado
em pisos, azulejos ou mosaicos.

Figura 5

1y
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Fonte: Imagens retiradas da Internet

N6 em um ladrilhamento é o ponto do plano onde se encontram os vértices de
trés ou mais poligonos.

Figura 6

noé

ndJ

Fonte: Producdo da autora (2025)

A sequir vamos apresentar as definigdes de diferentes ladrilhamentos.

Ladrilhamento regular: fPormado por poligonos regulares todos iguais, de modo
que se forma apenas um tipo de no.



Ladrilhamento semirregular: formado por dois ou mais tipos de poligonos
regulares, mantendo apenas uma configuragdo de no.

Ladrilhamento demirregular: Pormado por poligonos regulares em que hda mais de
um tipo de arranjo de vértices.

Figura 7
Exemplo de ladrilhamento
Regqular Semirreqgular

Demirregular Sem classificacdo (sem nod)
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Fonte: Producdo da autora (2025)

Escher utilizava os ladrilhamentos para criar algumas de suas obras. Veja a
Figura 8.
Figura 8

Fonte: M.C. Escher (1964)



Pergunta: E possivel criar ladrilhamentos regulares usando outros poligonos
regulares além do quadrado, do triGngulo equildtero e do hexdagono? Explique

sua resposta?

Isometrias

As isometrias sdo transformagdes que ndo alteram forma e tamanho da figura (ou
seja, preservam a distdncia entre guaisquer dois pontos), dapendas suad posiGdo no
plano. Isso significa que a figura obtida é sempre congruente a figura original.

Com as isometrias, € possivel criar ladrilhamentos no plano, movimentando os
ladrilhos para que se encaixem e formem padrdes.

Na Figura 9, podemos observas trés tipos de isometrias:

Figura 9
1) Translacao 2) Reflexdo 3) Rotacgdo

Fonte: Producdo da autora (2025)

Também podemos Pazer composi¢gdo delas, por exemplo, primeiro uma rotagdo e
depois uma reflexdo ou uma reflexdo e em seguida uma translagdo, essa ultima e

chamada de reflexdo deslizante.



Podemos observar essas transformagdes isométricas em algumas criagdes de Escher.

Figura 10 (a) Figura 10 (b)

W

=

N
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Fonte: M.C. Escher (1938 - 1942)

Na figura 10 (a), quando comparamos as aves brancas temos translagdes entre elas.
Quando comparamos aves brancas com as azuis, temos reflexdes deslizantes.

Na figura 10 (b), vemos translagdes entre répteis de mesma cor, e rotagdes entre répteis
de cores diferentes.

Figura 11 (a) Figura 11 (b) Figura 11 (c)

/Jtl /ill

T

Fonte: Adaptado de M.C. Escher (1959 - 1954 - 1955)

Na figura 11 (a), destacamos a translacdo que ocorre entre as figuras do pegasus, a
mudanga das cores apenas evidencia a isometria.

Na figura 11 (b), vemos as rotagdes com as figuras dos peixes, cada né é formado por
seis peixes que rotacionam em 60°.

Na figura 11 (¢ ) temos a figura do cisne formando o ladrilhamento a partir de reflexdes
deslizantes.
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Revisao de Matrizes

1 O que é uma matriz?

Uma matriz ¢ uma tabela organizada em linhas (horizontais) e colunas (verticais),
usada para representar e resolver problemas matematicos.
Exemplo de uma matriz 2 x 3 (2 linhas e 3 colunas):

. [ 23
A=i 3 d

2 Adicao de Matrizes

A adicao de duas matrizes é feita elemento a elemento, e sé é possivel se elas tiverem
as mesmas dimensoes.

6

8

Sejam:
[1+5 2+6] _[6 8
3+7 4+8] " |10 12

i=[t 7, 2]

=] o

Asoma A+ B é&

A+ B=

3  Multiplicagao de uma matriz por escalar

Multiplicar uma matriz por um mimero (escalar) significa multiplicar cada elemento da
matriz por esse mimero.
Sejam:

Entao: 1 ” , g

4  Multiplicacao de Matrizes

A multiplicacao A - B s6 é possivel se o niimero de colunas de A for igual ao mimero de
linhas de B. Cada elemento da matriz resultante é obtido multiplicando os elementos
da linha correspondente de A pelos elementos da coluna correspondente de B e somando

os resultados.



Sejam:

O produto A - B é
1) (1:6+2:8)] [9 22
) (3-6+4-8)] = [43 50

5 Matriz Identidade

A matriz identidade é uma matriz quadrada em que todos os elementos da diagonal
principal sao iguais a 1 e todos os outros elementos sao 0. Por exemplo a matriz identidade
de ordem 3 é:

—
Il

o O =

[ R s

= o O

6 Matriz Transposta

A matriz transposta é uma matriz obtida a partir da troca das linhas de uma matriz
pelas suas colunas. Se a matriz original tiver ordem n x m, entao a matriz transposta
terd ordem m x n. Denotamos a matriz transposta de A por AT,

Seja a matriz

2 4 5
= L 3 ﬁy
sua transposta sera a matriz
2
AT =4 3
5 6

7 Matriz Ortogonal

Uma matriz quadrada A é chamada de ortogonal quando o produto de A pela sua trans-
posta AT resulta na matriz identidade: AAT = ATA =1 .
Por exemplo:

Seja:
10 0
A= |0 O =1
01 0
Entao:
10 o1t o o [too] [t o 0] 1to o
AT.A=100 -1|-]10 0 1|=010|=1|0 0O 1|-|0 0 —-1| =AT.A
01 0 0 -1 0 00 1 B =1 0| |01 0



Exercicios

1. Efetue a soma das matrizes:
2 4 5 1
a=[t3) m=15
2. Multiplique a matriz abaixo pelo escalar k = —3:
0 2
[0 ]

3. Verifique se é possivel multiplicar as matrizes a seguir. Se sim, calcule A - B:

2 0

1 2 3
A_[G 1 4], B=|1 _1-1
3 5

4. Dé as dimensoes das seguintes matrizes, em seguida dé qual é a matriz transposta
de cada item:

g 1 D
E")‘r=[5 1 9]
1

b) E =
7
[2 3
) F=]0 1
|=2: 5

5. Verifique se a matriz A é ortogonal:

-



Anexo 5



Isometrias e matrizes

A sequir vamos estudar com mais detalhes as isometrias no plano cartesiano.

1) Translagdo

Translagdo no plano cartesiano é a transformag¢do em que cada ponto de um
figura é deslocado somando-se um mesmo valor a coordenada x e um mesmo

valor a coordenada y. Dessa forma, todos os pontos se movem na mesma diregao
e na mesma distancia.

Exemplo: Na Figura 8, a translagdo do tridngulo A para o tridngulo A’ é dada
pelo deslocamento de 8 unidades para a esquerda e 2 unidades para baixo.

Figura 8

oty Observemos o que acontece com o0s
71 ; vertices do tringulo A para o tridngulo
& T A’

- i T

° (02) +—— (80)

7 A |

34
EJHT'TL' S . (3,6) ——  (11.4)

i I._-"'--..___L_I:--'.'X'--___”.__ X

0] 1 2345478 910111213 (42) +—— (120)

Fonte: (DANTE, 2020)

Para cada ponto (x,y) adicionamos (-2) na abscissa e 8 na ordenada:

(oY) + (-2,8) > (x-2, y+8).

De modo geral, a translagdo de a unidades na dire¢cdo horizontal (eixo x) e de b
unidades na diregdo vertical (eixo y) e dada por:

(Y + (ab) +—— (x+a, y+b).

Utilizando matrizes:

Para uma translagdo no plano cartesiano, que leva um ponto A(x,y) a um ponto A'(x'y",
com deslocamento de a unidades na direcdo horizontal e b unidades na dire¢do vertical,

N



2) Reflexdo

Reflexdo no plano cartesiano é a transformac¢do em que cada ponto de uma
figura é associado a outro ponto simétrico em relagdo a uma reta (eixo de
reflexdo). Dessa forma, a figura obtida € o “espelho” da figura original em relagéo
a esse eixo.

Exemplo: Na Figura 9, o poligono A" é a reflexdo do poligono A em relagdo ao
eixo y.

Figura 9
y Observemos o que acontece com 0S
Z: vertices do poligono A para o
5 - poligono A"
-
3 - (-8.,4) > (84)
7
1 « (-2,7) > (2.7)
BEDEDEEELEEEDEE RN NI o
(-3,2) > (3,2)

Fonte: (DANTE, 2020)

Para cada ponto (x,y) de A, as ordenadas de A’ permanecem iguais as de A,
enquanto as abcissas de A’ sGo os opostos das de A:

xy) +— (-x ).

Utilizando matrizes:

Para uma reflexdo no plano cartesiano em relag@o ao eixo y, que leva um ponto A(x,y) a um
ponto A'(x',y"), temos:

' -1 0 €T

Y 0 1] |y



Exemplo: Na Figura 10, o poligono A’ é obtido refletindo o poligono A em relagao
4o eixo X.

Figura 10
y Observemos o que acontece com 0s
vertices do poligono A para o
poligono A"

(-8.,4) > (-8,-4)

12 3 (-2,7) > (-2,-7)

(-4,4) > (-4,-4)

(-3,2) >  (-3,-2)

Nesse caso, as abscissas permanecem

inalteradas, enquanto as ordenadas

Fonte: (DANTE, 2020) trocam de sinal. Em termos gerais:

xy) > (X -y).

Utilizando matrizes:

Para uma reflex@o no plano cartesiano em relagdo ao eixo x, que leva um ponto A(x,y) a um
ponto A'(x'y"), temos:

' 10_:{:
y 0 -1} |y

3) Rotacgdo

Rotagdo no plano cartesiano € a transformac¢do em que cada ponto de um
objeto gira em torno de um ponto fixo por um determinado dngulo e em uma
direg@o (hordria ou anti-hordria). Dessa forma, a figura mantém o formato e o
tamanho, mudando apenas sua orientagdo.

Exemplo: Na Figura 11, o poligono é obtido pela rota¢do do poligono em 180° em
torno da origem do plano cartesiano.



Figura 11 Observemos o que acontece com oS
vértices do poligono A para o poligono

N A
2. : l

5-a-3-2-1 ] x (D > O

T T '_|:1|_ L 5.1 > (-5 -1)

_2- (4,2) > (-4,-2)
N (4,3) s > (-4, -3)

Fonte: (DANTE, 2020)

Nesse caso, tanto as abscissas quanto as ordenadas trocam de sinal. De forma

geral: ) — (%, ).

Exemplo: Na Figura 12, o poligono A’ é obtido pela rotagdo do poligono A em 60°
em torno da origem do plano cartesiano.

Figura 12

? Observemos o que acontece com 0s

s vértices do poligono A para o poligono
™ A
|+

s

|I : (1,1) > (1 \/_ 1I2\/§)
|

| 5 14 5v’§
¥ A S - ( )

] (4.2) » (2-v3, 1+2~f)

3 2 L ] 1 z 3 4 5 (LI- 3) > ( 3.\’/— 3“1\/_)

Fonte: Producdo da autora (2025)

De modo geral, a rotagdo de um ponto em torno da origem no sentido anti-
hordrio por um éngulo 6 ¢ dada por:

(x,v) +—— (xcos8 — ysen8, xsen 8 + ycos @)

Utilizando matrizes:

Para uma rotagdo no plano cartesiano, que leva um ponto A(x,y) a um ponto A’ (x', y'), em
torno da origem no sentido anti-hordrio por um dngulo @, temos:

2’| |cos® senb T
y'|  |senf cosf| |y



Toda isometria no plano pode ser representada como uma fungdo da forma

f:R2> R2, f(v) = Av + B

em que:

e A € uma matriz ortogonal 2 x 2, responsdvel pela rotagdo ou reflexdo da
figura;
e B é uma matriz coluna 2 x 1, responsdvel por transladar a figura.

De forma explicita, se temos um ponto A (x,y) no plano, seu correspondente
A’ (X', y") apos a isometria é dado por:

x a b T e
— % +
Y c d| |y f

a b
c d

em que a matriz é ortogonal, ou seja, satispaz AAT = ATA =T

Isso significa que toda isometria pode ser vista como a combinagdo de uma
rotagdo ou reflexdo (dada por A) e de uma transla¢do (dada por B).

Exemplo:

a) Na figura a seguir, identifique qual isometria fot utilizada para transformar o Poligono 1
no Poligono 2: translagdo, rotagdo ou reflexdo;

b) Escreva a equagdo algébrica da transformagdo na forma Y c d ) I ,
indicando explicitamente as duas matrizes.

Notamos que trata-se de uma translagdo,
nos quais os pontos foram deslocados duas
s ) unidades verticalmente e quatro unidades
EE T F1 horizontalmente.

2 Assim, podemos dizer que os pontos s@o
obtidos com a soma: (x', y") = (x,y) + (4, 2),
para qualqguer ponto do poligono.

o
@

A equagdo algébrica é dada por:

-6 90
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Em relagdo ao poligono 1 para o 2 estd ocorrendo a translagdo, rotagdo
ou reflexdo da figura? Identifique em cada item a isometria utilizada.

1)

G1
5 .
H1 Al F1
4 L 3 L ® ®
E1
L ]
3 \ A
NE
@ ®
2 B1 o1

2) Fi D1 5
f.-f'
| |
G
& E1
« CI\)
4
Al .|2 /?{/ B1
-
H1"'/
2
0
& —4 -2 I:I. . 4 [1]
3)
G
'\
FA AT H1
¥ —eo *—o
/Et
e /
/ 2
e ™
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1) Do poligono 1 para o 2,
qual isometria Poi
utilizada? Qual sua
equagdo algébrica?

2) Do poligono 1 para o 2,
Poi Peita uma rotagdo
de 60°. Qual sua
equacdo algébrica?

=1 0

-1

D1

-3

=2

-1




3) Do poligono 1 para o 2, qual isometria foi utilizada? Qual sua equagdo
algébrica? (Note que a reta ao centro é o eixo Y)-

7
[
G1
O 5
EA Al Hi
L L L : 4
E1
o 2 3
G1
@ L ] 2
D1 B1
b
=5 =5 =4 =3 -2 =1 0 9 2 3 4 5 ] 7
=

Dessa vez utilizamos duas isometrias em sequéncia para sair do poligono 1
passando pelo 2 e indo para o 3, quais isometrias foram usadas? Como podemos
representd-las em uma unica equagdo matricial? (Note que = 45°)

o

Al g
G,
H1 @& O]
H, A,
*—  —o—»
1 {EEE:
\ L)

(ma]
%]
(%]
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|dentifique em cada equacdo matricial qual isometria esta ocorrendo e
represente o poligono resultante da isometria no plano.
Efetue as operagdes com as matrizes para chegar no resultado esperado.

-

1) ' 0 =1| |x
y' 1 0 Yy

,_-}

10

=2




1 2 3 45 617 8



10
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Tarefal

Agora é a sua vez de criar sua propria isometrial

Relembre o que foi feito na Atividade 2, quais isometrias foram necessdrias para
formar o ladrilhamento? Ou crie qualquer outra que quiser.

Ao escolher sua isometria, faga o esbogo no plano e a represente algebricamente
por meio da equagdo matricial.

Para o esbogo no plano utilize uma figura similar a criada na Atividade 1, pela
Técnica da Dentada. Ao posiciond-la no plano, marque tantos pontos quanto
Forem necessdrios.

-2

-3

—5




Gabarito



Somente para
professores!




Gabarito

Atividade 4

2) [ Jeos60° —sin60] [2] [1 -
y'|  [sin60° cos60° | |y| ~ [£ 1

R

[|.) Supondo que t(v) seja a translacio e r(v) a rotagao que acontecem na figura, em que
= (2',y'), usamos a composicao das fungoes da seguinte forma:

sor=ren=r(fs [+ [1) = (5 - [§ ][4




-7

3)

=1

10

=7
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