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Introducio

O presente trabalho é o produto educacional gerado a partir da dissertagao para conclusao
de mestrado intitulada Teoria dos tetraedros, do mesmo autor. Este material didatico tem
como objetivo mostrar de forma simples e elementar as principais propriedades dos tetraedros
com o intuito de ser usado nas aulas de geometria espacial do ensino médio. As provas dos
resultados foram omitidas para priorizar o entendimento do contetido. Mas para um melhor
aprofundamento do assunto, pode-se ler o trabalho de origem onde tem todas as provas dos

resultados aqui apresentados.

Como veremos no decorrer deste material, questoes sobre tetraedros sao comuns em pro-
vas de concurso e vestibulares. Mostrando, assim, a importancia de se conhecer os principais
resultados sobre eles. O trabalho foi dividido em trés capitulos. O primeiro capitulo mostra
os principais conceitos sobre tetraedros, suas propriedades e alguns tetraedros especiais. O
segundo capitulo trabalha algumas questoes de vestibulares e concursos, onde ¢é visto como o
contetido do primeiro capitulo é cobrado em provas. Este é dividido em duas sessoes: exerci-
cios resolvidos, onde mostramos como se resolve algumas questoes para o leitor se habituar e
usar como base para a proxima sessao; e exercicios propostos, para o leitor praticar os concei-
tos apresentados. O terceiro e tltimo capitulo expoe as solucoes dos exercicios propostos do
segundo capitulo. E importante frisar que deve-se tentar fazer os exercicios antes de ver as

solugoes para garantir que o contetido foi fixado e aprendido.

Todos os capitulos deste trabalho podem ser compilados em um tnico tépico dividido por
sessoes para ser usado como capitulo de livro ou de apostila. Este contetido deve ser apresentado
sequencialmente depois de conceitos iniciais de geometria espacial como triedros, prismas e

piramides.
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Tetraedros

Tetraedro ¢é o poliedro formado por quatro faces triangulares.
Ou seja, ¢ uma piramide de base triangular.

Temos que em um tetraedro ABCD:
- Os pontos A, B, C e D sao chamados de vértices;

- Os segmentos AB, AC, BC, AD, BD e CD sao chamados de arestas;
- Os triangulos ABC, ACD, ABD e BCD sao chamados de faces.

Observacao: Se duas arestas nao tém vértices comuns, dizemos que sao arestas

opostas.

Por exemplo, na figura acima, temos

AB é oposto a CD
AC' é oposto a BD
AD é oposto a BC
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1.1 Cevianas notaveis de um tetraedro

Bimediana
Chamamos de bimediana o segmento que une os
pontos médios de duas arestas opostas de um tetra-

edro.

Na figura, temos que F é ponto médio de C'D e F ¢
ponto médio de AB, assim, E'F' é uma bimediana do

tetraedro.

Note que em um tetraedro existem trés bimedianas.

Bialtura
Chamamos de bialtura a perpendicular co-

mum a duas arestas opostas de um tetrae-
dro.

Note que em um tetraedro existem trés bialtu-

ras.

Bariana

AL Uma bariana (ou mediana) de um tetra-
edro é o segmento que une um vértice do
tetraedro ao baricentro' da face oposta a

esse vértice.
B Na figura, temos que G é o baricentro de

c ABC, assim, DG é uma bariana do tetra-

Note que em um tetraedro existem quatro

barianas.

ILembre-se: baricentro de um tridngulo é o ponto de encontro das medianas do tridngulo.



1.1. CEVIANAS NOTAVEIS DE UM TETRAEDRO

Altura D
Uma Altura de um tetraedro é um seg-
mento unindo um vértice a um ponto da
face oposta a esse vértice, sendo o segmento

perpendicular a face.

Note que em um tetraedro existem quatro

alturas.
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1.2. TETRAEDROS ESPECIAIS

1.2 Tetraedros especiais

Tetraedro de Crelle

Um tetraedro cujas seis arestas sao tangentes a uma esfera serd chamado de
tetraedro de Crelle (ou tetraedro circunscritivel).

Dizemos que a esfera é inscrita ao tetraedro com respeito as arestas.
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Tetraedro ortocéntrico

Um tetraedro ¢ dito ortocéntrico se suas arestas opostas sao ortogonais.

Por exemplo, na figura abaixo temos que:

- H,, Hy, H,., e Hy sao os ortocentros® das faces do tetraedro ABCD.

- O é o ortocentro do tetraedro.

2Lembre-se: O ortocentro de um triangulo é o ponto de encontro das trés alturas do triangulo.
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Tetraedro trirretangulo

O tetraedro que tem um angulo triédrico reto é chamado de tetraedro
trirretangulo.

Observacao:

i) O tetraedro trirretangulo é o equivalente ao triAngulo retangulo na teoria dos
tetraedros.

ii) Este angulo triédrico sera chamado de dngulo reto do tetraedro.
iii) A face oposta ao vértice do angulo reto sera referida como a base do tetraedro.

iv) As arestas que incidem do angulo reto serdo chamadas de catetos ou pernas
do tetraedro.

v) O segmento que incide do vértice do &ngulo reto e é perpendicular a base
¢ chamado de altura do tetraedro trirretangulo.

Por exemplo, na figura abaixo temos que:

CAdo angulo reto de ABCD;

A
<

- BCD ¢é a base; v\
B

- AB, AC e AD sao as pernas do tetraedro; c

- AH ¢ a altura do tetraedro.
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Observacao: A relacao de 2. é conhecida como Teorema de De Gua. Esse
resultado é um generalizacao do Teorema de Pitagoras para tetraedros.

Tetraedro 1sofacial

Um tetraedro é dito isofacial se uma de suas faces é um triangulo equilatero e
as faces restantes sao tridngulos isésceles congruentes. A face equilatera sera
chamada de base do tetraedro isofacial.

Observacao: O tetraedro isofacial é o equivalente ao triangulo isésceles na
teoria dos tetraedros.



1.2. TETRAEDROS ESPECIAIS 13

Tetraedro i1s6sceles

Um tetraedro ¢ dito issceles (ou equifacial) se suas arestas opostas sao
congruentes.
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Além disso, temos que:

Tetraedro regular

Um tetraedro é dito regular se suas faces sao triangulos equilateros.



1.2. TETRAEDROS ESPECIAIS
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1.3 Empacotamento

Dado um tetraedro FBGD, é possivel construir de modo tinico um paralelepipedo
ABCD-EFGH em que as diagonais EB, FG, ED, BG, GD e DB sao as arestas de
EBGD. Neste caso, dizemos que o tetraedro esta inscrito no paralelepipedo e dize-
mos que este é o paralelepipedo circunscrito ou o empacotamento do tetrae-
dro.

Note que:

Uma bimediana de um tetraedro ¢ con-
gruente a uma aresta do seu empacota-
mento.

Ja uma bialtura de um tetraedro é a distan-
cia de duas faces paralelas do seu empacota-
mento.
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Exemplos:

a) O empacotamento do tetraedro ortocéntrico é um romboide.® De fato, como as
arestas do tetraedro ortocéntrico sao ortogonais, as duas diagonais de cada face do

paralelepipedo circunscrito sao perpendiculares, logo as suas faces sao losangos.

b) O empacotamento de um tetraedro isofacial é um romboedro, ou seja, um
romboide em que todas as faces sao losangos congruentes. De fato, por ser orto-
céntrico, o empacotamento do tetraedro isofacial A-BCD é um romboide em que
a diagonal maior e a diagonal menor das suas faces sao iguais a aresta AB e BC,

respectivamente. Portanto, os losangos sao todos congruentes.

¢) O empacotamento de um tetraedro isosceles é um paralelepipedo retangulo.
De fato, como quaisquer duas arestas opostas sao iguais, cada uma das faces do
paralelepipedo circunscrito tem diagonais iguais, logo todas as faces desse parale-

lepipedo sao retangulos.

3Um romboide é um paralelepipedo cujas faces sdo losangos.



18 CAPITULO 1. TETRAEDROS

d) O empacotamento de um tetraedro regular é um cubo. De fato, sendo o
tetraedro regular, ele é também isosceles e ortocéntrico. Assim, cada face do seu
empacotamento deve ser um retangulo e um losango, ou seja, um quadrado. Logo,
seu empacotamento ¢ um cubo.




Exercicios Resolvidos

1. (Mackenzie) A figura representa um
bloco com formato de um cubo de aresta a,
do qual é tirada uma pirdmide. Se A, B e C
sao pontos médios dos lados do cubo e se o
188

=22 0 valor

volume da pega restante ¢ igual a =

de a® + a é:

Solugao: Item c. Note que a piramide é
um tetraedro trirretangulo. Sejam V. o vo-
lume do cubo e V; o volume do tetraedro.
Como A, B e C sao pontos médios, temos

que
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Exercicios

Por outro lado, V, —V, = %. Logo,

188 @ 188
Vo—Vi=—=d - —=—=a=4
1T 73 “ TR T 3 “

Portanto, a® + a = 42 4+ 4 = 20.

2. (FCM Sta.

tetraedro regular e um ponto interno qual-

Casa) Sejam dados um

quer. Sejam x, y, z e t as distancias desse
ponto as faces do tetraedro. Podemos entao

afirmar que:

1
a) seu volume V = gS(iB +y — 2z +1t)? (com

S: area de uma face).
b) sua altura h =z +y + z + t.
c) sua area total A = h?(x +y —t+ z2).
1
d) a area de uma face S = g(:v+y)(z—t) +z.
e) n.d.a.

Solucao: Item b. Chame de O o ponto

interno ao tetraedro regular ABC'D. Entao,
a soma dos volumes dos tetraedros OBCD,
OACD, OABD e OABC é igual ao volume
V de ABCD, ou seja,

Vv vol(OBCD) + wvol(OACD) +
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vol(OABD) + vol(OABC).

Mas como ABCD é regular, temos que
[BCD] = [ACD] = [ABD] = [ABC] = S.

Logo,

3 3 3 3
3V
= —=x+ty+tz+t.
S
Portanto,
3V
x+y—|—z+t:?:h.

Esse resultado é conhecido como Teorema de
Viviani para tetraedros e vale quando o tetra-
edro € isdsceles. FEle afirma que em um ponto
O interno a um tetraedro isdsceles, a soma
das distancias de O as faces do tetraedro é

constante e igual a altura do tetraedro.

3. (UFRGS) Considere o paralelepipedo
de vértices A, B, C, D, E, F, G, H e a pi-
ramide de vértices B, F, G, H, inscrita no
paralelepipedo, representados na figura a se-
guir.

A razao entre o volume da piramide e o vo-

lume do paralelepipedo é:

o
S~—
Nl Wl &= ;= O

Solucao: Item a. Seja h a altura do te-
traedro BFGH relativa a base FGH. Note

CAPITULO 2. EXERCICIOS

que h também ¢é altura do paralelepipedo
(P) = ABCD — EFGH. Dai, temos que

[FGH] - h [FGH] - h
vol(BFGH) B 3 B 3
vol(P)  [EFGH]-h 2[FGH]-h
Portanto,

vl(GBFH) 1

vol(P) 6

4. (Ufscar) Na figura, os pontos ACF H sao
vértices de um tetraedro inscrito em um cubo

de lado 3. O volume do tetraedro é:

Solucgao: Item c. Sejam V. e V; os volu-
mes do cubo e do tetraedro, respectivamente.

O cubo é o empacotamento de ACF H, logo,

5. (Fuvest-Adaptada) Seja ABC'D um te-
traedro regular de lado a. Sejam E e F' os
pontos médios de AB e C'D, respectivamente.
Entao, o valor de E'F é:

R[SV



d) 5
av/3
e) 1

Solucao: Item b. Note que EFF ¢é uma bi-

S 2
mediana de ABC'D. Portanto, EF = aT.

Exercicios Propostos

1. (UEPB) A altura de um tetraedro re-
gular que possui area total e volume numeri-

camente iguais é:

2. (AFA) Uma piramide regular ABCV,
de base triangular ABC', é tal que sua aresta
lateral AV mede 3 cm. Sendo /5 c¢m a altura
de tal piramide, a distancia, em cm, de A a
face BV C' ¢ igual a:

21

3. (USP) Os vértices de um tetraedro re-
gular sao também vértices de um cubo de

aresta 2. A area de uma face desse tetraedro

4. (FMJ-SP) Os vértices de um tetraedro
regular de volume 1 m? sao centros das faces
de outro tetraedro regular. O volume deste

outro tetraedro vale:

e) 81 m?

5. (Unicamp) Cada aresta de um tetrae-
dro regular mede 6 cm. Para este tetraedro,

calcule:

a) a distancia entre duas arestas opostas,
isto €, entre duas arestas que nao tém ponto

comum;
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b) o raio da esfera inscrita no tetraedro.

6. (ITA) Um triedro tri-retangulo é cortado
por um plano que intercepta as trés arestas,
formando um tridngulo com lados medindo 8
m, 10 m e 12 m. O volume, em m?, do solido

formado é:

a) 15v/6

b) 5v/30

c) 6v/15

d) 30v/6

e) 451/6

7. (UFF) No tetraedro regular represen-

tado na figura, R e S sao, respectivamente,

os pontos médios de NP e OM. A razao
RS

MN

é igual a:

CAPITULO 2. EXERCICIOS

8. (Unicamp) A base de uma piramide é
um triangulo equilatero de lado L = 6 cm e

arestas laterais das faces A = 4 cm.

a) Calcule a altura da piramide.

b) Qual é o raio da esfera circunscrita a pira-

mide?

9. (Unesp) Secciona-se o cubo ABCD-
EFGH, cuja aresta mede 1 m, pelo plano
BDE, passando por vértices do cubo, e pelo
plano IJK, passando por pontos médios de

lados do cubo, como na figura a seguir.

Calcule o vo-

L ¢ lume do tronco
7
-  oa
A - de piramide
ZH B
7 IJKDBE, as-
i/ 1 .
W/ sim formado.
/ B S .
// /”(
e
E F

10. (UFC) Sejam Py e P, dois pontos quais-
quer interiores a um tetraedro regular. Sejam
di, a soma das distancias de P; as faces do
tetraedro regular, e dy, a soma das distancias
de P, as faces do tetraedro regular. Mostre

que d; = ds.



Solucoes

Questao 1.
Solucgao: Item e. Sejam A a éarea total, V' o volume e h a altura do tetraedro regular ABCD.
Se a for a medida do lado de ABC D, temos que:

a2 @

_ _ 2 _ _
A =4[ABC] = a*V/3,V = 5oeh=3
Logo,
3
2
PV S
Mas,
po WO _OVOVE
3 3
Questao 2.

Solugao: Item d. Note que a piramide é um tetraedro isofacial. Sejam O o centro da base

de ABCV e D o pé da altura relativa a face BC'V. Pelo Teorema de Pitagoras, temos que

VA =VO' 4+ OA° = 32 = /5" + OA° — OA = 2.

Seja E o ponto médio de BC'. Como O é o baricentro do triangulo equilatero ABC', entao
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Mas, E também ¢é o pé da altura do triangulo isosceles V BC' e, pelo Teorema de Pitagoras,

encontramos VE = v/6. Agora, temos que os triangulos VOE e ADF sao semelhantes. Assim,

= = — =

VO AD ﬁj—m
VE AE 3 '

S

Questao 3.
Solugao: Item a. Temos que o cubo é o empacotamento do tetraedro. Logo, a medida das
arestas do tetraedro é igual a medida da diagonal das faces do cubo, ou seja, a = 2v/2. E como

as faces do tetraedro sao tridngulos equilateros iguais, denotando por A sua area, temos

Questao 4.

Solugao: Item d. Sejam respectivamente F, F', G e H os baricentros das faces ABD, AC'D,
BCD e ABC do tetraedro regular ABC'D. Se I for o ponto médio de AD, temos que F
pertence a BI e I’ pertence a C1 e, assim, os tridngulos ITEF e I BC sao semelhantes com

razao de semelhanca % Logo, a razao entre os volumes de ABCD ¢ FEFGH é dado por:
vol(ABCD) (1

3
voRnaAbV L) (2 o s
wl(EFGH) 3> — vol(ABCD) =27 -vol(EFGH) =27 -1° = 27.

Questao 5.
Solugao: a) O que queremos calcular é a medida das bialturas, que em um tetraedro regular

sao iguais as bimedianas. Note que a diagonal da face do cubo circunscrito ao tetraedro é igual

6v/2

a 6 cm, logo as faces do cubo sao quadrados de lado - = 3v/2 cm. Mas como as bimedianas
de um tetraedro sao iguais as arestas do seu empacotamento, entao as bialturas do tetraedro

medem 3v/2 cm.

b) Seja H o pé da altura que incide de D relativa a base ABC' do tetraedro regular ABC'D.

Como, em particular, um tetraedro regular é isésceles, entao temos que o centroide é o centro
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da esfera inscrita ao tetraedro e, assim, o raio r da esfera inscrita sera igual a um quarto da

- 6V6

altura de ABC'D. Mas DH = 3 = 2+/6 cm. Portanto,
1 — 1 V6

Questao 6.

Solugao: Item a. A interse¢do do triedro com o plano é um tetraedro trirretangulo. Pri-
meiramente, iremos calcular o volume V' de um tetraedro trirretangulo em fun¢ao dos lados da
base. Seja DABC' um tetraedro trirretangulo reto em D. Chame DA =z, DB =y, DC = z,
AB = ¢, AC =b e BC = a. Pelo Teorema de Pitagoras,

m2—|—y =c

2’ + 2% = b
v+ =ad’

Resolvendo o sistema com essas trés equagoes nas incoégnitas x, y e z, encontramos:

a’> + b —
r=—
2

B @ — b+ 2
=N 2
[—a? + b% + 2
r=4 ———
2
Yz 1

V=" = VA AP+ )@ - P )@+ B - ).

Por fim, para a =8 m, b =10 m e ¢ = 12 m, temos

Portanto,

1 1
V= o V/2(-8 4 10° + 122)(82 — 102 + 122)(8% + 107 — 12%) = -v/2- 180 - 108 - 20 = 15V,

Questao 7.
Solucao: Item d. Temos que RS é uma bimediana de M NOP. Se M N = a, entao

av/2
RS_T_@

MN a 2

Questao 8.
Solugao: a) Seja DABC' a piramide dada. Note que DABC' é um tetraedro isofacial. Sejam
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ABC' a base e DH a altura do tetraedro. Pelo Teorema de Pitédgoras, temos que

DH =DB —HB".

S 6
Como H ¢ o centro de um triangulo equilatero, entao HB = 3 ( \/_> = 2/3. Dai,

DH =42 — (2V3)> = DH =2 cm.

b) O centro da esfera circunscrita é o ponto de encontro da reta medial da base ABC (ou seja,
a reta que é perpendicular ao plano de ABC' e equidistante dos vértices de ABC', que no nosso
caso é a reta DH) com o plano mediador de DB (ou seja, o plano perpendicular a DB que
passa pelo seu ponto médio). Se E for o ponto médio de DB, entao o plano mediador de DB

corta a reta DH em, digamos, O. Temos que OD = r é o raio da esfera circunscrita. Por

semelhanca, L
DH DFE 2 2
—=— = -=—-=17r=4cm.
DB DO 4 r
Questao 9.
Solugao: Note que AKI.J e AEBD sao tetraedros trirretangulos. Logo, pelas informagoes da
questao
111
_____ 1
(AKIJ) =22 2 _
vollAKLJ) 6 18
¢ 1-1-1 1
vol(AEBD) = ——= = —.
6 6

Mas, o volume do tronco IJKDBE é

vol(IJKDBE) = vol(AEBD) — vol(AK1J) =
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Questao 10.
Solugao: Seja O um ponto interior ao tetraedro regular ABCD. a soma dos volumes dos
tetraedros OBC' D, OACD, OABD e OABC é igual ao volume V de ABCD, ou seja,

V =v0l(OBCD) + vol(OACD) + vol(OABD) 4 vol(OABC) =

[ABD]-OG +

=V =-.[BOD]-OFE + - - [ACD] - OF + -[ABC]-OH

LW =
W =
Ll
LW =

onde OF, OF, OG e OH sao as medidas das alturas dos tetraedros OBCD, OACD, OABD e
OABC, respectivamente. Mas como ABC'D é regular, temos que [BC D] = [ACD]| = [ABD] =
[ABC] = S. Logo,

3V

V=S OF+; 5 OF+, 500+ 5 00= " =0F+0F +0C +0H.

Como V e S sao constantes temos que a soma OF 4+ OF 4+ OG+ OH é constante para qualquer

ponto interno ao tetraedro. Portanto, em particular, para os pontos P; e P, temos que d; = ds.

Note que novamente usamos o Teorema de Viviani para tetraedros.



Consideracoes Finais

O presente trabalho tem por finalidade mostrar de forma simples e elementar os principais
resultados sobre tetraedros. Percebemos a relevancia de se estudar mais aprofundadamente a
teoria dos tetraedros nas aulas do ensino bésico, pois questoes sobre esse tema sao comuns em
provas de concurso e vestibulares. Mostrando, assim, a importancia de se conhecer os principais
resultados sobre eles. A explanacao do conteudo foi feita de modo com que a estrutura se
assemelhe com uma apostila ou livro didatico. Isso pode permitir que um aluno de ensino

béasico se sinta mais familiarizado com o material.
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