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Resumo

Este trabalho apresenta um guia para modelagem continua e discreta de epide-
mias utilizando a plataforma Insight Maker e Python. O piublico-alvo consiste
em professores de matematica do ensino médio, pesquisadores da area de cién-
cias médicas e biologicas. Parte das ferramentas aqui utilizadas sao acessiveis
a usuarios sem conhecimento de calculo diferencial e integral, utilizando repre-
sentagoes visuais e equacoes de diferencas em vez de equagoes diferenciais. A
abordagem mais simples envolve Insight Maker, um software livre baseado na
web, que permite construir modelos baseados em equacoes, com diagramas de
estoques e fluxos, e modelos baseados em agentes, que simulam comportamentos
individuais. Alternativamente, sao apresentados modelos discretos e continuos
em Python, com codigos comentados, para realizar a simulagao da evolugao de
doencas infecciosas. O trabalho analisa modelos compartimentais basicos e al-
gumas de suas variagoes, incluindo SIR (Suscetivel-Infectado-Recuperado), SEIR
(com Expostos) e SEIRS (com perda de imunidade), considerando transmissao
dependente da frequéncia e da densidade. Efeitos de sazonalidade e demografia
sao analisados. Os exemplos ilustram conceitos fundamentais da area e envolvem
fendmenos dindmicos que podem ocorrer em epidemias em sistemas humanos ou
ecologicos, tais como surtos periddicos, oscilagoes endémicas, equilibrio estavel e
instavel, bifurcagao e caos.
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1 Introducao

O estudo de epidemias em termos dos chamados modelos compartimentais com-
bina ferramentas matematicas, computacionais e cientificas para compreender e
prever a disseminacao de doengas infecciosas em populacoes. Este trabalho tem
como objetivo principal fornecer um guia didatico acessivel para professores, es-
tudantes e pesquisadores interessados em explorar modelos epidemiologicos sem a
necessidade de conhecimentos avancados em calculo diferencial e integral. Através
do uso da plataforma Insight Maker e de modelos discretos e continuos implemen-
tados em Python, este documento apresenta abordagens que facilitam o acesso a
modelagem computacional, permitindo que usuarios com formacgao matematica
bésica possam construir, simular e analisar modelos de epidemias de maneira in-
tuitiva e visual.

A modelagem de epidemias é uma ferramenta poderosa para entender a dina-
mica de doencas infecciosas, desde a propagacao de patdégenos em populagoes
humanas até infeccoes em ecossistemas animais. Tradicionalmente, a modelagem
epidemiologica envolve equacoes diferenciais e técnicas numéricas complexas, que
requerem um dominio avancado de calculo. Nosso objetivo é eliminar essa bar-
reira. O uso do Insight Maker e Python permite que professores de ensino médio,
por exemplo, introduzam conceitos de modelagem em sala de aula, promovendo
o desenvolvimento do pensamento computacional e a resolucao de problemas do
mundo real.

O publico-alvo principal deste trabalho inclui professores de matemética do ensino
médio, que podem usar as ferramentas apresentadas para introduzir conceitos de
modelagem em sala de aula. Por outro lado, esse material pode ser util também a
professores de outras areas, como biologia e fisica, assim como pesquisadores inici-
antes interessados em epidemiologia computacional. A auséncia de pré-requisitos
avancados em célculo torna este guia especialmente valioso em contextos edu-
cacionais, onde o foco estd na compreensao conceitual e na aplicagdo pratica.
Além disso, o uso de Insight Maker e Python para implementar modelos discre-
tos amplia o alcance do documento, permitindo que usuérios que tém somente
conhecimentos béasicos de programacao possam explorar modelos relativamente
complexos, entender, reproduzir e aplicar conhecimentos divulgados na literatura
cientifica da érea.

O Insight Maker é uma plataforma de software livre que se destaca por sua aces-
sibilidade e interface visual intuitiva. Com ela, é possivel construir diagramas de
estoques e fluxos (na MBE) ou simular comportamentos individuais (na MBA)
de maneira interativa, sem exigir conhecimento prévio de programacao ou célculo.

Por outro lado, apresentamos também o Python como uma ferramenta para mo-



delagem com equagoes. Abordamos tanto a modelagem discreta, feita com equa-
¢oes de diferencas, quanto a continua, por meio de equagoes diferenciais. Para
leitores sem conhecimento de calculo diferencial e integral, a abordagem continua
¢é opcional e pode ser ignorada, sem prejuizos para a sequéncia da apresentacao.
Sendo o Python uma linguagem de sintaxe relativamente fécil, nossa apresenta-
¢ao pode ser entendida por leitores com conhecimento minimo dessa linguagem de
programagao. Todos os resultados das simulacoes realizadas com Python podem
ser reproduzidos, pois todos os arquivos usados estao publicamente disponiveis.

Este documento esté estruturado em secoes que abordam diferentes aspectos da
modelagem epidemioldgica, desde a introducgao as ferramentas até a implemen-
tacao de modelos especificos para doengas infecciosas, aplicidveis a populacoes
humanas e sistemas ecologicos. Abaixo, apresentamos uma breve descricao de
cada se¢ao, destacando os principais topicos e objetivos:

e Secao 2: Insight Maker como Ferramenta de Modelagem — Esta
secao apresenta uma visao geral da plataforma Insight Maker, descrevendo
suas funcionalidades e vantagens para o ensino e a pesquisa. A plataforma
é destacada por sua acessibilidade, sendo gratuita e baseada na web, e por
sua capacidade de promover o aprendizado ativo através de simulacoes in-
terativas. Sao discutidos exemplos de aplicagoes em matematica, biologia
e outras areas interdisciplinares, com énfase na facilidade de uso para inici-
antes.

e Secao 3: Modelagem Baseada em Equagoes (MBE) — Apresen-
tamos a abordagem MBE no Insight Maker, que é foco principal desse
trabalho, que utiliza diagramas de estoques e fluxos para representar siste-
mas dindmicos, como a propagacao de epidemias. Um tutorial detalhado
guia o leitor na construcao de um modelo epidémico simples, destacando
a simplicidade da interface e a auséncia de necessidade de conhecimentos
avancados em célculo. Embora os calculos realizados pelo Insight Maker
sejam feitos resolvendo numericamente equagoes diferenciais, seu uso nao
exige o conhecimento desse formalismo.

e Secao 4: Modelagem Baseada em Agentes (MBA) — Apresentamos
a abordagem que simula o comportamento individual de agentes (como
pessoas em uma populagdo) e suas interacoes. E apresentado um exemplo
de modelagem de epidemias, mostrando como padroes globais emergem
de acoes locais. Embora nao seja nosso foco principal, apresentamos uma
revisao bibliografica.

e Secao 5: Diferencas entre MBE e MBA — Uma comparacao detalhada
entre MBE e MBA ¢é fornecida, destacando as vantagens e limitacoes de cada
abordagem. A MBE é mais adequada para sistemas homogéneos, enquanto
a MBA é ideal para modelar heterogeneidade e comportamentos individuais.



e Secao 6: Modelagem e Pensamento Computacional — Esta se¢ao
discute como, em uma abordagem mais bésica, o uso do Insight Maker
promove o pensamento computacional, uma habilidade essencial para re-
solver problemas de maneira estruturada. Sao apresentados exemplos de
como é possivel decompor problemas, reconhecer padroes e criar algoritmos
implicitos ao modelar epidemias.

e Secao 7: Modelos Compartimentais — Aqui, s@o introduzidos os mo-
delos compartimentais, que tem como protétipo o modelo SIR (Suscetivel-
Infectado-Recuperado), que dividem a populagdo em compartimentos com
base em estados epidemioldgicos. A abordagem utiliza tanto modelos dis-
cretos (equagdes de diferengas) quanto continuos (equagoes diferenciais).

e Secoes 8 a 13: Modelos Compartimentais Basicos — Essas se¢oes
abordam a aplicagao de modelos SIR, SEIR, SEIRS e SI misto a doen-
cas especificas, como influenza, COVID-19 e sarampo e suas variagoes mais
classicas (vacina, sazonalidade e demografia). Os conceitos fundamentais na
modelagem de epidemias, tais como transmissao dependente da frequéncia e
dependente da densidade, niimero basico de reproducao, surtos epidémicos,
intervalos interepidémicos, equilibrio endémico sao introduzidos e ilustra-
dos por meio de exemplos. Sera mostrado como bifurcagoes e caos podem
surgir em modelos epidémicos. Cada segao inclui atividades praticas em
textitInsight Maker e Python, para simular a dindmica de infecgoes.

e Secao 14: Consideragoes Finais — A secao final resume as contribuicoes
do trabalho, discutindo a importancia das ferramentas apresentadas para
o ensino e a pesquisa em epidemiologia. Sao destacadas as implicagoes
pedagogicas e as perspectivas futuras para a modelagem computacional.

2 Insight Maker como ferramenta de modelagem

O Insight Maker é uma plataforma de software livre e de facil aprendizado, til
para a construgao e simulacao de modelos computacionais de sistemas que envol-
vem evolucao temporal. Ele permite explorar a dinamica de sistemas complexos e
interagoes em diversos contextos, usando uma interface visual intuitiva e recursos
avancados. Tal ferramenta é eficaz para o ensino de matematica, mesmo no ni-
vel bésico escolar. Ele permite que os estudantes visualizem conceitos abstratos
de maneira interativa, promovendo uma aprendizagem ativa e pensamento cri-
tico, envolvendo as etapas basicas do método cientifico para resolver problemas
do mundo real. Em particular, nosso interesse aqui é o ensino de matematica.
Essencialmente, as vantagens do uso do Insight Maker nessa area sao as seguintes:

e Acessibilidade: é gratuito e baseado na web, nao requerendo instalacao.
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e Facilidade de uso: ideal para iniciantes e para uso em sala de aula.

e Interatividade: promove o aprendizado por meio de simulacao e experimen-
tacao.

Alguns tépicos que podem ser explorados nesse escopo sao os seguintes:

e Funcgoes e gréficos: os estudantes podem explorar como diferentes tipos de
fungoes (lineares, exponenciais, etc.) afetam o comportamento dos sistemas
modelados.

e Modelos de crescimento: simulacoes de crescimento populacional, economia
domeéstica e outros sistemas acessiveis ao contexto dos estudantes.

e Dinamica de sistemas simples: representacao visual de conceitos como ta-
xas, propor¢oes e mudangas ao longo do tempo.

e Abordagem interdisciplinar: integracao com biologia (modelagem de ecos-
sistemas ou epidemias), geografia (dinAmicas populacionais) e até historia
(simulagao de dindmicas sociais).

O Insight Maker oferece duas abordagens principais que se destacam por sua uti-
lidade e complementaridade conhecidas como Modelagem Baseada em Equacoes
(MBE) e Modelagem Baseada em Agentes (MBA). Ambas permitem compreen-
der e analisar fen6menos que variam no tempo e espago, desde processos naturais
até sistemas sociais e econémicos. Faremos a seguir uma descricao mais detalhada
da plataforma e suas duas abordagens.

3 Modelagem Baseada em Equagoes (MBE)

Insight Maker permite criar modelos para analise qualitativa de sistemas dina-
micos, que sao representagoes graficas da evolugao das variaveis que descrevem
o sistema ao longo do tempo. Esta é a abordagem tradicional e é comumente
denominada Modelagem Baseada em Equagoes (MBE). No contexto do Insight
Maker, ela utiliza diagramas de estoques e fluxos para descrever processos como
crescimento populacional, dindmicas economicas, ecossistemas, epidemias, sis-
temas mecanicos e elétricos. Essencialmente, esta abordagem é similar a uma
modelagem qualitativa envolvendo a resolu¢ao numérica de sistemas de equacoes
diferenciais, lineares ou nao. Ou seja, em vez de construir um modelo definindo
equacoes diferenciais que definem as leis que regem a evolucao das variaveis de
interesse, ele agora é construido a partir de diagramas de estoques (variaveis) e
fluxos (taxas de variagao das variaveis em estoque). Os principais recursos do
Insight Maker em MBE sao:

e Facilidade no uso das ferramentas: interface drag-and-drop para construir
diagramas.



e Defini¢ao de estoques e fluxos: blocos representam actimulos e transferéncias
de recursos (como agua em um reservatorio, individuos infectados ou capital
em uma economia).

e Fluxos (feedbacks) positivos e negativos: fluxos representados por setas
simulam ciclos de reforco ou estabilizacao, como o crescimento populacional
(fluxo positivo) ou a autorregulacdo de um ecossistema (fluxo negativo).

e Simulacao grafica: recursos graficos de saida sao obtidos imediatamente
nas simulacoes, envolvendo tanto diagramas de evolucao de parametros em
funcao do tempo ou diagramas de evolu¢ao do sistema no espaco de fase.

e Exploracao do modelo: botoes deslizantes podem ser definidos para que
parametros do modelo sejam variados. Os resultados podem ser imedi-
atamente observados. Condigbes iniciais podem ser incluidas em botoes
deslizantes.

Por exemplo, para modelar o crescimento populacional de uma cidade com recur-
sos limitados, Insight Maker permite:

e Representar a populagao como um estoque.

e Criar fluxos de natalidade e mortalidade, cujas taxas podem depender de
recursos disponiveis.

e Incluir fatores externos, como imigragao ou politicas piblicas, para observar
seus impactos.

Tal tipo de modelagem é amplamente utilizado em estudos ambientais, plane-
jamento urbano e dinAmica econémica (veja, por exemplo, [2, 20, 46]). Uma
modelagem similar pode ser aplicada a sistemas que envolvem a disseminagao de
infec¢goes em uma epidemia.

4 Modelagem Baseada em Agentes (MBA)

Enquanto a modelagem de sistemas dinadmicos se concentra nas interagoes agre-
gadas, a MBA [61], 54, [69, [87] analisa o comportamento individual de agentes
auténomos e suas interagoes. Essa abordagem é ideal para explorar fendémenos
emergentes, onde padroes globais surgem de agoes locais. Ela simula indivi-
duos em uma populagao, usando um agente diferente para cada individuo. Cada
individuo ou agente possui um conjunto de atributos que define o estado deste
individuo. Por exemplo, ao construir um modelo predador-presa simples, baseado
em agentes, podemos atribuir a cada predador dois possiveis estados: faminto e
saciado. O estado no qual cada predador se encontra determinara seu comporta-
mento. Se estiver faminto, ird procurar por uma presa. Se estiver saciado, ficaré



no mesmo lugar. No caso de uma epidemia, cada individuo é um agente com es-
tados como “Suscetivel”, “infectado” ou “recuperado”. As infec¢oes ocorrem com
base no contato entre agentes, refletindo interacoes sociais reais. Intervencoes,
como isolamento ou vacinagao, podem ser incluidas e seus impactos observados.
Em resumo, a ideia fundamental da MBA é que muitos fenémenos podem ser
efetivamente modelados por agentes, um ambiente e uma caracterizagao das in-
teragoes agente-agente e agente-ambiente.

A técnica MBA tem resolvido problemas que nao sao trataveis por métodos con-
vencionais. Por exemplo, An [4] mostrou que uma modelagem simples com MBA
poderia explicar uma dinamica, intratavel por outros métodos, de uma sindrome
fatal. Em ecologia, modelos tradicionais podem nao ser convenientes para as re-
lacoes predador-presa, por ignorarem comportamentos individuais representados
com sucesso com MBA [70, [71]. A crise financeira de 2008 foi em parte cau-
sada por politicas baseadas em modelos dinamicos tradicionais que simplificavam

complexidades essenciais que poderiam ter sido levadas em conta na modelagem
MBA [21].

A ideia fundamental da MBA é que muitos (se ndo a maioria) dos fendmenos
podem ser efetivamente modelados por agentes, um ambiente e uma caracteriza-
¢ao das interagbes agente-agente e agente-ambiente [87].

De modo mais preciso, um agente ¢ um membro auténomo da populagao com
particulares propriedades que podem ser expressas em termos de acoes e obje-
tivos. O ambiente onde os agentes interagem pode ser geométrico (geogréfico),
redes ou dados do mundo real. As interacoes agente-agente e agente-ambiente
podem mudar com o tempo de modo deterministico, aleatério ou dependente de
troca de informacgoes. Agentes mantém atualizados seus estados internos ou pas-
sam a executar agoes adicionais.

Por exemplo, em um modelo de transito, eles podem definir agentes como “carros”
com atributos como “velocidade” e “distancia minima segura”’, além de regras, tais
como ‘reduzir a velocidade se houver um carro proximo”. Tal abstracao permite
que os estudantes entendam como pequenos conjuntos de regras podem gerar pa-
droes emergentes, como engarrafamentos ou fluxo eficiente.

Outro exemplo é o problema da determinagao de um indice de caminhada [36].
Na dultima década, evidéncias tém mostrado que a inatividade fisica é a quarta
maior causa global de doengas nao transmissiveis [10], de modo que o incentivo
a atividade fisica mais simples, que é a caminhada, é uma prioridade mundial.
A determinacao do indice de caminhada, no entanto, por ter uma caracteristica
estatica, ¢ melhor complementada por uma abordagem de MBA. Neste contexto,
individuos caminhantes sao simulados por agentes que podem ser definidos por



meio de regras de interagao com outros agentes e com o ambiente. Tais regras
podem ser simples ou complexas (por exemplo, envolvendo aprendizado). Abor-
dagens deste tipo foram feitas em [94, 9], 68, 55]. Tal abordagem pode ser com-
plementada com outra mais geral, envolvendo agentes diferentes de caminhantes
[89]. E fato que, em cidades, a polarizacio de atividades envolvendo movimento
local impds um limite na densidade de trafego: a velocidade média do desloca-
mento urbano em grandes cidades se manteve inalterada em aproximadamente
10 km/h desde a Roma antiga [64]. Modelos de transporte urbano tradicionais
(baseados em equagoes) sdo construidos em termos de uma rede de transportes e
como os fluxos ocorrem nesta rede, sendo que a rede em si nao ¢ o objeto prin-
cipal da anélise. Na abordagem da MBA, por outro lado, a rede é central na
definicao das regras que definem as interagoes entre agentes. Aqui os processos
de feedback e emergéncia, que sao refletidos nos processos de rede, podem ser
determinantes fundamentais de padroes complexos globais. Neste sentido, MBA
esta mais relacionada a teoria de redes do que a modelagem baseada em equagoes
[47]. O escopo da MBA ¢é multidisciplinar, pois seus principios sdo independentes
da area de investigacao cientifica. Listamos a seguir alguns exemplos nos quais a
MBA foi aplicada com sucesso:

e Ecologia [49, [0} 25| [70], @, [7) 50, [71]

Mercado financeiro [40, 21].

Pesquisa farmacéutica [48], [78)].

Fenomenos sociais e psicologia [II, 32].

Desenvolvimento urbano [37, [7, 89, 26, 541, ©92], 36, 10, (5] 47].

Epidemiologia [15, 34, [77, 33, [6, 38, 30, [75, 72, 23, 62, 58, 56, 57, 66, 65,
AT, 28, 27, [76], 82, 3, 84, 51| 24].

O Insight Maker possui em MBA, tal como no caso da MBE, ferramentas de blocos
com saidas graficas para simular o comportamento do sistema. Tal abordagem é
novamente aplicavel ao ensino de matematica no nivel médio, por nao envolver
técnicas tradicionais de calculo diferencial. Estudantes podem aprender a abstrair
os elementos essenciais do comportamento de um agente.

5 Diferencas entre MBE e MBA

A técnica MBA pode modelar individuos de uma populacao heterogénea, en-
quanto que modelos baseados em equagoes (MBE) tipicamente usam a hipo-
tese da homogeneidade. De fato, quando o sistema é sabidamente homogéneo,
a abordagem MBE ¢é mais apropriada, por ser computacionalmente muito me-
nos intensiva. Em muitos casos, no entanto, tais como em ciéncias sociais, a



heterogeneidade é fundamental e o custo computacional adicional é um prego
justo. Além disso, quando modelamos individuos, as interacoes e resultados sao
discretos e nao continuos. Modelos continuos apresentam alguns problemas em
certas ocasioes. Por exemplo, na modelagem de dindmica populacional a MBE
trata as populagoes como quantidades continuas. Durante uma simulagao, um
tipico problema é que uma populacao pode chegar a ter uma fracao de um indi-
viduo para depois voltar a crescer. Uma vantagem do MBA sobre MBE é que
ele ndo necessita do conhecimento do padrao global (agregado). Ao usar MBE
normalmente necessitamos do conhecimento de propriedades globais do sistema,
normalmente representados por equagoes diferenciais ou equacoes de diferencas,
com diversas hipoteses simplificadoras explicitas ou nao. Ambas as abordagens
podem ser complementares. Um processo de modelagem usualmente comeca com
a MBE e, muitas vezes, pode ser refinado com MBA. A Tabela [l resume algumas
diferencas entre os dois tipos de abordagem.

Aspecto MBE MBA

Foco Variaveis agregadas e seus Comportamento individual e
fluxos. interacoes entre agentes.

Escala Macro: analise do sistema Micro: anélise individual que
como um todo. resulta em padroes

emergentes.

Exemplo Propagacao de doengas Simulacgao de epidemias com

Classico (modelo SIR). diferentes perfis de agentes.

Facilidade de Mais simples, ideal para Mais detalhada, ideal para

Implementacao sistemas continuos. heterogeneidade.

Tabela 1: Comparagao entre MBE e MBA.

6 Modelagem e pensamento computacional

O pensamento computacional [88] é uma abordagem pedagogica que desenvolve
habilidades essenciais para resolver problemas de maneira logica e estruturada,
usando conceitos da ciéncia da computacao. Ao usar ferramentas como o Insight
Maker em contextos escolares, os estudantes tém a oportunidade de aplicar esse
tipo de raciocinio enquanto exploram sistemas dindmicos e modelagem baseada
em agentes [42]. Descrevemos algumas etapas que podem ser percorridas:

1. Decomposicao em componentes do sistema. Ao modelar sistemas, estudan-
tes podem aprender a dividir problemas em estoques, fluxos e parametros. Por
exemplo, no estudo de um ecossistema, eles podem decompor o sistema em com-
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ponentes como “populacao de predadores”, “populagao de presas” e “recursos dis-
poniveis”. Cada componente é tratada como uma parte isolada inicialmente, mas
as interagoes entre elas criam um sistema integrado. Essa pratica ajuda os estu-
dantes a entenderem como partes menores se relacionam para formar o todo.

2. Reconhecimento de padroes em simulagoes. Durante as simulacoes, os es-
tudantes observam padrdes nos resultados, como: (i) crescimento exponencial em
um modelo populacional, (ii) oscilagdes em sistemas de retroalimentacao, como
ciclos predador-presa, (iii) propagacao de uma epidemia em diferentes cenérios.
Ao identificar esses padroes, estudantes desenvolvem habilidades para prever com-
portamentos futuros e entender fendmenos complexos.

3. Abstracao em MBA. Estudantes aprendem a abstrair os elementos essenci-
ais do comportamento de um agente, entendendo como um pequeno conjunto de
regras pode gerar padroes emergentes observaveis globalmente.

4. Algoritmos e l6gica na modelagem. A construgao de modelos no Insight Maker
exige que os estudantes desenvolvam e implementem algoritmos implicitos, como:
(i) definir taxas de fluxo (por exemplo, taxa de natalidade e mortalidade), (ii)
criar regras de interagao entre agentes (por exemplo, “se infectado, interagir com
nao infectados aumenta a infecgao”).

Ao integrar conceitos de sistemas dinamicos e modelagem baseada em agentes, os
estudantes nao apenas aprendem contetidos académicos, mas também desenvol-
vem habilidades de resolugao de problemas e pensamento critico. Essa abordagem
interativa e interdisciplinar prepara os estudantes para problemas do mundo real.

7 Modelos Compartimentais

Um tipo de modelagem de epidemias é a modelagem compartimental que consiste
em descrever os individuos da populagao afetada em compartimentos associados
aos possiveis estados do individuo frente a uma epidemia. Nesses modelos, todos
os individuos em um dado compartimento estao sujeitos as mesmas circunstan-
cias. Ou seja, cada compartimento modela o comportamento médio individual
de seus integrantes. Tal suposi¢ao é denominada hipétese de homogeneidade.

Por exemplo, podemos ter compartimentos associados aos estados "suscetivel",
"infectado", "recuperado", "imune", etc. O estado do sistema em um dado ins-
tante é definido pelo nimero de individuos em cada compartimento e a dinamica
do sistema descreve como esses numeros variam com o tempo. O processo de
modelagem envolve a formulacao matematica das taxas de transicao entre os
compartimentos, que podem ser deterministicas ou estocasticas.
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8 Modelo SIR Basico

8.1 Introducao

O modelo SIR ¢ o prototipo dos modelos compartimentais, cuja introdugao é co-
mumente atribuida a Kermack e McKendrick [53] em 1927, consistindo de trés
compartimentos, um para cada um dos trés tipos de individuos da populacao de
interesse: suscetiveis, infectados e recuperados.

Denotemos, em cada compartimento, o nimero de individuos suscetiveis, infecta-
dos e recuperados, a um certo instante t, por S(t), I(t) e R(t), respectivamente.
Além disso, N(t) = S(t) + I(t) + R(t) denota a populagdo total. Usaremos tais
sfmbolos para rotular os respectivos compartimentos com cada tipo de individuo.
O fluxo do compartimento S para o compartimento I, ou seja, o numero de indi-
viduos que fica infectado por unidade de tempo, é denotado por ®s_,; e o fluxo
do compartimento I para o compartimento R é denotado por ®; ,z. Na Figura
temos o diagrama de blocos que mostra tais transicoes.

(I)S—>I (I)1—>R

Figura 1: Modelo SIR basico.

E razoavel supor que o fluxo de infec¢ao @5, ou seja, o nimero de individuos que
fica infectado por unidade de tempo, seja proporcional ao nimero de individuos
suscetiveis a cada instante, ou seja,

(I)S%I - )\S (1)
A constante de proporcionalidade A é denominada forca de infecgdao. Por outro

lado, suporemos que o fluxo de recuperacao, denotado por ®;_,r, é proporcional
ao niamero de infectados, ou seja,

¢]—>R = ’7] ) (2)
sendo v a taxa de recuperagao.

A forma termo \ em é crucial para o tipo de modelo. Na préxima subse-
¢ao, consideraremos dois tipos basicos de transmissao.
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8.2 Tipos de Transmissao

Nesta subsecao discutiremos diferentes formas da forca de infeccao A. Embora
estejamos no contexto do modelo SIR basico, as discussoes apresentadas aqui
valem para as outras extensoes do modelo SIR que veremos mais adiante. Vamos
supor que a forca da infeccao é da forma:

A= cpv, (3)

sendo ¢ a taxa de contatos, p a probabilidade de que o contato seja de fato com um
individuo infeccioso, e v é a probabilidade de que o contato entre um individuo
infeccioso e um suscetivel de fato leve & transmissao. Uma hipotese simples é
p=I/N. Tal termo é denominado prevaléncia da infec¢do. Temos entao

)\:c%u, (4)

de modo que a equagao entao torna-se:
1
(I)S—M:CNVS- (5)

A forma da taxa de contato ¢ define os dois tipos bésicos de transmissao:

(i) Transmissao dependente da densidade

Este é o tipo de transmissao originalmente usado no modelo SIR. Denotando por
A a area ocupada pela populacao, a taxa de contatos é proporcional & densidade
N/A da populagao, ou seja,

N
— e 6
c=kK7, (6)
sendo k a constante de proporcionalidade. Temos entao,
N I I
)\—/QZNV—/WZ. (7)
¢ N I IS
(PS_UZHZNVS :HVZ. (8)

Definindo um novo parametro, chamado coeficiente de transmissao ou infecciosi-

dade,

8= hv, (9)
obtemos
sy = %s g (10)

Observando o primeiro termo da equagao ([7) notamos que a forca de infecgao
aumenta com a densidade populacional N/A e também com a densidade de in-
fectados I /N, justificando a designagao transmissao dependente da densidade. O
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resultante fluxo ¢ apropriado para modelos epidemiolégicos que envolvem
ambientes tipicamente densamente habitados, limitados espacialmente (ambien-
tes urbanos, escolas, etc.), envolvendo doengas transmitidas pela mera proxi-
midade fisica ou, de maneira geral, contatos que aumentam com a densidade
populacional. No caso especial em que:

e A area total A é constante - ndo somente para uma dada popula¢ao num
dado tempo, mas também entre diferentes populagoes que sao comparadas,

e A probabilidade v de que o contato entre um individuo infeccioso e um
suscetivel de fato leve a transmissao é constante, de modo que 8 = kv é
constante,

podemos definir um novo coeficiente de transmissao 3 := $/A, de modo que

Og,; =S 1. (11)

Normalmente 3 (ou ) é determinado empiricamente para cada tipo de doenga.

Embora a forma seja amplamente utilizada na literatura para modelar epi-
demias, tanto em populagoes humanas quanto gerais, é importante notar, como
Begon et al. [II] apontaram, que é interessante manter em mente as equagoes
originais e de modo a evitar simplificagoes nao apropriadas.

(ii) Transmissao dependente da frequéncia
Outro tipo de transmissao usado em modelos compartimentais é aquele aplicavel
aos casos em que a taxa de contatos ¢ é igual a uma constante 7 (independente
da densidade populacional):

¢ =rmn = const., (12)

o que resulta numa forga de infec¢ao, supondo que ainda p = I /N,

I
)\:UPV:UNV- (13)
A equacao torna-se
I
Cs_; = N vS. (14)
Definindo um novo coeficiente de transmissao (com unidades diferentes de ()
g =y, (15)
temos gS1
Dsor = - (16)

Notemos que a for¢a de infecgdo A = nvI /N é proporcional a prevaléncia da infec-
gao I/N, e a taxa de contatos constante 7, que pode ser denominada frequéncia

13



de contatos, o que justifica a designacao transmissio dependente da frequéncia.
Tal modelo ¢é apropriado para casos de doengas cuja transmissao depende de um
contato associado a fatores comportamentais e sociais. O risco de infec¢ao de-
pende mais da proporcao de infectados nesses grupos do que do niimero absoluto
de infectados na populagao total. Nesse contexto, o niimero de contatos por pes-
soa nao cresce indefinidamente com a densidade populacional, pois as interagoes
sao limitadas por redes sociais e rotinas.

A discussao sobre a escolha entre forca de infeccao dependente de densidade
ou da frequéncia em modelos compartimentais é feita em alguns artigos (veja,
por exemplo, [I1], [73, 59 63]), mas é ignorada na maioria dos artigos e livros
sobre o assunto. Um modelo que combina as forcas de infeccao por densidade e
frequéncia foi apresentado em [73]. Outros modelos de for¢a de infecgdo, mais
complicados do que os dois apresentados aqui, foram listados em [63].

8.3 Numero basico de reproducao Ry

Nos modelos descritos a seguir, vamos tomar o modelo SIR com transmissao
dependente da frequéncia, a menos que mencionado em contrario. Em tal caso,
podemos nos perguntar quando um surto pode se iniciar. Certamente, para que
isso aconteca, o fluxo liquido no compartimento I deve ser inicialmente positivo,
ou seja,

I
51— Q1R = BNS -1 >0. (17)
ou 55
B 1
N (18)
Como no instante inicial ¢y devemos ter Sy = S(tg) ~ N, torna-se
Ry= 2o, (19)
8

O fator Ry é denominado numero bdsico de reproducdo, pode ser entendido como
o numero médio de infec¢oes causadas por um individuo infectado de uma po-
pulagao suscetivel. Se Ry < 1 o surto nao se inicia. Os valores de Rj estao em
intervalos tipicos, razoavelmente determinados empiricamente para cada tipo de
epidemia. A Tabela [2] mostra os modos de transmissao e os valores de Ry para
alguns tipos de doencas infecciosas para as quais a suposi¢ao de transmissao de-
pendente de frequéncia é apropriada. No caso do modelo SIR com transmissao
dependente da densidade, usando o método descrito acima, é facil mostrar que

RO = ES() ~ éSO . (20)

v v
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Doenga Transmissao Ry
Sarampo [44] Aerossois 12-18
Difteria [S1] Saliva 1.7-4.3
Varicela-Zoster [§] Aerossois 10-12
Variola [39, 35] Goticulas respiratorias 4-7
Poliomielite [35] Via fecal-oral 5-7
Rubéola [35] Goticulas respiratorias -7
Caxumba [35] Goticulas respiratorias 4-7
Coqueluche [35] Goticulas aerossois 12-17
Difteria [S1] Saliva 1.7-4.3
SARS (2002-2003) [45] | Goticulas aerossois 3.5
Influenza(1918) [14] Goticulas respiratoérias | 1.53-1.70
Ebola (2014) [90] Fluidos corporais 1.4-1.8

Tabela 2: Numero basico de reproducao (Ry) para doengas com transmissao
dependente de frequéncia.

Embora os valores de Ry possam dar uma ideia geral sobre quao transmissi-
vel é uma doenga, e que possam servir como um guia para testes de modelos SIR,
é importante notar que tais valores tabelados devem ser tomados sempre relati-
vamente ao modelo utilizado. A relagao , por exemplo, é valida no modelo
SIR bésico. Expressoes distintas para Ry devem ser calculadas para diferentes
modelos compartimentais. Por exemplo, para entender o valor de Ry no caso de
variola, mostrado na Tabela [2], é necesséario examinar a se¢ao Methods do artigo
[39], que mostra o emprego de um modelo compartimental mais complicado que
SIR e uma expressao que define Ry diferente daquelas descritas acima.

8.4 O Efeito da Vacina

Antes mesmo de estudar a dindmica da epidemia, podemos examinar, no contexto
do modelo SIR, como a vacinacao de parte da populacao pode evitar o surto. Seja
p a proporcao da populacao de suscetiveis a ser vacinada. A quantidade inicial
de suscetiveis é, entao

S(to) = (1 = p)N, (21)
Para que um surto nao se inicie, devemos ter, de acordo com ,
I
¢S%1_¢IAR:ﬁN(1_p)N_7[<O' (22)
ou 5 .
Ry=—< —— 23
=2 < (23)
e
S (24)
p RO °



Veremos a seguir como descrever a dinamica da epidemia usando diferentes mé-
todos.

8.5 Modelo SIR com MBE no Insight Maker

Usaremos o Insight Maker para descrever como essas quantidades variam, defi-
nindo blocos e fluxos. E interessante que o leitor siga o presente trabalho, a partir
desta secao, com a janela do Insight Maker aberta no seu computador. Nenhuma
instalagdo é necessaria. Basta fazer a inscrigao em https://insightmaker.com/.
Na terminologia do software Insight Maker, MBE ¢ designada como modelagem
de sistemas dindmicos (System Dynamics modeling). Criaremos, passo a passo,
um modelo para a propagagao de uma epidemia. Os elementos do modelo sao
chamados Primitives (que denominaremos primitivos) e devem ser adicionados a
area de trabalho a partir do menu indicado na Figura

gy Home

@ PRIMITIVE FLOWS/TRANSITIONS = LINKS (O SETTINGS B SAVE

System Dynamics

& Add stock

Add Variable

~/  Add Converter

Figura 2: Adicionando os primitivos Stock.

No modelo SIR comecamos com a adigao de trés blocos primitivos do tipo Stock,
que aparecem no menu PRIMITIVE chamados Suscetivel, Infectado e Recuperado.
Os blocos podem ser arrastados para qualquer posicao e nomeados diretamente
dentro do bloco ou no menu direito. O resultado ¢ aquele mostrado na Figura [3
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jé Home

@ PRIMITIVE FLOWS/TRANSITIONS @ LINKS

Suscetivel

Infectado

Recuperado

Figura 3: Nomeando os primitivos Stock.

Individuos suscetiveis se tornam infectados com o passar do tempo. Para mo-
delar tal evolugao, adicionamos um fluxo chamado infecg¢do a partir do menu
FLOWS/TRANSITIONS que parte do primitivo Suscetivel e entra no primitivo
Infectado. O cursor do mouse deve partir do centro do bloco do primitivo
Suscetivel e deve alcangar qualquer ponto do bloco do primitivo Infectado.
Similarmente, nesse modelo, individuos infectados tornam-se recuperados com
o passar do tempo, o que implica que devemos criar um fluxo, denominado
recuperagdo, partindo do bloco Infectado e chegando no bloco Recuperado.

O resultado é mostrado na Figura [4] que representa a estrutura basica do mo-
delo.
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Suscetivel

infecgdo

Infectado

recuperagdo

Recuperado

Figura 4: Estrutura béasica do modelo.

Devemos agora determinar como os fluxos dependem das varidveis de estoque.

Tentemos modelar a disseminagao de sarampo entre uma populagao nao imune.
Suponhamos que 3 = 1,5dias ! e v = 0,12dias™!, de modo que Ry = /v =
12,5. Estas constantes poderao ser alteradas mais tarde, de acordo com obser-
vacoes. Além disso, tomemos como valores iniciais S = 499, I = 1e R =0, de
modo que N = 500. Vejamos como fazer as implementacoes correspondentes no
Insight Maker.

1. Marcamos com o mouse o fluxo infecg&o e inserimos na caixa Flow Rate a
formula 1.25% [Suscetivel] * [Infectado] /500, como mostrado na Figura
[l N&o é necessario digitar o nome de primitivos que ja estao definidos, basta
selecionar com mouse os icones respectivos.
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infecgao

Add a note...

Flow Rate =

1.5%[Suscetivel]*
[Infectado] /499

Suscetivel Infectado

Figura 5: Defini¢ao da equagao para o fluxo infecggo.

2. Similarmente, marcamos com o mouse o fluxo recuperagdo e inserimos na
caixa Flow Rate a férmula 0.12*[Infectado]

3. Marcamos suscessivamente os blocos Suscetivel, Infectado e Recuperado,
para definir, respectivamente, na caixa Initial Value os valores 499, 1 e
0.

Tomaremos o tempo em dias e o passo de tempo de tamanho 0,1 dias. Um
intervalo menor é desnecessario, além de tornar a simulagao lenta. Usaremos
o método de solugao numérica de equagoes diferenciais Runge-Kutta de quarta
ordem. O usuario nao necessita conhecer os detalhes desse método numérico.
O tamanho total da simulacao é determinado de modo que as caracteristicas
principais ou de maior interesse do resultado sejam evidentes. No nosso caso,
tomaremos 40 dias. Para inserir tais parametros, procedemos do seguinte modo:

1. No menu SETTINGS definimos Simulation length como 40;

2. Definimos Time Units como days;

3. Definimos Simulation time step como 0,1.

4. No menu Simulation algorithm selecionamos 4th Order Runge-Kutta.

O resultado da simulagao é mostrado na Figura[6] Movendo o cursor ao longo da
figura temos indicados o tempo e os respectivos valores de S, I e R. Por exemplo,
podemos verificar rapidamente que o nimero de infectados tem seu valor maximo
de aproximadamente 360 em aproximadamente 6 dias. Também verificamos que,
ap6s aproximadamente 40 dias, quase toda a populagao esta recuperada.
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—— Suscetivel Infectado Recuperado

500
[=}
o
®
S 400
=]
3
o ~
e
5 3007 Time 6.3
(=}
s Infectado 360.019022
Q
£ 200+ Recuperado  97.4521519
§ ® Suscetivel 43.5288263
3 100 ~
w
3
’ \¥
04 : : : )
10 20 30 40

Time (Days) i‘ T_—I S

Figura 6: Simulagdo do modelo. Os valores mostrados no quadros se referem
aqueles correspondentes a linha vertical pontilhada.

Antes de prosseguir com novas complica¢oes do modelo, mostraremos como in-
troduzir variaveis para ajuste dos parametros 3 e . Variaveis podem ser intro-
duzidas para ajustes posteriores sem que tenhamos que editar equagoes. Como
mostrado na Figura[7] no item PRIMITIVE do menu, clicamos em Add Variable.

@ PRIMITIVE FLOWS/TRANSITIONS | LINKS (® SETTINGS

System Dynamics

& Add Stock

. Variables can be constant or dynamically updated

~/ Add Converter

Figura 7: Adicionando uma variavel.

A nova variavel serd chamada Infecciosidade, que tera o valor 2. Em seguida,
clicamos em LINKS no menu e criamos uma conexao que parte da varidvel até o
fluxo infecg&do. Similarmente, introduzimos a variavel Recuperagio e a associ-
amos com o fluxo recuperagdo. O resultado é mostrado na Figura [§
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Suscetivel
Infecciosidade I

infeccdo

Infectado

recupi'agﬁo
Recuperagdo
Recuperado

Figura 8: Criacao das variaveis Infecciosidade e Recuperagédo.

Além disso, devemos fazer a correspondente mudanca na féormula associada ao
fluxo infeccédo, substituindo o valor 1,5 pela variavel infecciosidade. Similar-
mente, na formula associada ao fluxo recuperac&o substituimos o valor 0,12 por
[Recuperagdo].

O modelo agora permite uma exploracao do comportamento do grafico de saida
com diferentes valores dos parametros.

Notemos que se uma nova simulagao for feita, por default o grafico do Insight
Maker gera um grafico similar ao da Figura [6] mas mostrando também as curvas
com os valores dos parametros. Como neste caso eles sao constantes, podemos
exclui-los usando o menu CONFIGURE da janela de graficos.

8.6 Modelo SIR com MBA no Insight Maker

Embora originalmente concebido em termos de equacoes, é possivel estender o
modelo SIR para MBA. Com tal técnica simulamos individuos, ou seja, cada
agente simula um individuo em uma populacao e possui um conjunto de estados
que define seu comportamento. No nosso caso temos:

e Estados: "Susceptivel"(S), "Infectado"(I), e "Recuperado"(R).
e Comportamentos: Susceptivel: Pode ser infectado ao entrar em contato
com agentes infectados. Infectado: Pode transmitir a infec¢ao a outros

agentes. Recuperado: permanece nesse estado.
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Iniciemos a constru¢cao do modelo no Insight Maker. Inicialmente, criamos os
primitivos que correspondem aos estados Suscetivel, Infectado e Recuperado,
como mostrado na Figura [9]

@ PRIMITIVE FLOWS/TRANSITIONS | LINKS ® Sl

System Dynamics

[E Add Stock
Add Variable

»/ Add Converter
Agent Based Modeling

¢ Add Agent Population

o Aadsiae

4 Add Action

Figura 9: Criagao de trés estados.

Adicionando também as transi¢oes, denominadas infecgdo e recuperacio, que
levam uma pessoa de um estado a outro, obtemos o diagrama mostrado na Figura
|10

Suscetivel

infecgdo

Infectado

recuperagdo

Recuperado

Figura 10: Diagrama de estados e transicoes.
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Devemos agora adicionar as propriedades dos primitivos e transi¢oes do modelo.

1. Mudamos Start Active do estado Suscetivel para true, como mostrado
na Figura |11}

® Suscetivel
o—eo—s
o Suscetivel o
e e e Add a note...
infecgdo
Start Active = i
Infectado true
No linked primitives >
recuperagdo
Residency (optional) = Ca

e

Figura 11: Mudando o estado inicial de Suscetivel para true.

2. Mudamos Triggered by na transi¢ao infecgdo para PROBABILITY e Triggrered
valued para 0.3, como mostrado na Figura Isso define a probabilidade
de que a transicao ocorra em uma unidade de tempo.
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Suscetivel ) _
C.:] infeccao g
inf@gdo
Add a note...
(]
Infectad
fectado Triggered by
~ TIMEOUT PROBABILITY CONDITION
recuperagdo

Triggered value = La

0.3

Figura 12: Modificando a transi¢cao infecg&o.

3. Similarmente, mudamos Triggered by na transi¢ao recuperag&do para PROBABILITY
e Triggrered valued para 0.2.

Este modelo usa somente um individuo, sendo que cada simulagao pode dar um
resultado diferente, devido ao seu carédter probabilistico. Um exemplo é mostrado
na Figura [13]

J— 1 Recuperado

1——\
0.8

Time 0

064 ® Suscetivel 1
! Infectado 0
Recuperado 0

0.4+

0.2

Suscetivel, Infectado and Recuperado

0+ i  EEE—— T
0 1 2 3 4

ot
T ol

Time (Days) i/.

Figura 13: Simulacao para um individuo.

Nosso préximo passo consiste em estender tal modelo para uma populacao. Para
isso, devemos proceder da seguinte forma:

1. Criamos um folder para incluir os primitivos Suscetivel, Infectado e
Recuperado. Para isso marcamos os trés primitivos com o mouse e, em
seguida, selecionamos Make Folder no menu Primitives, como mostrado
na Figura [[4al Tal folder é nomeado Individuo. O resultado é mostrado

na Figura [14D]
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@ PRIMITIVE FLOWS/TRANSITIONS | LINKS | @ sETTINGS

System Dynamics °

s—e—o
E Add Stock ® Suscetivel ®

® o o
Add Variable

inﬂ?gﬁc

~/ Add Converter &
Agent Based Modeling ® Infectado ® '_ Tndividuo

¢ Add Agent Population

racup?rag&o

4
®

® Add State

4 Add Action ° ®
L Recuperado ®

Interface & Design o ® L)

’
1
1
]
1
1
1
1
]
1
1
1
1
Tr Add Text Box . Infectado
1
]
1
1
1
1
]
1
1
1
1
\

infecgdo

[<] Add Picture

C#  Add Interactive Button
Other

Ghost Primitive

[3 Make Folder .
(a) (b)

Figura 14: Agrupando os primitivos.

2. Definimos o folder Individuo como agente (Figura [15)).
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1=  Individuo

'
! Suscetivel

Individuo

infecgdo Add a note...

Agent Parent (optional) HH

°

\

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]
Infectado | & @ Use folder as an agent base

]

]

]

]

recuperagdo i

]

]

]

]

]

]

I

- =

@ -~mmmmmm e @

Figura 15: Agrupando os primitivos.

3. Criamos um primitivo do tipo Agent Population chamado Populagio,

como mostrado nas Figuras e [I6D]

Individuo

1N

' \
1 1
: Suscetivel '
1 1
1 1 =
@, @ m == ® | \ Populagdo
& Add Stock s _Individuo : ! infeccdo :
=] : ' Suscetivel ' 1 f
Add Variable ! . '
] 1 1
~/  Add Converter i
infecgdo ! : Infectado :
Agent Based Modeling ! : :
§
1 1
Add Agent Population 1 . 1
O 2 i 1 recuperagao 1
® Add State : :
" 1 ]
4 Add Action . ,
! Recuperado !
Interface & Design : :

(a) (b)
Figura 16: Criagao do agente Populacg&o.

T+ Add Text Box

4. Mudamos a propriedade Agent Base do primitivo Populagédo para Individuo,
e aumentamos a populacao para 300 individuos, como mostrado na Figura

Iz
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° Populagéo
) ° e

° Populagdo ® Add a note...

° ) ®

The folder containing the definition for the agents i

population.

Figura 17: Mudando o estado inicial de Suscetivel para true.

O resultado da simulacao para 10 dias, com intervalos de 0,5 dias, é mostrado na
Figura

—— Suscetivel Infectado Recuperado
300

250
200
150

100+ \

50.0 A

Suscetivel, Infectado and Recuperado

Time (Days) .\J_/. T_—I I(:l

Figura 18: Primeira simulacao.

A construcao mostra que os resultados sao esperados, ou seja, o nimero de re-
cuperados aumenta, enquanto o nimero de suscetiveis e infectados diminui. No
entanto, nesse modelo, a probabilidade de um individuo tornar-se doente é in-
dependente do ntimero de pessoas doentes. Para tornar o modelo mais realista,
faremos uma modificacao no modelo, de modo que a probabilidade de um indivi-
duo ficar infectado é proporcional ao nimero de pessoas ja infectadas. Para isso,
procederemos da seguinte forma

1. Criamos uma variavel chamada proporgdo de infectados.

2. Criamos um link que vai do primitivo Populagdo para a variavel proporgao
de infectados e outro link que vai de proporgdo de infectados a tran-
sicao infecgéo.

O resultado é mostrado na Figura [19|
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Individuo

Suscetivel

-

Populagdo

1
|}
1
1
1
1
1

proporgdo de
infectados

Figura 19: Esquema do modelo refinado.
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3. Atribuimos uma férmula para proporgio de infectados. Para isso, mu-
damos o valor do primitivo proporgdo de infectados para Count (FindState
([Populagédo], [Infectado])) /PopulationSize([Populagéo]), como mos-
trado na Figura [20]

/= Individuo

Suscetivel

proporcao de infectados
Populagdo

. . Add a note...
infeegdo

Value =
Infectado

®
° ® °

.@:rgjao}. Count(FindState( [Populacéo]
Q%C:icmyo '
[Infectadol))/PopulationSiz
e([Populagaol)

recuperagdo

Recuperado

I I l l
’
cm e e e e e e e m e e e e e e e e e e m

Interface (optional)

Figura 20: Definicao de uma férmula para proporgdo de infectados.

Nesta formula, a funcao FindState para selecionar todos os individuos
no primitivo Populag¢do que estao no estado Infectado e dividindo esse
nimero pelo nimero total de individuos na populacao.

4. Alteramos a propriedade Triggered value da transicao infeccdo para
proporgdo de infectados. Além disso a propriedade Recalculate sera
marcada, como mostra a Figura 21}
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Figura 21: Alteragao da transicao infecg&o.
Esta ultima propriedade faz com que a taxa de infeccao seja recalculada e
atualizada a cada unidade de tempo na simulagao.

Mudamos a propriedade Start Active do primitivo Suscetivel para
Index(Self)<>1 e do primitivo Infectado para Index(Self)==1, como
mostrado na Figura

Infectado
/2 Individuo
Suscetivel Add a note.
Populagdo
infelegéo Start Active = i
&
® Index(Self)==

® Infectado ®

1
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1 ®
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
v

h
proporgio de Residency (optional) = o
infectados o

recuperacao
Interface (optional)
Y e i Use a toggle to interactively change primitive

Figura 22: Mudanca na propriedade Start Active de Infectado.

Cada individuo da populagao tem um tnico indice. O primeiro agente tem
indice 1, o segundo indice 2, etc. O argumento Self indica referéncia ao
proprio agente. No nosso modelo, o primeiro agente foi criado para iniciar no
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estado infectado enquanto que todos os outros agentes partem do estado
Suscetivel.

O resultado da simulagao é mostrado na Figura 23

= Suscetivel Infectado Recuperado

N2, N

Time (Day L, 1t ¢

Figura 23: Segunda simulagao.

Como o modelo possui elementos estocéasticos, cada simula¢ao daré um resultado
um pouco diferente, embora qualitativamente semelhante.

8.7 Modelo SIR Discreto em Python

Consideremos o esquema de compartimentos e fluxos do modelo SIR que esta
ilustrado na Figura[§ Fagamos agora uma descrigdo mateméatica mais detalhada
desse modelo usando uma técnica de matematica discreta chamada equacoes de
diferencas. Utilizaremos os seguintes simbolos para as variaveis de interesse (com-
partimentos) e para as taxas (associadas a fluxos):

e Numero de individuos suscetiveis: S,,.

e Numero de individuos infectados: I,,.

Numero de individuos recuperados: R,,.
e Taxa de infecgao: S.
e Taxa de recuperacao: 7.

Definimos o fluxo de infeccao ®; como a quantidade de individuos suscetiveis
que ficam infectados por unidade de tempo e fluro de recupera¢ao ®r como a
quantidade de individuos infectados que se tornam recuperados por unidade de
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tempo. Com base no diagrama da Figura [§] podemos descrever o sistema por
meio das equagoes

R,.1 =R, + ®; gAL. (27)
No nosso modelo,
Og .7 = /BSTL[TL/N7 O g = 7[71 . (28)

Por outro lado, usaremos como passo de tempo a mesma unidade de tempo (dias,
horas, etc.) para a qual os pardmetros [, A, p, v e « foram empiricamente
determinados, ou seja, At = 1. Usaremos tal prescricao daqui em diante. Rees-
crevemos as equacgoes de diferengas acima como

Sply
Sn+1 = Sp — b N (29)
Sn]n
InJrl = In + /8 - ’)/ITL7 (30)
Rus1 = Ry + 1, (31)

Tais equagoes descrevem o que é conhecido na literatura como modelo SIR dis-
creto. Tal sistema, embora teoricamente complicado devido ao fato de ser nao
linear, é relativamente simples do ponto de vista numérico, no sentido de que as
quantidades S,.1, I,11 € R,y1 sdo totalmente determinadas em termos de S,
I, e R, e dos parametros § e 7. Podemos resolver tal sistema iterativamente
utilizando Python, como mostraremos a seguir. Os comandos descritos podem
ser reproduzidos em Google Colab ou utilizando Jupyter Notebook. Utilizamos
somente recursos elementares de programagcao.

Inicialmente, carregamos as bibliotecas que serao utilizadas:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

Definiremos os parametros 5 e v, o comprimento total da simulacao e condigoes
iniciais de modo semelhante ao que fizemos na modelagem com Insight Maker:

# Parametros do modelo

beta = 1.5 # Infecciosidade
gamma = 0.12 # Recuperacgdo
T = 40 # Comprimento da simulagdo (dias)
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E conveniente definir as condigoes iniciais para as variaveis em uma célula de
execucao separada:

# Condigbes iniciais

SO = 499 # Namero inicial de suscetiveis
I0 = 1 # Namero inicial de infectados
RO = 0.0 # Numero inicial de recuperados

Embora nao seja obrigatério, é uma boa prética computacional definir previa-
mente o tamanho dos vetores (arrays 1-dimensionais) que serao utilizados, caso
possivel. Ou seja, definimos cada vetor com componentes zero e em quantidade
igual ao numero de pontos a serem calculados, incluindo o ponto inicial:

# Inicializacdo das variaveis

passos = T + 1 # Inclui o ponto inicial

S = np.zeros(passos)

I = np.zeros(passos)

R = np.zeros(passos)

tempo = np.linspace(0, T, passos) # Vetor de tempo

As condicoes iniciais correspondem ao valor das componentes zero dos arrays 1-D:

# Estado inicial
S[0] S0

I[0] = IO

R[0] = RO
N:=S0+I0+R0O

Podemos agora realizar os calculos iterativos:

# Iteragdo com equagdes de diferengas

for t in range(passos - 1):
S[t+1]1=S[t]-beta*xS[t]1*I[t]/N
I[t+1] =I[t]+(betaxS[t]*I[t]/N-gamma*xI[t])
R[t+1]=R[t]+gammaxI[t]

Para visualizar os resultados, basta executar os comandos:
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plt.figure(figsize=(10, 6), dpi=300)
plt.plot(tempo, S, label="Suscetiveis (S)", 1lw=2)
plt.plot(tempo, I, label="Infectados (I)", lw=2)
plt.plot(tempo, R, label="Recuperados (R)", lw=2)
plt.title("Modelo SIR (Equagdes de Diferengas)")
plt.xlabel("Dias")

plt.ylabel ("Populagdo")

plt.legend ()

plt.grid()

plt.show()

\ J

O resultado é mostrado na Figura [24]
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Figura 24: Simulagao baseada em equagoes de diferencas.

O resultado, como esperado, é praticamente idéntico aquele obtido com Insight
Maker (Figura [6).

8.8 Modelo SIR Continuo em Python

Uma vez construido o modelo discreto, em termos de equacoes de diferencas, a
construcao do correspondente modelo continuo, baseado em equagoes diferenciais,
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é feita por analogia. De fato, este é o método utilizado no Insight Maker. O
modelo agora é representado pelo conjunto de equacgoes diferenciais nao lineares:

ds B
— =97 2
dt NS ’ (32)
dI
— = =S —~I 33
a - N7 (33)
dR
R 34
com condigoes iniciais
S(0)=299, I(0)=1, R(0)=0. (35)

Tal sistema de equagoes nao lineares pode ser resolvido numericamente em Python,
como mostraremos a seguir. Inicialmente carregamos as bibliotecas necessarias:

e

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import solve_ivp

\.

Definimos os parametros do modelo:

7

# Parametros do modelo

beta = 1.5 # Infecciosidade
gamma = 0.12 # Recuperacdo
T = 40 # Duracdo total (em dias)

e as condigoes iniciais:

r

S0 = 499 # Nimero inicial de suscetiveis
I0 =1 # Nimero inicial de infectados
RO = 0.0 # Nimero inicial de recuperados
N=S+1I+R0 # Nimero total de individuos

CI = [SO, IO, RO] # Lista de condigdes iniciais

\

Definimos o sistema de equagoes do modelo:

# Sistema de equagdes
def sir(t, y):

S, I, R=y
dSdt = -beta * S * I / N

dIdt = beta * S * I / N - gamma * I
dRdt = gamma * I

return [dSdt, dIdt, dRdt]
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Escolhamos uma malha com 400 pontos para o intervalo de tempo [0, 40]:

time = np.linspace(0, T, 400)

Para resolver o sistema numericamente, usaremos o método de Runge-Kutta:

solution = solve_ivp(sir, [0, T], CI, t_eval=time,
method= "RK45")
S, I, R = solution.y

Podemos agora visualizar graficamente o resultado:

plt.figure(figsize=(10, 6), dpi=300)
plt.plot(time, S, label="Suscetiveis (S)", lw=2)
plt.plot(time, I, label="Infectados (I)", lw=2)
plt.plot(time, R, label="Recuperados (R)", lw=2)
plt.title("Modelo SIR (Equacgdes Diferenciais)")
plt.xlabel("Dias")

plt.ylabel("Populagio")

plt.legend()

plt.gridO

plt.show()

O resultado é mostrado na Figura [25]
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Figura 25: Modelo SIR continuo: simulacao baseada em equacoes diferenciais.
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O resultado expresso na Figura é praticamente idéntico aquele obtido com
equagoes de diferengas, mostrado na Figura [24]

8.9 Eficiéncia Numérica

Podemos determinar a eficiéncia numérica de programas em Python medindo o
tempo de CPU necessario para executar uma funcao. Apresentaremos agora um
exemplo de tal aplicacao, que serd utilizado em atividades propostas. Inicial-
mente, criamos uma funcao em Python para o calculo das variaveis S, I e R no
caso em que temos 3 =1/2, v=1/5, N = 10000, 1(0) = 9990, /(0) = 10:

import time
import numpy as np
from scipy.integrate import solve_ivp

# Modelo SIR
def sir_model(t, y):
S, I, R=1y
beta = 0.5
gamma = 1/5
N = 10000
dS = -beta * S *x I / N
dI = beta * S * I / N - gamma * I
dR = gamma * I
return [dS, dI, dR]

Podemos agora calcular o tempo de CPU em uma simulacao:
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# Condigdes iniciais
S0, IO, RO = 9990, 10 , O

# Duracgdo da Simulagdo
T = 5%365

# Inicio da contagem de tempo de CPU
start_time = time.process_time()

# Resolve a equacgdo diferencial
sol = solve_ivp(sir_model, [0, T], [SO, IO, RO],
t_eval=np.arange(0, T, 1))

# Fim da contagem de tempo de CPU
end_time = time.process_time()

# Calculo do tempo de CPU
cpu_time = end_time - start_time
print (f"Tempo de CPU: {cpu_timel} s")

Tempo de CPU: 0.021622421000000003 s

Deixaremos como exercicio a tarefa de calcular o tempo de CPU usando o céalculo

com equagoes de diferencas.

8.10 Atividades: Modelo SIR no Insight Maker

Nas atividades abaixo, suponha que a transmissao é dependente da frequéncia, a

menos que mencionado em contrario.

1. Construgao do Modelo SIR Basico

Crie um modelo SIR no Insight Maker com uma populacao total de N =
1000. Defina as condigoes iniciais como Sy = 990, Iy = 10, Ry = 0, e use os
parametros 5 = 0.3 (taxa de transmissao) e v = 0.1 (taxa de recuperagao).
Configure o modelo para simular por 100 dias. Execute a simulacao e
observe as curvas de S(t), I(t), e R(t).

Pergunta: Qual € o comportamento geral das curvas de S(t), 1(t), e R(t)?
O que acontece com a populacao suscetivel ao longo do tempo?

2. Efeito da Taxa de Transmissao [
No modelo SIR criado, mantenha v = 0.1, mas varie § em trés valores:
8 =0.2,6=0.3,e 3 =0.5 Simule cada cenario por 100 dias e compare o
pico de I(t) (nimero méximo de infecciosos) e o tempo em que ele ocorre.

38



Pergunta: Como o aumento da taxa de transmissao [ afeta a intensidade
e a velocidade do surto?

. Efeito da Taxa de Recuperagao vy

Agora, fixe § = 0.3 e varie v em trés valores: v = 0.05, y = 0.1, e v = 0.2.
Simule por 100 dias e observe como o pico de I(t) e a duragdo do surto
mudam.

Pergunta: Como a taxa de recuperagao vy influencia a duragao e a severidade
do surto? Por que isso acontece?

. Sensibilidade as Condigoes Iniciais

Teste diferentes condic¢oes iniciais: por exemplo, uma populacao com muitos
suscetiveis e poucos infecciosos (Sy = 990, Iy = 10, Ry = 0) versus uma
populagdo com mais infecciosos inicialmente (Sy = 900, I, = 100, Ry = 0).
Use § = 0.3, v = 0.1, e simule por 100 dias. Compare os padroes de surto
resultantes em I(t).

Pergunta: As dindmicas do modelo SIR no curto prazo sao sensiveis as
condigoes iniciais? Como o numero inicial de infecciosos afeta o surto?

. Calculo e Impacto de R,

No modelo SIR, o ntmero bésico de reproducao é dado por Ry = £. Usando
B8 =0.3¢e~v=0.1, calcule Ry. Em seguida, simule o modelo e observe o
comportamento de [(t). Agora, ajuste § e 7 para obter Ry = 1 (ex.:
g =0.1, y=0.1) e simule novamente. Compare os resultados.

Pergunta: O que acontece com o surto quando Ry = 17 Como Rqy influencia
a propagac¢ao da doenca?

. Efeito de Intervencoes: Redugao de j3

Simule o modelo SIR com = 0.3, v = 0.1, Sp = 990, I, = 10, Ry = 0, por
100 dias. Em seguida, introduza uma interven¢ao no dia 20, reduzindo
para 0.15 (por exemplo, simulando medidas de distanciamento social). Use
uma variavel de controle no Insight Maker para implementar essa mudanca.
Compare os resultados com o cenério sem intervencao.

Pergunta: Como a reducao de 5 afeta o pico de infecciosos e a duracao do
surto? Qual € o impacto de intervir cedo versus tarde?

. Proporcgao Final de Recuperados

Execute o modelo SIR com § = 0.3, v = 0.1, Sp = 990, I, = 10, Ry = 0,
por 200 dias, até que o surto termine (/(¢) ~ 0). Registre o valor final de
R(t). Repita a simulagdo com f = 0.5, mantendo v = 0.1, e compare o
valor final de R(t).

Pergunta: Como a propor¢ao final de recuperados depende de B¢ Por que
nem todos os suscetiveis sao infectados no final do surto?
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10.

11.

12.

. Introducao de Imunidade Inicial

Configure o modelo com g = 0.3, v = 0.1, mas varie a propor¢ao inicial
de recuperados: Ry = 0, Ry = 200, e Ry = 400, ajustando Sy para manter
N = 1000 (ex.: Sy = 790, Iy = 10, Ry = 200). Simule por 100 dias e
observe o impacto em [(t).

Pergunta: Como a presenga de imunidade inicial (individuos recuperados)
afeta a dindmica do surto? Isso € consistente com o conceito de imunidade
de rebanho?

. Comparacao com um Modelo Sem Recuperagao (SI)

Modifique o modelo SIR no Insight Maker para criar um modelo SI (remova
o compartimento R e a transi¢ao v/, de modo que os infecciosos permane-
¢am infecciosos indefinidamente). Use 5 = 0.3, Sy = 990, [y = 10, e simule
por 100 dias. Compare os resultados com o modelo SIR original (y = 0.1).
Pergunta: Como a auséncia de recuperacao afeta a dindmica da doenca? O
que 1850 sugere sobre a importdncia da recuperacao na contencao de surtos?

Analise de Picos e Declinio

Execute o modelo SIR com § = 0.3, v = 0.1, S = 990, I, = 10, Ry = 0,
por 100 dias. Identifique o dia em que I(t) atinge o pico e observe a taxa
de declinio apés o pico. Repita com § = 0.4, mantendo v = 0.1, e compare.
Pergunta: O que determina o momento do pico de infecciosos? Por que o
numero de infecciosos declina apds o pico, mesmo sem intervengoes?

Comparacao de Transmissao Dependente da Frequéncia e Densi-
dade com Populagoes Pequenas

No Insight Maker, configure dois modelos SIR: um com transmissao depen-
dente da frequéncia (55 %) e outro com transmissao dependente da den-
sidade (5SI). Use N = 100, Sy = 90, Iy = 10, Ry = 0, 8 = 0.3 (para
frequéncia) e f = 0.03 (para densidade, ajustado para a escala), v = 0.1.
Simule ambos os modelos por 100 dias e compare as curvas de ().
Pergunta: Como a transmissao dependente da densidade afeta o surto em
uma populagao pequena (N = 100) em comparagao com a transmissao de-
pendente da frequéncia? Por que essas diferencas ocorrem?

Impacto de Intervencoes em Transmissao Dependente da Frequén-
cia e Densidade

Configure dois modelos SIR no Insight Maker: um com transmissao de-
pendente da frequéncia (65%) e outro com transmissao dependente da
densidade (8SI). Use N = 1000, Sy = 990, I, = 10, Ry = 0, f = 0.3
(frequéncia), 5 = 0.0003 (densidade), e v = 0.1. Introduza uma interven-
¢ao no dia 20, reduzindo S em 50% (para 0.15 e 0.00015, respectivamente).
Simule por 100 dias e compare o pico de I(t) e a duragao do surto em ambos
os modelos.
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Pergunta: A intervencao de reducao de 5 tem o mesmo impacto na trans-
missao dependente da frequéncia e da densidade? Como as diferencas nas
formas de transmissao afetam a eficicia da interveng¢ao?

8.11 Atividades: Modelo SIR em Python

Nas atividades abaixo, suponha que a transmissao é dependente da frequéncia, a
menos que mencionado em contrario.

1.

Implementacao do Modelo SIR Continuo com Equacoes Diferen-
ciais

Utilize o modelo SIR continuo em Python. Use N = 1000, So = 990,
Iy =10, Ry =0, 8 = 0.3, v = 0.1, e simule por 100 dias. Plote as curvas
S(t), I(t), e R(t).

Pergunta: Como as curvas S(t), I(t), e R(t) se comportam ao longo do
tempo? O que isso indica sobre a progressao da epidemia?

. Implementacao do Modelo SIR Discreto com Equagoes de Dife-

renga
Utilize o modelo SIR discreto em Python, usando equacoes de diferenca.
Use os mesmos parametros do item anterior (N = 1000, Sy = 990, I, = 10,
Ry =0, 8=0.3,v=0.1) e simule por 100 dias. Plote as curvas.
Pergunta: As curvas do modelo discreto sao semelhantes as do modelo con-
tinuo? Quais diferencas vocé observa?

Comparacgao entre Modelos Continuo e Discreto

Execute as simulagoes dos itens 1 e 2 e plote I(t) para ambos os modelos
(continuo e discreto) no mesmo grafico. Calcule a diferenga absoluta média
entre I(t) continuo e discreto ao longo do tempo.

Pergunta: Qudao prorimas sao as solugoes do modelo discreto e continuo?
O que pode explicar as diferencas observadas?

. Desempenho Computacional: Tempo de Execugao

Use a biblioteca time do Python (veja a subsegao para medir o tempo
de execugao das simulagdes continua e discreta (com At = 0.1dias) para
um numero apropriado de dias.

Pergunta: Qual abordagem (continua ou discreta) é mais rapida? Como os
tamanhos dos passos em ambas abordagens afetam os tempos de execucdo
das simulacoes?

. Acuracia: Comparagao com Solugao Analitica Simples

Para um caso simplificado do modelo SIR (ex.: f = 0.1, v = 0.1, Ry = 1),
simule o modelo continuo e discreto por 100 dias. Compare os resultados
de I(t) com a solugdo analitica aproximada para Ry = 1, onde I(t) = I
(crescimento nulo). Calcule o erro médio quadréatico (RMSE) para ambas

41



10.

11.

as abordagens.
Pergunta: Qual abordagem (continua ou discreta) é mais precisa em relagao
a solucao analitica? Por que isso ocorre?

Efeito de § no Modelo Continuo

No modelo continuo, varie 8 em trés valores: 5 = 0.2, 5 =0.3,e = 0.5,
mantendo v = 0.1. Simule por 100 dias e plote I(¢) para cada cenario.
Registre o pico de infecciosos e o dia em que ele ocorre.

Pergunta: Como o aumento de [ afeta o pico de infecciosos e o tempo do
pico? Isso € consistente com o que vocé esperaria com base em Ry?

Efeito de v no Modelo Discreto

No modelo discreto, varie v em trés valores: v = 0.05, v = 0.1, e 7 = 0.2,
mantendo 5 = 0.3. Simule por 100 dias e plote I(t). Registre a duracgao do
surto (tempo até I(t) < 1).

Pergunta: Como o aumento de v afeta a duracao do surto no modelo dis-
creto? Compare com o comportamento esperado no modelo continuo.

SIR e SI (Continuo)

Modifique o modelo continuo para um modelo SI (remova o compartimento
R e o termo /I, de modo que % = —BS# % = ﬂS%). Use 8 = 0.3,
So =990, Iy = 10, e simule por 100 dias. Compare I(t) com o modelo SIR
continuo (y = 0.1).

Pergunta: Como a auséncia de recuperacao afeta a dindmica da doenga no

modelo continuo? O que isso sugere sobre a importincia da recupera¢ao?

SIR e SI (Discreto)

Modifique o modelo discreto para um modelo SI (S = Sy — Bst%, Iy =
It+ﬁ5t%). Use 8 = 0.3, Sg = 990, Iy = 10, e simule por 100 dias. Compare
I(t) com o modelo SIR discreto (y = 0.1).

Pergunta: Como a auséncia de recupera¢do afeta a dindmica da doeng¢a no
modelo discreto? As diferencas entre SI e SIR sao mais pronunciadas no
modelo discreto ou continuo?

Intervengao: Redugao de § (Continuo)

No modelo continuo, implemente uma intervencao que reduz g de 0.3 para
0.15 no dia 20 (use uma func¢do if para alterar § durante a integragao).
Simule por 100 dias e compare I(t) com o cenario sem intervengao.
Pergunta: Como a reducao de 8 afeta o pico de infecciosos e a duracao do
surto no modelo continuo? Qual € o impacto de intervir cedo versus tarde?

Intervencao: Redugao de 3 (Discreto)

No modelo discreto, implemente a mesma intervengao do item anterior (re-
duza (3 de 0.3 para 0.15 no dia 20). Simule por 100 dias e compare I(t) com
0 cenario sem intervencao.
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Pergunta: A intervencao tem o mesmo tmpacto no modelo discreto e con-
tinuo? Quais diferencas vocé observa na resposta a intervengao?

12. Transmissao Dependente da Densidade (Continuo)

Modifique o modelo continuo para usar transmissao dependente da densi-
dade, onde a forga de infecgao é SSI (em vez de BS%). Use 8 = 0.0003,
v =0.1, Sy =990, [y = 10, Ry = 0, e simule por 100 dias. Compare ()
com o modelo padrao (dependente da frequéncia).

Pergunta: Como a transmissao dependente da densidade afeta a dindmica
do surto em comparacao com a transmissao dependente da frequéncia? Em
que tipo de populagao isso seria mais realista?

13. Transmissao Dependente da Frequéncia vs. Densidade (Discreto)
Usando o modelo discreto, simule por 100 dias e compare I(t) com o modelo
discreto padrao, com transmissao dependente da frequéncia, 5 = 0.3).
Pergunta: A diferenca entre transmissao dependente da frequéncia e da
densidade é mais pronunciada no modelo discreto ou continuo? Por que
isso pode ocorrer?

14. Efeito do Tamanho da Populacao com Transmissao Dependente
da Densidade
No modelo continuo com transmissao dependente da densidade (5S7), varie
o tamanho da populacao: N = 1000, N = 5000, e N = 10000, mantendo
So=0.99N, I = 0.01N, Ry =0, 8 = 0.0003, v = 0.1. Simule por 100 dias
e compare o pico de I(t).
Pergunta: Como o tamanho da populacao afeta a dindmica do surto com
transmissao dependente da densidade? Isso € diferente do que vocé esperaria
com transmissao dependente da frequéncia?

9 Modelos SIR com Demografia

9.1 Descricao dos modelos

No modelo SIR basico, temos somente dois processos envolvidos: infecgao e re-
cuperacao. Acrescentaremos uma extensao desse modelo, que envolve o ingresso
de novos individuos suscetiveis em uma populagao, ou seja, vamos considerar a
dindmica populacional influenciada por processos como imigracao, nascimentos,
mortes naturais e mortes induzidas pela doencga, afetando diretamente a disponi-
bilidade de novos individuos suscetiveis & infec¢ao. Faremos a hipotese de que a
transmissao é dependente da frequéncia, embora a anélise possa ser trivialmente
estendida para o caso da transmissao dependente da densidade. O diagrama de
blocos que descreve tal processo, com o fluxo ¢, que representa a entrada no
compartimento S, e os fluxos ¢g, ¢; e ¢r, de mortes que afetam cada comparti-
mento, é mostrado na Figura
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Figura 26: Modelo SIR com demografia.

O numero de individuos da populagdo nao é mais constante, ou seja N = N(t) =
S(t) + I(t) + R(t). Vamos supor que

prn=AN, ds=pS, ¢r=(u+a)l, or=pR. (36)

O chamado termo de recrutamento A pode ter diversas formas, que discutiremos
logo a seguir. A constante u representa a taxa de mortes nao relacionadas com a
doenga (que afeta igualmente todos os compartimentos) e a constante « representa
a taxa de mortes induzidas pela doenga (que afeta somente o compartimento
I). Como anteriormente, vamos supor que temos transmissao dependente da
frequéncia, de modo que, tal como nas equacgoes e ,

ST
bg 1 = ﬁﬁ ;o Prur=11, (37)
Para que um surto comece, devemos ter inicialmente,
1
(I)SHI_(DIHR_QSI:BNS_’Y[_<M+a>l>0 (38)

Como no instante inicial ¢y temos S(ty) ~ N, temos de que o numero de
reproducao basico agora é:
B

Ry = ——. 39
‘ Y+ p+ o (39)
As correspondentes equacgoes de diferencas sao
Sp1 = S — Pgs1 + (Pa — bs), (40)
Liyn=1+®s 1 —Pryr — 91, (41)
Ryy1 =R+ P15k — ¢r, (42)
ou, usando equagoes e ,
STL[TL
Sn[n
In+1:]n+BN —(y+p+a)l,, (44)
Rn—H = Rn + 'yln - MRn ) (45)
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com Sy = N(0) — Iy, R(0) = 0. Podemos entao reescrever as equagoes de dife-
rengas acima como

BSnln

Spi1 = Sp — N + A —uS,, (46)
Sn[n
R,y1=R,+vI,— uR,. (48)
Em termos de equacoes diferenciais, temos

ds B
— =A—=ST—uS 49
% N us., (49)
dI f
— = =51 - 1
- ol tatal, (50)
dR
 — ] = 1
o = ek, (51)

com S(0) = N(0) — E(0) — 1(0), R(0) = 0. Como
dN dS dI dR
E_E+E+E_A_MN_QI’ (52)

vemos que a populacdo decresce se dN/dt < 0, de modo que
A < uN +al, (53)

ou seja, a taxa de recrutamentos nao supera as taxas de mortes naturais e mor-
tes induzidas pela doenca combinadas. Notemos que tal taxa de decrescimento
populacional é mais drastica durante surtos, quando I(t) é alto, de modo que «
contribui significativamente. Nas implementag¢oes computacionais a seguir usare-
mos diferentes formas para o termo de recrutamento A.

9.2 Recrutamento nao constante

Consideraremos a seguir o caso especial de recrutamento proporcional & popula-
¢ao, ou seja,
A=vN, (54)

sendo v a taxa de nascimentos. Usaremos o modelo discreto. As equagoes de

diferencas , e agora tomam a forma:
STLITL

Sn+1:Sn+VNn_B N, _M‘S’na (55)
Snl,

Ly =1,+p5 N — I, — (:u + a)In ) (56)

R,.1 =R, +~I, — uR,, (57)

N,=8,+1,+R,. (58)
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Apresentamos no notebook sir_model_disc_ns.ipynb do repositéorio [74] uma
implementagao desse modelo. Como exemplo, usamos os seguintes valores para
0s parametros:

=03, 7=0.122, v=0.0082,u=0.0072, o =0.0420.

As saidas dos graficos t x I(t) e t x N(t) e do diagrama de fase I(t) x N(t) estao
mostradas nas Figuras [27] 28 e [29] respectivamente.

1400 A
I* =215.95
1200 A
1000 A

800 ~

I(t)

600

400 4

200 A

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750
t (dias)

Figura 27: Curva t x I(t) calculada usando o modelo discreto.
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Figura 28: Curva t x N(t) calculada usando usando o modelo discreto.
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Figura 29: Diagrama de fase I(t) x N(t) do modelo SIR discreto com demografia.
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Dos gréficos[28]e[29 vemos que () tende a um valor de equilibrio endémico. Pode-
mos estimar tal valor determinando a tltima componente do array I do programa,
ou seja, I[-1], o que resulta em (¢t — 0o) = 216. Por outro lado, o valor de N (t)
decresce, embora muito lentamente. De fato, nao ha equilibrio populacional pois
v < i, de modo que o crescimento proporcional ¥/N nao é suficiente para contra-
balangar a mortalidade (natural por infec¢do). No entanto, o valor N*, mostrado
no grafico, pode ter utilidade pratica, sendo um ponto de pseudo-equilibrio. Um
estudo dos parametros (por exemplo, variando ) mostra que tal sistema em geral
nao possui pontos de equilibrio. No arquivo dir_dem_no_sliders.ipynb no re-
positorio [74] fazemos, para esse caso, uma comparagao entre os modelos discreto
e continuo. Os resultados sao similares. Na proxima se¢ao examinaremos o caso
em que A = const. e veremos que um valor de equilibrio N* pode existir.

9.3 Recrutamento Constante: Equilibrio e Estabilidade

Neste caso temos A = const. Embora este caso seja matematicamente mais sim-
ples que o anterior, ele é 1til para ilustrar os efeitos de bifurcacao e caos sobre
os valores de equilibrio. Tal caso foi estudado por [60] e seguiremos tal traba-
lho, mudando somente alguns pardmetros. Aqui nos restringiremos ao modelo
discreto. As equagoes sao dadas por (43), e ([45).

Usando os valores dos parametros listados na secao anterior, com v = 0 e
A = 13 no arquivo sir_rec_disc. ipynb do repositorio [74] obtemos os resultados

mostrados nas figuras [30] 3] e

tooo{ |

800 A

600 -
=

400 A

200 A

0 4

0 200 400 600 800 1000
t (dias)

Figura 30: I(t) no modelo SIR discreto recrutamento constante. [* = 38.14
representa o valor de equilibrio simulado.
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Figura 31: N(¢) no modelo SIR discreto recrutamento constante. N* = 1591.56
representa o valor de equilibrio simulado.

Um fato importante é que a versao continua deste sistema, governada pelas equa-
coes , e , resulta em gréficos similares aos obtidos no modelo dis-
creto aqui apresentado. Um estudo dos parametros revela que agora temos uma
aparente persisténcia da existéncia de valores de equilibrio, mesmo quando os
parametros sao variados. Além disso, fixados os parametros, esses valores de
equilibrio permanecem os mesmos para diferentes condigoes iniciais. Tais afirma-
¢oes sao conjecturas baseadas em comportamentos numéricos. Uma investigacao
sistemética do equilibrio envolve o estudo de estabilidade assintotica local e glo-
bal. Denotando o estado do sistema SIR por E(S, I, R), dizemos que estado de
equilibrio E(S*, I*, R*) associado aos valores de equilibrio S*, I'*, R* é localmente
assintoticamente estavel se uma pequena varia¢ao nas condic¢oes iniciais nao altera
o estado de equilibrio. Por outro lado, o equilibrio ¢ dito globalmente assintoti-
camente estével se qualquer condi¢ao inicial leva ao mesmo estado de equilibrio
[31]. Foi provado em [60] que:

1. Se Ry > 1, entao o equilibrio endémico do modelo SIR discreto com recru-
tamento constante é localmente assintoticamente estavel.
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Figura 32: N(t) x I(t) no modelo SIR discreto recrutamento constante.

2. Se a = 0, o equilibrio endémico do modelo SIR discreto com recrutamento
constante ¢ globalmente assintoticamente estavel se Ry > (u+7v)/pey < p.

Podemos verificar tais teoremas numericamente e também verificar se os resul-
tados sao mantidos caso as hipoteses sejam enfraquecidas. De fato, um estudo
numérico de condigoes iniciais e parametros por meio de sir_rec_disc.ipynb
do repositorio [74] nos permite conjecturar que nenhuma das condigdes suficien-
tes estabelecidas no item 2 em [60] é necesséaria para a existéncia do equilibrio
globalmente assintoticamente estavel.

Determinemos as expressoes para os valores de equilibrio S*, I*, R* e N*. De

, , , juntamente com N* = S§* 4+ I* + R*, temos que

( *]*
ﬁS* +A—uS* =0,
pstI* .
N- —(’7+N+OA)] =0, (59)
~yI*—puR* =0,
A—puN*—al* =0.

Resolvendo este sistema e usando Ry = /(i + o + ), temos uma solugdo tnica
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para Ry > 1 dada por

(o _ Alp+1)
pl(p+a+y)Ry—al’
o A(Ry — 1)
< [%ja+wawﬂ’ (60)
=2
I
N* — A(p+7)Ro
\ pl(p+a+y)Ro—al

E facil verificar que ha uma concordéancia entre os resultados para I* e N* dados
pela simulagao que resulta nas Figuras [30] e [32] e os valores teoricos dados
nas equagoes . Alguns fenémenos interessantes podem ocorrer no caminho
ao equilibrio. Por exemplo, para os valores de parametros definidos acima, com
B > 2,94, o processo iterativo diverge. Mesmo quando ha convergéncia para os
valores de equilibrio especificados em ((60) podemos ter oscilagbes em (t), como
a mostrada na Figura , que mostra os resultados para os parametros:

B=294, ~=001, pu=0.001, a=0.01.

Usando o c¢6digo sir_dem_disc4.ipynb do repositorio [74] Figura[33|observamos
o comportamento oscilatorio de I(t), que cessa em ¢ ~ 50 dias. O correspondente
diagrama de fase I(¢) x N(t) é mostrado na Fig. [34]

Por outro lado, para valores de parametros
A=20, ~+=0.001, p=0.015, «o=0.0015. (61)

obtemos o gréfico para I(t) mostrado na Figura . Aqui o valor de equilibrio
para I(t) oscila entre 796.04 e 1351.68, que somente limitam o valor teoérico I* =
1135.39.

9.4 Recrutamento Constante: Bifurcacao e Caos

Consideremos agora casos nos quais valores finitos de equilibrio para as variaveis
S, I e R ocorrem. Podemos nos perguntar sobre o comportamento do equilibrio
em funcao dos parametros. E usual tomar como variavel o niimero de reproducio
bésico Ry, no presente caso, dado por . No arquivo sir_bifurcationl.ipynb
de repositorio [74], implementamos a construgao dos graficos Ry x I* e Ry x N*.
Os resultados para parametros com valores dados por sao mostrados nas

Figuras [36] e 37}
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0 20 40 60 . (dias)SD 100 120 140
Figura 33: Oscilagoes iniciais de /(¢) no modelo SIR discreto recrutamento cons-
tante. O equilibrio previsto I* & 6833 (reta horizontal tracejada) é alcangado
apos t suficientemente grande.

Podemos observar que, para Ry ~ 123 os pontos de equilibrio se bifurcam, drasti-
camente para [* e levemente N*, oscilando entre dois valores. Uma nova bifurca-
¢ao ocorre para cada ramo para Ry = 150 e ainda mais duas vezes até Ry ~ 157,
quando os estados de equilibrio entrarem em regime ca6tico. Podemos observar
que os valores de equilibrio que se alternam para Ry = 140 mostrados na Figura
coincidem com aqueles mostrados para I(t) na Figura [35]

Aproveitemos o exemplo da Figura [36] para estabelecer os termos usuais da area
de sistemas dinamicos discretos para rotular as varias fases do seu diagrama de
bifurcacao;

e Ponto-Fixo Estavel para 1 < Ry < Rél) ~ 123: Todas as 6rbitas conver-
gem para um unico valor de I*; esse valor é um atrator de ponto-fizo.

e Bifurcacao Flip em R, = Rél) ~ 123: O equilibrio de ponto-fixo perde
estabilidade e surge um ciclo de periodo 2.

e Cascata de Duplicacoes de Periodo para R((Jl) < Ry < R(()OO) ~ 157: O
ciclo de periodo 2 sofre novas bifurcagoes flip, gerando ciclos de periodo 4,
8, 16.
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Figura 34: Oscilagoes iniciais de N(t) x I(t) no modelo SIR discreto recrutamento
constante. O ponto em vermelho corresponde ao equilibrio (I*, N*) ~ (617, 6833),

dado por([60).

e Regime Caotico (Atrator Estranho) para Ry, > R(()OO): Aqui emerge
um comportamento denominado cadtico deterministico, caracterizado pelo
chamado atrator estranho e por sensibilidade a condigoes iniciais.

e Janelas Periddicas dentro do caos: Pequenas faixas de Ry em que reapa-
recem ciclos periddicos, delimitadas por novas bifurcagoes.

Devemos notar que, nesse tipo de grafico, para cada Ry devemos gerar, perto do
equilibrio, uma série temporal de valores finais de I(t) e N(t). No nosso codigo
gerador dos graficos, sir_bifurcationl.ipynb, separamos as primeiras Ngiscard
iteracOes para remover o transiente. Mantemos somente os valores de I, e N}, para
k = Nagiscard; - - - s Ntotal, @ fim de observar o comportamento assintético (ponto-fixo,
ciclos ou caos). Cada valor de Ry fixa o mapa iterativo mostrado nas Figuras (36))
e . Desse modo, somente variando Ry e repetindo o procedimento, é possivel
construir o diagrama de bifurcacao, onde as ramificacoes em I e N emergem
conforme aumentamos R.
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Figura 35: Oscilagoes de periodo para os valores de equilibrio de I(t).

Atividades: SIR com Demografia no Insight Maker

. Construgao do Modelo SIR com Demografia

No Insight Maker, configure um modelo SIR com demografia. Defina os
fluxos: nascimentos (vN) entram em S, mortes naturais (pS, pul, pR)
saem de cada compartimento, e mortes por doenca (al) saem de I. Use
N=S+I1+R,Sy=990, I, =10, Ry =0, 8 =0.3, v = 0.1, v = 0.01,
= 0.01, a = 0.05. Simule por 200 dias e plote S(t), I(t), e R(t).
Pergunta: Como a inclusao de nascimentos e mortes afeta as curvas de
S(t), I(t), e R(t) em comparag¢io com o modelo SIR sem demografia?

. Efeito da Taxa de Nascimentos v

No modelo SIR com demografia, mantenha p = 0.01, a = 0.05, 8 = 0.3,
~ = 0.1, mas varie v: v = 0.005, v = 0.01, e v = 0.02. Simule cada cenario
por 200 dias e observe o impacto em I(t) e na populagao total N(t).

Pergunta: Como o aumento da tara de nascimentos v afeta a dindmica do
surto e o tamanho da populagdo ao longo do tempo? Por que isso acontece?

. Efeito da Taxa de Mortes Naturais u

Mantenha v = 0.01, a = 0.05, § = 0.3, v = 0.1, e varie u: p = 0.005,
i = 0.01, e p = 0.015. Simule por 200 dias e compare o pico de I(t) e a
populagao total N (t).

Pergunta: Como o aumento da taxa de mortes naturais p influencia a se-
veridade do surto e a dindmica populacional? Isso € esperado?

. Impacto da Mortalidade pela Doenca «

Mantenha v = 0.01, 4 = 0.01, 8 = 0.3, v = 0.1, e varie a: o« =0, a = 0.05,
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Figura 36: Bifurcagoes e caos para valores de equilibrio de /() do modelo SIR
com recrutamento constante.

e a = 0.1. Simule por 200 dias e observe o efeito em I(t), R(t), e N(t).
Pergunta: Como a mortalidade causada pela doenca o afeta o nimero de
infecciosos e recuperados? Qual € o impacto na populagdo total?

5. Equilibrio Endémico com Demografia
Configure o modelo com v = 0.01, p = 0.01, « = 0.05, 8 = 0.3, v = 0.1.
Simule por 1000 dias (para alcangar o equilibrio) e observe os valores de
S(t), 1(t), e R(t) no longo prazo. Registre se I(t) estabiliza em um valor
positivo (endemia).
Pergunta: O modelo SIR com demografia exibe um equilibrio endémico (I >
0)? Como os parametros demogrdficos influenciam esse equilibrio?

6. Efeito de Ry no Equilibrio Endémico
No modelo com demografia, calcule Ry = v+/€+a para § = 0.3, v = 0.1,
1= 0.01, « = 0.05. Simule por 1000 dias. Em seguida, ajuste [ para que
Ry =1 (ex.: f =74 p+ «) e simule novamente. Compare os valores de
I(t) no equilibrio.
Pergunta: Como Ry afeta a existéncia de um equilibrio endémico no modelo
com demografia? O que acontece quando Ry =17

7. Intervencgao: Redugao de § com Demografia
Configure o modelo com v = 0.01, 4 = 0.01, a = 0.05, f = 0.3, v = 0.1.
Simule por 200 dias. No dia 50, introduza uma intervengao reduzindo f3
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Figura 37: Bifurcagoes e caos para valores de equilibrio de N(¢) do modelo SIR
com recrutamento constante.

para 0.15 (ex.: distanciamento social). Compare I(t) e N(t) com o cenario
sem intervencao.

Pergunta: Como a intervencgao de reducao de [ afeta o surto e a populagao
total no modelo com demografia? A intervencao impede a endemia?

8. Efeito de uma Doenca Altamente Letal
Use v = 0.01, 4 = 0.01, 3 =03, v =0.1, e varie a: a« =0.1, «a = 0.3, e
a = 0.5. Simule por 200 dias e observe o impacto em I(t), R(t), e N(t).
Pergunta: Como uwma alta taza de mortalidade pela doencga (a) afeta a
dindmica do surto e a populagdo total? A doenca pode levar a extingdo da
populagao?

9. Dinamica com Taxas de Nascimento e Morte Desiguais

Configure o modelo com § = 0.3, v = 0.1, a = 0.05, e teste trés cenarios:
(1) v = 0.01, u = 0.01 (equilibrio); (2) v = 0.015, u = 0.01 (crescimento);
(3) v = 0.005, u = 0.01 (declinio). Simule por 500 dias e observe N(t) e
I(t).

Pergunta: Como taxzas de nascimento e morte desiguais afetam a popu-
lagao total e a prevaléncia da doenca no longo prazo? Isso influencia a
possibilidade de endemia?

10. Comparagao com o Modelo SIR sem Demografia
Configure dois modelos no Insight Maker: um SIR com demografia (v =
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0.01, 4 = 0.01, « = 0.05) e outro sem demografia (v =0, p = 0, a = 0).
Use =03, v = 0.1, Sg = 990, I, = 10, Ry = 0, e simule por 200 dias.
Compare I(t) e R(t).

Pergunta: Como a inclusao de demografia altera a dindmica do surto em
comparacao com o modelo SIR bdsico? A demografia favorece ou inibe a
persisténcia da doenga?

9.6 Atividades: SIR com Demografia em Python

Nos problemas abaixo, utilize o modelo de transmissao dependente da frequéncia,
a menos que mencionado em contrario.

1.

Implementagao do Modelo SIR Continuo com Demografia
Implemente o modelo SIR continuo com demografia em Python usando
scipy.integrate.odeint. Use Sy = 990, [, = 10, Ry = 0, 8 = 0.3,
v =0.1, » =0.01, p = 0.01, @ = 0.05. Simule por 200 dias e plote S(t),
I(t), e R(t).

Pergunta: Como a inclusao de demografia afeta as curvas de S(t), I(t), e
R(t) em comparagdo com o modelo SIR sem demografia?

Comparacgao entre Modelos Continuo e Discreto

Execute as simulagoes dos itens 1 e 2 e plote I(t) para ambos os modelos
no mesmo grafico. Calcule a diferenga absoluta média entre /(t) continuo
e discreto ao longo do tempo.

Pergunta: Quao prozimas sao as solucoes do modelo discreto e continuo
com demografia? O que pode explicar as diferencas observadas?

. Analise do Pico Epidémico (Continuo)

No modelo continuo, use = 0.3, v = 0.1, » = 0.01, p = 0.01, « = 0.05,
So =990, Iy = 10, Ry = 0. Simule por 200 dias e identifique o dia e o valor
do pico de I(t). Repita com § = 0.5, mantendo os outros parametros, e
compare.

Pergunta: Como o aumento de B afeta o pico epidémico no modelo conti-
nuo? O que isso indica sobre a severidade do surto?

. Analise do Pico Epidémico (Discreto)

No modelo discreto, use os mesmos parametros do problema anterior. Si-
mule por 200 dias e identifique o pico de I(t). Repita com § = 0.5, e
compare os resultados com o modelo continuo.

Pergunta: O pico epidémico no modelo discreto ocorre no mesmo momento
que no modelo continuo? Como a abordagem discreta afeta a estimativa do
pico?

. Efeito da Mortalidade pela Doenga a (Continuo)

No modelo continuo, varie a: @ = 0, « = 0.05, e « = 0.1, mantendo 5 = 0.3,
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10.

11.

v = 0.1, v = 0.01, p = 0.01. Simule por 200 dias e observe o impacto em
I(t), R(t), e N(t).

Pergunta: Como o aumento de « afeta a dindmica do surto e a populagao
total mo modelo continuo? A doenca pode levar a extingdo da populacdo?

Efeito da Taxa de Nascimentos v (Discreto)

No modelo discreto , varie v: v = 0.005, v = 0.01, e v = 0.02, mantendo
pu=0.01, « =0.05 §=0.3, 7= 0.1. Simule por 200 dias e observe I(t) e
N(t).

Pergunta: Como o aumento da taxa de nascimentos v afeta a prevaléncia
da doenca e o tamanho da populacdao no modelo discreto?

Equilibrio Endémico (Continuo)

No modelo continuo, use = 0.3, v = 0.1, v = 0.01, p = 0.01, a = 0.05.
Simule por 1000 dias para alcancar o equilibrio e registre os valores de S,
I, e R. Calcule Ry = wf;a e verifique se Ry > 1.

Pergunta: O modelo exibe um equilibrio endémico (I > 0)? Como Ry estd

relacionado com a existéncia desse equilibrio?

Equilibrio Endémico (Discreto)

No modelo discreto , use os mesmos parametros do item 9. Simule por 1000
dias e compare os valores de equilibrio de S, I, e R com o modelo continuo.
Pergunta: O equilibrio endémico no modelo discreto é o mesmo que no
continuo? Quais fatores podem causar discrepincias?

Espago de Fase: Trajetorias S vs. I (Continuo)

No modelo continuo, simule o modelo com g = 0.3, v = 0.1, v = 0.01,
1 =0.01, a =0.05, Sp =990, I, = 10, Ry = 0, por 200 dias. Plote o espaco
de fase S(t) vs. I(t). Repita com Sy = 500, I, = 100, Ry = 400.

Pergunta: Como as condi¢oes iniciais afetam as trajetorias no espago de
fase? As trajetorias convergem para o mesmo ponto no longo prazo?

Espago de Fase: Trajetorias S vs. I (Discreto)

No modelo discreto , repita a analise do item 11. Plote S(t) vs. I(t) para
as mesmas condigoes iniciais e compare com o modelo continuo.

Pergunta: As trajetorias no espaco de fase do modelo discreto sao seme-
lhantes as do continuo? Como o passo de tempo discreto afeta a suavidade
das trajetorias?

Pontos Fixos: Equilibrio Livre de Doenga (Continuo)

No modelo continuo, calcule o equilibrio livre de doenga (ELD) analitica-
mente: [ =0, R=0, 5 = ;%N’ N =S5. Use v =0.01, 4 = 0.01, e simule
com Iy = 0, Sy = 1000, Ry = 0, por 200 dias para verificar se o sistema
converge para o ELD. Em seguida, introduza [y = 10 e simule novamente.
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12.

13.

14.

15.

16.

Pergunta: O equilibrio livre de doenc¢a € estdvel quando Iy = 07 O que
acontece quando introduzimos um pequeno numero de infecciosos?

Intervengao: Redugao de § (Continuo)

No modelo continuo, use = 0.3, v = 0.1, » = 0.01, p = 0.01, o = 0.05.
Simule por 200 dias. No dia 50, reduza § para 0.15 (use uma funcdo if na
integragao). Compare I(t) e N(t) com o cenario sem intervengao.
Pergunta: A intervencao impede a endemia no modelo continuo? Como ela
afeta a populagao total?

Intervencao: Reducao de § (Discreto)

No modelo discreto , implemente a mesma intervenc¢ao do item 15. Simule
por 200 dias e compare I(t) e N(t) com o cenario sem intervengao.
Pergunta: A intervengao tem o mesmo impacto no modelo discreto e con-
tinuo? Quais diferencas vocé observa na resposta a intervengao?

Comparacgao de Transmissao Dependente da Frequéncia e Densi-
dade no Modelo Continuo com Demografia

No modelo continuo, implemente duas versoes do modelo SIR com demo-
grafia: uma com transmissao dependente da frequéncia e outra com trans-
missao dependente da densidade. Use Sy = 990, Iy = 10, Ry =0, 8 = 0.3
(frequéncia), 5 = 0.0003 (densidade), v = 0.1, » = 0.01, u = 0.01, @ = 0.05.
Simule por 200 dias e compare (t).

Pergunta: Como a transmissao dependente da densidade afeta a dindmica
do surto em compara¢dao com a transmissao dependente da frequéncia no
modelo continuo com demografia? Em que cendrios populacionais cada tipo
de transmissao € mais realista?

Efeito do Tamanho da Populagao com Transmissao Dependente
da Densidade e Demografia (Continuo)

No modelo continuo com transmissao dependente da densidade, varie o
tamanho inicial da populacao: Ny = 1000, Ny = 5000, e Ny = 10000, man-
tendo Sy = 0.99Ny, Iy = 0.01Ny, Ry = 0, g = 0.0003, v = 0.1, v = 0.01,
= 0.01, @ = 0.05. Simule por 200 dias e compare o pico de I(t) e N(t).
Repita com transmissdo dependente da frequéncia (5 = 0.3).

Pergunta: Como o tamanho da populacao afeta a dindmica do surto com
transmissao dependente da densidade em um modelo com demografia? Isso
€ diferente do que vocé observaria com transmissao dependente da frequén-
cia?

Equilibrio Endémico com Transmissao Dependente da Frequéncia
e Densidade (Continuo)

No modelo continuo, calcule o equilibrio endémico para ambas as formas de
transmissao. Para transmissao dependente da frequéncia, mostre que S* =
%N LI = ﬁ Para transmissao dependente da densidade, resolva
N
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numericamente (ou analiticamente, se possivel). Use 5 = 0.3 (frequéncia),
£ = 0.0003 (densidade), v = 0.1, » = 0.01, p = 0.01, @ = 0.05, e simule por
1000 dias para verificar a convergéncia. Compare os valores de I*.
Pergunta: Como a forma de transmissao (frequéncia vs. densidade) afeta
o equilibrio endémico no modelo com demografia? Qual tipo de transmissao
resulta em maior prevaléncia de infecciosos no equilibrio?

17. Estados Transientes e Tempo de Convergéncia (Discreto)
No modelo SIR discreto com A constante e v > 0, determine numerica-
mente o niimero de iteragoes necessarias para que [ se aproxime de [* com
tolerancia ¢ = 1073, variando Ry em [1.1, 5]. Pergunta: Como o pardmetro
de recrutamento v e o valor de Ry influenciam o tempo de convergéncia de
I}, ao seu equilibrio I* ¢

18. Bifurcagao de Periodo e Cascata (Discreto)
Usando o diagrama de bifurcacao de I* versus Ry com v > 0, identifique
numericamente o primeiro valor critico R(()c) onde surge uma bifurcagao de
periodo 2. Pergunta: Qual € o valor aprorimado de R(()C) para v = 0.01,
A =20, p=0.01, « = 0.001, v = 0.001, e como se manifesta a sequéncia
de bifurcacoes de periodo dobrado até o caos?

10 Modelo SEIR

10.1 Descricao do Modelo

Apresentaremos agora uma extensao do modelo SIR, que é adequada para doen-
¢as com um periodo de incubagao significativo. Faremos a suposi¢ao de que a
transmissao é dependente da frequéncia. Ele consiste em adicionar um compar-
timento E para individuos que foram expostos a doenca, se tornaram infectados,
mas ainda nao sao infecciosos. O ntmero desses individuos expostos ¢ denotado
por E, de modo que o novo modelo é designado por SEIR. O correspondente
diagrama de fluxos é mostrado na Figura [38]

(I)S_)E B (I)E_)I ' q)lﬁR n

Figura 38: Modelo SEIR.
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Os fluxos nessa figura sao definidos da seguinte forma: sao definidos por

ST

Q5 = ﬁﬁy Cpr=0b, P;,r=nI. (62)

O novo parametro introduzido acima é a taxa de incubagdo 0 = 1/Tg, sendo Tg
o tempo médio de incubagao. Os parametros 5 e 7 sao os mesmos do modelo
SIR. Aqui N = S+ E+ I + R é o numero de individuos na populacao, que é
suposto constante. Denotando o tempo médio de infecgao por 17, apresentamos
na Tabela [3] os valores dos pardmetros do modelo SEIR para algumas doengas
nas quais o periodo de incubagao é importante.

Doenca T (dias) T (dias) B (dia™!) v (dia=!) o (dia”™') Ro
Sarampol|22] 86] 10-14 7-10 1.2-2.6 0.1-0.14 0.07-0.1  12-18
COVID-19(13] 2-14 7-10 0.3-0.6 0.1-0.14 0.2-0.5 2-3
Ebola[9]] 2-21 6-12 0.2-04 0.08-0.17 0.1-0.5 1.5-2.5
Influenzal5| 14 3-7 0.4-0.8 0.14-0.33 0.25-1.0 1.5-2.5
SARS[93] 2-10 7-10 0.2-0.5 0.1-0.14 0.1-0.5 2-4
Caxumba|29] 12-25 5-7 0.5-1.0 0.14-0.2 0.04-0.08 4-7
Rubéola|29] 14-21 57 0.3-0.6 0.14-0.2 0.05-0.07 57
Catapora[79] 10-21 5-7 04-0.8 0.14-0.2 0.05-0.1  8-10

Tabela 3: Parametros do Modelo SEIR para algumas doengas. Tp: Periodo de
incubagao, T7: Periodo infeccioso, 5: Taxa de transmissao, v: Taxa de recupera-
cao, o: Taxa de incubacao, Ry: Numero bésico de reproducao.

As correspondentes equagoes de diferencas sao

Spi1 =5, — Ps,p, (
Enii=E,+®sp— Py, (64
Livi =1+ P — g, (
R, =R, + P15, (

ou, usando (62)),

Spi1 = Sp — b “SX;]" , (67)
En1=E,+ Blndn _ oE,, (68)
Liyi=1I,+0E, —vI,, (69)
Ry = Ry, + 71, (70)

61



Em termos de equagoes diferenciais, a dindmica do modelo SEIR é dada por

% _ _gsI, (71)
‘Z—f _ BST - oE, (72)
% - (73)
% Al (74)

E possivel mostrar, usando o conceito de matriz de proxima geracio [19, B3] que
o numero basico de reproducao Ry do modelo SEIR tem a mesma forma daquela
do modelo SIR, ou seja,

Ry =—, (75)

e que para que a epidemia se inicie devemos ter Ry > 0.

10.2 Implementacao do Modelo SEIR - Insight Maker

Apresentaremos uma implementacao baseada em equagoes do modelo SEIR no
Insight Maker. Suponhamos um surto de sarampo numa populagao de N = 500
individuos com as seguintes caracteristicas:

e Periodo de incubacdo: Tp = 12dias ou 0 = 1/12dia™"

e Periodo infeccioso: T; = 8 dias ou v = 1/8dia™" |

e Taxa de transmissdo: 8 =1,5dia "
O diagrama de fluxos construido no Insight Maker é mostrado na Figura [39
Aqui inserimos a varidavel Populagio que representa N, sendo agora mais um
parametro do modelo. A razao para deslocarmos o bloco Exposto para a direita
é deixar visivel o link do bloco Infectado ao fluxo infecgio, uma vez que tal
fluxo depende de Infectado, como mostra a Figura 40|
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Suscetivel @=x
SRS Populagdo

_ infiokto
- )

- I

. - ! 1
Infecciosidade !

'
fi lgténci
’fmda *ff.nca
~

I

L \\
R
r'ec‘uﬂiragﬁo

Recuperado

Figura 39: Diagrama de blocos no Insight Maker do modelo SEIR.

infecgao =

Add a note...

Flow Rate = [

[Infecciosidade]*
[Suscetivellx
[Infectado]/ [Populacao]

Figura 40: Especificagao do fluxo exposigdo no modelo SEIR.
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A identificagao dos nomes utilizados no diagrama da Figura e os simbolos
usados matematicamente sdo dados na Tabela [d] Usando subintervalos de 0,1

Grandeza Nome no Insight Maker
S Suscetivel

E Exposto

I Infectado

R Recuperado
(O Infeccdo

D, Fim da laténcia
drp Recuperacgdo

I3 Infecciosidade
o Incubagéo

y Recuperacgéo

N Populagdo

Tabela 4: Identificagdo dos nomes usados no diagrama SEIR do Insight Maker.

dias, o método de Runge-Kutta de quarta ordem e um intervalo de 70 dias,
obtemos o resultado da simulagao mostrado na Figura |41

Suscetivel, Infectado, Recuperado and Exposto

500

400

300

200

100

—— Suscetivel

Infectado Recuperado —— Exposto

\,

N -

20

30 40 50 60 70

Time (Days) .i/. T_—| D

Figura 41: Resultado da simulacao no Insight Maker para sarampo no modelo
SEIR.

Uma inspegao com o cursor sobre o grafico mostra que o nimero de individuos
expostos atinge o maximo de aproximadamente 250 individuos por volta do dia
26. O numero de individuos infectados alcanga o méximo de aproximadamente
131 no dia 32. Apoés 70 dias, temos um ntimero relativamente pequeno de expostos
e infectados, com nenhum individuo suscetivel.
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10.3 Estudo de parametros no modelo SEIR - Insight Ma-
ker

Podemos fazer um estudo envolvendo diferentes cenarios para simulacao, cada
um associado a diferentes valores de (,0,v, N). Para definir um botao des-
lizante associado a uma varidvel no Insight Maker basta selecionar cada uma
das variaveis e ativas Show value slider. Por exemplo, selecionando a variavel
Infecciosidade estabelecemos um valor minimo de 0,1, um passo de 0,1 e um
valor maximo de 2,7, como mostrado na Figura [42|

Infecciosidade

Add a note...

Value =

1.48

Interface (optional)

Use a slider to interactively change primitive
values.

@ Sshow value slider

Min Step Max
0,1 0,01 X 2,7

Figura 42: Definindo um botao deslizante para .

O mesmo procedimento é repetido para as variaveis Recuperagdo (minimo: 0.01,
passo: 0.01, maximo: 0.3) e Incubagio (minimo: 0.01, passo: 0.01, méaximo:
1). Introduzimos também a variavel Populagio, que descreve N, com um botao
deslizante associado (minimo: 50, passo: 5, méximo: 3000). Para cada configu-
ragao (3, 0,7, N) podemos definir na caixa Selected Scenario um nome para o
cenario. O diagrama resultante, juntamente com os botoes, é mostrado na Figura

43l
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Suscetivel 1= Populagdo Selected Scenario
i s - @
_ expastedo
PP -7 ! Infecciosidade
Infecciosidade / 148
, W  Exposto - O
) 4 . Recuperagao
/' infeggdo
I/ S ﬁ 0.14
Infectado [« AN Incubagéo
) —
recﬁﬁeragﬁo
Populacao

Recuperado

Figura 43: Inserindo botoes deslizantes no Insight Maker para o modelo SEIR.

Apos gerar a simulacao, podemos mover os botoes, alterando os valores dos para-
metros, de modo que as curvas resultantes serao alteradas automaticamente com
um tempo de laténcia relativamente pequeno, nesse caso (Figura [44)).

—— Suscetivel Infectado Recuperado = Exposto
500 = Selected Scenario
st - ®
4007 Infecciosidade
ﬁ 1.48
300 +
Recuperagao
q 0.09
200 +
Incubacao
—. 0.18
100
\K Populagéo
ol O 1060
0 10 20 30 40 50 60 70
Time (Days) N2 -D fj

Figura 44: Visualisando a simulacao a medida que os parametros sao alterados,
no Insight Maker para o modelo SEIR.

E importante notar que a funcdo Sliders linked no menu superior esquerdo
deve estar ativada.
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10.4 Atividades: Modelo SEIR no Insight Maker

Nos problemas abaixo, use o modelo de transmissao dependente da frequéncia, a
menos que mencionado ao contrario.

1. Sensibilidade as Condigoes Iniciais
Teste diferentes condic¢oes iniciais: por exemplo, uma popula¢ao com muitos
suscetiveis (S) e poucos expostos (E) (ex.: S =99%, E = 1%) versus uma
populagao mais equilibrada (ex.: S = 80%, E = 10%, I = 5%, R = 5%).
Simule por 10 anos. Compare os padrdes de surto resultantes em [(t).
Pergunta: As dindmicas do modelo SEIR no curto prazo sao sensiveis as
condicoes iniciais?

2. Padroes de Surto
Execute o modelo SEIR com valores padrao (ex.: = 0,4, 0 = 0,5, v =
0,33) no intervalo de tempo adequado. Observe quantos surtos (picos em
I(t)) ocorrem e, se houver mais de um, estime o tempo entre eles.
Pergunta: O modelo SEIR mostra miltiplos surtos em 10 anos? Por que
isso acontece ou nao acontece?

3. Efeito da Vacinacao
Adicione uma estratégia simples de vacinagao, como mover uma porcen-
tagem fixa de suscetiveis (ex.: 10% por ano) para o compartimento de
recuperados (R). Simule no intervalo de tempo de 5 a 10 anos e compare
com o cenario sem vacinagao. Analise as mudangas no niimero e na inten-
sidade dos surtos em I(t).
Pergunta: Como a vacinagao afeta a ocorréncia e a gravidade dos surtos

no modelo SEIR?

4. Efeito da Taxa de Transmissao ()
Configure o modelo SEIR no Insight Maker com valores iniciais padrao para
B, o, v e N. Adicione um botao deslizante para ajustar o valor de /5 (por
exemplo, variando entre 0,1 e 1,0). Execute simulagoes de 5 a 10 anos
para diferentes valores de 3 (ex.: 0,2, 0,5, 0,8) e observe como o pico de
infectados (1) e o tempo até o pico mudam no grafico de I(t).
Perguntas:

e Como o aumento de B afeta o tamanho do pico de infectados?

e Qual € o impacto de uma reducao significativa em 3 (como ocorreria
com medidas de distanciamento social)?

e Em que cendrio a epidemia seria mais controlada?

5. Estudo do Periodo Latente (o)
Configure o modelo SEIR e adicione um botao deslizante para ajustar o
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valor de o (por exemplo, variando entre 0,1 e 0,9, correspondendo a perio-
dos latentes mais longos ou curtos). Execute simulag¢oes por 10 anos para
diferentes valores de o (ex.: 0,2, 0,5, 0,8) e observe as mudangas nas curvas
E(t) e I(t).
Perguntas:

e Como um periodo latente mais longo (o menor) afeta o crescimento
inicial da epidemia?

e Um periodo latente mais curto leva a um pico de infectados maior?
Por qué?

o Que implicacoes isso tem para doencas com periodos latentes relati-
vamente curtos? (Considere um exemplo da literatura ou de dados
reais.)

6. Analise do Impacto da Taxa de Recuperacao ()
Configure o modelo SEIR e adicione um botao deslizante para ajustar o
valor de vy (por exemplo, variando entre 0,1 e 0,5, correspondendo a tempos
de recuperagao mais longos ou curtos). Execute simulagoes por 10 anos
para diferentes valores de v (ex.: 0,1, 0,3, 0,5) e observe como o pico de
infectados (I) e a duragdo da epidemia mudam no grafico de I(t).
Perguntas:

e Como um aumento da taxa de recuperacao v afeta o valor mdzximo de
infectados?

e Uma taxa de recuperacao mais alta reduz o numero total de pessoas
infectadas ao longo do tempo? FExplique.

o Que implicagoes isso tem para doengas com tempos de recupera¢ao
muito curtos, como algumas formas de gripe?

10.5 Atividades: Modelo SEIR em Python

Nos problemas abaixo, use o modelo de transmissao dependente da frequéncia, a
menos que mencionado ao contrario.

1. Implementar SEIR com Equacoes de Diferencas
Use a descrigao do modelo SIR apresentada na Secao e escreva um
codigo em Python para o modelo SEIR discreto (usando iteragoes simples).
Simule o modelo no intervalo de tempo adequado, com diferentes valores
de B (ex.: 0,2, 0,4, 0,6). Plote o nimero de infecciosos, I(t), e compare os
resultados com as simulagoes do Insight Maker.
Pergunta: Qual método lhe pareceu mais conveniente?
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. Implementar SEIR com Equacgoes Diferenciais

Usando como base a implementagao do modelo SIR em termos de equagoes
diferenciais no Python, descrita na Segao resolva as equacoes diferenci-
ais do modelo SEIR em Python e plote os compartimentos S(t), E(t),
I(t) e R(t), identificando os picos de infec¢ao.

Pergunta: Os resultados sao aproximadamente similares aqueles obtidos no
Insight Maker (RK4) e no Python com equagoes de diferencas?

. Comparar Abordagens Discreta e Continua

Simule o modelo SEIR com os mesmos parametros (ex.: = 0,4, 0 = 0,5,
v = 0,33) usando tanto o método discreto quanto o continuo por 10 anos.
Compare cuidadosamente os graficos de I(t) em termos de altura e timing
dos surtos. Compare a eficiéncia dos dois métodos em termos de tempo de
CPU (veja o exemplo apresentado na Subsegao .

Pergunta: E possivel determinar qual método € mais adequado para capturar
0s surtos no modelo SEIR?

. Estudo de Parametros para 5 e o

Considere duas combinagoes de parametros (ex.: 8 = [0,2,0,4,0,6], o0 =
[0,2,0,5,1,0]) e simule o modelo no intervalo adequado para cada combi-
nagao. Registre o ntimero e a severidade dos surtos em [(t). Use equagoes
diferenciais ou equagoes de diferencas.

Pergunta: Quais combinagoes de B e o resultam em surtos mais intensos
ou frequentes?

. Analise do Retrato de Fase

Plote as trajetorias de S x I (usando o modelo continuo) para diferentes
condigoes iniciais no intervalo de tempo adequado. Observe se o sistema se
estabiliza ou mostra comportamento transiente.

Pergunta: O modelo SEIR tende a um equiltbrio no curto prazo? Como as
condigoes iniciais influenciam isso?

. Calcular o Tempo até o Pico

Modifique o codigo para calcular o tempo até o primeiro pico de I(t) para
diferentes valores de o (ex.: 0,2, 0,5, 1,0). Simule no intervalo de tempo
adequado.

Pergunta: Como o periodo de incubagao (o) afeta o momento do surto
inicial?

. Efeito da Vacinagao

Adicione um termo de vacinagao ao modelo (ex.: dS/dt = —p8SI — vS,
dR/dt = vI + vS, onde v é a taxa de vacinagao). Teste diferentes valores
de v (ex.: 0,01, 0,05, 0,1) no intervalo de tempo adequado. Avalie o
impacto nos surtos em I(t).
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Pergunta: Qual taxa de vacinac¢do € mais eficaz para reduzir os surtos no
SEIR?

8. Nimero Basico de Reprodugao (Ry)
Calcule o Ry do modelo SEIR (Ry = /) e simule o crescimento inicial de
I(t) para diferentes valores de Ry. Compare os resultados com a severidade
observada nos surtos.
Pergunta: O valor de Ry prevé bem a intensidade da propagacao inicial no
SEIR?

9. Sensibilidade ao Passo de Tempo
No modelo discreto, teste diferentes tamanhos de passo de tempo (ex.: dt =
0,1, 0,5, 1 dia) e simule no intervalo de tempo adequado. Compare os
resultados com o modelo continuo.
Pergunta: O tamanho do passo de tempo afeta a precisao das previsoes de
curto prazo?

11 Modelo SEIRS

11.1 Descricao do Modelo

Em diversas doencas, tais como as respiratérias, a imunidade apo6s a recuperagao
é temporaria e os individuos do grupo S voltam para o grupo R apds um tempo
médio 1/w, sendo w a taxa de perda de imunidade. Suporemos novamente que
N =S+ FE+1+ R+ S é constante e que temos transmissao dependente da
frequéncia. E facil verificar que novamente devemos ter Ry = 3/y > 1 para que
ocorra um surto. O correspondente diagrama de fluxos é mostrado na Figura [45]

/EN
;g : | <I>Eﬁ1‘ | Prr @

Figura 45: Modelo SEIRS.

O fluxo de individuos do grupo R para o grupo S é proporcional ao nimero de
recuperados, ou seja, temos agora

ST
Oy ,p = ﬁﬁ’ Sp,r=0F, O ,p=7I, Pp,s=wnR. (76)
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As correspondentes equacgoes de diferencas sao

ou, usando ([76)),

Sn1 = Sn — P51 + Pross,
Eni1=Ey+ @51 — Ppyg,
Inyy =1, +Pp — P15,

Ryy1 =Ry + P58 — Pros,

S/n[/n
Sn-‘rl:Sn_ﬁN +WRn7
S’n‘[n
E, :En+BN —okl,

lLyyw=1,4+0cE —~I,,
Rn+1 - Rn + ’Y]n - WRn )

com Sy =N — Ey— Iy, R(0) =0, sendo

e 3: taxa de transmissao.

e o: taxa de progressao de expostos para infectados.

e 7: taxa de recuperagao.

e w: taxa de perda de imunidade.

Em termos de equagoes diferenciais temos

%z—%S[%—wR,
U _ I p,
%zaE—’yI,
i—fzﬂ—wR,

com S(0) = N — E(0) — I(0), R(0) = 0.

11.2 Implementagao do Modelo SEIRS no Insight Maker

A construcao do diagrama de blocos no Insight Maker, assim como a insercao
de botoes deslizantes para ajustar os parametros, ja foi descrita nas segoes an-
teriores e a unica modificacao a ser realizada é a insercao de um fluxo do grupo
Recuperado para o grupo Suscetivel, com taxa w. O resultado é mostrado na

Figura [46|
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Figura 46: Diagrama de blocos no Insight Maker do modelo SEIRS.

A nomenclatura nos blocos do diagrama da Figura [46] € mostrada na Tabela [4

Tabela 5: Identificacao dos nomes usados no diagrama SEIRS da Figura

Como exemplo, examinemos um caso tipico de influenza sazonal, com parametros:

~

Grandeza Nome no Insight Maker

Suscetivel
Exposto
Infectado
Recuperado
Infecgéo

Fim da laténcia
Recuperagéo
Perda de imunidade
Infecciosidade
Incubagéo
Recuperacéo
Imunidade
Populacéo

e Tamanho da populacao: N = 10000 individuos.

e Taxa de transmissao: = 0,5dia .

Periodo de incubagao: Tk = 7dias ou 0 = 1/7dia™",

Periodo infeccioso: 17 = 5dias ou v = 1/5dia™",

1

1

1

Taxa de perda de imunidade: w = 1/365dias™".
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O resultado da simula¢do para 1825 dias (4 anos), com um passo de tamanho
5 x 1072, ¢ mostrado na Figura

— Infectado Exposto Recuperado —— Suscetivel
10.0k -

8.00k

6.00k

4.00K

2.00k

300 600 900 1200 1500 1800

Tempo (dias) .\L/. -!I-_—I D

Figura 47: Simulacao de influenza no modelo SEIRS.

Temos agora solugdes oscilatérias. E interessante observar as curvas para E(t)
I(t), isoladamente, como mostrado na 48|

— Infectado Exposto
1.50k

1.20k

900

Time 1802.2
Exposto 111.751124
® Infectado  78.0007276

600
300

f T T T T T
0 300 600 900 1200 1500 1800

Tempo (dias) NP D D

Figura 48: Simulacao para E(t) e I(t).

Na Figura 48| é aparente que a trajetoria de I(t) se atrasa relativamente aquela
de E(t), pelo tempo de laténcia. Ambos, E(t) e I(t), terminam por se estabilizar
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em um equilibrio endémico a partir de 1800 dias (=~ 5 anos), em torno de 112
individuos expostos (1,1%) e 78 individuos infectados (0,8%). O intervalo tem-
poral entre os picos de I(t) é chamado de periodo interepidémico. No presente
caso, ele é de aproximadamente 407 dias para a primeira oscilagao e 350 dias para
a segunda oscilagao. Tais oscilagoes, no mundo real, se sobrepoem a outras de
carater sazonal, ligadas a variagao de f [16]. Nas atividades propostas para esta
secao, sera verificado que o aumento do periodo de laténcia 1/0 faz aumentar
o tamanho interepidémico, sem alterar significativamente a atenuacao das ondas
e o ponto de equilibrio. Por outro lado, se o periodo de imunidade 1/w aumen-
tar, o valor de /(t) no equilibrio diminui e o intervalo interepidémico aumenta [17].

O estudo de parametros no modelo SEIRS em Insight Maker pode ser feito de
modo similar aquele descrito para o modelo SEIR na subsecao [10.3]

11.3 Modelo SEIRS Discreto em Python

Implementemos as equacoes de diferencas - em Python. A extensao do
programa construido na Subsecao [8.7]é imediata, de modo que juntaremos alguns
blocos de execugao. O arquivo completo estd no repositorio [74], no arquivo
seirs_discreto.ipynb. Faremos a seguir a descricao dos passos seguidos na
execucao dos comandos. Inicialmente, definimos os arrays, condigoes iniciais,
subintervalos e parametros:
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros do modelo

beta = 0.5 # Taxa de transmissdo

sigma = 1/7 # Incubagdo

gamma = 1/5 # Recuperacgédo

omega = 1/365 # Imunidade

N = 10000 # Populagdo total

dt = 1.0 # Passo de tempo igual a 1 dia

T = 5%365 # Comprimento da simulagdo (dias)

# Inicializacdo das variaveis
passos = int(T / delta_t) + 1 # Inclui o ponto inicial

S = np.zeros(passos)
E = np.zeros(passos)
I = np.zeros(passos)
R = np.zeros(passos)

tempo = np.linspace(0, T, passos) # Vetor de tempo

# Condigbes iniciais

E[0] = 10. # Namero inicial de expostos

I[0] = 0.0 # Namero inicial de infectados

S[0] = N-E[0]-I[0] # Nimero inicial de suscetiveis
R[0] = 0.0 # Namero inicial de recuperados

Definimos agora as equagoes de diferengas:

# Iteragbes com equagdes de diferencgas

for t in range(passos - 1):
S[t+1]=S[t]+(-betaxS[t]*I[t]/N+omega*R[t])*dt
E[t+1]=E[t]+(beta*xS[t]*I[t]/N-sigma*E[t])*dt
I[t+1] =I[t]+(sigma*E[t]-gamma*I[t])x*dt
R[t+1]=R[t]+(gamma*I[t]-omega*R[t])*dt

Facamos inicialmente o grafico para todas as variaveis:
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plt
plt

plt

plt.
.plot(tempo, E, label="$E(t)$", 1lw=2)
plt.
.plot(tempo, R, label="$R(t)$", 1lw=2)
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

# Grafico
.figure(figsize=(10, 6), dpi=100)

plot(tempo, S, label="$S(t)$", lw=2)
plot(tempo, I, label="$I(t)$", lw=2)

xlabel("$t$ (dias)")

ylabel("$S(t)$, $E(t)$, $I(t)$, $R(LI$™)

legend ()

grid()

savefig("seirs5.png", dpi=300) # Salva em alta resolugdo
show ()

O resultado ¢ mostrado na Figura 49|

10000 — 5(t)
— E(t)
— (t)
— R(t)
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S(t), E(t), I(t), R(t)

2000
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0 250 500 750 1000 1250 1500 1750
t (dias)

Figura 49: Simulacao SEIRS para S(t), E(t), R(t) e I(t).

Vejamos o grafico que mostra somente F(t) e I(t):
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# Grafico para I(t) e E(t) somente
plt.figure(figsize=(10, 6), dpi=300)
plt.plot(tempo, E, label="Expostos (E)", lw=2)
plt.plot(tempo, I, label="Infectados (I)", lw=2)
plt.title("Modelo SEIRS (Equagdes de Diferengas)")
plt.xlabel("Dias")

plt.ylabel("Populagdo")

plt.legend ()

plt.grid()

plt.show()

O resultado é mostrado na Figura [50]
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Figura 50: Simulagao para E(t) e I(t).

No equilibrio endémico, temos

# Valores de equilibrio para E(t) I(t) em % da populagdo:
print (round (E[-1]%100/N,1))
print (round (I[-1]*100/N,1))

1.1
0.8

7



O resultado é, portanto, similar aquele obtido no Insight Maker. Determinemos
os intervalos interepidémicos. Definimos inicialmente uma fun¢ao que determina
a derivada de uma fungao definida numericamente:

# Definicdo da funcdo derivada
def derivada(y,x):
dy = np.zeros_like(y, dtype=float)
dx = x[1] - x[0]
dyl[:-1] = (y[1:1 - y[:-1D)
dy[-1] = (y[-1] - y[-2]) # diferenca atrasada para o ultimo
termo
return dy/dx

J

Determinemos agora o array que corresponde & derivada temporal de I(t) e suas
rafzes (extremos de I(t)):

# Array para a derivada de I e valor de t para extremos
dI_dt = derivada(I,tempo)

extremos = tempo[1:][dI[1:]*dI_dt[:-1]<0]

extremos

array([ 80., 260., 493., 658., 844., 1011.,
1187., 1356., 1529., 1700.]1)

Neste array, somente os termos de indices 0, 2,4, ... correspondem a maximos.
Formemos um array com méximos:

# Array com indices pares somente (maximos)
maximos = extremos[::2]
maximos

array([ 80., 493., 844., 1187., 1529.])

A diferenca entre termos sucessivos deste array nos fornece os intervalos intere-
pidémicos (dias):

# Diferengas entre os valores sucessivo de maximos
np.diff (maximos)

array([413., 351., 343., 342.])

Tais resultados estao aproximadamente de acordo com as estimativas feitas usando
Insight Maker. Os dois intervalos iniciais correspondem a oscilagoes transientes
interepidémicas. A partir da terceira oscilacao, é possivel notar o comeco do
estado estacionario. Tal distingao néao foi feita em [I7], por exemplo.
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11.4 Estudo de parametros no modelo SEIRS em Python

Apresentaremos o procedimento para o estudo de casos que envolvem a depen-
déncia da evolugao I(t) por meio de graficos t X I(t) e determinagao dos intervalos
interepidémicos. Usaremos o modelo discreto, baseado em equacoes de diferen-
gas, com passo de tempo de 1 dia. O arquivo completo esta no repositorio [74],
no arquivo seirs_discreto_parametros.ipynb. Como exemplo, consideramos
trés cenarios que envolvem somente mudancas na taxa de infeccao [ e taxa de
imunidade w:

e Caso 1: #=0,5,w=1/365,0=1/7,v=1/5,
e Caso2: f=0,7, w=1/365,0=1/7,v=1/5,
e Caso 3: 3 =0,5,w=1/180,0 =1/7, v =1/5.

Inicialmente definimos a func¢ao que determina os arrays S, E, I e R em termos
dos parametros:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Funcdo que simula o modelo SEIRS
def simula_seirs(beta, sigma, gamma, omega, N, dt, T):

passos = int(T / dt) + 1 # Inclui o ponto inicial
S = np.zeros(passos)
E = np.zeros(passos)
I = np.zeros(passos)
R = np.zeros(passos)
tempo = np.linspace(0, T, passos) # Vetor de tempo

# Condigbes iniciais
E[0] = 10. # Namero inicial de expostos

I[0] = 0.0 # Namero inicial de infectados
S[0] = N-E[0]-I[0] # Numero inicial de suscetiveis
R[0] = 0.0 # Namero inicial de recuperados

for t in range(passos - 1):
S[t+1]=S[t]+(-betaxS[t]*I[t]/N+omega*R[t])*dt
E[t+1]=E[t]+(beta*xS[t]*I[t]/N-sigma*E[t])*dt
I[t+1] =I[t]+(sigma*E[t]-gamma*I[t])*dt
R[t+1]=R[t]+(gammax*I[t]-omega*R[t])*dt

return np.array(I)
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Definimos em seguida os parametros a serem utilizados:

N = 10000 # Populagdo total

dt = 1.0 # Passo de tempo

Ts = 1825 # Comprimento da simulagdo (dias)

# Taxas

params_1 = {’beta’: 0.5, ’sigma’: 1/7, ’gamma’: 1/5,

’omega’: 1/365}
params_2 = {’beta’: 0.7, ’sigma’: 1/7, ’gamma’: 1/5,
’omega’: 1/365}
{’beta’: 0.5, ’sigma’: 1/7, ’gamma’: 1/5,
’omega’: 1/180}

params_3

Podemos agora gerar os arrays para [(t) em cada caso:

# Simulagdo para cada conjunto de parametros

I1 = simula_seirs(**params_1, N=N, dt=dt, T=Ts)
I2 = simula_seirs(**params_2, N=N, dt=dt, T=Ts)
I3 = simula_seirs(**params_3, N=N, dt=dt, T=Ts)

Construimos agora os graficos:

passos = int(Ts / dt) + 1

tempo = np.linspace(0, Ts, passos)

# Grafico t x I(t)

plt.figure(figsize=(10, 6), dpi=300)

plt.plot(tempo, I1, 1lw=2, label=r"$\beta=0.5, \omega=1/365%",
color=’blue’)

plt.plot(tempo, I2, 1lw=2, label=r"$\beta=0.7, \omega=1/3653%",
color="red’)

plt.plot(tempo, I3, lw=2, label=r"$\beta=0.5, \omega=1/180$",
color=’green’)

plt.title("Evolugdo de infectados no modelo SEIRS")

plt.xlabel("Dias")

plt.ylabel("Infectados")

plt.legend ()

plt.grid()

plt.show()

O resultado é mostrado na Figura [51}
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Figura 51: Simulagao para E(t) e I(t) no modelo SEIRS discreto.

Tal como fizemos na subsecao anterior, determinaremos, em cada caso, os inter-
valos interepidémicos e os valores de I(t) no equilibrio endémico. Os comandos
mostrados a seguir estao no arquivo seirs_discreto_parametros.ipynb do re-
positorio Github [74]. Calculemos inicialmente os intervalos entre os maximos
sucessivos:
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# Calculo das derivadas

dI1 = derivada(Il, tempo)
dI2 = derivada(I2, tempo)
dI3 = derivada(I3, tempo)

# Extremos

extremosl = tempo[1:][dI1[1:] * dI1[:-1] < 0]
extremos2 = tempol[1:][dI2[1:] * dI2[:-1] < 0]
extremos3 = tempo[1:][dI3[1:] * dI3[:-1] < 0]

# Maximos

maximosl = extremosil[::2]
maximos2 = extremos2[::2]
maximos3 = extremos3[::2]

# Intervalos dos maximos sucessivos

T1 = np.diff (maximos1)
T2 = np.diff (maximos2)
T3 = np.diff(maximos3)

Podemos agora visualizar os resultados, assim como os valores de equilibrio para

I(t):
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print ("Intervalos dos maximos sucessivos:")

print("-" * 40)

print(f"Caso 1 (beta=0.5, omega=1/365):")

for i, periodo in enumerate(T1, start=1):
print(f" T{i}: {periodo:.2f} dias")

print(f"Equilibrio I1 = {I1[-1]}")

print("-" * 40)

print(f"Caso 2 (beta=0.2, omega=1/365):")
for i, periodo in enumerate(T2, start=1):

print(f" T{i}: {periodo:.2f} dias")
print (f"Equilibrio I2 = {I2[-1]}")
print("-" * 40)

print(f"Caso 3 (beta=0.5, omega=1/180) :")
for i, periodo in enumerate(T3, start=1):

print(f" T{i}: {periodo:.2f} dias")
print (f"Equilibrio I3 = {I3[-1]}")
print("-" * 40)

Intervalos dos maximos sucessivos:
Caso 1 (beta=0.5, omega=1/365%):
T1: 413.00 dias
T2: 351.00 dias
T3: 343.00 dias
T4: 342.00 dias
Equilibrio I1 = 81.16630950447903
Caso 2 (beta=0.2, omega=1/365):
T1: 319.00 dias
T2: 271.00 dias
T3: 266.00 dias
T4: 265.00 dias
T5: 266.00 dias
T6: 266.00 dias
Equilibrio I2 = 94.15123832255011
Caso 3 (beta=0.5, omega=1/180):
T1: 254.00 dias
T2: 242.00 dias
T3: 243.00 dias
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T4: 243.00 dias
T5: 244.00 dias
T6: 244.00 dias
T7: 243.00 dias
Equilibrio I3 = 156.27644095654492

Os resultados acima nos levam as seguintes observagoes:
(i) A diminuigao do tempo de laténcia de 1/w = 365 dias para 1/w = 180 dias
faz com que:

e O equilibrio endémico seja atingido antes, com uma mais rdpida atenuagao
da oscilagoes epidémicas;

e Os intervalos interepidémicos diminuem;
e O numero de infectados endemicamente aumenta.

(ii) De modo semelhante, a diminui¢ao da infecciosidade de 5 = 0,5 dias™! para
B =0,2dias™! faz com que:

e O equilibrio endémico seja atingido antes, com uma mais rapida atenuagao
das oscilagoes epidémicas;

e Os intervalos interepidémicos diminuem;
e O numero de infectados endemicamente aumenta levemente.

(iii) Em todos os casos, o periodo das oscilagoes (intervalos interepidémicos) co-
mega em um estado transitorio, tornando-se aproximadamente estacionério (in-
tervalos constantes) a partir da terceira oscilagao, seguindo entao para um valor
de equilibrio endémico.

Deixaremos para as atividades propostas o estudo do comportamento da epidemia
com diferentes combinagoes dos parametros v e o, além de diferentes condigoes
iniciais.

As ondas epidémicas podem também ser entendidas em termos de retratos de
fase S(t) x I(t). Os pontos fixos dos retratos de fase correspondem ao equili-
brio endémico. Os comandos descritos a seguir também fazem parte do arquivo
seirs_discreto_parametros.ipynb do repositorio Github [74].
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# Plotando o retrato de fase I x S

plt.figure(figsize=(10, 6), dpi=300)

# Grafico do espago de fase

plt.plot(S1, I1, label=r" $\beta=0.5,
\omega=1/365$",
color=’blue’)

plt.plot(S2, I2, label=r" $\beta=0.2,
\omega=1/365%",
color="red’)

plt.plot(S3, I3, label=r" $\beta=0.5,
\omega=1/180$",
color="green’)

# Labels e legendas

plt.title("Espago de fase: $(S(t), I(t))$")
plt.xlabel("Suscetiveis $S(t)$")
plt.ylabel("Infectados $I(t)$")
plt.legend()

plt.grid()

plt.show()

O resultado é mostrado na Figura [52
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Espaco de fase: (S(t), I(t))
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Figura 52: Pontos de equilibrio no modelo SEIRS.

Determinemos numericamente os pontos fixos (equilibrio endémico) associados a
cada caso:

equilibrium_S1 = S1[-1]
equilibrium_I1 = I1[-1]

equilibrium_S2 = S2[-1]
equilibrium_I2 = I2[-1]

equilibrium_S3 = S3[-1]
equilibrium_I3 = I3[-1]

print(f"1: S = {equilibrium_S1:.2f}, I = {equilibrium_I1:.2f}")
print(£"2: S = {equilibrium_S2:.2f}, I = {equilibrium_I2:.2f}")
print(£"3: S = {equilibrium_S3:.2f}, I = {equilibrium_I3:.2f}")

Pontos de equilibrio:

1: S = 4024.30, I = 81.17
2: S =2854.73, I = 94.15
3: S =3999.80, I = 156.28

Com respeito ao equilibrio endémico, o grafico da Figura 52| mostra que a dimi-
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nui¢do do tempo de laténcia de 1/w = 365 dias para 1/w = 180dias causa um
aumento no numero de infectados, deixando praticamente inalterado o ntmero
de suscetiveis. Por outro lado, a diminuicdo da infecciosidade 8 = 0,5 dias™*
para = 0,2dias™' faz com que o ntimero de infectados atinja valores maiores
durante o surto, mas convergindo para valores de equilibrio endémico similares.
O nuamero de suscetiveis, no entanto, diminui no ponto de equilibrio. Deixaremos
os estudos de outros diversos possiveis casos para as atividades propostas.

11.5 Uma comparagao entre o método de diferencas e equa-
coes diferenciais para descrever o modelo SEIRS

A simulag¢ao do modelo SEIRS no Insight Maker utiliza o método de Runge-Kutta
de quarta ordem para resolver as equagoes - (B8). Ja vimos que os resultados
sao similares aqueles utilizados usando equacoes de diferencas. Uma questao que
investigaremos nessa Se¢ao ¢ a comparagao precisa entre os resultados fornecidos
pelos dois formalismos e os respectivos passos de tempo apropriados. Analisare-
mos tanto a acuracia dos resultados quanto a velocidade de CPU para a execugao
dos célculos.

Como os parametros 3, o, v e w nao somente tém unidade dias™! mas sdo em-
piricamente determinados por medidas diarias, é natural imaginar que um passo
de tempo de 1 dia é o mais apropriado no formalismo de equagoes de diferengas.
No caso da modelagem em termos de equagoes diferenciais, tal questao nao é tao
clara. Faremos inicialmente uma implementacao que compara os dois métodos,
usando botoes deslizantes para que possamos mudar o valor dos parametros, das
condicoes iniciais, comprimento e passos das simulagoes.

Para gerar os botoes, usaremos o modulo ipywidgets do Python, que tem a
vantagem de funcionar no Google Colab. O programa em Python é muito longo
para ser impresso aqui, mas o arquivo seirs_comparacao.ipynb pode ser encon-
trado no repositorio do Github dedicado ao presente trabalho [74]. Na Figura
vemos a resultante configuragoes de botoes deslizantes. Utilizamos uma simula-
¢ao de 356 dias e um passo de 1 dia com equagoes de diferengas e 0,1 com equagoes
diferenciais. Na Figura 54| temos os gréficos resultantes para I(t) calculado pelos
métodos de equagoes de diferencas e equacoes diferenciais.
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Beta 0.30

Sigma 0.20
Gamma 0.10
Omega 0.01
N 1000

EO 10

10 10

RO 0
T 365
dt Discreto 1.00
dt Continuo 0.05

Figura 53: Botoes deslizantes para o calculo de I(t).

Portanto, para fins praticos inerentes a area, os dois métodos fornecem solugoes
igualmente aceitéaveis. O tempo de CPU para cada simulagao é dado por

Tempo de CPU (Equagdes de Diferengas): 0.00070 s
Tempo de CPU (Equagdes Diferenciais): 0.00821 s

O leitor pode verificar que mesmo que o passo de tempo na simulagao por equagoes
diferenciais seja aumentado para 1 dia, a curva de I(t) se mantém praticamente
inalterada e o tempo de CPU baixa para 0.00859s, ou seja, ainda bem maior que
o resultado dado usando equagoes de diferencas. Daqui para frente utilizaremos
equagoes de diferencas para este e outros modelos.

11.6 Atividades: SEIRS no Insight Maker

Nas atividades abaixo, use o modelo de transmissao dependente da frequéncia, a
menos que mencionado ao contrario.

1. Efeito da Taxa de Trasmissao (3)
Defina todos os parametros com valores padrao, exceto 8. Simule com va-
lores baixos (por exemplo, 8 = 0,2), médios (por exemplo, 8 = 0,4) e altos
(por exemplo, = 0,6) de taxa de infecgdo ao longo de 10 anos. Plote o
namero de individuos infectados, I(t), e observe as mudangas na altura e
no momento do surto inicial, bem como o niimero de surtos em 10 anos.
Pergunta: Como o aumento da taza de infecgcao afeta a gravidade e o mo-
mento do primeiro surto de influenza?
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Figura 54: Variavel I(t) calculada com equagoes de diferencas (vermelho ponti-
lhado) e equagoes diferenciais (azul continuo) .

2. Impacto da Perda de Imunidade (w)

Fixe os parametros e varie w: defina w = 0 (imunidade vitalicia), depois
teste w = 0,1 e 0,3 (imunidade durando ~10 ou ~3,3 anos). Simule ao
longo de 10 anos. Compare o tamanho e o momento do primeiro e segundo
surtos. Observe se a perda de imunidade provoca uma recorréncia mais
precoce.

Pergunta: Como a dura¢do da imunidade influencia a frequéncia dos surtos
de influenza ao longo de uma década?

3. Papel do Periodo de Incubagao (o)
Ajuste o (taxa de transigao de exposto para infeccioso): teste o = 0,2, 0, 5,
1,0 (periodos de incubag@o de 5, 2 ou 1 dias) ao longo de 10 anos. Plote
I(t) e observe as mudangas no momento e na magnitude do surto inicial.
Pergunta: Como um periodo de incubag¢ao mais curto afeta a propagacao
inicial da influenza?

4. Sensibilidade as Condigoes Iniciais
Simule ao longo de 10 anos com diferentes condicoes iniciais: por exem-
plo, alta suscetibilidade (S) com pequeno ntimero de expostos (£) versus
populacoes balanceadas de S, E, I, R. Compare os padroes de surto. A
configuracao inicial altera o niimero ou o tamanho dos surtos?
Pergunta: As dindmicas de curto prazo da influenza sao sensiveis a distri-
buicao inicial da populagao?

89



5. Padroes de Surto de Curto Prazo
Execute um modelo SEIRS padrao ao longo de 10 anos com 3 padrao (por
exemplo, 0,4) e w (por exemplo, 0,2). Conte o ntimero de surtos (picos em
I(t)) e estime o tempo médio entre eles.
Pergunta: Quantos surtos de influenza ocorrem em 10 anos e qual € o
intervalo tipico entre eles?

6. Comparacao entre SEIRS e SEIR
Defina w = 0 (modelo SEIR, sem perda de imunidade) e compare com
w = 0,2 (SEIRS) ao longo de 10 anos. Plote I(t) para ambos e observe as
diferencas na frequéncia e no tamanho dos surtos.
Pergunta: Como a perda de imunidade afeta o nimero de surtos de influ-
enza no curto prazo?

7. Exploragao da Vacinacao
Introduza um efeito simples de vacinacao: por exemplo, reduza S em 5%
anualmente (movendo-os para R). Simule ao longo de 10 anos e compare
com o cenario sem vacinagao. Observe as mudangas no momento e na
gravidade dos surtos.
Pergunta: Qual € a sensitividade da porcentagem de vacinag¢ao aplicada nos
surtos ao longo de 10 anos?

11.7 Atividades: SEIRS em Python

Em Python, os alunos modificarao ou escreverao coédigos para simular as dinami-
cas da influenza ao longo de 10 anos, usando tanto equagoes de diferengas quanto
diferenciais. Essas atividades enfatizam tendéncias de curto prazo, precisao nu-
mérica e exploragao de parametros, praticas comuns nas técnicas de modelagem.

1. Implementar SEIRS com Equagoes de Diferencas
Use um modelo SEIRS discreto em Python para simular ao longo de 10
anos com ( = 0,2, 0,4, 0,6. Plote I(t) e observe o niimero e a gravidade
dos surtos. Calcule os intervalos interepidémicos relevantes. Compare os
resultados com os do Insight Maker.
Pergunta: Hd diferencas para os resultado obtidos pelos dois métodos?

2. Implementar SEIRS com Equagoes Diferenciais
Codifique um modelo SEIRS com EDOs em Python usando as equacgoes
— e resolva o problema do item anterior.
Pergunta: Qual € o método mais eficiente nesse exemplo: o discreto ou
continuo?

3. Comparar Abordagens Discreta e Continua
Simule com parametros idénticos (por exemplo, § = 0,4, w = 0,2) usando
tanto equagoes de diferengas quanto EDOs ao longo de 10 anos. Plote I(t)
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10.

de cada um e compare o momento e a altura dos picos dos surtos.
Pergunta: Qual abordagem de modelagem representa melhor as dindmicas
do surto inicial da influenza?

. Varredura de Parametros para e w

Crie uma grade de pardmetros (por exemplo, 5 = [0,2,0,4,0,6], w =
[0,1,0,2,0,3]) e execute simulagoes ao longo de 10 anos. Registre a frequén-
cia dos surtos e o maximo de I(t) para cada combina¢ao. Visualize com
mapas de calor ou tabelas.

Pergunta: Quais pares de B e w resultam em surtos mais frequentes ou
graves de influenza no curto prazo?

Anailise do Retrato de Fase

Plote trajetorias de S vs. I para multiplas condigoes iniciais (por exemplo,
3 pares diferentes de S(0), E(0)) ao longo de 10 anos. Examine o com-
portamento transiente inicial. As trajetorias sugerem uma tendéncia de
equilibrio?

Pergunta: Como as condigoes iniciais moldam as dindmicas iniciais da in-
fluenza?

Calcular o Tempo Entre o Primeiro e o Segundo Picos

Modifique seu codigo para detectar picos em I(t). Teste 0 = 0,2, 0,5, 1,0
ao longo de 10 anos e meca o intervalo entre o primeiro e o segundo picos.
Plote I(t) e relate os resultados.

Pergunta: Como o periodo de incubacdo afeta o momento do sequndo surto
de influenza?

. Efeito do Periodo de Incubagao (o)

Simule com o = 0,2, 0,5, 1,0 usando EDOs ao longo de 10 anos. Plote I(t)
e compare o momento e a intensidade do primeiro surto.

Pergunta: Um periodo de incubagao mais curto acelera a propagacao inicial
da influenza?

. Modelagem de Vacinagao

Adicione um termo de vacinagao as EDOs (por exemplo, —vS em dS/dt,
+vS em dR/dt). Teste v = 0,05, 0,1 ao longo de 10 anos. Plote I(t) e
avalie a redugao ou atraso dos surtos.

Pergunta: Qual taza de vacinacao minimiza os surtos iniciais de influenza?

. Namero Basico de Reprodugao (Ry)

Calcule Ry = 3/v-0 /(0 + u) para varios valores de 3, o, 7. Simule ao longo
de 10 anos e correlacione Ry com o crescimento inicial de I(t).
Pergunta: Como Ry prediz a propagacao inicial da influenza?

Sensibilidade ao Passo de Tempo
No modelo de equagoes de diferengas, teste passos de tempo (por exemplo,
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dt =0,1, 0,5, 1 dia) ao longo de 10 anos. Compare I(t) com a solugao das
EDOs.

Pergunta: Como o tamanho do passo de tempo tmpacta a precisao das pre-
visoes de curto prazo da influenza?

11. Comportamento Oscilatério Inicial
Use EDOs para simular ao longo de 10 anos com parametros padrao. Veri-
fique I(t) quanto a padroes oscilatorios e estime o periodo dos ciclos iniciais.
Pergunta: A influenza apresenta comportamento oscilatorio no curto prazo?

12. Sensibilidade de  na Gravidade do Surto
Varie 8 de 0,1 a 0,8 em incrementos (por exemplo, 0,1) ao longo de 10
anos. Registre o maximo de I(¢) para cada um e plote  vs. méaximo de
I(t).
Pergunta: Como a taxa de infeccao influencia os niveis maximos de infec-
cao?

13. Exploragao Interativa de Parametros (Opcional)
Use controles deslizantes do matplotlib para ajustar § e w interativamente
ao longo de 10 anos. Atualize os gréaficos de I(t) em tempo real.
Pergunta: Quais pardmetros mais afetam os padroes de surto de influenza
no curto prazo?

14. Ajuste do Modelo aos Dados
Ajuste o modelo a um conjunto de dados de influenza de 10 anos ajustando
B, w, o. Compare I(t) modelado e real.
Pergunta: O modelo SEIRS pode refietir com precisao as tendéncias reais
da influenza ao longo de uma década?

12 Modelo SEIRS Demografico e Sazonal

12.1 Descricao do Modelo

Faremos agora as seguintes adi¢oes ao modelo SEIRS classico de modo a torné-lo
ainda mais realista:

(i) Sazonalidade: a taxa de transmissao § agora varia com o tempo.

(ii) Demografia: Nascimentos, mortes causadas pela doenga e mortes por outras
causas. Suporemos que N = S+ F+ I+ R nao é mais necessariamente constante.

As infecgoes sazonais de humanos variam de doencas infantis, como sarampo,

difteria e catapora, a infecgoes fecais-orais, como coélera e rotavirus, doengas trans-
mitidas por vetores, tais como malaria e dengue, além de gonorreia sexualmente

92



transmitida. Apesar da frequéncia desse fendmeno, as causas e consequéncias dos
padroes sazonais de transmissao ainda sao pouco compreendidas [43]. A descri¢ao
que faremos pode ser descrita com uma ferramenta que é capaz de modelar SEIRS
sazonal e demografico. E importante notar, no entanto, que mesmo para modelar
sazonalidade, é aconselhédvel partir de uma modificacao do modelo mais simples
SIR e adicionar as modificacoes somente se os dados empiricos associados forem
disponiveis e as alteracoes resultantes nas simulacoes forem realmente relevantes.
Na nossa metodologia, tal abordagem é sempre possivel, bastando atribuir o va-
lor zero aos parametros o, w, v ou €, de acordo com o modelo de interesse, além
de excluir os compartimentos E ou R, de acordo com o modelo a ser estudado.
Por exemplo, modelos SIR com demografia, modelos SIS (Suscetivel-Infectado-
Suscetivel) e outras extensoes aplicaveis em ecologia podem ser encontrados em
[12].

Uma primeira tentativa para modelar a sazonalidade na taxa de transmissao
B(t) consiste em definir uma dependéncia harmonica da forma [67]:

B(t) = Bo [1 + e cos (;g)} (89)

sendo [y a taxa basal de transmissdo e € a amplitude sazonal (0 < € < 1). Tal
hipétese é uma aproximacao que pode nao ser conveniente para as diferentes
doengas infecciosas, para as quais a forma funcional adequada depende de causas
especificas da sazonalidade. Uma forma mais realista para [(t) para diversas
doengas infecciosas é aquela que esta associada a periodos escolares, tal como
521

Bt) = AL+ en(t)] (90)

sendo h(t) = 1 o periodo de aulas e h(t) = —1 em feriados e férias escolares.
Supondo transmissao por frequéncia (veja a Subsegao , e usando o forma-

lismo de equacoes de diferencas, o sistema que governa a dindmica da epidemia
é definido pelas seguintes equagoes:

I,
Sn+1 - Sn_‘_VNn_ﬁnSnF _ﬂSn_{'WRna (91)
I,
En+1 = En + BnSNF - (0 + M)Env (92)
ILnyy=1,+0E,— (v+u+a)l,, (93)
Ry =R+ — (:u + w) (94)
Npt1 = Sn1+ Eny1 + Loy + Rn+1, (95)

onde os termos e parametros sao:

e S, suscetiveis no tempo n,
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E,,: expostos no tempo n,

I,,: infectados no tempo n,

R,,: recuperados no tempo n,

N, =S5,+ E, + I, + R,: tamanho total da popula¢ao no tempo n,

v: taxa de natalidade proporcional por passo de tempo,

B, taxa de transmissao sazonal no tempo n,

W taxa de mortalidade natural por causas nao relacionadas a doenca,
a: taxa de mortalidade adicional pela doenga (aplicada aos infectados),

: proporcao de expostos que se tornam infectados por passo,

Q

~: proporcao de infectados que se recuperam por passo,

w: proporcao de recuperados que perdem imunidade por passo.

12.2 Modelo SEIRS Demografico e Sazonal no Python

Uma implementacao em Python deste modelo discreto, usando pode ser en-
contrada no arquivo seirs_dem_saz.ipynb em [74] Como exemplo, utilizaremos
os seguintes parametros, que poderiam ser associados & gripe sazonal (influenza):

1.

2.

Bo = 0,25: Taxa basal de transmissao.

e = 0,4: Amplitude sazonal. Representa uma variagao de 40% na taxa
de transmissao, consistente com os picos pronunciados de gripe durante o
inverno ou a estacao chuvosa em regioes tropicais.

v = 0,000038: Taxa de natalidade por dia. Equivale a aproximadamente
1.4% ao ano (v x 365 ~ 0.0139).

. = 0,000022: Taxa de mortalidade natural por dia. Corresponde a cerca

de 0.8% ao ano (u x 365 ~ 0.008), compativel com uma expectativa de vida
média de aproximadamente 75 anos no Brasil.

. a = 0,00005: Taxa de mortalidade pela doenca por dia em infectados.

Representa uma letalidade média diaria de 0.05% durante a infeccao.

o = 1/4: Taxa de progressao de expostos para infectados. Equivale a um
periodo médio de incubagao de 4 dias, consistente com dados clinicos da
influenza, que variam entre 1 e 4 dias.
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7. v = 1/6: Taxa de recuperagao. Corresponde a uma dura¢do média da
infeccao de 6 dias, tipica da gripe sazonal em casos nao complicados.

8. w = 1/365: Taxa de perda de imunidade por dia. Implica que a imunidade
é perdida em aproximadamente 1 ano.

9. Sy = 95000: Numero inicial de suscetiveis. Representa 95% da populagao
inicial de 100,000, assumindo que 5% estao imunizados no inicio, refletindo
uma populagao parcialmente protegida por infecgoes ou vacinagoes anteri-
ores.

10. Ey =100, Iy = 50: Numeros iniciais de expostos e infectados.
11. Ny = 100000: Populacao inicial.
12. Dias = 365 x 6: Periodo de simulacao.

O grafico que apresenta os surtos é mostrado na Figura |5_5L
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Figura 55: Surtos no modelo de gripe sazonal com demografia com (§(t) dado por

Usemos agora ((t) dado por (90]), com h(t) especificado na Tabela [l A imple-
mentacao do coédigo Python correspondente agora estéd no arquivo

seirs_saz_intervalos.ipynb em [74]. Nesse codigo, inserimos também o cal-
culo dos intervalos interepidémicos relevantes. Usando os mesmos parametros e
condigoes iniciais do exemplo anterior, obtemos o grafico mostrado na Figura [56|
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Periodo Dias (aproximados) h(t) Descrigao

1 jan - 15 fev 1-46 (46 dias) 0  Férias de verao
16 fev - 30 jun 47-181 (135 dias) 1 Periodo de aulas
1 jul - 15 jul 182-196 (15 dias) 0  Férias de julho
16 jul - 15 dez 197-349 (153 dias) 1 Periodo de aulas
16 dez - 31 dez 350-365 (16 dias) 0  Férias de verao

Tabela 6: Definigao de h(t) com base no calendério escolar tipico do Brasil.

Proporcdo de Infectados (%)

0 1 2 3 4 5 6 7
t (anos)

Figura 56: Surtos no modelo de gripe sazonal com demografia com (5(t) dado por
, com dados da Tabela @

Os intervalos entre os maximos marcados na Figura [56] assim como os respectivos
dias, sao dados por:

Picos relevantes de I(t)/N (%):

Pico 1: Dia 122 (0.33 anos), I/N = 5.34Y%
Pico 2: Dia 684 (1.87 anos), I/N = 2.48Y%
Pico 3: Dia 1080 (2.96 anos), I/N = 1.50%
Pico 4: Dia 1277 (3.50 anos), I/N = 0.81Y%
Pico 5: Dia 1390 (3.81 anos), I/N = 0.86Y%
Pico 6: Dia 1763 (4.83 anos), I/N = 1.35Y%
Pico 7: Dia 2152 (5.90 anos), I/N = 1.45Y

Intervalos interepidémicos (em dias e anos):
Intervalo 1: 562 dias (1.54 anos)
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Intervalo 2: 396 dias (1.08 anos)
Intervalo 3: 197 dias (0.54 anos)
Intervalo 4: 113 dias (0.31 anos)
Intervalo 5: 373 dias (1.02 anos)
Intervalo 6: 389 dias (1.07 anos)

A discrepancia dos resultados usando cada um dos tipos de transmissao mostra
a importancia da escolha adequada de [(t).
timo caso, que o regime transiente é de duragao consideréavel (4,5 anos). Como
esperado, as oscilagoes estacionarias tém periodo igual aquele de §(t) ( 1 ano).

12.3 Atividades: SIR, SEIR e SEIRS com sazonalidade em

Python

Nos problemas abaixo, use o modelo de transmissao dependente da frequéncia, a

menos que mencionado ao contrario.

1. SEIRS Sazonal para Influenza

E interessante observar, nesse tul-

Use um modelo SEIRS discreto sazonal em Python com (5(t) dado pela ,
baseado no calendario escolar brasileiro (h(t) = 1 em dias de aula, h(t) = 0
em férias). Parametros tipicos da influenza: A = 0.5, ¢ = 0.6, v = 0.000038,
p = 0.000022, o« = 0.00005, 0 = 1/2, v = 1/5, w = 1/365, Ny = 100000,
So = 99500, Ey = 400, Iy = 100. Plote I(t)/N em porcentagem e calcule
os intervalos interepidémicos relevantes (height = 0.5%, distance = 90,
prominence = 0.1%).

Pergunta: Como a sazonalidade escolar afeta os intervalos interepidémicos
da influenza?

. SEIRS Sazonal para COVID-19

Adapte o modelo SEIRS discreto com parametros tipicos do COVID-19,
com f(t) dado pela (90), calendario escolar brasileiro (Atividade 1) e A =
0.6, € = 0.4, ¥ = 0.000038, 1 = 0.000022, « = 0.0001, 0 = 1/5, v = 1/10,
w = 1/180, Ny = 100000, Sy = 99500, Ey = 400, Iy = 100. Plote I(t)/N e
calcule os intervalos interepidémicos.

Pergunta: Por que os intervalos interepidémicos do COVID-19 diferem dos
da influenza neste modelo?

. SEIRS Sazonal para Sarampo

Use o modelo SEIRS discreto sazonal com parametros tipicos do sarampo,
com [(t) dado pela (90)), calendario escolar brasileiro, A = 0,8, ¢ = 0,5,
v = 0,000038, p = 0.000022, a = 0.00001, 0 = 1/8, v = 1/7, w = 1/730,
Ny = 100000, Sy = 99500, Ey = 400, Iy = 100. Plote I(t)/N e calcule os
intervalos interepidémicos.

Pergunta: Como a longa imunidade do sarampo (w = 1/730) influencia os
surtos em compara¢ao com a influenza?
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. SIR Sazonal para Influenza sem Demografia

Implemente um modelo SIR discreto sazonal sem demografia, com A = 0, 5,
e=0,6,y=1/5, N =100000 (constante), Sy = 99500, Iy = 500, com S(t)
dado pela (90)), calendario escolar brasileiro. Plote I(t)/N e identifique os
picos relevantes.

Pergunta: Como a auséncia de demografia altera a dindmica da influenza
em relacao ao modelo SEIRS do item 17

. SIR Sazonal para COVID-19 sem Demografia

Codifique um modelo SIR discreto sazonal sem demografia, com () dado
pela , calendario escolar brasileiro, A = 0,6, ¢ = 0,4, v = 1/10, N =
100000 (constante), Sy = 99500, I0 = 500. Plote I(t)/N e calcule os
intervalos interepidémicos.

Pergunta: Qual € o impacto da maior taxa de transmissao do COVID-19
(A = 0.6) nos picos em comparagao com a influenza do item 4?¢

. SIR Sazonal para Sarampo sem Demografia

Use um modelo SIR discreto sazonal sem demografia, com [(t) dado pela
equagao (90)), calendario escolar brasileiro e A = 0.8, ¢ = 0.5, v = 1/7,
N = 100000 (constante), So = 99500, Iy = 500. Plote I(t)/N e identifique
0s picos.

Pergunta: Por que o sarampo apresenta surtos mais intensos que o COVID-
19 neste modelo simplificado?

. SEIR Sazonal para Influenza sem Demografia

Use um modelo SEIR discreto sazonal sem demografia, com () dado pela
([90)), calendario escolar brasileiro , A = 0,4 ¢ € = 0,6, 0 = 1/2, v = 1/5,
N = 100000, Sy = 99400, Ey = 100, Iy = 500. Plote I(t)/N e calcule os
intervalos interepidémicos.

Pergunta: Como a laténcia (0 = 1/2) afeta os surtos em comparagdo com
o SIR do item 47

. SEIR Sazonal para COVID-19 sem Demografia

Implemente um modelo SEIR discreto sazonal sem demografia, com [3(t)
dado pela (90), calendério escolar brasileiro e A = 0,6, e = 0,4, 0 = 1/5,
v = 1/10, N = 100000 , Sy = 99400, Ey = 100, I, = 500. Plote I(t)/N e
calcule os intervalos interepidémicos.

Pergunta: Qual é o efeito do periodo de laténcia mais longo do COVID-19
(0 =1/5) nos intervalos interepidémicos?

. SEIR Sazonal para Sarampo sem Demografia

Use um modelo SEIR discreto sazonal, sem demografia, com h(t) dado por
, com A=0,8¢=0,50=1/8 ~v=1/7, N =100000, Sy = 99400,
Ey =100, Iy = 500. Plote I(t)/N e calcule os intervalos interepidémicos.
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10.

11.

12.

13.

14.

Pergunta: Como a combinacao de alta transmissibilidade e laténcia longa
influencia os surtos de sarampo?

SEIR Sazonal para Sarampo sem Demografia

Use um modelo SEIR discreto sazonal, sem demografia, com h(t) dado pela
([90)), calendério escolar brasileiro e A = 0.8, ¢ = 0.5, 0 = 1/8, v = 1/7,
N = 100000 (constante), Sy = 99400, Ey = 100, Iy = 500. Plote I(¢)/N e
calcule os intervalos interepidémicos.

Pergunta: Como a combinacao de alta transmissibilidade e laténcia longa
influencia os surtos de sarampo?

SEIR Sazonal com Demografia para Gripe em Péassaros

Aplique o modelo SEIR discreto sazonal com demografia para simular a
epidemia de gripe aviaria em uma populagao de um bando migratorio de
um tipo de péssaros (Ny = 10000, Sy = 9900, Ey = 50, Iy = 50) ao longo
de 10 anos. Parametros: A = 0,4, ¢ = 0,3, v = 0,0001, x = 0,00005,
a = 0,0002, 0 = 1/10, v = 1/14. Faga experimentos com h(t) similar
aquele por e também por (90), para refletir periodos de migragao (e.g.,
h(t) = 1 de margo a outubro, h(t) = 0 em outros meses). Plote I(t)/N e
calcule os intervalos interepidémicos.

Perguntas: Como a demografia e a sazonalidade de migracao afetam a per-
sisténcia da doenca entre os pdssaros? Por qué o modelo de transmissao
por frequéncia € mais adequado do que o de densidade?

Intervalos Interepidémicos no Modelo SEIRS

No problema da Atividade 1, identifique os picos de I(t), use agora o co-
mando scipy.signal.find_peaks e calcule os intervalos interepidémicos
(tempo entre picos consecutivos). Simule por 10 anos (3650 dias) para cap-
turar multiplos surtos.

Pergunta: Quais sao os intervalos interepidémicos? Como a amplitude da
sazonalidade (€) afeta esse intervalo?

Intervalos Interepidémicos no Modelo SIR Discreto (Densidade)
Utilize o modelo discreto para transmissao dependente da densidade, com
h(t) dado pela equagao e A=0,0003, ¢ =0,2,v=0,1, = 1. Simule
por 10 anos e calcule os intervalos interepidémicos.

Pergunta: Como a transmissao dependente da densidade afeta os interva-
los interepidémicos no modelo discreto em comparacao com a transmissao
dependente da frequéncia?

SEIR Continuo com Sazonalidade, sem Demografia

Utilize o modelo SEIR continuo, om h(t) dado pela equagao eA=0,3,
e=0,2,0=02 v=0,1, So = 0,9N, Ey =0, I, = 0,01N, Ry = 0,
N = 1000. Simule por 5 anos e plote I(t).
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Pergunta: Como o compartimento de expostos (E) afeta a dindmica de 1(t)
no modelo SEIR com sazonalidade e transmissao dependente da frequéncia?

SEIR Discreto com Sazonalidade, sem Demografia (Densidade)
Usando o modelo SEIR discreto, com h(t) dado pela equagao e A=0,2,
e=0,2,v=0,1, simule por 5 anos e plote I(t).

Pergunta: Como a transmissao dependente da densidade influencia a di-
ndmica do modelo SEIR discreto com sazonalidade em comparac¢ao com a
transmissao dependente da frequéncia?

SEIRS Continuo com Sazonalidade, sem Demografia

Usando o modelo SEIRS continuo, com h(t) dado pela equagao (89), A =
0,3,e=0,2,0=0,2,7v=0,1,0 =0,05, Sy = 0,99N, Ey =0, [, = 0,01,
Ry =0, N =1000. Simule por 5 anos e plote I(t).

Pergunta: Como a perda de imunidade (§) afeta a dindmica de 1(t) no
modelo SEIRS com sazonalidade e transmissao dependente da frequéncia?

Retrato de Fase S vs. I no Modelo SIR Continuo, sem demogra-
fia

No modelo SIR continuo com sazonalidade da Atividade 5, simule por 5
anos e plote o retrato de fase S(t) vs. I(t). Teste diferentes condigbes ini-
ciais: Sp = 0,99N, Iy = 0,01N, e Sy =0,5N, Iy =0,1N, Ry = 0,4N.
Pergunta: Como as condigoes iniciais afetam as trajetorias no espago de
fase do modelo SIR com sazonalidade? As trajetorias mostram comporta-
mento ciclico devido a sazonalidade?

Retrato de Fase F vs. [ no Modelo SEIR Discreto (Densidade),
sem Demografia

No modelo SEIR discreto com sazonalidade da Atividade 7, simule por 5
anos e plote o retrato de fase F(t) vs. I(t). Teste diferentes valores de e:
e=0,1,e=0,2,e=0,3.

Pergunta: Como a amplitude da sazonalidade (1) afeta as trajetorias no
espaco de fase B vs. 17

Equilibrio Epidémico no Modelo SEIRS Continuo (Frequéncia)
No modelo SEIRS continuo da Atividade 16, simule por 20 anos (7300 dias)
para alcangar o equilibrio epidémico. Registre os valores médios de S, F,
I, e R nos ultimos 5 anos (média sobre os ciclos sazonais).

Pergunta: O modelo SEIRS com sazonalidade exibe um equilibrio epidémico
estavel?

Pontos de Equilibrio no Modelo SIR Continuo (Densidade), sem
Demografia

No modelo SIR continuo com sazonalidade dada pela equagao e trans-
missao dependente da densidade (3(t)ST), determine o tempo para que
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21.

22.

23.

24.

25.

ocorra o equilibrio livre de doenc¢a (ELD): I =0, S = N, R = 0. Simule
com Iy =0, Sg = 1000, Ry =0, A =0,0003, ¢ =0,2, v = 0,1, por 5 anos.
Em seguida, introduza Iy = 10 e simule novamente.

Pergunta: O ELD é estdavel no modelo SIR com sazonalidade e transmissao
dependente da densidade? O que acontece quando introduzimos infecciosos?

Bifurcagao no Modelo SEIR Continuo sem Demografia

No modelo SEIR continuo sazonal, com 5(t) dado por (90), varie A de 0.05
a 0.5 em incrementos de 0.01, com ¢ = 0.4. Para cada valor, simule por 10
anos, registre o valor maximo e minimo de /(t) nos ultimos 5 anos (apds o
transiente), e plote Iax € iy contra A.

Pergunta: O modelo SEIR com sazonalidade exibe comportamento de bifur-
cacao a medida que By aumenta? Como a sazonalidade contribui para esse
comportamento?

Bifurcagao no Modelo SEIRS Discreto, sem demografia (Densi-
dade)

Utilize o modelo SEIRS discreto para transmissao dependente da densidade,
com f(t) dado por (89), e =0,2, 0 =0,2, y=0.1, § = 0,05, = 1. Varie A
de 0,0001 a 0,0005 e plote o diagrama de fase de I(t) x S(t).

Pergunta: O modelo SEIRS discreto com transmissao dependente da densi-
dade exibe bifurcacao? Como isso se compara com o modelo continuo?

Sensitividade de Parametros no Modelo SIR Continuo sem De-
mografia

No modelo SIR continuo sazonal da Atividade 4, varie e: € = 0,1, e =0, 2,
e = 0,3. Simule por 5 anos e calcule o pico médio de I(t) (média dos picos
anuais). Plote o pico médio contra .

Pergunta: Como a amplitude da sazonalidade (€) afeta a severidade dos
surtos no modelo SIR continuo? Isso € esperado?

Sensitividade de Parametros no Modelo SEIR Sazonal Discreto
(Densidade)

No modelo SEIR discreto sazonal, com fS(t) dado por (90), A = 0,0002,
e=0,3varie o: 0 =0,1, 0 =0,2, c =0,3. Simule por 5 anos e calcule o
intervalo interepidémico médio. Plote o intervalo contra o.

Pergunta: Como a taxa de incubagao (o) afeta os intervalos interepidé-
micos no modelo SEIR sazonal discreto com transmissao dependente da
densidade? Por que isso ocorre?

Comparacao de Transmissao Frequéncia vs. Densidade no Modelo
SEIRS Continuo

No modelo SEIRS continuo sazonal com ((t) dado por (90), implemente
duas versdes: uma com transmissio dependente da frequéncia (3(t)S<) e

outra com transmissao dependente da densidade (8(t)SI). Use A = 0,3
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(frequéncia), A = 0,0003 (densidade), e = 0,2, 0 = 0,2,y =0,1, 6 = 0, 05.
Simule por 5 anos e calcule os intervalos interepidémicos e os picos de I(t).
Pergunta: Como a forma de transmissao (frequéncia vs. densidade) afeta
os intervalos interepidémicos e a severidade dos surtos no modelo SEIRS

com sazonalidade dada pela equacao ?

13 Modelo SI Logistico Misto com Sazonalidade

13.1 Descricao do modelo

Como observou Ryder [73], nos modelos mais béasicos apropriados ao estudo de
doengas em populagoes animais, tais como relagoes hospedeiro-parasita, a taxa
de transmissao aumenta linearmente com a densidade da populagao. No caso de
transmissao direta, tal suposi¢ao é equivalente a supor que a taxa de contatos
entre hospedeiro e parasitas é proporcional a densidade populacional. Um dos
refinamentos mais simples para tal modelo é supor que héa, adicionalmente, uma
componente de transmissao dependente da frequéncia. Em tal modelo, a compo-
nente dependente da frequéncia torna-se importante quando a densidade popula-
cional torna-se baixa. Similarmente, a componente de transmissao dependente da
densidade torna-se dominante quando a densidade populacional aumenta. Uma
descri¢ao de casos reais nos quais tal modelo é aplicavel pode ser encontrada em
[73] e referéncias relacionadas. Ryder, em especial, estudou um modelo SI (Sus-
cetivel-Infectado), logistico, ndo sazonal, demogréfico, que descreve a dinamica
de uma populacao onde os individuos infectados nao tém possibilidade de recu-
peragao.

Faremos aqui uma generalizacao desse modelo heterogéneo adicionando a com-
ponente da sazonalidade no termo de transmissao dependente da densidade. Em
outras palavras, apresentaremos um modelo SI com as caracteristicas:

e Dois compartimentos somente: suscetiveis (S) e infectados (I).
e Logistico: o sistema tem limite de suporte para a populacao.

e Demografico: temos nascimentos, mortes por varias causas e mortes indu-
zidas pela doenca.

e Sazonal: a taxa de infec¢ao é dependente do tempo, periddica.

e Transmissao dependente da frequéncia e da densidade: o modelo é hetero-
géneo na transmissao da doenga, dependendo da frequéncia de contatos e
ou densidade da populagao.

Tal modelo de transmissao mista ¢ aplicavel a doengas sexualmente transmis-
siveis (DSTSs) em certas espécies de hospedeiros e parasitas, quando os indivi-
duos possuem tipicamente um comportamento reprodutivo dependente tanto da
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frequéncia como da densidade (veja, por exemplo, [85]). Novamente, suporemos
uma transmissao dependente da frequéncia, ou seja, proporcional & fracao de in-
dividuos infectados na populacao, com um termo sazonal. Aqui o tamanho da
populagao é dado por

N(t)=S(t)+ I(t), (96)
sendo S(t) e I(t) o namero de individuos suscetiveis e infectados, respectivamente,
na populagao. O diagrama de blocos do modelo ¢ mostrado na Figura [57]

E¢'L
v

ch—)I

<---

b v

Figura 57: Modelo SI logistico, com sazonalidade e demografia.

Os fluxos nessa figura sao:

dg ;= (% + ﬁdc(t)> ST, (97)

¢L=N<V—%N>7 ¢ps=nS, ¢r=(a+pl, (98)
onde os parametros sao definidos como:
e v: Taxa de natalidade intrinseca por individuo (em dias™'),
e ;: Taxa de mortalidade natural por individuo (em dias™!),
e K: Capacidade de suporte da populagao (nimero maximo de individuos),
e [3;: Taxa de transmissdo dependente da frequéncia (ndo sazonal, em dias™),
e (34 Taxa de transmissio dependente da densidade (sazonal, em dias™'),

e ¢(t): Fungao sazonal que modula a transmissdo dependente da densidade,

e «: Taxa de mortalidade adicional devido a infecgao (em dias™!).
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As correspondentes equacoes de diferencas sao:

SnJrl = Sn - (I)S%I + ((bL - (,bS) ) (99)
[n—i-l - [n + (I)S—ﬂ - ¢I> (100>

ou, usando e ,

K N,
o = Iy (R clt)) Sul = (1, (102
Npy1 = Sny1 + Ingr - (103)

com Sy = Ny — I.

Em termos de equacoes diferenciais, temos:

B v (y _ W) - (% + ﬁdc@)) SI - us, (104)
% = (% + ﬁdc(t)) ST — (u+ a)l, (105)
N—S+T, (106)

com S(0) = N(0) + I(0). E interessante notar que a equacio se reduz a
forma usual da equagao do crescimento logistico sem doenga (S = N, 84 = 0,
By = 0) [18]. Usaremos o seguinte modelo anual para a fungdo c(t) que define a
sazonalidade da transmissao:

o) = o oxp <_(t — 365[¢/365] — timax) ) |

503 (107)

sendo ¢ o desvio padrao da curva (largura) e ., a altura da fungao gaussiana.
Como exemplo, implementamos no arquivo SI1.ipynb do repositorio [74], as
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equagoes diferenciais (104]) e (105)). Usando parametros especificados a seguir:

By = 0.07
Bq = 0.0007
@ = 0.008
v =10.022
K = 20000
co=12.9
tmae = 211
o =35
a=0.01
Ny = 10000
Iy = 27%
T = 3 anos

obtemos as saidas mostradas na Figura 58 Notamos aqui, no diagrama de fase
a existéncia de um ciclo limite, correspondente a fase de oscilagoes estacionarias
de I(t) e N(t) (estado assintotico oscilatorio).

Uma anéalise de sensibilidade simples do modelo com relagao a variacao dos pa-
rametros é realizada em Python no arquivo SI2.ipynb no repositorio [74]. Nesse
arquivo podem ser postadas as sensibilidades univariadas de todos os parametros
em forma grafica. Como exemplo, mostramos como varia N(¢) quando variamos
a taxa de natalidade v na Figura 59,
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Figura 58: Graficos para o modelo SI logistico, com sazonalidade e demografia.
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Impacto da variacao de v em N(t)

16000 -
14000 -
12000 A
10000 -
£ 8000+
6000 -
4000 4 — v =0.0110
—— v=0.0192
2000 4 — v =0.0275
— v=0.0358
04 — v=0.0440
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

t (anos)

Figura 59: Sensibilidade de N(t) relativamente a taxa de natalidade v no modelo
ST logistico, com sazonalidade e demografia.
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13.2 Atividades: Modelo SI Misto em Python

Nos problemas abaixo, use o modelo de transmissao dependente da frequéncia, a
menos que mencionado ao contrario.

1.

Implementagao Numeérica do Modelo SI Logistico com Sazonali-
dade

Implemente o modelo SI logistico com sazonalidade (equagoes diferenciais)
utilizando os parametros apresentados na secao e simule por 4 anos. Exiba
graficamente as curvas de S(t), I(t) e N(t).

Pergunta: Os resultados obtidos sao consistentes com o esperado? Discuta
0s comportamentos observados.

Analise Discreta vs Continua

Utilizando as equacoes de diferencas apresentadas, simule o modelo por 4
anos e compare com o resultado obtido pela resolucao numérica das equa-
¢oes diferenciais.

Pergunta: Quais as principais diferencas observadas entre as abordagens
continua e discreta?

Analise de Sensibilidade ao Parametro j,

Varie o parametro S, (0.0003, 0.0007, 0.0011) e simule o modelo por 3 anos.
Plote as curvas obtidas para I(t).

Pergunta: Como o aumento da componente dependente da densidade afeta
a dindmica da infecgcio?

. Impacto da Componente Dependente da Frequéncia

Fixando f; = 0, varie o parametro [y em trés valores (0.05, 0.07, 0.09).
Simule e compare as curvas de infectados I(t) para 3 anos.

Pergunta: O que acontece com a dindmica da infec¢ao quando eliminamos
a transmissao dependente da densidade?

Exploracao do Termo de Mortalidade pela Infeccao («)

Realize simulagoes variando o pardmetro « em trés niveis diferentes (0.005,
0.01, 0.02). Compare graficamente as populagoes infectadas apos 3 anos.
Pergunta: Como a mortalidade adicional pela doenga impacta a persisténcia
da infec¢ao na populacdo?

. Influéncia da Capacidade de Suporte (K)

Varie o valor de K para 10000, 20000 e 30000. Simule por 3 anos e apresente
as curvas populacionais totais N (t).

Pergunta: Como a capacidade de suporte influencia a dindmica global da
populagao no modelo SI logistico?

Impacto do Parametro de Mortalidade Natural (u)
Varie p em trés niveis distintos (0.004, 0.008, 0.016) e simule o modelo por
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10.

11.

12.

13.

14.

3 anos. Compare graficamente os resultados para S(t) e I(t).
Pergunta: Que efeito tem a mortalidade natural sobre a propagac¢do da do-
enc¢a no modelo SI sazonal?

Sensibilidade a Sazonalidade (Amplitude c)

Utilize trés valores diferentes para cq (1.5, 2.9, 4.3) e analise graficamente
as curvas obtidas para I(f) em simulagdes de 3 anos.

Pergunta: Qual € o efeito da intensidade sazonal na dindmica de infec¢ao
do modelo?

. Mudancga da Epoca do Pico de Sazonalidade (%,4,)

Simule o modelo variando t,,,, (150, 211, 270 dias) durante 3 anos. Avalie
graficamente como isso afeta a dindmica da populacao infectada.
Pergunta: A época do pico sazonal tem efeito significativo na dindmica de
longo prazo da infeccio?

Efeito da Largura do Pico Sazonal (o)

Varia o parametro o (15, 35, 60 dias) e realize simulagdes por 3 anos.
Compare graficamente as populagoes infectadas obtidas.

Pergunta: Como a largura temporal da func¢ao sazonal influencia a dindmica
dos surtos anuais?

Modelo SI Sem Sazonalidade vs Com Sazonalidade

Realize uma simulagao comparativa utilizando o modelo SI sem sazonali-
dade (fixando S4c(t) = 0) e com sazonalidade (¢ = 2.9). Compare os
resultados ap6s 3 anos.

Pergunta: Quais sao as principais diferencas entre um modelo sazonal e
nao sazonal em termos da dindmica populacional de infectados?

Investigagao do Termo Logistico na Dindmica da Populagao
Anule o termo logistico (fazendo v = i) e compare a dinaAmica populacional
resultante ao modelo logistico original.

Pergunta: Qual € o impacto de eliminar o crescimento logistico sobre a
estabilidade da populacao no longo prazo?

Avaliagao da Importancia Relativa da Frequéncia e da Densidade
Utilize um método grafico ou numérico para determinar qual termo (frequén-
cia ou densidade) domina a dindmica de infecgao sob diferentes regimes po-
pulacionais (N baixo, intermediério, alto).

Pergunta: Como os regimes populacionais influenciam a domindncia rela-
tiva dos termos de transmissao?

Influéncia Combinada da Sazonalidade e Mortalidade Induzida
pela Doencga
Varie simultaneamente ¢y e « e investigue numericamente qual combinagao
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gera maior oscilacao na populacao infectada.
Pergunta: Ha algum cendrio em que as oscilagoes populacionais tornam-se
cadticas ou altamente instdveis?

14 Consideracoes Finais

A modelagem de epidemias é uma area de estudo que conecta matemética apli-
cada, biologia, ciéncia da computacao e politicas publicas. FEste trabalho, ao
apresentar um guia didatico para o uso do Insight Maker e de modelos discretos
e continuos em Python, oferece acesso a ferramentas de simulagao epidemiologica
a professores, estudantes e pesquisadores que nao necessariamente tém conhe-
cimento sobre a teoria de equacoes diferenciais. Por meio de uma abordagem
pratica e visual, exploramos conceitos complexos de dinamica de doencas infec-
ciosas, aplicaveis a populacoes humanas e sistemas ecologicos.

Este trabalho, na forma de tutorial, é dedicado a professores de ensino bésico,
alunos de graduagcao e profissionais de ciéncias bioldgicas. Ele apresenta com de-
talhe a construgao de modelos epidémicos usando modelagem baseada em agentes
(MBA) e modelagem baseada em equagoes, em particular modelos compartimen-
tais na forma discreta, usando equagoes de diferencas e continua, usando equagoes
diferenciais.

O professor, ao usar o presente material, pode optar por:

e Uma abordagem simples, que consiste em construir modelos que descreve
séries temporais para variaveis compartimentais por meio do Insight Maker
e equacoes de diferengas em Python. O objetivo aqui é descrever séries tem-
porais para a evolu¢ao do nimero de individuos em cada compartimento.
Mesmo em tal abordagem, modelos envolvendo demografia, sazonalidade e
miultiplos compartimentos podem ser estudados.

e Uma abordagem mais matematica, que envolve equagoes de diferencas (mo-
delos discretos) e/ou equagoes diferenciais (modelos continuos), na qual
conceitos como surto epidémico, intervalo interepidémico, equilibrio endé-
mico, diagramas de fase, ponto fixo, atratores, equiibrio estével e instavel,
bifurcacao e caos, sao estudados.

O estudo de modelos compartimentais apresenta aqui uma discussao detalhada
dos conceitos de transmissao baseada em frequéncia e densidade e suas diferen-
¢as, um assunto cuja abordagem na literatura pode ser confusa para o iniciante.
Embora muitos resultados obtidos nesse trabalho sejam inéditos, eles podem ser
considerados como exercicios, resultantes de algumas dentre as vastas combina-
¢Oes possiveis de caracteristicas de modelos epidémicos. Nosso objetivo é fornecer
ao leitor as ferramentas que podem ser utilizadas em diferentes situacoes préati-
cas. As diversas atividades propostas ao fim de cada exposicao de modelo sao
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sugestoes para uma iniciagao a pesquisa por parte dos alunos.

As construgoes utilizadas em Insight Maker estao cuidadosamente detalhadas e
os codigos em Python, cuja construcao nao foi explicada passo a passo no texto,
estao disponiveis no repositorio Github em [74]. Todos os resultados numéricos
aqui obtidos podem ser reproduzidos e os cdédigos modificados ou melhorados
para novas investigagoes.
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