Trés propostas de atividades para o

professor do Ensino Basico



APRESENTACAG

Caro leitor,

Este Produto Educacional é parte da dissertacdo de mestrado intitulada "Uma
investigacao historica acerca de trés grandes marcos no desenvolvimento da
matematica", desenvolvida no Mestrado Profissional em Rede Nacional (PROFMAT)
da Universidade do Estado de Santa Catarina, sob a orientacdo da Prof® Dr? Elisandra
Bar de Figueiredo.

O objetivo desse material é oferecer ao professor do Ensino Basico algumas
sugestdes de atividades em trés diferentes contextos: o sistema de numeracao indo-
arabico, a descoberta dos irracionais e a completude dos reais.

O produto foi dividido em 3 propostas e cada uma delas aborda um dos trés
contextos citados. Assim sendo, a Proposta 1 apresenta sugestdes de atividades a
respeito do sistema de numeracdo indo-arabico, a Proposta 2 trata sobre a
descoberta dos irracionais e a Proposta 3 trabalha com a questao da completude
dos numeros reais.

Cada uma das trés propostas possui contexto historico, teoria, exemplos e atividades
para os alunos. Além disso, ao final de cada uma delas, ha uma secdo destinada ao
professor com sugestdes de respostas aos exercicios propostos. Ao final, estao
dispostas as referéncias utilizadas para a construcao das trés propostas.

Sinta-se a vontade para utilizar o material disposto da forma que achar conveniente,
tanto integralmente quanto em partes, se assim preferir!

Ana Carolina Vila do Amaral
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PROPOSTA 1

O SISTEMA DE NUMERACAO
INDO-ARABICO



O SISTEMA DE NUMERAGAO INDO-ARABICO

"O homem desde o principio, mesmo que de forma intuitiva, 3 se
preocupava em ordanizar e quantiﬁcar objetos e animais campestres para sua
subsisténcia”.

(RUIS, 2014, p. 19)

O sistema indo-arabico, composto pelos dez algarismos

0,1,2,3,456,7,8¢e9

teve sua forma modificada ao longo do tempo, até culminar no modelo que

utilizamos atualmente, conforme mostrado na Figura 1.

Figura 1 - Evolugdo dos algarismos indo-arabicos

Evolution of Hindu-Arabic numerals ‘_ — E‘:F' r (p 7- L) "')‘

Brahmi, 1st century ce

N238YCIVG o]

Indian {Gwalior}, 9th century

l
122-=562Z9 IFFIFoY VA RRIBYCOTCO

West Arabic (Gobar), c. 11th century East Arabic, €. 11th century Sanskrit Devanagari, Indian,

c. 11th century
(123066899

15th century

Y
1234567890

16th century (Direr)

@ 2006 Encyelopadia Britannica, Inc.

Extraido de: Rodrigues (2013, p. 34)

Além dos indo-arabicos, no decorrer da histdria, outros algarismos
foram criados a fim de suprir a necessidade de contagem, como 0S

hierdglifos egipcios (Quadro 1) e os gregos alfabéticos (Quadro 2).



O sistema de numerag3o egipcia surdiu por volta de 3000 a.C. Utilizavam
elementos da fauna e da flora nil6tica, provando que a escrita foi
desenvolvida nas margens do Nilo. Eles reproduziam seus algarismos
esculpindo-os com cinzel e martelo em monumentos de pedra ou com
canico, molhado em colorante, em rochas, cerdmicas ou folhas de papiro.

(IFRAH, 1997)

Quadro 1 - Algarismos hierdglifos egipcios

Simbolo egipcio Numero decimal
I 1
N .
9 100
X 1.000
10.000
100.000
X
5% 1.000.000

Adaptado de: Ifrah (1997, p. 342)



A numeragio grega surdiu por volta de 3300 a.C. Utilizava vinte e sete

sinais, dentre os quais estavam as vinte e quatro letras do alfabeto grego e os

trés sinais alfabéticos (digama, kopa e san), e os dividia em trés classes

numéricas (unidades, dezenas e centenas).

(IFRAH, 1997)

Quadro 2 - Algarismos gregos alfabeticos

UNIDADES DEZENAS CENTENAS

A a | alfa 111 t | iota 0] P ro 100
B p | beta 21 K « |kapa 201z sigma 200
' vy | gama 3 1A 2 |lambda 30 T t |tau 300
A 5 |delta 4 1M u|um 401 Y v | upsilon 400
E € | épsilon 51N v |nu 50 @ ¢ | phi 500
F F | digama* 6l E & |Ksi 60 X x | khi 600
Z 7 | zeta 71 0 o | dmicron 01y o |psi 700
H 17 |eta 8|0 = |pi 80 @ w | O6mega 800
® 0 |teta 910Q ¢ |kopa NLD 3y |san 900
* Nos manuscritos bizantinos, esse algarismo € indicado por g, condensado de
sigma e de tau. Os gregos de hoje, que conservaram o alfabeto cifrado para
alguns usos particulares (um pouco como nos para os algarismos romanos)
chamam-no stigma.

Adaptado de: Ifrah (1997, p. 467)
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/1. Imagine que voce viva em uma grande fazenda e precise \
registrar a quantidade de ovelhas que possui. Determine o nimero
de ovelhas presentes na sua fazenda e escreva este numero
utilizando algarismos:

a) indo-arabicos

b) hieroglificos gregos

C) gregos alfabéticos

T — — — — — — — — — —

/
\ /
N ~ — o — o — e —— — e ——— — e d
//—-—ﬁz —————————— \"—ﬁ—"\\
/ o . N\
/ 2. O gque ocorre em cada caso se a posicao dos algarismos for \
alterada? \‘
| a) indo-arabicos ,
I I
I I
[ I
I |
ieroglificos gregos
| b) hi lifi |
I I
\ \
I I
| |
: C) gregos alfabéticos ;
I [
\ )
\ /
\ /
AN /
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Ve N\
3. Entre os trés sistemas de algarismos apresentados, qual deles é o

(
| mais simples de ser utilizado e por qué?
I
I
I
I
I

\
I
I
I
I
I
I
)

A ideia de sistema posicional contribuiu para que o sistema indo-
arabico, utilizado atualmente, tenha se popularizado. Logo, a partir dos dez
algarismos existentes, e possivel representar toda a numeragao escrita,

simplesmente trocando-os de posicao.

“por meio de um ndmero muito reduzido de algarismos de base, ela permite
[...] uma representacio simples e perfeitamente racional de qualquer
namero, por maior que sejfa”.

(IFRAH, 1997, p. 676)

A adogcdo do sistema decimal posicional auxiliou ndo sé na
representacdo dos numeros escritos, como também na aritmeética, bastando
apenas aprender as tabelas de adigdo e multiplicagdo de dois numeros

quaisguer em uma determinada base.

A base decimal se sobrepde 3s outras pois 3 sua quantidade de algarismos é
mais fcil de ser decorada, além de evitar consideraveis repetices de simbolos.

(IFRAH, 1997)



“[...] qualquer inteiro b maior do que 1 pode servir de base de um
sistema posicional [...]1. Em um tal sistema necessitaremos de b simbolos
ou algarismos distintos, cujos valores principais sjo O, 1, 2, ..., b~ 1.
Mover um algarismo uma casa para a esquerda significara multiplicar seu
valor por b, e mové-lo uma casa para a direita [...1 significard dividir seu
valor por A".

(AABOE, 2013, p. 15-16)

Sabe-se que, no sistema posicional utilizado atualmente, adotamos

a base decimal, ou seja, b = 10. Na base 2 temos que b = 2 e, portanto,

esta base necessita de 2 simbolos distintos: 0 e 1. Este sistema posicional

¢ chamado binario e possui ampla utilizacdo na linguagem computacional,
pois a maquina compreende apenas os valores 0 (desligado) e 1 (ligado).

A base binaria utiliza apenas os algarismos 0 e 1, e a base ternaria,

por sua vez, utiliza os algarismos 0, 1 e 2. A sequéncia dos numeros nestas

bases é da forma:

Decimal 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Binaria 0 1 10 11 | 100 | 101 | 110 | 111 | 1000 | 1001
Ternaria 0 1 2 10 11 12 20 21 22 100

Vocé ja aprendeu na escola como realizar a adicdo e a multiplicacdo
entre numeros da base decimal. A seguir, apresentamos as tabelas de
adicdo e multiplicacdo das bases binaria e ternaria, ou seja, para b = 2 e
para b = 3.



Tabela de adicdo da base binaria

+ | 0
00
1|1

Tabela de multiplicagdo da base binaria

x |0
0|0
1|0

Tabela de adicdo da base ternaria

+(0 1 2
o0 1 2
1 (1 2 10
2|2 10 11

Tabela de multiplicacdo da base ternaria

x| 0 1 2
00 0 O
110 1 2
2 |0 2 11

No exemplo a seguir, mostramos como obter a sequéncia de nimeros

nas bases 4 e 5. Este método pode ser utilizado para qualquer base.

Na sequéncia, propomos que vocé construa as tabelas de adicdo e

multiplicacdo das bases 4 e 5.

Inicialmente, devemos definir quais

algarismos irdo compor estas bases. Para a base 4, os algarismos utilizados

serao 0, 1, 2 e 3; para a base 5, os algarismos utilizados serao 0, 1, 2, 3 e

4.



Exemplo 1: Como obter a sequéncia de numeros da base 4 e da
base 57

e Escrevemos a sequéncia de numeros decimais que ja
conhecemos:
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 |11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19
20 |21 |22 |23 |24 |25 |26 |27 |28 |29

e Os nUmeros na base 4 possuem apenas os algarismos 0,
1, 2 e 3. Eliminamos o0s numeros da sequéncia que
possuem algarismos ndo pertencentes a base 4:

0 1 2 3
10 |11 |12 |13
20 |21 |22 |23

Assim, a sequéncia de numeros da base 4 é:
0,1,2,3,10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 23, ...

e Na base 5, temos apenas os algarismos 0, 1, 2, 3 e 4.
Procedemos da mesma forma, eliminando os nimeros que
possuem algarismos nao pertencentes a base 5:

0 1 2 3 4
10 (11 |12 |13 |14
20 |21 |22 |23 |24

Assim, a sequéncia de numeros da base 5 é:
0,1, 2,3,4,10, 11, 12, 13, 14, 20, 21, 22, 23, 24, ...
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/ 4. Relacione os numeros da base decimal com os numeros das \

bases 4 e 5, seguindo o método do Exemplo 1.

Decimal Base 4 Base 5
0

O| O N| O U] M| W| N| —=

—
~_"_————__—-_,———-—"————-—/

—
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[
w

—
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[
N

—
(00}

—
O
~
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7 N
{/ 5. Construa a tabela de adicdo da base 4. \)
I l
l' + 0 1 2 3 ll
l 0 l
\ I
[ 1 l
| |
| 2 |
l 3 |
\ |
\ /

N e — e — —_——

;- - T - " "F"—""""=—""="”""—"—"”"—"— AN
(/ 6. Construa a tabela de multiplicacdo da base 4. \

|
! |
: X 0 1 2 3 |

l
| 0 \
| 1 [
| \
I 2 |
| [
\ . |

— T e — e T T e e s e — e, P e, T e — —
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Ve N
/7. Construa a tabela de adicao da base 5. \\
I
{ + 0 1 2 3 4 {
| 0 I
I I
\ . |
| I
I 2 |
| 3 |
I |
I 4 I
\ /
\ /
\\,. _______ ——— — — e — /\__//
//'—"—’—“‘—"\" ————————— /\\\
/ 8. Construa a tabela de multiplicacao da base 5. \
I |
I
| X 0 1 2 3 4 :
I I
| 0 |
I 1 |
I I
I 2 I
I |
| 3 \
| I
I 4 I
\ /
\ /
N . _7

Agora que as tabelas de adicao e multiplicacdao das bases 4 e 5 foram

desenvolvidas, podemos realizar operacdes entre numeros destas bases.
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/ 9. Efetue as operacdes abaixo. \
a) (3012)4 + (231)4

b) (2033)4 x (13)4

_— T T e —— — — . — — T e ,——/

C) (4310)s + (1442)s

—_—

d) (1441)s x (42)s

/——__—_—_ — T T e — — — — — — — - . T T o S e — S — — — — _-—_\
— — — — — — T — — — — — —— — T— —



14

No Exemplo 1, descobrimos como obter a sequéncia de nimeros nas
bases 4 e 5 para preencher a tabela do Exercicio 4 e, em seguida, para
realizar operacdes entre estes numeros. Este método funcionou pois

buscavamos correspondentes de nimeros pequenos.

Reflita...

E viavel utilizar o método apresentado para encontrar nimeros

maiores, como 84652, por exemplo, nas bases 4 e 5?

O metodo descrito a seguir converte a base de um numero decimal,
ou seja, relaciona um numero em uma base qualguer b > 1 com o seu

correspondente na base 10.

a) Encontrar o representante decimal Y de um nUmero X na base b.

(X)o = (V)10

Multiplique o algarismo da unidade de X por b9;
Multipligue o algarismo da dezena de X por b?;

Multiplique o algarismo da centena de X por b?;

el

Continue o processo ate multiplicar todos os algarismos de X pela
poténcia de b correspondente;

5. A soma destas multiplicagbes e Y.
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Exemplo 2: Determine o representante decimal do numero (1472)s.

2x80=2x1=2

7 x8 =7x8=56

4 x 82 =4x64=256

1 x8 =1x512=512
2 + 56 + 256 + 512 = 826

O representante decimal de (1472)s € o nimero 826.

b) Encontrar o representante S na base b de um niUmero T na base decimal

(M1 = (S)o

. Divida o numero T pela base b. O resto desta divisdo € a unidade do

numero na base b;

Divida o quociente obtido em 1 pela base b. O resto desta divisdo é
a dezena do numero na base b;

Divida o quociente obtido em 2 pela base b. O resto desta divisao é
a centena do numero na base b;

Continue o processo até que o quociente obtido seja 0;

A concatenacdo dos restos das divisOes, de baixo para cima, € S.



Exemplo 3: Determine o representante na base 15 do numero

decimal 6720.

6720 15

- 6720

0

15

448 15
- 435 29
13 - 15

-0

15

Suponha que a correspondéncia entre os algarismos da base 15

e 0s algarismos da base decimal sao dados conforme a tabela a

seguir. Observacdo: para bases maiores que 10, é usual utilizar

letras do alfabeto para representar os algarismos maiores do gue

9.

Decimal | Base 15
0 0
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6
/ /
8 8
9 9
10 A
11 B
12 C
13 D

16
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Logo, o representante na base 15 do numero decimal 6720 é (1EDO)is.

Um modo simples de efetuar a mudanca de base entre dois nimeros
em duas bases diferentes de 10 € converter o numero dado para a base

decimal, para em seguida converté-lo para a base desejada.

— — — e e e e T e e T e T T e e

~
7 N

7/
,» 10. Encontre o representante de (3012)s na base 8. \

~

Passo 1: encontre o representante de (3012)s na base decimal.
Passo 2: encontre o representante na base 8 do numero obtido

no Passo 1.

= o — — — — e — — e ey S—
e = ’—\/—~_—_——————_’—~—_~/
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// A
/ 11. Em que base se tem... \
[ a)3x3=10? \\
: |
| [
| I
\ l
, b) 3 x 3 =112 |
| l
\ I
| |
! l
| C)3 x3=127 ’
| \
| |
| [
\ //
\ /
\\___N/ ____________ ,___,//
e —T T T
/ 12. Determine b de maneira que 79 = (142)s. \\
( \
\ I
, l
| |
, |
\ |
, |
, |
\ |
I \
‘ |
\ [
, |
, I
\ )
\ /
\ /
e

S— — — — — — —
— — —_— —_— e — = — — — T ey



/—_ﬁ_’——\____—’-——_§/——___—§_/\_—~_——§__——_-—__.—_\

N

19

—
e ~N

AN
/

13. Expligue o trugue: Pede-se a uma pessoa que pense num \
numero de dois algarismos. Solicita-se entdo a ela para
multiplicar o algarismo das dezenas do numero pensado por 5,
somar 7, dobrar, somar o algarismo das unidades do numero
original e anunciar o resultado. Subtraindo-se 14 desse resultado,

descobre-se 0 numero pensado.

\—.——___—-—_—_ — T T e — o — T e — — — — — — _/—‘_—.—/



Para o professor:

1. No primeiro item, o aluno definird o numero de ovelhas que
possui em sua fazenda. Exemplo: 38. A partir dai, ele irad verificar
no Quadro 1 a correspondéncia dos algarismos. Exemplo: N N N
| | | | | | | | Parao Ultimo item, novamente o aluno ird
fazer a correspondéncia com os algarismos, desta vez tomando

como base o Quadro 2. Exemplo: An.

2. Neste item, é importante lembrar o aluno de que o sistema
indo-arabico é posicional e, por isso, a ordem dos algarismos
altera o seu valor. Por outro lado, o sistema de numeragao egipcio
¢ aditivo e, assim como a soma de duas parcelas, a ordem ndo
interfere no resultado. Por fim, no sistema de numeracao grego
alfabético, as unidades, dezenas e centenas ja possuiam
algarismos proprios e, portanto, ndo faz sentido alterar a ordem

dos seus algarismos.

3. O aluno tende a inferir, com base nos itens 1 e 2, que o sistema
de numeracao indo-arabico € o mais pratico de ser utilizado, pois
possui @ menor quantidade de algarismos a serem decorados, ja
que é um sistema de numeragao posicional e cada um dos dez
algarismos pode ser reutilizado para expressar um valor

especifico.

20




Decimal Base 4 Base 5
0 0 0
1 1 1
2 2 2
3 3 3
4 10 4
5 11 10
6 12 11
7 13 12
8 20 13
9 21 14
10 22 20
11 23 21
12 30 22
13 31 23
14 32 24
15 33 30
16 100 31
17 101 32
18 102 33
19 103 34
20 110 40

21




22

10
11

12

10
11

12
21

10
11
12
13

10

10
12

10
11

12

10
11

10
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8.
X 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 11 13
3 0 3 11 14 22
4 0 4 13 22 31

9. Para este item, é preciso utilizar as tabelas criadas nos itens

anteriores.
a) (3012)4 + (231)4

b) (2033)4 x (13)a

2 0 3 3

X 1 3

1 2 2 3 1

2 0 3 3 +

3 3 2 2 1

C) (4310)s + (1442)s

4 3 0

+ 1 4 4 2

1 1 0 2




d) (1441)s + (42)s

1 4 4 1

X 4 2

4 3 2

1 2 4 1 4 +
1 3 3 1 2 2

10. Passo 1:

e 2x50=2x1=2

e 1 x5l=1x5=5

e 0x52=0x25=0
3 x53=3x 125 = 375
e 2+5+0+375=382

O representante decimal de (3012)s € o numero 382.

Passo 2:
382 8
- 376 47 8
6 -40 5] 8
7 -0 0
5

O representante na base 8 do numero decimal 382 € (576)s.
Desta forma, (3012)s = (576)s.

11. Neste item, pode-se sugerir aos alunos que encontrem qual
0 Nono numero da sequéncia em bases pequenas, assim como
feito no Exemplo 1.

a) Base 9

b) Base 8

C) Base 7

24




12. Basta aplicar a técnica descrita no item a). Logo,
2xb0+4xbt+1xb2=79
b2+ 4b +2=79
b2+ 4b-77=0
O problema agora resume-se a resolver uma equacgao de segundo
grau. Teremos que b = - 11 ou b = 7. Como a base de um

nimero deve ser sempre maior do que 1, concluimos que b = 7.

13. Traduzindo o trugue em expressao matematica, temos:
e Pede-se a uma pessoa gque pense num numero de dois
algarismos: digamos ab
e Solicita-se entao a ela para multiplicar o algarismo das
dezenas do numero pensado por 5: 5a
e Somar /:5a+7
e Dobrar: 2 x (5a + 7)
e Somar o algarismo das unidades do numero original:
2xBa+7)+0b
e Subtraindo-se 14 desse resultado: 2 x (5a +7) + b - 14
A expressao encontrada pode ser simplificada:
2x(5a+7)+b-14
10a+14+b-14
10a+34 +b—24
10a + b
Perceba que 10a + b é o nimero pensado, sendo apenas uma

forma diferente de representa-lo.
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PROPOSTA 2

A DESCOBERTA DOS
IRRACIONAIS
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A DESCOBERTA DOS IRRACIONAIS

Pitagoras foi um ilustre matematico nascido por volta de 572 a.C., na

Grécia.

Figura 1 - Pitagoras

Extraido de: Eves (2011, p. 98)

Sua filosofia tinha como principio o pensamento de que a base do
homem e da matéria sdo os nimeros inteiros, ja que tudo o que existe no

mundo concreto é contado utilizando este conjunto de nimeros.

— — T et e e e e, T e o T e e e e e e e — — — =,

/

1. Dé exemplos do seu dia a dia que contra-argumentam a filosofia de |
| Pitagoras de que todas as medidas sdo inteiras. '
\ I
| l
, I
| |

/
N __ — e — e S

Observa-se, portanto, que o conjunto dos numeros inteiros ndo é
suficiente para traduzir determinadas medidas do nosso cotidiano. Por esta
razao, houve a necessidade de utilizar fragOes destas partes inteiras, que

agora compdem um novo conjunto de numeros, chamados racionais.
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Um numero racional € aguele escrito da forma

)

P
q
com p, q € Z.

Observagao 1: lembre-se que q ndo pode ser 0, pois ndo é possivel

realizar uma divisao por 0.

Observacdo 2: note que se q = 1 a fragdo representa um numero

inteiro. Portanto, numeros inteiros também sdo numeros racionais.

- - - - " === - = \\
( 2. Complete a reta real com numeros racionais. |
| |
( \
| REREEDEEEERE |
I o 5 1 l
\ )
N o o e ———— e

s T T T T T T T T T T T T T N~
/ 3. Margue com um X 0s nUmeros racionais. \\

()2 ()2 |
| I
| ()3 (e |
I ()m ()o l
| 0 874 |
| ()3 ()87 |
| ()= ()2 l
I I
| () -5 ()2 ,
‘ 6,3 —46 I
\ ()6 () J
\ /
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O conceito de numero racional surgiu através da comensurabilidade
entre segmentos. Isto é, dados dois segmentos - A e B - & possivel
determinar um segmento u gue cabe uma quantidade inteira de vezes

dentro de A e dentro de B.

N
/4. Com o auxilio de um compasso, verifigue quantas vezes o0\

/

segmento u cabe dentro dos segmentos A e B.

\

l |
l l
| u |
l I
I I
| A \
l l
l l

B

\ \
| l
‘\ O segmento u cabe vezes dentro do segmento A. Logo |
I

l I
I A=___ Xu \
l |
( O segmento u cabe vezes dentro do segmento B. L0ogo |’
\ [
\ B = x /

\ — " /
\\ -~ -

e — e e e e e — — — — — o — — —

Vocé percebeu que o segmento u coube um numero inteiro de vezes
dentro dos segmentos A e B? Por esta razdo, dizemos que A e B sdo
segmentos comensuraveis, ou seja, € possivel determinar uma medida
(neste caso, a medida do segmento u) que caiba um numero inteiro de

vezes em A e um nUmero inteiro de vezes em B.
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Dados dois objetos quaisquer, de comprimentos 3 e b, sempre existia
alquma unidade u, suficientemente pequena, de tal forma que ambos
objetos pudessem ser medidos de modo “exato” com essa unidade u. |...]
Desse modo, usando a medida u, um objeto mediria m vezes u e o outro

n vezes u. Os objetos (nlimeros) 3 e b sjo ditos comensurgvelis.

(AGUILAR; DIAS, 2015, p. 53)

Ao calcularmos a razao entre a medida do segmento A e a medida do
segmento B, obtemos

A 3Xu
B 5xu
A  3xu
B 5xu
A 3
B 5

que € racional. Assim, a razdo entre segmentos comensuraveis € um
nUmero racional.

Serd que esta medida u sempre pode ser determinada,
independentemente do tamanho dos segmentos A e B?
Ou seja, a razdo entre dois segmentos sempre sera um nUmMero

racional?



31

Acreditava-se que a resposta para esta pergunta era afirmativa.
Vamos verificar que, na verdade, a resposta é NAO. Para isso, considere

um triangulo retangulo isosceles, cuja hipotenusa mede h e os catetos

medem a, como na Figura 2.

Figura 2 - Triangulo retangulo isosceles

h

Fonte: Elaborado pela autora (2021)
Do teorema de Pitagoras, temos que

h? = a2 + a?

Como visto anteriormente, um nUmero racional € da forma E, com p

e q inteiros. Vamos verificar que a razao entre a hipotenusa e o cateto deste

tridangulo ndo é racional.
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— — — — T — T — — T S — — —

// ~~ N
/ 5. Prove por contradicdo que o nimero v2 ndo € racional. \
/ Dicas: \I
I e Para provar por contradicdo, admita que a hipdtese é verdadeira, ou ,
II seja, que V2 ¢ racional para, ao final, chegar em uma contradicdo. |
| e Todo numero racional pode ser escrito como um quociente de termos |
| primos entre si. |
| e Todo nUmero par é da forma 2k. |
| e Se k2 é par, entdo k é par. l
| I
| |
| |
| |
\ |
| |
| |
| l
| |
| |
| |
| l
| |
\ I
\ /
\ /
N ~ //
S~ -

Entd3o, a razdo entre a hipotenusa h e o cateto a de um triangulo
retdngulo isosceles ndo é um numero racional e, por isso, h e a sdo

segmentos ndo comensuraveis, ou ainda, incomensuraveis.

"Os inteiros e suas razdes eram insuficientes para descrever mesmo
propriedade basicas simples”
(BOYER, 2012, p. 70)
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Estes numeros ndo racionais, ou seja, numeros que ndao admitem
serem reescritos como uma fracao, foram denominados irracionais.

A descoberta dos irracionais gerou uma grande ruptura na
matematica da época. A revelagdao desse novo conjunto de numeros
revolucionou o que se ensinava nas escolas e, além disso, derrubou por
terra a teoria pitagorica de que as razbes se limitavam a grandezas

comensuraveis.

“Por algum tempo, V2 foi o Gnico ndmero irracional conhecido. Mais
tarde, [...] Teodoro de Cirene (425 a.C.) mostrou que V3, V5, V6, V7, V8,
V10, V11, V12, V13, V14, V15 e V17 também sjo irracionais”.

(EVES, 2011, p. 107)

Ainda se discute como, de fato, ocorreu a descoberta a respeito de
segmentos incomensuraveis. Alguns autores acreditam que, ao inves da
razdo entre hipotenusa e cateto de um tridngulo retangulo isdsceles, a
descoberta sobre tais segmentos tenha se dado através da razdo entre o
lado e a diagonal de um pentagono regular, como visto a seguir.

Considere o pentagono regular ABCDE da Figura 3, onde A’, B’, C’, D’

e E’ sao as intersecdes das suas diagonais.
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Figura 3 - Pentagono regular

D

A B

Fonte: Elaborado pela autora (2021)

Observando o paralelogramo BAEC’' e utilizando as propriedades de
paralelogramos, concluimos que os triangulos isosceles AED’ e ABD sdo

semelhantes e, dessa forma,

AD’ _ AD
ED’ AB’

Substituindo pelos valores a e L indicados na figura, temos

L L+a
a L
a’+La—-12=0
—L+1?-4-1-(-1) -L++V512 -L++5L L(-1+£+5)
2-1 2 2 2 '

a=

Como a > 0, temos que
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/ 6. Generalize a demonstracdo do Exercicio 5, provando que ﬁ e N\

irracional para todo p primo.

e = e e—mm = e e e T T e e e e m— e e —

\

\ /
AN 7/
\\\_—'—§~_,——— ________ \_’///

Logo, pode-se concluir que v/5 € irracional, pois 5 é primo. Portanto,
a relagao

L2
a (V5-1)

¢ uma medida irracional. Assim, o lado e a diagonal de um pentagono
regular sdo medidas incomensuraveis.
Demonstraram-se assim duas maneiras que possivelmente revelaram

a existéncia de segmentos incomensuraveis nos tempos pitagoricos.
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Além de saber identificar um nUmero racional e um irracional,
devemos também verificar o que acontece quando realizamos operacoes
entre estes numeros.

Vocé ja aprendeu que a adicdo, a subtracao, a multiplicagdo e a
divisdo entre numeros racionais retornam um outro ndimero racional, como

mostrado a sequir.

Operagdes entre nUmeros racionais

Considere 0s numeros racionais g e 2 , COmp, q, res

sendo numeros inteiros e q e s diferentes de zero.
a) Adicao e subtracdo

_prstr-q

wnil=

- S
Py
q q-s

Como p, q, r e s S30 nUmeros inteiros, entdo p-s, r-q e

q *s S3o inteiros. Logo, p-s+r-q & um numero inteiro e,

r

assim, gi— > um nUmero racional.

S

b) Multiplicacao e divisao
p . S . r . q
q-s
Segue que p-s-r-q e q -s S30 nimeros inteiros. Logo,

Q |o
[ e

E-E ¢ um numero racional.

Para a divisao, temos que
p . r ps
q s qr’
com r # 0, caindo no caso da multiplicacdo entre nimeros

racionais.
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O que ocorre, por outro lado, ao realizarmos operacdes entre

numeros racionais e numeros irracionais? Verifique no Exercicio 7 a seguir.

e ~
/ N
/ 7. Prove por contradicdo que a adicdo e a multiplicacdo entre \
numeros racionais (ndo nulos) e irracionais retornam numeros
irracionais. Obs.: Os casos da subtracao e da divisao sao

analogos.

Dica: considere a operagdo entre um numero racional R; e um irracional 1.

a) Prove que racional + irracional = irracional

s————_—"’\———_—-——\

b) Prove que racional x irracional = irracional

— e —— — e e D — — T e — e, T T e T S e — — T — o ———

— e e T e T T — e

/
\
N ///

e e e o ———— e T —— T — e T ——— e — —
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Por fim, basta saber o que ocorre ao realizarmos tais operacdes entre
numeros irracionais. No Exercicio 8, nos dois primeiros itens o objetivo €
compreender 0 que ocorre ao efetuar a soma e a multiplicacao de dois
numeros irracionais e, no terceiro item, relembrar alguns dos conceitos

aprendidos até aqui.

— — —_— T e e — e T e e T e N T s e
-~ - ~
7 N
/7 N\
/8. Analise as sentencas abaixo, justificando as verdadeiras e \

/

dando um contraexemplo, caso seja falsa.

I - A soma de dois nUmeros irracionais € sempre um numero

irracional.

II - O produto entre dois numeros irracionais & sempre um

numero irracional.

III - Todo nUmero real € um numero irracional.

— —  — — — T e — — — — — — — — — — — — — — —
-

7~
~
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Além das raizes de nimeros primos serem irracionais, tambéem pode-
se encontrar nimeros irracionais quando tratamos de logaritmos.
Faca o seguinte teste: com o auxilio de uma calculadora cientifica,

obtenha o valor de logi02 e escreva abaixo 0 que encontrou:

l0g102 =

Este numero é racional? A primeira resposta que vem a mente seria
gue sim, ja que a calculadora retornou um valor finito. Porém, a calculadora
tem um espaco limitado e acaba por mostrar uma quantidade finita de
casas, quando na verdade o numero em questdo possui infinitas casas
decimais apos a virgula!

Vamos verificar que o valor de logio2 ndo e racional e, portanto, trata-
se de um nuUmero irracional - ou seja, possui infinitas casas decimais apos
a virgula -. Para isso, precisamos do teorema a seguir, conhecido como

Teorema Fundamental da Aritmética.

Teorema Fundamental da Aritmética: Seja a um inteiro diferente de
1, —1 e 0. Entdo existem numeros primos p;, pz, .., pr € inteiros

positivos o4, oy, ..., a, tais que

a=4pi'p,” .. P’

Alem disso, esta decomposicdo é unica, a menos de ordem dos

fatores.

Para decompor um numero em fatores primos, é preciso utilizar a

fatoracdao, conforme exemplificado a seguir.
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Exemplo 1: Decomponha os numeros abaixo em fatores primos.
a) 180

180
90
45
15
5
1

ua W W NN

Logo, 180 = 22 . 32 . 51,

b) 234
234 |2
11713
39 |3
13 |13

Logo, 234 = 21 . 32 . 13.

Munidos do teorema apresentado, verifigue no Exercicio 9 que o valor
de logip2 ndo é racional, diferentemente do que foi apresentado na

calculadora. Logo, possui infinitas casas ndo periodicas apos a virgula.
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— e — T T ey e T o ™ __—_/E__"\

- N

/ 9. Mostre, por contradigdo, que logio2 € irracional. \\

( Dica: lembre-se que x = logi02 € 0 mesmo que 10 = 2.

T mmm e e e, e s e e =, e e e, =

*O ponto crucial no argumento acima foi o fato de 2 e 10 terem fatores
primos diferentes. De forma mais precisa, o fator 5 est3 na decomposicio
em primos do ndmero 10, mas ndo est, evidentemente, na decomposicdo
do ndmero 2",

(PINTO; COSTA, 2018, p. 68)

No Exercicio 10, verificaremos a condigao de irracionalidade de um

logaritmo.
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—— ——— iy, T oy, Ty s T e — — — —

~
g N
/ 10. Sendo a e b positivos, mostre que, se a ou b apresentam pelo  \
I/ menos um fator que ndo é comum em sua decomposicao de \I
| fatores primos, entdo logsa € irracional. |
| Dica: demonstre a contrapositiva da hipotese, ou seja, se logsa é racional, [
I entdoaeb possuem 0S Mmesmaos fatores primos. \
| |
\ I
| \
| I
\ |
| I
| I
| I
| |
| |
\ I
| \
| |
\ |
| |
| |
\ |
\ |
\ /
\ /
N - _ 7

\/_—~_/—§_—-———_—.—-§_ e

Dessa forma, podemos concluir que, quando tratamos de logaritmos

de base 10, apenas sao racionais agueles da forma

log,, 10K,

com k racional.
Este conjunto especifico de logaritmos é uma pequena fracdo da
totalidade de logaritmos possiveis de serem calculados. Assim, é facil

perceber que a maioria dos logaritmos &, de fato, irracional.



Para o professor:

1. A resposta deste item é livre. Algumas sugestdes: ingredientes

em receitas, fatias de pizza, notas na escola etc.

2. Os tracos maiores correspondem aos numeros inteiros e 0s

menores aos fracionarios.

-5 -2 -1 i 3 5
-3—2-2—2—/;0;/;2;3

3. Margue com um X 0s nUmeros racionais.

(X) 2 (X) 3

(X) 5 (e

()m (X) 0

(X) > (X) 8,74 ===

()= ()2

X) — = e

(X)63=2 (X) —46

4. Uma sugestdo interessante € iniciar o item instigando o aluno
a verificar que o segmento A ndo cabe um numero inteiro de
vezes em B, para que ele conclua que ha a necessidade de
construir um segmento menor, No caso u, para fazer isso. Em
seguida, ele ird verificar que o0 segmento A corresponde a 3 vezes
0 segmento u; e gue 0 segmento B corresponde a 5 vezes o

segmento u.
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5. Suponha que V2 seja racional. Como visto anteriormente,

podemos representar um numero racional através da fracdo %.
Desta forma,

N7

)

Q2 |T

com p e g primos entre si. Assim,
2

p
2=?
p2=2q2

Se p? = 2q?%, temos que p? é da forma 2k. Logo, p? é par
e, consequentemente, p é par. Podemos entdo reescrever p = 2c.

Substituindo na equacdo acima, teremos

p2 — 2q2
(20)* = 2¢*
4c? = 2q?

2¢% = g2

Note que g? = 2c¢?, ou seja, é da forma 2k e, por isso, g2 é
par. Isto significa que q também ¢é par. Concluimos entdo que p
e q sao pares. Porém, se isto for verdade, p € q possuem um
fator em comum e, assim, ndo sao primos entre si. Logo,
chegamos em uma contradigao e, por isso, a hipotese inicial de

que V2 € racional ¢ falsa.

6. Suponha gue \/E seja racional para qualquer p primo. Podemos

entdo reescrever ,/p como
da

VP=5

com a e b primos entre si. Logo,

aZ

p=ﬁ
a? = pb?

44




Isto significa que a? € um multiplo de p e, portanto, a € um

multiplo de p, ou entdo, a = pk. Substituindo na equacdo anterior,

teremos
(pk)? = pb?
p2k? = pb?
pk? = b2

Note que b% =pk?, ou seja, b? é multiplo de p e, por
consequéncia, b € multiplo de p. Concluimos entdo que a e b sdo
multiplos de p. Porém, se isto for verdade, a e b possuem um
fator em comum e, portanto, nao sao primos entre si. Logo,
chegamos em uma contradigao e, por isso, a hipotese inicial de

que ,/p, com p primo, € racional é falsa.

7.
a) Prove que racional + irracional = irracional
Suponha, por contradigdo, que a soma entre um numero racional
R, e um irracional I retorne um numero racional R,. Ou seja,

R, +1=R,.
Podemos reescrever esta equagao como

I=R,—R;.
Vimos anteriormente que a subtracdo entre numeros racionais
retorna um numero racional. Assim,

[ =R,

e, portanto, I € um nuUmero racional. Isto € um absurdo e,
portanto, a adicdo entre um numero racional e um irracional

retorna um nUmero irracional.

b) Prove que racional x irracional = irracional
Suponha, por contradicdo, que a multiplicacdo entre um numero

racional R; e um irracional I retorne um numero racional R,.
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Ou seja,
R1 . I = RZ o
Podemos reescrever esta equagao como
R
===,
Ry

Vimos anteriormente que a divisdo entre numeros racionais
retorna um numero racional. Assim,

[ =R,
e, portanto, I € um nuUmero racional. Isto & um absurdo e,
portanto, a multiplicacdo entre um ndmero racional e um

irracional retorna um numero irracional.

8.

I - Falsa. Nem sempre € um nUmero irracional, como o caso de
Jp+ (=/p) =0, com p primo, além de variag8es, como n+ ,/p +
(—/p) =n, com n natural etc.

II - Falsa. A multiplicacdo de dois numeros irracionais pode
resultar em um numero racional, como ,/p - /p = p, com p primo,
além de variagBes, como ,/p- (n-,/p) =n-p, com n natural etc.

III - Falsa, pois o conjunto dos numeros reais € formado pela
unido dos numeros racionais e irracionais, entdao ha numeros que

sado reais e nao sao irracionais.

9. Por contradicao, supomos que log,,2 € racional e, portanto,

pode ser escrito como
m

logip2 = —,
0810 n
com m e n inteiros. Logo, pela definicao de logaritmo,
m
2=10n,

Elevando ambos 0s membros a poténcia n, obtemos
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2" =10™ = (2-5)m =2m. 5™,
Para a igualdade ser valida, devemos ter que 5™ =1, ou
seja, m = 0. Desta forma,
m 9
2=10n =10n=10°=1
2=1
Chegamos a uma contradicdo e log;p2 €, de fato,

irracional.

10. Suponha gue logy a seja racional. Desta forma, existem m e
n inteiros tais que

\ m

(0] d=—.

gb n

Assim,

m

a=bn & a"=Db™.

Da Ultima igualdade, com o auxilio do Teorema
Fundamental da Aritmeética, concluimos que a e b possuem
exatamente os mesmos fatores primos.

De fato, suponha gque o nimero a seja decomposto da
forma

o o o
a=p;'p,”..Pr
e b seja decomposto da forma
b= qllqu q?r .
Ora, se a® =b™, entao

(p5*p5 - pi)" = (af*af? . qf)

nog . noyp nor mB; mf; mpy

P; P, "-Pr =4 49y " --Qr

m

nog _ _mBy

e, portanto, p,, “=gq, <, parak=1,2,..,r. L0go, px = qx € nay =

mfBg, para k=1,2,..,r. Ou seja, a € b possuem exatamente os

mesmos fatores primos.




PROPOSTA 3

A COMPLETUDE DOS REAIS
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A COMPLETUDE DOS REAIS

O conjunto dos numeros reais geralmente é associado a reta real.

Dessa forma, cada numero real pode ser representado por um ponto desta

reta.
/f-—~-—’—-—'~———~.—"~"————'——\\

{/ 1. Complete a reta abaixo com os nimeros reais fornecidos. \\
| |
| | ’
| 5 \
1 | !
\ |
\ l
| 2 5 e -5 l
| |
’ I
| J2 - 6 (
\ > T )

/
N

A “palavra usada para designar a propriedade da reta que distingue os reais
dos racionais é ‘continuidade’, que seria equivalen’ce 3o que chamamos de

‘completude’.
(ROQUE; PITOMBEIRA, 2012, p. 264).

Vocé aprendeu sobre 0s niimeros reais a partir da sua representacao
decimal. Por isso, seguiremos com a construcdo dos reais - racionais e

irracionais - a partir do método das expansdes decimais.
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Stevin (1548 - 1620) foi um engenheiro, fisico e matematico nascido
na Bélgica. Em 1585, ele publicou alguns escritos que explicavam de forma
elementar e completa o sistema de fragdes decimais. Por mais que tal
sistema ja fosse utilizado na China antiga, na Arabia medieval e na Europa
do Renascimento, foi apenas apds as suas publicagdes que as fragOes
decimais se tornaram amplamente conhecidas.

O problema resolvido por Stevin envolvia encontrar a forga total que
a agua aplicava sobre um dique. O passo-a-passo do raciocinio utilizado

pelo matematico é descrito a seguir, com base em Boyer (1992).

Considere um dique com a forma de um quadrado, de lado unitario,

com um dos lados na superficie da dgua, como na figura a seguir.

Imagine o quadrado dividido em 4 faixas horizontais e suponha que
cada faixa sofra uma rotacao de 90° em torno de seu lado superior,

ficando sujeita ao peso da agua situada sobre ela.

im im

Yam Yam
Yam Yam
Yam Yam
Yam Yam
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A faixa superior fica na superficie e sustenta um volume de agua
1 0 0 f \ .

dado por 1m X Zmx-om= Em3; a segunda fica a profundidade de

1 . 4 . /

o m abaixo da superficie e sustenta um volume de agua dado por
1 1 13, , , , L2 .
ImX-mX-m=—m’ a terceira faixa fica a ;m abaixo da

;. / 1 2
superficie e sustenta um volume de agua dado por 1m X SmXxXom=
2 . . Al . 3 .
Em3; e a quarta faixa fica a profundidade de ;m abaixo da

4 . 4 1 3
superficie e sustenta um volume de agua dado por 1m X Zmx-om=

3 . ’ ;. \
1—6m3. Assim, 0 peso total de agua sustentado sera igual a w

(densidade da agua) multiplicada pelo volume total:

0 o, 1 . 2, 3 . 6
60 T16™ T16™ T16™ T16™

3

4 \
/2. Generalize o problema do dique de Stevin para n faixas \
horizontais:

a) rotacionadas em 90° em torno de seu lado superior

N~ o o e T e e — — T —

—————— T e — — — — —



52

o —m — T —— s T s T e e T e T s e o ———

7 N
/ b) rotacionadas em 90° em torno de seu lado inferior \

— T T e s o T TN e e — —
=TT T e e s e e e e, =

No item a), cada faixa foi movida para uma posicdo acima da original
e, no item b), cada uma foi movida para uma posicao abaixo da original.
Assim, € de se esperar que a forga real da agua sobre o dique seja um valor
intermediario entre os dois resultados encontrados e que seja encontrado
ao fazer o numero de faixas aumentarem infinitamente.

A generalizacao do problema do dique de Stevin permite concluir que
0 peso total de agua sustentado pelo dique - e qualguer outro valor real -
pode ser aproximado através da soma de infinitas fracdes. Em 1585, Stevin
recomendou que tais fracOes fossem utilizadas com escalas decimais, ou

seja, que fossem da forma mim' comp€EZemeEN.

Concluimos, portanto, gue todos os numeros reais admitem uma
aproximacao por uma representacao decimal. Desta forma, sendo r um
nimero real, podemos escrevé-lo como a soma de fracdes decimais da

seguinte forma:

e S A B
F= T80T 701 7702 " 103 10m

_|_...'

onde a, € um numero naturale 0 < ap <9, parak=1,2,3,..,n,... .
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/3. Determine a expansao decimal dos numeros abaixo.
a) 8,6451

\
‘ \
| [
' \
| 1
\ 1
R |
' |
| \
l o l
| C) 14,098 l
I 1
| l
| [
\ /
\ /
\ — T e o T T e T T e e e T e Sy e T T — /
//—‘——-’————’ ——————————— ~<

/ 4. Utilizando expansdes decimais, encontre a fragdo correspondente \\
‘ dos seguintes numeros: \
,l a) 8,42 (
! 1
\ l
\ |
' _ |
| b) 42525 \
l |
l l
l 1
| l
| |
\ /

\ /

~ -

Vocé percebeu que, quando tratamos de numeros racionais, a
expansdo decimal representa o numero de forma precisa, sem qualquer tipo

de erro. Entretanto, quando nos referimos aos numeros irracionais, é
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possivel chegar apenas em uma aproximacdo do seu valor a partir da
expansdo decimal, visto que ndo sdo dizimas periddicas, isto &, sua parte
decimal nao apresenta um padrao de repeticao.

Considere, por exemplo, a aproximacao de quatro casas decimais de

V2 =1,4142. A partir dai, pode-se criar uma sequéncia de expansdes

racionais que se aproxima de v2, como:

( 4
X1=1,4=1+_

10
a1 14 gt
X2 = AT AT I0 T 102

a4t r L

(¥ T A= AT I T 102 T 103

4421 L2
X =5 ~ 7707102 T 10 T 10%

Note que, quanto mais fracdes sdo somadas, mais precisa € a
aproximacdo do valor de +/2. Portanto, é possivel aproximar qualquer

nUmero real por sequéncias (x,) de Cauchy de numeros racionais.

Para que (x,) seja uma sequéncia de Cauchy, & preciso que seus termos xm,
xn, para valores suficientemente grandes dos indices m, n se aproximem
arbitrariamente uns dos outros. Ou seja, se impde uma condi¢o sobre os

termos da propria sequéncia.

(AGUILAR; DIAS, 2015, p. 59).
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Uma forma de aproximar o valor de uma raiz irracional e atraves da
comparacao com outras duas raizes racionais, cujos valores sdao
conhecidos. A seguir, exemplificamos este método para obter o valor de

V5, com precisdo de uma casa decimal.

Exemplo 1: Temos que V4 <5 <+9 e, assim, 2 <+/5 < 3. Para
um bom palpite para o valor de v5, vamos analisar a posicdo do

5 em relacdo a distancia entre 4 e 9:

1 4

Note que o numero 5 “percorreu” 1 casa com relacdo ao percurso

’ , q 1
total de 5 casas, do numero 4 ao numero 9, ou seja, percorreu S

do percurso. Portanto, um bom palpite para o seu valor é obtido

. ~ . 1
ao somar o valor de partida - V4 - com a razdo percorrida - =

Assim,

Agora, testamos o valor encontrado:
2,22 =484 .
Temos, portanto, que 2,22<5, ou seja, 2,2 <+/5. Seguimos

aumentando o palpite inicial: 2,212 = 4,8841; 2,222 = 4,9284;
2,23%2 = 4,9729 e, por fim,
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2,242 =5,0176
Encontramos o valor 2,242 que aproxima, em uma casa decimal, o

niumero 5. Portanto, +/5=2,24, com aproximacdo de uma casa

decimal.

Reflita...

Por que o valor \/5—3 também é um bom palpite para aproximar v5?

4 N
/5. Encontre o valor aproximado das raizes abaixo, com precisdo \

de uma casa decimal.

a) V45

b) V7

—_—— e e T —— — . o — e, — — . e —
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Vimos até entdo que as expansdes decimais descrevem de forma
exata um numero racional. Assim, sempre é possivel encontrar uma fragao
correspondente a um numero racional.

Por outro lado, para os nimeros irracionais, as expansoes decimais
sdo capazes de apenas aproximar o numero em questdo e, por isso, ndo é
possivel encontrar uma fracdo corresponda exatamente a um nuUmero
irracional.

Porém, assim como aproximamos 0s valores das raizes irracionais, €
possivel aproximar uma fracdo correspondente a um numero irracional,

conforme o esquema a seguir, exemplificado na sequéncia.

Encontrar uma fragdo que aproxima um numero irracional

1. Obtenha a forma compacta da fracdo continua do numero:
i. Destague a parte inteira
ii.  Subtraia o numero escolhido pela sua parte inteira
lii. Pare se o resultado for zero e continue se for diferente
de zero
iv. Inverta o resultado
v. Retorne para o item i
vi. A forma compacta da fragdo continua sera escrita na
forma [ag; aq,ay,a3,...], ONde a,, comk=0,1,2,3,..., Sa0
as partes inteiras encontradas nas iteracoes.
2. Encontre uma fracdo reduzida do numero:
i. Estabeleca algum a, da fragdo continua como limite
i. Inverta o a, escolhido
iii. Some ao ap_,
iv. Inverta o resultado e some ao a,_,
V. Repita o processo até o somar com a,

vi. O resultado é uma fracdo reduzida do numero
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Exemplo 2: Encontre uma fragdo que aproxima 2.

1. Obtenha a fracdo continua de v2:
A parte inteira de V2 é:
ag =1
Subtraindo V2 pela sua parte inteira:
V2-1#0

Invertendo o resultado:
1
V2 -1
A parte inteira de V2 + 1 é;

=vV2+1

a; =2
Subtraindo v2 + 1 pela sua parte inteira:
V2+1-2=V2-1#0
Invertendo o resultado:
1
V2-1

Perceba que nas duas inversdes foram obtidos 0s mesmos

=V2+1

resultados. Assim, 0s proximos a, ja ficam determinados, isto €,
a, =2, para n=1,2,3,.. . Logo, a forma compacta da fragao
continua de v2 é

V2 =1[1;222..].
2. Encontre uma fragdo reduzida do numero:

Estabelecendo ag como o limite da aproximacgao, temos

Somando com ay:
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Invertendo o resultado e somando com as:

2 2 12

S +a; = 3 +2= =

Invertendo o resultado e somando com a,:
29
24T

Invertendo o resultado e somando com ay:
12 70
297% 29

Invertendo o resultado e somando com ag:
29 99
70 +1= 70"

. ~ 99 .
Assim, a fragdo = aproxima o valor de V2.

Vale ressaltar que o esquema apresentado tambéem e valido para
obter as fracOes exatas de numeros racionais. Para fixar melhor o método

apresentado, resolva os exercicios a seguir.

/ N
/6. Encontre a fracdo reduzida dos seguintes nUmeros racionais: \\
'{ a) 1,6 \
| |
| \
, |
I |
\ \
| b)225 ,l
| |
l I
l I
\ |
\ /

/
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7. Encontre uma fracao reduzida que aproxima o0s seguintes

numeros irracionais:



Para o professor:

v

2.
a) Para n faixas rotacionadas em 90° em torno de seu lado

superior, 0 peso total de agua sustentado sera igual a w

(densidade da agua) multiplicada pelo volume total:

0 3 1 3 2 3
—zm +—2m +—2m AP o0
n n n

n2
1 3
=F(0+1+2+---+n—1)m

Note que o problema se resume a uma progressdo aritmetica de
razao 1. Logo,

L 0+1424tn-Dmi=—. 20D 5 1 1
n? & m_nz 2 m_Z 2n

b) Para n faixas rotacionadas em 90° em torno de seu lado
inferior, o peso total de agua sustentado sera igual a w (densidade

da agua) multiplicada pelo volume total:

1 2 3 n 1
Fm3+ﬁm3+ﬁm3+---+ﬁm3 =F(1+2+---+n)m3

Novamente devemos resolver a soma de uma progressao

aritmética de razdo 1:

1 nn+1) , 1 1
=T, M= :

1
— Y 3 =
nz(1+2+ + n)m > m o
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3.
a) 8,6451 =8+> +1—02.|-E.|.1_04

b) 1_ 0 +' +'IB;'+'IBE'+'IBZ + - +'IBH'+

Q) 14098 =14+ =+ =+ —+—+ -+ =+
10 10 10 10n

4.
4 2 800 40 2 842 421
2) 842 =8+ +15 =8+ + =t ot ==
== 2 5 5
b)4,2525—4+—+1—02+1—03+1—04+ +102n1+102n_
1
(_0+1_03+ +102"1)+5 (102+1_04+ +102n)_
1 1
4420 45. 2% —442.2045. 2 g4 B2
1-— 11— 99 99 99 ~ 99
102 102
5.

a) Note que V36 < /45 <49, logo 6 < V45 < 7. Um bom palpite
para o valor de V45 é

45 — 36 9
\/36+49_36 \/_+— 6+E 6,7 .
Testando o valor encontrado:
6,72 = 44,89.

Portanto, 6,7 < v45. Aumentamos o palpite inicial em 0,01:
6,71 = 45,0241 .
Logo, 6,71 aproxima o valor de V45 com precisao de uma casa

decimal.
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b) Note que V4 < V7 <9, logo 2 <7 < 3. Um bom palpite para
o valor de V7 é

2 2
—_— = =1 .
V9 z 3 z ,6

Testando o valor encontrado:
2,62 =6,76.

Portanto, 2,6 < /7. Aumentamos o palpite inicial de 0,01 em 0,01:

2,612 = 6,8121
2,62% = 6,8644
2,632 = 6,9169
2,647 = 6,9696
2,652 = 17,0225

Logo, 2,65 aproxima o valor de v/7 com precisdo de uma casa

decimal.

6.
a) 1,6
1. A parte inteira de 1,6 é:
ap=1
Subtraindo 1,6 pela sua parte inteira:
1,6—-1=0,6+0

O decimal 0,6 pode ser reescrito como:

6+6+6+ —6(1+1+1+ )—6 o _°
10 ~ 102 © 103 ~~ \10 102 " 103 R T
10
Invertendo o resultado:
1 9
6 6
9

A parte inteira de g é:
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Subtraindo g pela sua parte inteira:

9 1—3—1¢0
6 6 2

Invertendo o resultado:

N = | =

A parte inteira de 2 é:
a, =2
Subtraindo 2 pela sua parte inteira:
2—-2=0

Forma compacta da fragao continua de 1,6:

1,6 =[1;1,2]
2. Neste caso, a, € o limite da aproximacdo. Portanto,
1 1
a, 2
Somando com ay:
1 1 3
> +a; = > +1= >
Invertendo o resultado e somando com ag:
2 5
—Fil==

. 5 V4 ~ - 4 —_
Assim, ;€a fracao reduzida do numero 1,6.

b) 2,25
1. A parte inteira de 2,25 é:
ag =2
Subtraindo 2,25 pela sua parte inteira:
225-2=025+%0
Invertendo o resultado:

1
0,25
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A parte inteira de 4 é:
a; =4
Subtraindo 4 pela sua parte inteira:
4—-4=0

Forma compacta da fragao continua de 2, 25:

2,25 = [2;4]
2. Neste caso, a; € o limite da aproximacdo. Portanto,
1 _ 1
a,; 4
Somando com ay:
1,19
g AT T ATy

« 9 7 ~ . 7
Assim, Z€a fracdo reduzida do numero 2, 25.

7.
a) Vs
1. A parte inteira de /5 é:
ag = 2
Subtraindo v/5 pela sua parte inteira:
V5—-2%0

Invertendo o resultado:

1
—  =+5+2
V5 -2

A parte inteira de V5 + 2 é:
a; =4
Subtraindo V5 + 2 pela sua parte inteira:
V5+2-4=v5-2

Invertendo o resultado:

1
=V5+2
V5 -2
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Perceba que nas duas inversdes foram obtidos 0s mesmos
resultados. Assim, 0s proximos a, ja ficam determinados, isto €,
a, =4, para n=1,2,3,.. . Logo, a forma compacta da fracdo
continua de V5 é

V5 =1[2;4,4,4,..].

2. Estabelecendo as como o limite da aproximacao, temos

1 1
as 4
Somando com ay:
1 1 17
7 +a, = 2 +4 = e
Invertendo o resultado e somando com as:
4 4 72
17 +a; = 17 +4 = 17
Invertendo o resultado e somando com a,:
17 17 305
7 +a, = I7) +4 = TR
Invertendo o resultado e somando com ay:
72 72 1292
305 +a; = 305 +4 = 305
Invertendo o resultado e somando com ag:
305 305 _ 2889

1292 T2 = 1292 T2 T 1292

89

0 28 r ~ . . ’
Assim, T € uma fragdo reduzida que aproxima o numero V5.

b)
Obs.: Para este item, é recomendado que o aluno disponha de
calculadora cientifica.
1. Calcularemos até as. A parte inteira de m é:
ap =3
Subtraindo m pela sua parte inteira:
mt—3+#0

66




Invertendo o resultado:

A parte inteira de —— é;
m—3
a1 = 7
Subtraindo %_3 pela sua parte inteira:

1L, _1-7@=3)_22-7n

T—3 T—3 T—3 70
Invertendo o resultado:
T—3
22 —-7m
A parte inteira de = é:
a, =15
Subtraindo % pela sua parte inteira:
m—3 _ 15 =T[—3—15(22—7T[) _ 106m — 333
22 —7m 22 —7m 22 —7m
Invertendo o resultado:
22 —7m
106m — 333
A parte inteira de % é:
a; =1
Subtraindo 102621;_7;3 pela sua parte inteira:
22 —7m 22 —7m—(106m—333) 355-—113m
106m—333 106m — 333 ~ 106m—333
Invertendo o resultado:
106T — 333
355 — 1137
A parte inteira de ;:::f:f[ 4

a, = 292

0

6/




106T—333
355—-113m

Subtraindo pela sua parte inteira:

106 — 333 1061 — 333 — 292(355 — 1131)
3551131 22" 355 — 113w
331021 — 103993
~ 7 355-113m

Invertendo o resultado:

355 —113m

331021 — 103993
355-113m
33102m—103993

A parte inteira de
as =1
Forma compacta da fracdo continua de «:
n=[3;7,151,292,1,..].

2. Estabelecendo as como o limite da aproximacao, temos

Somando com ay:
1+a,=1+292 =293

Invertendo o resultado e somando com aj:

1 1 294
593 +a; = 593 +1= 203
Invertendo o resultado e somando com a,:
293 293 4703
294 +a, = 294 +15 = >94
Invertendo o resultado e somando com ay:
294 294 33215

e =——+4 7=
4703 T T 37037 ' T 2703
Invertendo o resultado e somando com ay:

4703 4703 104348

—_ 3 =
33215 T 20 = 33215 T ° T 33215

104348

Assim, 33215 © Uma fracdo reduzida que aproxima o nimero m.
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