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APresentaqéo

Caro(a) colega professor(a),

Apresentamos um guia didatico-pedagogico para ensino de limites por meio da
Pedagogia da Assimilacdo Solidaria (AS). Ele aponta uma alternativa para o ensino
tradicional vigente (ETV), tornando o estudante responsavel e sujeito ativo do processo

de ensino e aprendizagem.

A AS se configura como uma pedagogia, pois, conjuntamente com as alteracdes
metodoldgicas que propde para 0 ensino de matematica — especificamente ensino de
limites neste guia, € um projeto politico criado na sala de aula. Nesse sentido, o primeiro
objetivo em propor uma alternativa ao ETV é evidenciar os motivos pelos quais o
professor deseja assumir a AS como forma de trabalho. Por isso, é importante a quem
assumi-la, compreender que a AS quer, em conjunto com o prémio do saber — dado pelas
avaliacdes escritas, considerar como critério subsidiario de aprovagao o tempo de trabalho

efetivo em grupo.

Todas as regras, formas de promocéo e de trabalho sdo apresentadas no contrato
de trabalho, génese da proposta. Este contrato é aprovado por todos os participantes e
pode ser alterado se assim a maioria quiser, com exce¢do de alguns itens considerados
substanciais a AS. Entre esses itens, que serdo abarcados ao longo deste guia, encontra-
se a forma de trabalho em sala de aula, que é feita em grupos de trabalho de até quatro
estudantes com desenvolvimento matematico similar. Estes grupos sdo avaliados pelo
tempo de trabalho efetivo realizado e n&o pelo produto final, como ocorre nas provas. O
trabalho de cada aula, ou seja, os assuntos que o grupo deve abordar com a mediagao do
professor, sdo disponibilizados na forma de fichas de trabalho. Elas também sdo

apresentadas ao longo do guia.

A aula baseada na AS, além das fichas e do contrato de trabalho, conta com o
Ensino Remedial, momento oferecido extraclasse, no qual o professor convida estudantes
com rendimento matematico ndo satisfatério para compreensdo de conceitos/contetdos.
O Ensino Remedial, além disso, é importante para os participantes que nao conseguem

finalizar todos os problemas propostos em sala.




APresentaqéo

Essa proposta exige que o professor esteja preparado para assumir uma posi¢ao
de mediador do trabalho de aprendizagem do grupo. Além disso, que entenda que todos

os itens da AS — inclusive o Ensino Remedial — sdo indissociaveis.

Para elucidacdo da AS enquanto proposta alternativa ao ensino de limites o

presente guia foi pensando. Assim, ele foi organizado da seguinte forma:

=» Capitulo I: Elucida os objetivos da AS;

=» Capitulo Il: Apresenta um contrato de trabalho e sugestes para implementagdo em
sala de aula;

=» Capitulo I1l: Elenca sete fichas de trabalho, de sugestdes e de respostas com
problemas relacionados ao contetido de Limites;

=» Capitulo IV: Traz uma proposta de avaliacdo e forma de aplicacdo com base na AS;

=» Capitulo V: apresenta a formula de céalculo da média, modelo de planilha de notas,

questionario inicial e de satisfacdo, avaliacdo diagnoéstica e consideracgdes finais.

Esperamos que os leitores tenham experiéncias enriquecedoras, tanto quanto nés
tivemos, com a aplicagdo da AS em uma turma de CDI I. Sobre nossa intervengéo, que
foi parte de uma pesquisa de mestrado, na qual diversos itens deste guia foram aplicados,
pode ser consultada a dissertacdo Pedagogia da Assimilacdo Solidaria: Desafios e
Possibilidades no Processo de Ensino e Aprendizagem de Limites. Caso tenham
sugest@es, relatos de aplicacdo, elogios ou criticas, podem nos contatar por meio do e-

mail erzimdars@gmail.com.

Eduardo Rafael Zimdars

Regina Helena Munhoz
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Introducao

Capitulo I - Introducdo

A Pedagogia da Assimilacdo Solidaria (AS) foi desenvolvida pelo pesquisador
brasileiro Roberto Ribeiro Baldino. Ele desenvolveu a maior parte dos estudos nessa area
quando foi professor da Universidade Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho —
UNESP. Além dele, as professoras Tania Batista Cabral e Maria Regina Gomes da Silva,
as quais foram orientadas por Baldino, nos cursos de mestrado e Doutorado na UNESP,

também desenvolveram estudos na area.

O principal objetivo da AS é romper com o Ensino Tradicional Vigente (ETV)
(BALDINO, 1993, 1994, 1995, 1996; SILVA, 1997). Na concepgdo de Ensino
Tradicional, existe um contrato de trabalho implicito que mantém professor e alunos
atuando conforme o sistema vigente. Esse contrato assegura ao ETV as justificativas
necessarias para aprovar 0s estudantes por critérios subsidiarios ao rendimento
matematico. Entre os varios critérios, estdo os mais conhecidos: o professor faz questdes
“faceis” na prova para que a pontuacdo minima seja atingida, trabalhos extras, avaliacfes
substitutivas, de segunda chamada, recuperac6es. Enquanto isso o aluno estuda apenas a
parte do conteddo que serd solicitada na avaliacdo, cria técnicas de resolucdo e
memorizag&o para ndo precisar “entender”, apenas resolver. Assim, finge-se que o aluno
aprendeu e que, se ndo for aprovado, ndo o foi porque ndo estudou o suficiente
(BALDINO, 1995).

Dessa maneira, Baldino (1995) e Silva (1997) mostram que a questdo da
aprovacao e reprovagao ganha outro significado. Os alunos reprovados s&o aqueles que
de alguma forma ndo se adequaram ao contrato estabelecido pelo ETV. Para essas
reprovacdes se usam as justificativas de que o aluno ndo tem interesse, falta base, ndo faz
0s exercicios, entre outras. Entretanto, Baldino diz que ‘No ETV alardeia-se a
preocupacdo com a injustica de reprovar o aluno que sabe, exatamente para desviar a
atencao da injustica que mais se comete, ao aprovar o que nao sabe” (Ibid., p. 4). Isso
significa que muitas vezes, alunos aprovados sdo aqueles que se adequaram as “regras”
do contrato ou que “No ETV sabe-se que muito poucos adquirem o que denominam
minimos necessarios e se da um jeito de aprovar boa parte dos que ndo atingiram estes

minimos” (Ibid., p. 4).
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A vista disso, a AS ¢ estruturada em um contrato de trabalho democratico, ou seja,
conhecido por todos estudantes e aprovado pela maioria. Ele é apresentado pelo professor,
evidenciando os aspectos pelos quais rompe-se com o ETV, como destacamos
anteriormente, caracterizando a AS como um projeto politico. O contrato apresenta 0s
objetivos da AS e a forma de trabalho. Nessa concepcdo, conjuntamente ao
desenvolvimento matematico auferido pelas avaliagdes escritas, oportuniza-se ao
estudante o justo prémio pelo tempo de trabalho de aprendizagem realizado em grupo.
Assim, a importancia da escola/universidade estd em reconhecer que todos os alunos, em
sua individualidade, tiveram condi¢des de construir conhecimentos, como vemos: “A
escola seria valorizada, ndo porque os que se formam adquiriram uma competéncia
minima, alids, sempre falsa, mas porque eles terdo trabalhado tanto quanto possivel,
durante tanto tempo quanto possivel” (BALDINO, 1998, p. 13).

O trabalho de aprendizagem do qual se fala é o desenvolvimento dos grupos de
trabalho a cada aula, de acordo com os problemas/temas estudados. A ideia de avaliar os
estudantes pelo tempo que permanecem trabalhando, tem como objetivo considerar a
construcdo do conhecimento, ndo o produto final. Por isso, a cada aula com base na AS,

o0 estudante terd uma nota de acordo com o trabalho do dia.

Na sala de aula, o trabalho serd produtivo se forem observados alguns aspectos
dos grupos, tanto por seus préprios integrantes, como pelo professor. Conforme Baldino:
“O trabalho produtivo € medido por sua duragdo, ndo pela competéncia matematica
atingida, nem pela extensdo do assunto coberto (quantidade de exercicios resolvidos,
niumero de paginas lidas, etc.)” (BALDINO, 1998, p. 13). Cabe, assim, a todos os
envolvidos definirem se foi produtivo ou ndo, sendo que ndo existem critérios gerais, pois
cada grupo, embora esteja com 0o mesmo propdsito de trabalho inicial, enfrentard uma
realidade distinta. Essa avaliacéo critica do trabalho desenvolvido é que determina o peso
da AS, ou seja, 0 peso da nota do dia na média final. Nessa perspectiva, 0 mais importante
é guanto cada grupo produziu, ndo a comparacdo com o resultado final que deveria ter
sido alcangado (BALDINO, 1993).

Desse modo, na AS o papel do professor é de orientar o trabalho dos grupos. Ele
faz a intervencdo quando os estudantes o chamam ou quando constata alguma situagéo
que seja relevante a sua participagcdo. Porém, o professor ndo diz sim ou néo, certo ou
errado, mas tenta, com base nas fichas de trabalho e didlogo, entender o raciocinio do

grupo — ou aluno, para entdo fazer colocagdes que auxiliardo no desenvolvimento do
e ————
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problema. Durante toda a aula o professor vai atendendo os grupos, como vemos: “Eu
vou de grupo em grupo, atendendo aos chamados e fornecendo a cada um a explicagéo
adequada no momento em que surge a duvida” (BALDINO, 2012, p. 404).

Os grupos desenvolvem os conteudos com base na Ficha de Trabalho (FT), onde
0 professor elenca problemas e exercicios para o grupo resolver. Além disso, sdo
distribuidas fichas de sugestdes que auxiliam os grupos na resolucdo dos problemas. Ao
final da aula ainda é entregue a ficha de respostas dos problemas/exercicios, no momento
da plenéria. A plenéria é feita nos tltimos 10/15 minutos da aula, para comentar o trabalho
dos grupos, votar o0 peso da nota do dia e para serem feitas quaisquer colocacdes dos

estudantes. Nesse momento podem ser votadas alteraces no contrato de trabalho.

Outro ponto substancial da AS é o Ensino Remedial, momento extraclasse
oferecido pelo professor aos estudantes que apresentam dificuldades no desenvolvimento
matematico dos conteudos. O lema do Ensino Remedial ¢ “ensina-se ouvindo, aprende-
se falando” (BALDINO, 2001, p. 13). Os alunos mudam de papel com o professor, de
modo que este ocupa a funcdo de analista, sendo uma das formas de fazer isso com base
na estratégia didatica denominada de terceira-situacdo-problema (BALDINO, 1993, p.
13). Essa estratégia € assim: a partir da situacdo inicial justificada pelos alunos
(possivelmente errada), o professor propde uma segunda situacdo-problema de modo a
contradizer a justificativa dos alunos. Surge, entdo, uma terceira-situacao-problema que
devera ser resolvida, nesse momento € iniciado o Ensino Remedial. Muitas dessas

discussbes podem ser feitas de forma oral, dependendo o numero de alunos presentes.

Com base no exposto, alguns leitores podem indagar sobre qual a proposta da AS
para ensinar limites, especificamente, comparando-a com metodologias de ensino. Por
isso, € importante destacar que a AS ndo tem como objetivo romper com 0s contelidos ou
abordagem deles, no sentido de serem tratados com viés mais algébrico, grafico, aplicado
— através da resolucdo de problemas, histéria da matemaética, entre outros, mas rompe
com o uso que se faz deles. Com isso, a AS permanece tendo o conhecimento matematico

como &libit, como faz 0 ETV.

! Baldino (1998) cita o termo “alibi” quando retrata o fracasso da AS. Ter o conhecimento como
alibi, para ele, significa apontar que a AS ndo tem a pretenséo de resolver todos os problemas da
Educacdo Matemaética, no que tange a aprendizagem dos estudantes.

7
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Contudo, é preciso determinar do que ¢ alibi. “Para o ensino tradicional vigente,
0 conhecimento é o alibi: 1) da instituicdo, dos critérios subsidiarios de aprovagéo, cujo
produto final é a reproducéo da consciéncia cinica; 2) da iniciacéo dos alunos ao processo
de apropriacédo do trabalho alheio” (BALDINO, 1998, p. 14). Em contrapartida, na AS o
conhecimento é alibi para expor e contrapor esses dois fatores, corroborando, em
principio, para ndo serem reproduzidos. Desse modo, com o contrato de trabalho vigente
na AS, aprovado de forma democratica, no qual todos os critérios de promogdo e
avaliacdo sdo apresentados, rompe-se com o primeiro alibi do ETV. Quanto ao segundo
alibi, a AS entende que o estudante deve trabalhar tanto quanto for possivel para aquisicdo
de conhecimento. Assim, a aprovagdo/reprovacdo nao estaria somente atrelada a
competéncia final atingida, medida pela nota da prova, mas pelo trabalho de cada

estudante, desenvolvido para a aprendizagem (BALDINO, 1998).




Contrato de Trabalho

Capitulo II - Contrato de Trabalho

Todos os principios da AS e suas hormas constam no contrato de trabalho. Este
termo foi usado pela primeira vez por Tania Cabral, enquanto conceito, derivado do
contrato didatico (CABRAL, 1992 apud BALDINO, 1998). O contrato de trabalho tem
dois objetivos centrais, 0 primeiro, conceitualmente, € o meio de negociagdo da promocao
por meio do trabalho produtivo e coletivo dos alunos. Mede, nesse caso, a quantidade de
tempo despendida para aprendizagem dos contetdos, mas sem relacdo com o produto

final como nas avaliagdes tradicionais. Consequentemente,

Convém repetir que a AS possibilita outros critérios de aprovacéo, ao se mudar
0 conceito de mérito, através da instituicdo de valores que vdo além do valor
pela competéncia de conteldos, isto é, por se instituir, ao lado do prémio ao
saber, 0 justo prémio ao trabalho coletivo produzido em sala de aula (SILVA,
1997, p. 20).

Essa Pedagogia faz com que o aluno possa escolher como sera avaliado: apenas
pela prova escrita, como no ETV, ou pelo efetivo trabalho coletivo em sala. Esse € 0
principio basico do contrato, pois garante ao aluno a posi¢do central no processo de
escolha, além de permitir que o professor exponha a farsa do atual sistema de ensino
(BALDINO, 1998).

O segundo objetivo é que ele tem funcéo estrutural, pois apresenta as formas de
avaliar essa promocao pelo trabalho produtivo, sendo que os participantes, por meio de
votacdo, poderdo alterar os itens desse contrato, com excecdo de alguns principios que
sdo irrevogaveis. A alteracdo desses principios — mostrados na sequéncia —
descaracterizariam a AS, transformando o ETV do quadro para as fichas de trabalho. Caso
0s estudantes votem para retira-los, o professor devera permitir, porém destacando que,

com isso, retorna-se ao ETV, sem 0s prémios por tempo de trabalho dados pela AS.

O primeiro principio é a “Promocdo por avaliacido do processo de trabalho, ndo

do produto final”, esse item corresponde ao propdsito conceitual do contrato de trabalho,

por isso ja foi discutido ao longo da apresentacdo da AS como proposta. Em suma, o que
se espera € que os alunos, em grupo, desenvolvam um trabalho produtivo e coletivo de

aprendizagem.
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O segundo principio: “Medida da duracdo do trabalho produtivo, ndo da

competéncia atingida” ratifica que a nota da AS sera diretamente proporcional ao tempo

de trabalho. No contrato de trabalho existem outros termos que determinam como a nota
é calculada, mas em resumo, para cada aula da AS é dado um peso para o dia, que é
escolhido pelo grupéo, levando em conta o trabalho produzido e sua relevancia para

aprendizagem. O terceiro principio: “Acompanhamento do raciocinio, ndo correcdo do

trabalho”, significa que o professor ndo é detentor do conhecimento, uma vez que ele ndo
classifica as respostas ou resolugdes como certas ou erradas, mas indica caminhos e
estratégias para auxiliar. Ele ¢ mediador no caminho da aprendizagem de novos
contetidos, fazendo perguntas intrigantes e mostrando se concorda (ou discorda) com o
raciocinio do grupo e por qué (BALDINO, 1998; SILVA, 1997).

Para auxiliar nesse processo de construcdo do conhecimento, é inegociavel para a

AS o quarto principio: “Grupos Homogéneos: a sala de aula sera dividida em grupos de

3 ou 4 alunos, sem possibilidade de trabalho individual, sequndo o critério: paridade em

relacdo ao conhecimento matematico”. OS grupos devem estar em um mesmo nivel de

conhecimento na disciplina, pois, segundo o pesquisador supracitado, caso existam
individuos que saibam mais, a farsa do ETV volta para os grupos. 1sso acontece, uma vez
que alguns ensinam, desenvolvem as atividades no seu ritmo, e os demais fingem que
entendem o desenvolvimento. Logo, é importante que os desafios propostos sejam para o
grupo, ndo para um ou alguns individuos apenas. Por isso, sobre esse principio: “Esse
ponto é fundamental. A tarefa do grupo de trabalho em Assimilacdo Solidaria é uma tarefa

de aprendizagem; ela tem que ser uma tarefa do grupo” (BALDINO, 2001, p.5).

Para os alunos que demonstrem, previamente, nivel de conhecimento matematico
maior do que a maioria da sala, eles podem auxiliar como monitores, se assim quiserem.

Essa é uma das finalidades do quinto principio: “Aumento da competéncia média da

turma, nao da maxima de alguns”. Aqui percebemos que “O interesse da Assimilagdao

Solidaria ¢ pelo aluno médio e pelo aluno com dificuldades especiais™ (Ibid., p. 4). Os
demais devem ser motivados a participarem em grupos que estejam mais avangados ou

COmMo monitores, como mencionamos.

O pendltimo principio diz respeito ao papel do professor e dos grupos perante a

sala toda (grupdo): “Exposicdes apos o trabalho dos alunos sobre contetidos da ementa”.

A respeito disso, Baldino (2001) diz que é importante o professor resolver exercicios,

explicar definigdes se for uma duvida do aluno: “Ele repousa na constatacdo de que néo

e — ————
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adianta dar ao aluno a solucdo de um problema que ndo seja um problema dele, ndo
adianta responder a uma pergunta que ele ndo tenha feito” (Ibid., p. 4). Assim, ndo ha
sentido em resolver exercicios no quadro e pedir que o aluno repita, a isso ja nomeamos
de ETV e mostramos os problemas. Na AS o professor so vai ao quadro e fala ao grupéo
quando todos tiverem trabalhado, ou seja, no momento final da aula. Nesse momento,

além do professor, os grupos podem falar e expor suas dividas ou constatagdes (Ibid.).

Desse modo, na AS o papel do professor é de orientar o trabalho dos grupos. Ele
faz a intervencdo quando os estudantes o chamam ou quando constata alguma situacédo
que seja relevante a sua participacdo. Porém, o professor ndo diz sim ou nao, certo ou
errado, mas tenta, com base nas fichas de trabalho e dialogo, entender o raciocinio do
grupo — ou aluno, para entdo fazer colocacdes que auxiliardo no desenvolvimento do
problema. Durante toda a aula o professor vai atendendo os grupos, como vemos: “Eu
vou de grupo em grupo, atendendo aos chamados e fornecendo a cada um a explicacédo

adequada no momento em que surge a duavida” (BALDINO, 2012, p. 404).

Além disso, é no final da aula que acontece a plenéria, isto €, um momento de
discussdo do trabalho do dia, no qual é votado o peso que a aula deve ter na AS. Nela,
cada aluno tem direito a opinar, mas deixando claro que o principio que rege € a:

“Supremacia do Grupdo (sala toda) em relacdo aos grupos e, destes, em relacdo aos

individuos”. Nesse caso,

Na Assimilagdo Solidaria so sdo toleradas as individualidades capazes
de se colocarem e se exporem frente aos grupos. O individuo
socialmente atil é o individuo no grupo. O vantagista tem sua agao
bloqueada. O que se espera € 0 cumprimento de compromissos
publicamente assumidos (Ibid., p. 5).

E importante entender que ndo existirdo acordos implicitos, que todas as formas
de aprovacdo — e reprovagdo — sdo esclarecidas, os alunos tem conhecimento delas e

podem democraticamente modifica-las.

> Como implementar o contrato de trabalho em sala?

Professor, vocé devera iniciar a aula explicando sua escolha, no caso a AS. Nesta

primeira aula terd que argumentar e falar mais, pois os estudantes, em principio, ndo terdo

11
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conhecimento da AS. Uma forma de fazer isso € utilizando o préprio guia, destacando e

lendo algumas partes mais importantes.

No primeiro momento o professor leva o contrato pronto, deixando um tempo para
os alunos pensarem se desejam alterar algum topico apresentado — tempo de uma semana,
por exemplo. As alteracBes devem ser propostas na plenaria e votadas por todos 0s

estudantes, o professor ndo vota, pois assume a postura de mediador.
A seguir apresentamos uma sugestéo de contrato de trabalho. Lembre-se:

M Os principios basicos ndo podem ser alterados, caso sejam, retornaremos ao ETV,
sem os beneficios da AS;

[ O aluno podera optar por ndo participar, realizando as atividades de forma individual,
mas sem os beneficios da AS;

 Em alguns momentos colocamos informacdes adicionais, elas sdo mostradas ao longo

b

do texto com o icone <= e em fonte diferente do contrato.

2> Sugestdo de contrato de trabalho

Assimilacéo Solidaria: Contrato de Trabalho

O presente contrato? compde um instrumento de ensino e aprendizagem com o
objetivo principal de romper com o ensino tradicional vigente (ETV) que possui um
contrato didatico implicito. No ETV tem-se (a falsa) impressdo que os alunos sdo
aprovados apenas pelo conhecimento matematico adquirido, porém sabemos que muitos
dos aprovados o foram por motivos subsidiarios, ndo pelo conhecimento. Existem varias
formas de conseguir esta aprovacdo subsidiaria, talvez o exemplo mais claro seja do aluno
gue memoriza como resolver as questdes, sem ter o trabalho de entender o conteido
necessario. Outros exemplos ndo faltam, como estudar por provas antigas, para saber o
que o professor vai “cobrar”. Na postura do professor também existem exemplos, como
colocar questbes faceis na prova para o aluno atingir a pontuagdo minima, ja nas
instituicbes de ensino a comprovagdo esta presente quando exigem provas de

recuperacgdo, segunda chamada, etc. 1sso mostra que o conhecimento matematico ndo é a

2 Baseado nos Trabalhos de BALDINO (1993,1998).
e ————
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unica forma de obter aprovagao. E aprovado o aluno que sabe “jogar” com as regras desse

contrato implicito.

A Assimilacdo Solidaria (AS) surge em oposic¢do a farsa do ETV, baseada em um
contrato de trabalho que permite ao estudante a promocéo pelo efetivo trabalho coletivo
desenvolvido, aprovado e exposto de forma democratica, ndo implicita. Todos saberdo os

critérios e formas de avaliacao.

Na AS ndo se mede 0 conhecimento matematico adquirido, mas o tempo que foi
despendido para alcanca-lo. Nao se trata de avaliar quem levou mais tempo estudando
determinado contetido, mas de quem efetivamente, em coletividade, desenvolveu algum
estudo, aprimorou e desenvolveu conhecimentos na area do CDI. Nesse sentido, o
processo de ensino e aprendizagem e centrado no aluno e ndo no professor e no conteddo
como no ETV. Além disso, a AS é uma intervencdo democrética, pois ndo € imposta. Ndo
retira o direito adquirido no ETV, quem desejar podera ser avaliado apenas pelo seu
desempenho nas provas escritas. Entretanto, aos que participarem, as horas dedicadas ao

trabalho, principalmente em grupo, seréo revertidas em bonus.

A criacdo de um ambiente de trabalho baseado na AS exige acordos, que séo
apresentados abaixo. Ressaltamos que eles podem ser discutidos, retirados e modificados,
porém os principios gerais sao os pilares da AS e, por isso, ndo podem ser retirados (quem
o fizer esté voltando para 0 ETV).

<" O professor pode discutir mais a contraposi¢do do ETV com a AS. Essa parte

inicial apenas sugere formas de fazer isso.

Principios Gerais:

1° Promocéo por avaliacdo do processo de trabalho, ndo do produto final;

2° Medida da duracdo do trabalho produtivo, ndo da competéncia atingida;

3° Aumento da competéncia média da turma, ndo da maxima de alguns;

4° Acompanhamento do raciocinio, nao correcdo do trabalho;

5° Exposicgdes apos o trabalho dos alunos sobre conteudos da ementa;

6° Grupos Homogéneos: a sala de aula sera dividida em grupos de 3 ou 4 alunos, sem
possibilidade de trabalho individual, segundo o critério de aproveitamento na primeira
avaliacdo realizada na disciplina;

7° Supremacia do Grupéo (sala toda) em relacdo aos grupos e, destes, em relacdo aos
individuos;

8° Qualquer alteracdo nas regras devera ser proposta para o Grupao — sala toda — e votada
por ele.
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<" Em relagdo ao segundo item, a nota do dia de trabalho é proporcional ao
tempo que os grupos permaneceram trabalhando, cumprindo as regras do
contrato. Ja os grupos homogéneos sdo necessarios para a farsa do ETV ndo ser
transferida aos grupos, onde um faz e os demais copiam. O conhecimento deve ser
construido pelo grupo. Sugere-se que o professor divida a sala em dois ou trés
subgrupos de acordo com as notas/desenvolvimento matemadtico e os alunos
possam escolher suas equipes no subgrupo que estiverem. Os grupos devem ser
formados por trés ou quatro integrantes, as duplas ou equipes maiores ndo sdo
aconselhadas. Caso existam equipes que ndo tenham estabelecido boas relagdes
interpessoais, os integrantes podem ser readequados a outros grupos, para

melhorar este aspecto.

Da Forma de Trabalho:

9° O trabalho ocorrera sempre nos grupos, com o uso de fichas disponibilizadas pelo
professor no inicio de cada aula e material de consulta providenciado por cada aluno
(livros, copias, apostilas, material em meio eletronico, softwares, etc.);

10° Cada individuo do grupo recebera sua ficha;

11° Cada grupo, além da ficha de trabalho, terd acesso a ficha de sugestdes, que sera
utilizada para auxiliar na resolucédo dos problemas;

12° Havera na mesa do professor uma ficha solugdo, com as respostas dos problemas da
ficha de trabalho, que devera ser consultada somente quando o grupo terminar a ficha de
trabalho;

13° As fichas sdo formadas por problemas relacionados ao contetdo que estudaremos,
bem como, por instru¢des ou sugestdes;

14° O objetivo é que o grupo trabalhe de forma homogénea, ou seja, que todos do grupo
acompanhem o raciocinio e as discussoes;

15° E proibido que o individuo tome decisbes sem consultar o grupo;

16° O professor podera ser chamado a qualquer momento, por decisdo do grupo, sendo
que ele escolhe quem do grupo lhe fara a pergunta;

17° O professor pode pedir que qualquer componente do grupo explique alguma situacao
da ficha de trabalho;

18° Ao final de cada aula o professor recolhera a ficha, antes da plenéria, podendo, em
determinadas situaces, ser finalizada na aula seguinte ou em horario extraclasse;

19° Todo o material da aula (ficha de trabalho, de encaminhamentos e de solucgéo) sera
disponibilizado aos alunos, de modo que deverdo sempre trazer o material na aula
seguinte.

< O professor disponibiliza as fichas de trabalho - um por integrante - e as fichas
de sugestdes — uma por grupo - no inicio da aula. Ao final todos devem devolver

as fichas de trabalho. E importante destacar que o objetivo ndo é finalizar os
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problemas, mas discuti-los nos grupos, assim, as solu¢des devem ser entendidas
por todos. Nas media¢des nos grupos, o professor escolhe quem fard a pergunta,
garantindo que todos discutiram o problema em questdo, caso alguém ndo saiba
explicar o que fizeram, o grupo é penalizado. A ficha de sugestdes ndo é suficiente
para resolver os problemas, o grupo devera trazer materiais de consulta (livro,

computador, etc.), caso ndo tragam, estdo descumprindo uma regra do contrato.

Da Plenaria:

20° Ocorrerd em todo encerramento de aula;

21° Teréa duracdo de aproximadamente 15 minutos;

22° Neste momento os grupos poderdo propor modificacdes aos itens deste contrato e
justificar perda de pontos, caso julguem necessario;

23° Além disso, neste momento o professor poderd fazer retrospecto do contetdo
estudado durante a aula, com a contribui¢cdo dos grupos;

24° Faltar a plenaria faz com que o aluno perca um ponto do dia;

25° A plenaria pode votar o que deseja estudar nas proximas aulas;

26° A plenéria decide o percentual que o trabalho do dia terd na nota da AS, limitando-o
em até 50%.

" Na plenadria o professor pode inclusive resolver alguns itens. Mas lembre-se: o
objetivo é resolver se perceber uma davida ou dificuldade da maioria dos grupos.
A plendria é utilizada para discutir o trabalho do dia. Além disso, os grupos votam
o peso do dia - ndo a nota. Esse peso é relacionado a importancia que o trabalho
teve para a construgao de algum conceito. Ele deve ser pensando da seguinte
forma: qual a importancia do trabalho de hoje em relacdo ao estudo de limites?
Cada dia terd um peso, sendo que ao final da intervenc¢do calcula-se o peso médio.
Limitamos em 50% esse peso, pois, caso contrdrio, a prova poderia ter peso zero e

assim correriamos o risco de torna-la uma aprovagao automatica.

Das Faltas, Entradas Tardias ou Saidas Antecipadas:

27° O aluno que se ausentar durante a aula, perdera os pontos deste dia (As fichas de
trabalho tém um campo que identifica se o aluno chegou tarde, saiu mais cedo ou faltou);
28° Trabalho perdido sO podera ser refeito caso o grupdo concorde com o argumento do
estudante. Caso ocorra, realizara o trabalho no Ensino Remedial,

29° O professor podera recusar a justificativa aceita pelo grupdo, cabendo recurso apenas
perante todo o0 grupéo.

Da Perda de Pontos:
30° O aluno perdera um ponto em cada uma das situacdes:
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e Chamar o professor ou consultar integrantes de outro grupo, sem 0 consentimento

do seu grupo;

e Nao trazer seu material de pesquisa;

o N&o aguardar a sua vez de atendimento;

e Desconhecer as regras deste contrato;

e Chegar atrasado ou sair mais cedo (perda de pontos proporcional ao tempo de aula

que deixou de participar).
31° Todo grupo perdera um ponto em cada uma das situacdes:

e Chamar o professor e algum integrante ndo souber o que perguntar, ou explicar o

que ja fizeram até o0 momento;

¢ Ndo aguardar a sua vez de atendimento;

e Desconhecer as regras deste contrato;

¢ Realizar trabalho individual;
32° Realizar outras atividades durante a aula, manter conversas irrelevantes para o
momento ou atrapalhar outro grupo sdo faltas graves, que refletem diretamente no
desenvolvimento da AS, por isso, nestes casos, a perda de pontos serd decidida pelo
professor ou em plenéria.

<" (Cada item mostrado anteriormente faz com que o grupo ou integrante perca
um ponto do dia. Alguns desses aspectos sdo percebidos pelo professor durante a
mediagdo, sendo que devem ser anotados na ficha do estudante. Outros podem ser
percebidos apenas no momento em que o professor analisa as fichas, mas também
devem ser marcados, por exemplo, trabalho feito de forma individual. Caso ndo
existam ocorréncias e o grupo tenha trabalhado durante todo o tempo da aula a

nota é dez. Lembre-se a AS ndo considera erro/acerto para pontuac¢ao do grupo.

Da Avaliacéo:

33° A avaliacdo sera pelo tempo de trabalho, ndo pelo resultado final;

34° O tempo de trabalho de cada aula sera proporcional a nota do dia. Por exemplo, se a
aula tem duas horas/aula e o grupo ndo descumpriu nenhuma regra e realizou um trabalho
colaborativo, entdo a nota sera dez;

35° A AS néo substitui a avaliagéo escrita (PE);

36° A avalicdo sera composta pelo aproveitamento e trabalho de cada aula;

37° O dia da PE sera discutido na plenéria;

38° A PE serd individual e sem consulta.

Do Ensino Remedial:

39° Serd oferecido extraclasse, em horarios especificos;

40° O Ensino Remedial (ER) seréa parte da nota da AS;

41° Os grupos com aproveitamento superior a nota sete, tem sua participacao facultativa;
42° Aos demais grupos (notas abaixo de sete), a ndo participacao so podera ser justificada
por comprovacao de incompatibilidade de horarios;

43° No ER serao discutidos os temas da(s) tltima(s) aula(s);

44° Os alunos deverdo resolver exercicios propostos pelo professor, discutindo-os com
todos os presentes;
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45° Para o célculo da nota do ER, em relacdo a aula de AS, serd usado um coeficiente de
participacdo (CP) que sera zero para quem nao precisar participar e 1 (um) para quem
participar.

“" O Ensino Remedial é parte fundamental da AS. E importante que o professor
combine um horério semanal para esse momento, com média de quatro horas.
Inicialmente, todos os alunos com rendimento inferior a média deveriam
participar, porém percebemos que muitos ndo puderam por diversas questoes.
Desse modo, sugerimos que o professor discuta isso com a turma, a fim de chegar
em um consenso. Cada encontro do Remedial também tem uma nota de acordo

com o tempo de permanéncia.

Da Nota:
46° Todas as notas serdo dadas em uma escala de zero a dez, com 0s pesos descritos nos
proximos itens;
47° A nota final do periodo em que se trabalhar com a AS é a maxima entre a PE e a
média ponderada entre a nota da AS (NAS) com peso P e a nota da PE: MEDIA =
MAX(PE; P.(NAS) + (1 — P).(PE)). Onde o peso P sera feito pela média dos pesos
atribuidos a cada aula pelos alunos;
48° A nota da AS (NAS) é calculada da seguinte forma:
¢ A nota da AS (NAS) serd composta pela média entre as notas de cada aula (A1, A2,
...Ali) de i aulas de AS e as notas individuais (R1, R2, ...Rj) de cada encontro j do ER;
e Assim:

A1+A2+A3+...+Ai+ R1+ R2+R3+..+Rj

CP

NAS = : ]
1+CP

" O célculo da nota é apresentado adiante com auxilio de uma planilha.
Contudo, o professor pode mudar a formula de calculo, desde que considere para
isso as notas de cada aula, o peso da AS, as notas do Ensino Remedial e a nota da
prova escrita.

Disposig¢des Finais:

49° Este contrato ndo podera ser modificado por nenhuma das partes, sendo por decisdo
do grupdo, por meio de votacao;

50° Todos os materiais serdo divulgados pelo professor, é responsabilidade dos alunos

traze-los para a aula;
51° Confirmamos que concordamos e entendemos 0s termos aqui descritos.

<~ Sugerimos que as fichas de sugestdes sejam disponibilizadas antes da aula, os

alunos solicitaram isso para poderem consulta-las e organizar outros materiais de
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consulta. A ficha de trabalho e de respostas so é disponibilizada apods ser feita em
sala. Por fim, a cada aula o professor recolhe a ficha de trabalho, faz consideracoes
ou indica o que pode ser feito, itens que devem ser melhor estudados, atribuiu uma

nota pelo tempo de trabalho e devolve ao aluno na aula seguinte.
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Capitulo IIT - Fichas de Trabalho

Neste item apresentaremos sete fichas de trabalho para o estudo do contetdo de
limites e continuidade de fun¢Bes com uma variével real. Esse material foi confeccionado
de acordo com os conteidos mais relevantes para o entendimento do conceito e aplicacéo
de limites para um periodo de aplicacdo de, aproximadamente, 10 encontros com duragéo
de 2 horas/aula — desde a apresentacdo do contrato até a avaliacdo escrita. Contudo,
dependendo da carga horéria que o professor tenha disponivel para abordar esses

contetdos, as fichas podem ser utilizadas por mais tempo.

Cada aula, com excec¢do da primeira em que € discutido o contrato de trabalho e
da ultima na qual é feita a avaliacdo escrita, inicia com a entrega das fichas de trabalho e
de sugestdes aos grupos de trabalho previamente organizados. Nesse momento, 0s grupos
iniciam estudando os conceitos necessarios para resolucdo dos problemas, sendo que o
professor atua como mediador do trabalho das equipes. Caso, apds um determinado tempo
de tolerancia, todos os membros de uma equipe faltem e algum integrante fique sem
grupo, ele pode optar por fazer os problemas com outro grupo. No momento das
solicitacOes feitas ao professor, qualquer infringéncia de regras deve ser anotada na ficha
do estudante, no campo especifico, conforme o quadro abaixo. Além disso, lembre-se, o
professor escolhe quem do grupo fara a pergunta, deve ser uma ddvida de todos, de acordo

com as discuss@es mantidas. Ndo é permitido na AS atendimentos individuais.

Ademais, sugerimos para cada ficha o tempo de duas horas/aula, no minimo,
contando com o tempo da plenéria, realizada nos Gltimos 10 a 15 minutos de cada aula.
Esse tempo vai sendo calibrado pelo professor de acordo com as solicitacdes do dia. Caso
necessite, uma mesma ficha pode ser retomada na aula seguinte. Em cada ficha o
integrante preenche com os dados do grupo e o peso escolhido na plenaria, 0os demais

itens sdo para preenchimento do professor, conforme o quadro a seguir.
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Itens presentes no inicio das fichas de trabalho

Equipe:

Estudante avaliado: ; Estudante 2: ;
Estudante 3: ; Estudante 4:

Peso do dia: (de zero a 50%)

NOTA: (de zero a dez)

o Itens individuais (X para sim): ( ) Faltou; ( ) Chegou atrasado; ( ) Saiu mais cedo; ( ) Néo
trouxe o material de consulta; ( ) Chamou o professor sem consentimento do grupo;

() Atrapalhou o rendimento do grupo; ( ) N&o conhecia ou desrespeitou o contrato de trabalho;
() Falta de comprometimento com a aprendizagem.

e Itens do grupo: (marcar a quantidade de ocorréncias ou X para sim): () Nem todos 0s
membros sabiam perguntar ou explicar o que ja haviam feito; ( ) N&o aguardaram a sua vez de
atendimento; () Trabalho feito de forma individual; ( ) Algum componente esta atrasado ou
adiantado em relacdo ao grupo; () Consultaram a ficha resposta antes de finalizar a atividade;
() Tempo de efetivo trabalho (medido em horas).

Esse quadro, presente no inicio de cada ficha mostra as possiveis ocorréncias. O
item “tempo de efetivo trabalho em grupo” € correspondente ao periodo que o grupo
trabalhou, medido do momento em que iniciaram o desenvolvimento da ficha até o final
da plenaria. Nesse caso, por exemplo, integrantes que saem mais cedo ou chegam
atrasados sdo penalizados. S0 sera considerado trabalho de grupo quando ao menos dois
integrantes da equipe estiverem presentes. O campo “nota” ¢ preenchido de acordo com
o tempo de trabalho e ocorréncias registradas. Por exemplo, se a aula tiver 2 horas/aula e
0 grupo trabalhar durante esse tempo sem descumprir nenhuma regra, sua nota seré dez.
Caso ocorra alguma infringéncia o grupo perde um ponto — ocorréncia do grupo — ou o
individuo — ocorréncia individual. Caso o grupo néo trabalhe durante o tempo total da

aula, sua nota sera diretamente proporcional ao tempo de trabalho.

A seguir elencamos cada uma das fichas, com as respectivas fichas de sugestdes
e respostas, destacando os objetivos, conteddos estudados e informacGes gerais, quando
necessario. Além disso, em algumas fichas sugerimos, para estudos extraclasse, alguns
problemas de um livro didatico. Eles podem ser alterados, de acordo com o critério do

professor.

Lembre-se: nem todos os grupos conseguirdo finalizar a ficha de trabalho durante
a aula. O professor deve evidenciar que os problemas deixados em branco ou feitos de
forma errada, precisam ser finalizados em momentos extraclasse. Na AS o aprendizado é

de responsabilidade do estudante!
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> Ficha de Trabalho 1

Conteudos abordados: Conceito intuitivo de limites.

Objetivos: Resolver dois problemas sobre a ideia intuitiva de limites, conceituar alguns

termos utilizados na notacédo de limites.

FT1 - Introducéo ao Estudo de Limites

Equipe:

Estudante avaliado: ; Estudante 2: ;
Estudante 3: : Estudante 4:

Peso do dia: (de zero a 50%)

NOTA: (de zero a dez)

o Itens individuais (X para sim): ( ) Faltou; ( ) Chegou atrasado; ( ) Saiu mais cedo; ( ) Néo
trouxe o material de consulta; ( ) Chamou o professor sem consentimento do grupo;

() Atrapalhou o rendimento do grupo; ( ) Nao conhecia ou desrespeitou o contrato de trabalho;
() Falta de comprometimento com a aprendizagem.

e Itens do grupo: (marcar a quantidade de ocorréncias ou X para sim): () Nem todos os membros
sabiam perguntar ou explicar o que ja haviam feito; ( ) Nao aguardaram a sua vez de atendimento;
() Trabalho feito de forma individual; ( ) Algum componente esta atrasado ou adiantado em
relacdo ao grupo; () Consultaram a ficha resposta antes de finalizar a atividade;

() Tempo de efetivo trabalho (medido em horas).

A. Fractais

Na matematica existem figuras geométricas (ou objetos) criadas a partir de infinitas
iteracdes, a elas damos o nome de fractais. Segundo Nunes: “Fractais sdo objetos que
podem ser obtidos ou aleatoriamente, por meio de processos recursivos apresentando
determinadas caracteristicas que por vezes sdo encontradas em formas da natureza. Essas
caracteristicas sdo: auto semelhanga, escala, complexidade e dimensao” (NUNES, 2006,
p. 29). Um dos fractais mais conhecidos € o Tapete de Sierpinski, estudado pelo
matematico Waclav Sierpinski (1882 — 1969). Nunes explica o processo de criagdo:

Partimos de um quadrado preenchido que é dividido em 9 quadrados iguais e retiramos
0 quadrado do meio. Ficamos, portanto, com a figura geradora. A 12 iteracdo é obtida
através de uma aplicacdo da figura geradora a cada um dos quadrados preenchidos que
a constituem. A figura final deste passo de construcdo € o elemento de construcdo da
figura seguinte (22 iteracdo), por aplicagdo da figura geradora (NUNES, 2006, p.30).
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Figura 1: Sequéncia do processo iterativo de construcdo do Tapete de Sierpinski.

quadrado solido

ill-llll

1* iteracio 2" iteragio

Fonte: NUNES, 2006, p. 30

A figura 1 representa o processo, que € infinito, ou seja, a cada quadrado € realizado o processo
da figura geradora.
Com base no processo de criagdo do Tapete de Sierpinski, considerando que em cada iteracéo o
quadrado central (branco) é retirado, qual serd a area do tapete em cada uma das iteracdes,
considerando o quadrado inicial com lado I?

1. Area do quadrado inicial:

2. Figura geradora:
3. 1%iteracdo:
4. 2%iteracdo:
5. 3titeracdo:

6. 10%iteracdo:

7. Refaga o processo anterior considerando o lado do quadrado inicial como 1 u.c. Expresse
o resultado com nUmeros decimais.
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8. Com base nisso, 0 que aconteceria ap6s um numero muito grande de iteracGes? Qual seria
a sua area depois de infinitas iteracdes? Em algum momento a area do tapete sera nula?
Explique.

B. O Agiota de Roma®

Um agiota empresta 1 dinar* a juros de 100% ao ano a uma pessoa. Ao final de um ano, a pessoa
encontra o agiota, devolvendo 1 + 1 = 2 dinares. O agiota, achando injusta tal situacdo, argumenta
que tal valor é incorreto, afirmando que: Se dividirmos 0 ano em dois semestres, deveria pagar,
depois de seis meses, a quantia de 1 dinar + 50% de 1 dinar = 1,5 dinares. Em mais um semestre,
0 montante devido se comporia em: 1,5 dinar + 50% de 1,5 dinar = 2,25 dinares.

O agiota continua argumentando que, se o ano fosse subdividido em 4 trimestres, o valor devido
ao final de cada trimestre, seria outro.

1. Com base nisso, fagcam um guadro com o0 montante devido a cada trimestre (correcao trimestral
de juros) e argumentem como seria 0 montante a cada més (corre¢do mensal de juros).

2. O que ocorre com o montante devido quando o periodo de corre¢do diminui?

3. O valor do montante aumentard sempre ou existird um limite?

3 Adaptado de POMMER (2006).
4 A palavra ‘dinar’ deriva de denario, uma moeda romana. Atualmente, é a moeda nacional de varios
paises pertencentes ao extinto Império Otomano (POMMER, 2010, p. 5).
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FICHA DE SUGESTOES 1 — Introduco ao Estudo de Limites

O tema inicial da ficha de trabalho 1 é o processo de criacdo do Tapete de Sierpinski. Ele nos da
subsidio para entender a ideia intuitiva de infinito. Nesse sentido, Nunes diz que “A percep¢ado de
infinito esta subjacente aos objetos fractais, pois estes sdo obtidos no limite de um processo de
construcdo que se repete indefinidamente [...]” (NUNES, 2006, p. 12).

No estudo dos limites (e de todo o CDI) € imprescindivel a compreensdo do infinito - o
infinitamente grande e as quantidades infinitesimais. Uma das formas de entender esses termos é

pensar numa sequéncia infinita de nimeros, como, por exemplo, (1,1 11 J comn € N.

2'3"7"'n""

Percebemos que, como n é um numero natural, a sequéncia é infinita, ou seja, todo termo tera um
sucessor. Mas para qual valor a sequéncia tende? Essa pergunta sera muito utilizada no estudo de
limites. E féacil de perceber, intuitivamente, que a sequéncia se aproxima cada vez mais de zero,
ou seja, quanto maior for n, menor sera o valor correspondente na sequéncia. Porém, nunca
existira um termo igual a zero. Dizemos que a sequéncia tende a zero, o que significa dizer que
guando n tende ao infinito (aumenta incessantemente) o limite da sequéncia é zero. Podemos dizer
isso, pois sabemos que existem infinitos nimeros naturais o que faz com que os termos da
sequéncia se aproximem de zero o0 tanto quanto quisermos, porém nunca um termo é o proprio
zero, sendo no limite.

A segunda atividade — Agiota de Roma — diz respeito a capitalizacdo de juros em um determinado
tempo. E bem sabido que se a capitalizacio ocorrer a 100% por ano, no sistema composto, € um
equivoco dizer que a taxa semestral serd 50%, na verdade, deveriamos calcular a taxa equivalente.
Porém, mesmo assim, o exercicio é valido para percebermos algumas questdes sobre limites.
Inicialmente para saber o valor do montante devido a cada trimestre e depois més, basta lembrar
que na capitalizacdo composta, 0s juros incidem no montante anterior, ndo no capital inicial (no

caso 1 dinar). Desse modo, podemos diminuir o periodo de capitalizagdo (ano, semestre, trimestre,
00%

més, dia, hora...) cada vez mais, fazendo, na l6gica do agiota: gue representa o percentual

%

de juros no tempo n. Assim, se quisermos a taxa de juros ao dia, basta fazer ,jdque 0 ano

comercial tem 360 dias.
Para responder ao demais perguntas basta calcular o montante utilizando a férmula da

o n . 100% 1 . .
capitalizacdo composta M =C(1+1)",naqualC=1,i= == eno periodo considerado.
n n

Lembre-se: a resposta fara mais ‘sentido’ quando forem calculados montantes para periodos de
capitalizacdo (n) pequenos. Aproveite para analisar 0 que ocorre com a taxa i nesses casos.
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Iltem A:
1.
2.

Fichas de Trabalho

DE RESPOSTAS 1 - Introducéo ao Estudo de Limites

Como o lado do quadrado € I, sua area é A=12=1 u.a.

Retirando-se o quadrado central, ou seja, um quadrado de lado 1/3, temos que descontar
2

, | . , 8
da area total: A :3, assim ficamos com um tapete de area: A :§I2u.a.
Nessa iteracdo sdo retirados 8 quadrados de lado 1/9, assim, da &rea restante é
8 64
descontando: A, :8—1I2,sobrando no tapete: A :alzu.a.

Nesse momento, devemos ja ter percebido que em cada iteracdo o lado do quadrado é
dividido em mais 3 partes, assim, agora, foram retirados 64 quadrados de lado 1/27, ou

seja, retirou-se uma area de: A, = % 1%, assim a area do tapete é: A = ?—;; 1%u.a.

Nesse passo, 0 grupo ja deve ter percebido gque a area do tapete tem como resultado uma

. 8\" _ .
poténcia na forma: A = [§J [%u.a, comn =0,1,2,3,... Assim, na 3 iteracéo teremos a

4
area do tapete: A :(gj 12 :@Izu.a.
9 6561

8 11
Na décima;: A :[§J 12u.a.

Para isso, basta substituir nos céalculos acima | = 1 e expressar as fragdes em nimeros
decimais.

O que se espera é que o0 grupo perceba que independentemente do nimero de iteragdes
que se faca, a area do tapete nunca sera nula, na verdade, ela esta diminuindo, visto que
a area € descrita por uma progressdo geométrica decrescente (razao 8/9). Porém, nao
existe um momento no qual a area sera nula, mas ela pode ser tdo préxima de zero quanto
se queira, visto que, teoricamente, os fractais, sdo compostos por infinitas iteracGes.
Assim, dizemos que a area esta tendendo a zero, e no limite (com infinitas iteracbes) sera
nula.

Nesta questdo, percebemos dois fatos importantes: podemaos fazer centenas de bilhdes de
iteracdes e sempre sera possivel chegar a uma area mais proxima de zero, basta fazer mais
uma, e mais uma... ou seja, sempre existe um nimero mais préximo do zero do que o
calculado, na verdade existem infinitos ‘mais proximos’. Isso vale para quaisquer
nameros, em qualquer intervalo, por menor que seja. O segundo fato percebido é que no
limite dizemos que a area do tapete é nula, vejam, no limite.

ITEM B:

1.

Seguem os quadros com os dados pedidos:
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Periodo Montante
17 trimestre | dinar + 253% de dinar= 125 dinares.
27 trimestre 1.25 dinares + 25% de 125 dinares= 1 25.1 25=1_25"=1,5625 dinares.
37 trimestre 1.5625 dinares + 25% de 15625 dinares= 1 5625.1.25 =1,25"= 1953125 dinares.
47 trimestre 1,953125 dinares + 25% de 1953125 dinares= 1 25 = 2 4414063 dinares.

*Célculo do agiota, para a aplicag@o de 1 dinar, a 100% ao ano, supondo a corre¢do trimestral dos
juros.

Continuando, supondo agora a corre¢cdo mensal, teriamos:

Periodo Montante
1 més 1 dinar + 8.33% de dinar= 1,083 dinares.
2° més 1,083 dinares + 8.,33% de 1,083 dinares= 1,083. 1,083 = 1,17289 dinares.

3°més |1,172889 dinares + 8,33% de 1,172889 dinares= 1,083".1,083 = 1,083°= 1,27024 dinares.

12° més 1,083 =2 6034 dinares.

* Calculo do agiota, para a aplicacdo de 1 dinar, a 100% ao ano, supondo a correcdo mensal dos
juros.

2. Para verificar o que ocorre quando o periodo de capitaliza¢do diminui, podemos recorrer
aos calculos, lembrando que o montante sera M =C(1+1)", teremos nesse caso:

M:1(1+1)“= (1+£)”. Assim, para uma taxa em dias n=360:
n n

M =1+ 3—(130)360 = 2,714516 dinares de divida.

Para uma taxa em horas n=360.24 = 8640: M = (1+ Wlélo)wo = 2,718124 dinares de

divida.

Para uma taxa em minutos n = 8640.60 = 518400: M = (1+ #)518400 =2,718279
518400

dinares.

3. Na segunda questdo ja podemos, ao menos de forma intuitiva, perceber que quando o
periodo n diminui, o valor do montante se aproxima de 2,71. O que devemos observar é
que podemos diminuir n 0 quanto quisermos e mesmo assim o valor do montante se
aproxima de um valor. Agora, a pergunta é: o montante esta tendendo para qual valor?
Para responder isso precisamos lembrar que temos uma funcdo de M em n, ou seja:

1 e
M (n) = (1+—=)" e buscamos saber o que acontece quando n aumenta infinitamente. No
n

estudo dos limites escrevemos N — oo (que se & n tendendo ao infinito) e queremos

saber "m[“ljn(lé-se: limite da funcdo quando n tende ao infinito positivo). Esse é
N—-+oo n

o0 tema das préximas aulas, retomaremos esta questéo.

e — ————
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> Ficha de Trabalho 2

Contetdos abordados: Calculo de limites de fungBes por aproximagdo numeérica.

Aplicacéo de limites na interpretacdo grafica e no célculo da velocidade instantanea.

Objetivos: Entender o que significa uma sequéncia numérica tender a um determinado
namero; Relacionar a velocidade média com a instantanea quando aproximarmos 0s

intervalos; Compreender que entre dois pontos existe uma infinidade de outros pontos.

FT2 - Limite de Funcdes

Equipe:

Estudante avaliado: : Estudante 2: :
Estudante 3: ; Estudante 4:

Peso do dia: (de zero a 50%)

NOTA: (de zero a dez)

e Itens individuais (X para sim): () Faltou; ( ) Chegou atrasado; ( ) Saiu mais cedo; ( ) Nao
trouxe o material de consulta; ( ) Chamou o professor sem consentimento do grupo;

() Atrapalhou o rendimento do grupo; ( ) Néo conhecia ou desrespeitou o contrato de trabalho;
() Falta de comprometimento com a aprendizagem.

e Itens do grupo: (marcar a quantidade de ocorréncias ou X para sim): () Nem todos os membros
sabiam perguntar ou explicar o que ja haviam feito; ( ) Nao aguardaram a sua vez de atendimento;
() Trabalho feito de forma individual; ( ) Algum componente esta atrasado ou adiantado em
relagéo ao grupo; () Consultaram a ficha resposta antes de finalizar a atividade;

() Tempo de efetivo trabalho (medido em horas).

A. Sejaumafuncdo f : R — R, definida por f(x) =3.x + 1

1. Esboce o gréfico dessa funcéo.
2. Qual a imagem de f quando x = 2?

3. Sabemos que qualquer intervalo real é infinito, nesse sentido analise o que acontece na
vizinhanca do ponto x = 2, com auxilio do quadro abaixo (inicie preenchendo os valores mais
distantes de x=2):

X 1]15]19]1,99[1,999| 2 |20012,01|21|25| 3
f()

O que acontece com f(x) quando x se aproxima de 2? Poderiamos aproximar x ainda mais de 2?
E correto afirmar que o limite de f(x), quando x tende a 2, é 7? Justifique e escreva esse limite
com a simbologia adequada.
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. x 3x2-5x-2 i .
B. Considere a funcdo g(x) = 2 X # 2. Determine a imagem de cada valor
de x, conforme o quadro:
X 1115[19(199]|1,999| 2 |2,001|201{21|25| 3

9(x)

1. O que acontece com g(x) quando x se aproxima de 2? Qual o limite de g(x) quando x tende a
2? Escreva esse limite com a simbologia adequada.

2. O limite neste ponto € igual a imagem da fun¢do? Justifique.

3. Com base nessa questdo e na anterior, qual a diferenca entre elas?

C. Considere a fungdo:

ex<2
h(x):{x se X
X-1 sex>2

Determine a imagem de cada valor de x, conforme o quadro:

X 1115(19]199(1,999| 2 |2001(201{21|25| 3
h(x)

1. Para que valor tende h(x) quando x se aproxima de 2? A aproximacao pela esquerda (valores
menores que 2) é igual a aproximacdo pela direita (valores maiores que 2)? Qual o limite de
h(x) quando x tende a 2?

2. O limite neste ponto ¢ igual a imagem da fungdo nesse ponto? Justifique.

D. Considere a seguinte situagdo: Um objeto se move em linha reta segundo a funcéo posicéao
S(t) = 2t2+1 em metros, t em segundos. Responda:

1. Qual a velocidade média do objeto no intervalo de tempo [0,10]?
2. Qual a velocidade média do objeto no intervalo de tempo [0,5]?
3. Qual a velocidade média do objeto no intervalo de tempo [0,1]?

4. Utilize a ficha de sugest6es e calcule uma estimativa, por meio da ideia intuitiva de limite,
para a velocidade instantanea do objeto no instante t = 1 segundo.

5. Por que podemos dizer que essa é estimativa da velocidade instantanea em t = 1 segundo?

6. Escreva formalmente o limite dessa fungéo.
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FICHA DE SUGESTOES 2 —Limites de Funcdes

A. Exemplos de questBes sobre limite de funcGes de forma intuitiva

Use como material de pesquisa os livros do grupo (esse tipo de problema esta, geralmente, no
inicio do capitulo sobre limites).

Observe o comportamento da fungédo f : R — R, definida por f(x) = x + 3

Se atribuirmos valores para x que tendem para 2 por valores menores do que 2 e calcularmos 0s
valores de f(x) correspondentes, obteremos o quadro abaixo:

x |1,0]15]16|217| 1,9 | 1,999
f(x) 1|40]|45|46]| 47| 49 | 4999

Observe que os valores de f(x) aproximam-se de 5,
ou seja, quanto mais proximo de 2 estiver o valor
de X, mais proximo f(x) estara de 5. Assim, o limite
da fungdo f quando x tende a 2 por valores
menores do que 2, ou pela esquerda, é 5.

Simbolicamente: Iir?_ f(x)=5 (o sinal de —
acima do 2 indica que é pela esquerda).

Se atribuirmos valores para x que tendem para 2
por valores maiores do que 2 e calcularmos os
valores de f(x) correspondentes, obteremos o
guadro abaixo:

5 x [30]27]|25]|22]201]| 2001
f(x) | 6,0 57|55 | 52 |501]| 5001

Observe que os valores de f(x) tendem para 5. Assim, o limite da funcdo f quando x tende a 2 por
valores maiores do que 2, ou pela direita, é 5. Simbolicamente: Iir?+ f(x) =5(o sinal de +
X—>

acima do 2 indica que é pela direita).

Neste exemplo, observamos que quando x tende para 2, os limites laterais sdo iguais (tanto pela
direita e esquerda). Por isso — quando os limites laterais sdo iguais — podemos dizer que existe o

limite da funcdo neste ponto, escrevendo: Iirr; f(x) =5. Lé-se: o limite de f(x) quando x tende
X—
a2éigual ab.

Observacdes: Para o limite em um ponto existir, os limites laterais devem ser iguais, caso
contrario o limite ndo existe.

N&o importa 0 que acontece com o0 ponto em questdo, ou seja, o valor de x para o qual se calcula
o limite pode nem estar definido no dominio da funcdo, mas mesmo assim o limite pode existir.
Temos trés casos que exemplificam esse fato:

Caso 1: f(a) = L —a imagem do ponto a é igual ao limite, o exemplo acima € desse tipo, pois f(2)
= 2+3=5 que é igual a IXer; f(x)=5

Caso 2: f(a) # L —a imagem do ponto a é diferente do limite neste ponto. Olhar item B da ficha
de trabalho.
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Caso 3: f ndo esta definida em a — a funcdo ndo esta definida no ponto a, ou seja, a ndo pertence
ao dominio de f.

Conceito intuitivo de limite®: considere uma funcéo f e nimero a, que pode ou ndo pertencer ao
dominio de f. Suponha que f(x) tende aum nimero L se x tende a @ (com x pertencente ao dominio
de f e x #a). Para exprimir esta circunstancia, indica-se limfe)=L (Lé-se: o limite de f(x),

X—a

quando x esta tendendo paraa, € igual a L).

B. Cinematica

A necessidade do desenvolvimento do CDI se deu por alguns problemas classicos, como:
determinacdo da area de figuras planas, determinacao da reta tangente a uma curva e célculo da
velocidade instantanea. Nesse momento abordaremos um pouco da cinematica que é a parte da
fisica que estuda o movimento dos objetos (corpos).

Sabemos que a velocidade média é a variacdo do espaco percorrido dentro de um intervalo de
tempo. Observe o esquema abaixo, no qual um objeto se move na linha reta, de S1 até S2:

S1 S2 >

tl t2
Assim, a velocidade média (V,,) nesse intervalo sera a variacdo do espaco percorrido (posicéo
final — posicao inicial) dividido pelo tempo em que realizou esse percurso:

_As_S2-81
TOAt t, -ty

Agora, imagine gue quiséssemos determinar a velocidade instantanea desse objeto em um ponto
t qualquer. Para isso, calculamos sua velocidade média em intervalos de tempo (At) cada vez
menores, 0 que permite uma estimativa da velocidade instantanea no ponto t em questao.

. e . i . As
Nesse problema, o conceito de limite ¢ muito atil, pois permite escrever: V = i!mo—At , que
—

significa que se At tender para zero (os dois tempos, t, e t,, estaréo cada vez mais proximos um

. As , . . A -
do outro) o quociente A tenderd para a velocidade instantanea. No estudo do CDI, mais adiante,

sera visto que a velocidade instantanea é calculada por meio do conceito de derivada.

Na questdo da ficha de trabalho que solicita que o grupo calcule uma estimativa, com base na
ideia intuitiva de limite, para a velocidade instantanea do objeto no instante t = 1 segundo, pode-
se partir da mesma ideia das questdes anteriores. Nesse sentido, uma boa aproximagao ocorre
quando analisamos a velocidade média em intervalos proximos de t =1.

Sugestdo: usem os intervalos do tipo [t,1] (com t < 1) e [1,f] (com t > 1), sendo t cada vez mais
préximo de 1.

5 Definigdo de BOULOS, 1999, p. 162.
e ————
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FICHA DE RESPOSTAS 2 — Limites

Item A:
1. Segue:

2. f(2)=32+1=7
3. Nesta questdo, mais do que o célculo, queremos que 0 grupo perceba que podemos
aproximar o valor de x de 2 o tanto quanto quisermos.

X 1115]19(199(1999| 2 |[2001(20121|25| 3

f(x) 4 | 5516,7(697(6997| 7 7,003 (7,03(7,3185| 10
3.1. 0 que acontece com f(x) quando x se aproxima de 2?
Espera-se que 0 grupo perceba que quanto mais proximo X esta de 2, mais proximo f(x) estara de
7, por ambos os lados.
3.2.Poderiamos aproximar x ainda mais de 2?
Como trata-se de ndmeros reais, podemos aproximar o valor de x o quanto quisermos de 2. E
importante perceber que entre o valor 1,999 e 0 2, por exemplo, ainda ha uma infinidade de outros
nimeros e que podemos aproximar indefinidamente dois nimeros.
3.3.E correto afirmar que o limite de f(x), quando x tende a 2, é 7? Justifique e escreva esse
limite com a simbologia adequada.
Sim, pois como vimos na ficha de sugestfes, o limite de uma funcéo existe quando os limites

laterais s&o iguais, 0 que ocorre neste caso. Simbolicamente: Iirr; f(x)=7ou Iirr; 3X+1=7.
X—> X—>

Além disso, percebemos que o limite é igual a imagem da funcéo nesse ponto.

Item B:

X 1(115]19(199(1999| 2 |2001]201|2,1] 25| 3

a(x) 4 |155]|6,7|697|6,997|ind. | 7,003 (7,03(7,3| 85 | 10

1.

1.1. O que acontece com g(x) quando x se aproxima de 2?

Nessa questdo, da mesma forma que a anterior, quando x se aproxima a 2, ou seja, tende a 2, o
valor de g(x) se aproxima de 7. Porém, nesse caso nunca atinge, pois X=2 nao pertence ao dominio
da funcéo, ndo existe uma imagem para este valor.

1.2. Qual o limite de g(x) quando x tende a 2? Escreva esse limite com a simbologia adequada.
Mesmo com x=2 ndo pertencendo ao dominio da funcéo, o limite pode existir, esse € o terceiro
caso da ficha de sugestdes. Como em ambos os lados g(x) se aproxima cada vez mais de 7,

2 _ —
podemos dizer que: lim g(x) = 7ou lim SXE-5x=2 =7
X—2 x—2 X—2

2. O limite neste ponto é igual a imagem da funcdo? Justifique.

e — ————
31



Fichas de Trabalho

N&o, a imagem neste ponto sequer existe. Mas o limite sim, como jé justificado no item 1.2.

3. Com base nessa gquestdo e na anterior, qual a diferenca entre elas?
Os limites das questdes sdo iguais, a diferenca é que na primeira o limite é igual a imagem da
funcdo naquele ponto. Na segunda o ponto ndo pertence ao dominio de g, mas o limite existe.

Item C:

X 1115(19(199(1,999| 2 |[2001(20121|25]| 3

h(x) 11151919199 2 |1001]|101|1,1]15]| 2

1.
1.1. O que acontece com h(x) quando x se aproxima de 2?
Para responder, precisamos perguntar: por qual lado? Nesse caso, percebam que a resposta é
diferente para cada caso.
1.2. A aproximacao pela esquerda (valores menores que 2) é igual a aproximacao pela direita
(valores maiores que 2)?

Nao, pela esquerda h(x) tende a 2, logo o limite é: Iirg h(x) = 2, pela direita h(x) tende para 1,
logo o limite é: Iir721+ h(x)=1.

1.3.Qual o limite de h(x) quando x tende a 2?
N&o existe, pois os limites laterais sdo diferentes.
2. O limite neste ponto é igual a imagem da funcdo? Justifique.
Nao, pois o limite ndo existe, a imagem no ponto x=2 é igual ao limite lateral (pela esquerda).

Item D:
1. Qual a velocidade média do objeto no intervalo de tempo [0,10]?

_As _S(10)-S(0) _201-1

" At t,—t,  10-0
2. Qual a velocidade média do objeto no intervalo de tempo [0,5]? 10 m/s

=20m/s

3. Qual a velocidade média do objeto no intervalo de tempo [0,1]? 2 m/s

4. Utilize a ficha de sugestdes e calcule uma estimativa, com base na ideia intuitiva de limite,
para a velocidade instantdnea do objeto no instante t = 1 segundo.
Podemos usar intervalos cada vez menores em volta de t=1, assim, considere os intervalos e as
velocidades médias:

[0,1]—>Vm:§:2m/s [1,2]—>Vm:£:6m/s
At At
[0.9,1] -V, :§:3,8m/s [1.1,1] -V, :§=4,2m/s
At At
[0.99,1] »V, = as_ 3,98m/s [1.011] -V, = As_ 4,2m/s
At At
AS AS
[0,999,1] »V,, = A =3998m/s | [1.001,1] -»V, = At =4,002m/s

Percebemos com isso, que quanto menor a variacdo do tempo, ou seja, At — 0, a velocidade
instantanea em t=1 se aproxima de 4m/s.

5. Por que podemos dizer que essa é estimativa da velocidade instantdnea em t = 1 segundo?
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Pois podemos aproximar o intervalo de tempo o tanto quanto quisermos. Fazendo-o tender a
zero.

6. Escreva simbolicamente o limite dessa funcéo.

. . ) . As
A velocidade no instante t =1, serd v, , dada por: V; = i!mo N am/s
—
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2> Ficha de Trabalho 3

Contetdos abordados: célculo de limites laterais, calculo do limite por meio da
interpretacdo grafica, conceito de infinito, limite infinito e no infinito, interpretacbes

gréaficas desses limites e apresentacdo de algumas técnicas de calculo.

Objetivos: Calcular limites por interpretacdo grafica; Saber o que s&o e como se calcula

limites laterais; Saber calcular limites infinitos e no infinito mais elementares.
FT3 - Limites

Equipe:

Estudante avaliado: : Estudante 2: :
Estudante 3: ; Estudante 4:

Peso do dia: (de zero a 50%)

NOTA: (de zero a dez)

e Itens individuais (X para sim): () Faltou; ( ) Chegou atrasado; ( ) Saiu mais cedo; ( ) Nao
trouxe o material de consulta; ( ) Chamou o professor sem consentimento do grupo;

() Atrapalhou o rendimento do grupo; () Nao conhecia ou desrespeitou o contrato de trabalho;
() Falta de comprometimento com a aprendizagem.

e Itens do grupo: (marcar a quantidade de ocorréncias ou X para sim): () Nem todos os membros
sabiam perguntar ou explicar o que ja haviam feito; ( ) Nao aguardaram a sua vez de atendimento;
() Trabalho feito de forma individual; ( ) Algum componente esta atrasado ou adiantado em
relagéo ao grupo; () Consultaram a ficha resposta antes de finalizar a atividade;

() Tempo de efetivo trabalho (medido em horas).

A. Limites Laterais

. . L x2—-1sex =1 -
1. Seja a fungdo f : R — R, definida por f(x)= . Faca o gréfico e
3 sex=1
calcule os seguintes limites, caso existam:
1.1. lim f(x) 1.2. lim f(x) 1.3. lim f(x)
x—1" x—1* x—1

1.4. Explique o que significa x > 1"

1.5. Qual a diferencaentre X >1 e X —>1?

1.6. O limite é igual a imagem da funcdo nesse ponto?
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2. Sejaafungdo f:R— R, definidapor ¢y — 1 e 3 . Calcule os seguintes limites por
X_

meio de substituicdo de variavel, caso existam:

2.1. lim f(x) 2.2. lim f(x) 2.3. IirT‘]3 f(x)

x—3~ x—3*

2.4. Explique a mudanga da variavel x por h.

3. Dado o gréfico da funcdo f, encontre os limites que se pede, caso existam:

-6 -6 -14 -12 -0 -8 *—:T__—!‘—-—L\G

3.1 lim f(x) 3.2. lim f(x) 3.3. Iinzl f(x)
3.4. Iirg f(x) 3.5. Iirr; f(x) 3.6. Iir761 f(x)
3.7. Iirg f(x) 3.8. Iirrg f(x) 3.9. Iir[l0 f(x)

B. Limites Infinitos e no Infinito

* 1
1. Seja a funcdo f : R* — R, definida por f(X)=—=. Faca o grafico e calcule os seguintes
X

limites, caso existam:
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1.1. Iirp f(x) 1.2. Iirg f(x) 1.3. Iirrg f(x)
1.4. lim f(x) 15. lim f(x) 1.6. Iirq f(x)

1.7. O que significa X — +o0?

. . .1 1
1.8. Explique a diferenca entre lim —e lim =?
x>0 X x-0" X

1.9. Existe valor de x tal que f(x) =0?

C. Como atividade para a préxima aula, faca os exercicios 1 a 10 e 23 a 30, pagina 101 a

104 do livro Calculo, volume 1 (STEWART, 2006).
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FICHA DE SUGESTOES 3 — Limites

Na ultima ficha de trabalho foi necessario falar sobre limite lateral, nesta ficha estudaremos mais
alguns aspectos sobre estes limites. Limites Laterais sao Uteis para verificar a existéncia do limite
em um ponto e também para auxiliar na construcdo do grafico e comportamento de fungoes.

Definigéo®: Escrevemos lim f(x) = L e dizemos que o limite esquerdo de f(x) quando x tende

X—a~
a a (ou o limite de f(x) quando x tende a a pela esquerda) é igual a L se pudermos tornar o0s
valores de f(x) arbitrariamente préximos de L, tomando-se x suficientemente proximo de a e x
menor que a.

Analogamente escrevemos lim f () = L para indicar o limite direito (ou limite pela direita)
X—a

de f(x) quando x tende a a € X maior que a.
Abaixo apresentamos um grafico que explica a ideia do limite pela direita (analogamente seria

pela esquerda), considere lim f(x)=L. O limite estd representado pelo ponto P(a, L), e
X—a

percebemos que x pode se aproximar o tanto quanto quiser de a por valores maiores do que a.

X se aproxima de a pela direita

I & e

Dessa forma, podemos calcular os limites laterais analisando o comportamento da funcéo de trés
formas: numericamente (tomando pontos proximos ao valor que x esta tendendo), graficamente
e algebricamente. A Gltima forma é apresentada abaixo:

Considere a funcdo f : R — R, definida por f(x)= para x<-2 ou x>2. Calcule

2

NX2—4

lim f(x). Como podemos perceber essa fungdo ndo tem um grafico conhecido, o que
X—>-2"
demandaria mais tempo e cuidado para definir esse limite. Assim, o que podemos fazer é calcula-
lo de forma algébrica, considerando uma nova variavel h sendo a distancia entre x e -2. Por
exemplo, para o limite a esquerda (no qual s6 nos interessam os valores proximos a -2, porém
menores que -2), fariamos numericamente:
Seh=0,lentdox =-2,1
Se h = 0,001 entdo x =- 2,001

& Definicdo apresentada por STEWART, 2006, p. 97.
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E assim sucessivamente, com h cada vez menor, ou seja, fazendo h — 0 (h tender a zero). Como
o limite é pela esquerda, consideramos somente os valores proximos a -2 menores do que -2.
Assim  escrevemos, substituindo X por  (—2—h): jim —2_ —Iim 2 ,
x—>-2 \[x2—4 0 [(—2—h)2—4
desenvolvendo o denominador (—2—h)2—4=4+4h+h2—4=h2+4h, assim o limite fica:
. Ndo podemos esquecer que h estd tendendo a zero o que significa que o

i 2

Ihm vh2+4h
denominador esta cada vez mais proximo de zero, pois: h — 0, entdo hz+4h=02+4.0=0. Mas
0 que significa isso?
Devemos entender essa expressao dentro do contexto do limite, pois, caso contrario, diremos que
n&o existe divisdo por zero nio chegando a conclusdo alguma. E importante lembrar que quando
substituimos h, estavamos falando de uma distancia entre x e -2, mas sabemos h tende a zero (ndo
é igual zero), é tdo proximo quanto se queira, mas nunca igual, sendo no limite. Assim, o quociente
desse limite quer aumenta indefinidamente. Faca o teste substituindo o valor de h por um nimero
muito préximo de zero.
Assim, quanto menor for o denominador o quociente serd cada vez maior, ou seja, tendera

ao infinito (testem isso com a calculadora). Assim, no limite escrevemos: hrg = =
xX—27 -

i W= il

Observagdes: +0€ 0 simbolo usado para o infinito positivo, ou seja, quer dizer que o quociente
esta aumentando indefinidamente quando h se aproxima de zero. Analogamente temos 0 —oo.
Essa funcdo ndo tem limite em x = -2, pois 0 +o0N&0 € um numero.

Abaixo o gréafico da funcéo f. Perceba que quando mais préximo de -2 (ou 2) x esta, maior é o
valor de f(x) correspondente. Por exemplo, se tornarmos x = -2,0001 teremos f(-2,0001) =99,998.
O mesmo ocorre com o limite de f(x) a direita de +2. Devemos entender ainda que os limites em
-2 e +2, a direita e a esquerda, respectivamente, ndo existem, pois, a funcéo é definida somente
para x<-2 e x>2.

30

20

Limites Infinitos: Chamamos de limites infinitos os casos como o acima exposto, ou seja, quando
o limite ndo existe: é igual @ +o00U —oo. Consideremos lim f(Xx) =+o0, que pode ser lido
X—a

como: o limite de f(x), quando x tende a a, é infinito, ou f(x) torna-se infinita quando x tende a a,
ou f(x) cresce sem limitagdo quando x tende a a. Analogamente quando lim f(Xx) = —o
X—a
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Limites no Infinito: Sdo os limites quando a varidvel independente x tende ao infinito (+o0U
—oo). Dessa forma, x tender a +oosignifica que aumenta indefinidamente e, analogamente, x
tender a —«o significa que diminui indefinidamente (é um nimero cada vez maior, em maddulo).

Exemplo 1: Consideremos a fungdo f : R — R, definida por f(x)=4x3—2x+5.
Para calcular lim f(x)basta analisarmos o comportamento de x quando tende ao infinito

X—>+00
positivo, assim:  lim f(x) = lim 4x3—2x+5. Agora é importante perceber que o termo de
X—>+00 X—>+00
maior grau definird o limite: se X — +o0, entdo4x3 — 400 ; se X —> 400, entdo— 2X — —0; e
5 é a constante. Porém, 4x3 > 2xlogo teremos que: lim f(x) = lim 4x3—-2x+5=+4w

X—>+00 X—>+0

Analogamente, quando tivermos lim f(X), o valor do maior termo ficara negativo e assim:
X—>—©
lim f(x)= lim 4x3—-2x+5= -,
X—>—0 X—>—0

Exemplo 2: Qual o limite da funcdo f : R — R, definida por f(x) =2, quando x tende +oo?
Escrevemos lim f(x) = lim 2 =2, visto que é uma funcdo constante.

X—>+0 X—>+00

Exemplo 3: Limites pelo grafico: Considere o gréfico da funcdo f : R — R abaixo:

Para calcularmos os limites a partir do gréfico, devemos analisar o comportamento da fungao
guando x se aproxima do valor em questdo, ou seja, procuramos no eixo dos x os valores
préximos para o qual esta tendendo, e na curva observamos qual o limite do f(x).

lim f(x) =0 pois f(x) esta se aproximando cada vez mais do eixo dos x para valores de x cada

X—>—00
VEZ menores.
lim f(X) =+ pois f(x) estd aumentando indefinidamente quando x aumenta.

X—>+00

Iir?_ f (X) = —o0 pois f(x) esta diminuindo indefinidamente quando x se aproxima de 2 pela

esquerda.

lim f(x) =4 pois f(x) esta se aproximando cada vez mais de 4 quando x se aproxima de 2 pela
x—2*

direita.

Iirg f (X) ndo existe, pois, os limites laterais sdo distintos.

X—>
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FICHA DE RESPOSTAS 3 - Limites

Item A:
4. Grafico da funcéo f € uma parébola, observe que quando x=1 temos que f(1)=3, diferente
do limite neste ponto.

4.1. lim f(x) = "”11 x2-1= Ihing(l— h)2-1= Ihlrrg hz2—2h+1-1=0 (Pode usar a

x—1"
solucéo grafica ou numérica)

4.2, lim £(x) = lim 2 -1 = lim(L+ h)?~1= limh?+ 2h +1-1=0
x—1" x—1" — —|

4.3. lim f(x), como os limites laterais s&o iguais, o limite quando x tende a 1 existe. Logo:

x—1

lim f(x)=0

x—1

4.4.Explique o que significa X —>1
Significa que x tende a 1 por valores menores do que 1 (a esquerda). Nesse caso € importante
compreender que ndo estamos interessados em saber o que ocorre a direita do ponto.

4.5.Qual a diferencaentre X >1" e X —>1?

No primeiro caso s6 queremos saber o comportamento de f(x) a esquerda do ponto ( se fosse
+ seria a direita), enquanto que, quando escrevemos X — 1, estamos preocupados em analisar
0 que ocorre na vizinhanga de x=1, tanto pela direita como pela esquerda.

4.6.0 limite é igual a imagem da funcao nesse ponto?

N&o, a imagem no ponto x=1 € 3, ou seja f(1)=3. O que nada tem a ver com o limite, pois o
limite se preocupa com a vizinhanga do ponto, ndo especificamente o ponto.

5. Gréfico da fungéo
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5.1.
(nessa questdo é importante perceber que ficamos com 1/-h, esse quociente quando h tende a
zero tende ao infinito negativo. Faca o teste substituindo h por um nimero cada vez mais

préximo de zero).

. 1 . 1 . 1
L. — — el o0
52 lim = im G ~ ima = *
(anéloga a questdo anterior, perceba que o limite ndo existe, estamos apenas indicando que

guando h tende a zero o quociente cresce indefinidamente).

5.3. Iirr; f (X), como os limites laterais sdo diferentes, ndo existe limite quando x tende a 3.
X—>

5.4. Explique a mudanca da variavel x por h. Significa que estamos considerando o h como
a distancia entre 0 x e o valor que ele est4 tendendo. Seria a mesma ideia da aproximagéo
numeérica, ou seja, h representa uma distancia que tende a zero, diminui cada vez mais.
Quando fazemos x+h e x — h estamos calculando, respectivamente, o limite pela direita e
pela esquerda.

6. Nessa questdo o grupo devera perceber que para determinar os limites de fungdes dadas

na forma gréfica, basta olhar o comportamento da f, sem fazer calculos.

3.1 lim f(x)=-o0 3.2. lim f(x)=0 3.3. Iirg f(X) =-oo0
3.4. Iirg f(x)=2 3.5. Iirr; f(X) n.existe 3.6. Iin61_ f(x)=6
3.7. Iirg f(x)=2 3.8. Iing f(x) n.existe 3.9. "nﬂ) f(x)=-2

e — ————
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Item B:
1. Gréfico

1.1. lim f(x). Percebemos que quando mais préximo x estd de zero (por valores

x—0"

menores que zero), mais a funcdo decresce. Assim: lim f(x) = lim E—-Y
x—-0" h-0—X

Novamente, a expressdo fica negativa, pois dividindo 1 por x. quando x é muito

préximo de zero pela esquerda, resulta em um nimero muito grande (em modulo)

negativo.

1.2. lim f(x). Agora, quando mais proximo de zero se encontra o x (por valores maiores
x—0"

. o . . . 1
que zero), mais a funcéo cresce. Assim: hm: f(x) = lim - =4
x—0 h

S0t X

1.3. Iirr(l) f (X) ndo existe, pois os limites laterais sdo diferentes.
X—

1.4. lim f(x). Precisamos analisar o que ocorre com f(x) quando Xx aumenta

X—>+0
indefinidamente. Entdo a pergunta é o que acontece quando dividimos 1 por um

nUmero positivo cada vez mais (faga o teste). A resposta é que se aproxima de zero.

Assim: lim f(x) = lim 1:0

X—>+00 X400 X

1.5. lim f(x). Agora temos 0 mesmo raciocinio, mas para um valor negativo muito
X—>—0

: 1
grande. Entdo, novamente: lim f(x)=lim ==0

X—>—0 X——0 X
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1.6. Iirqf(x) O wvalor x=1 estd definido no dominio da funcdo, entdo:

lim f(x) =lim: =221
x—1 x>l x 1

1.7.0 que significa X — +o00? Que x aumenta indefinidamente. Cuidado + oo ndo € um

ndmero!

: 1 1
1.8.Qual a diferenca entre lim =e lim =?
x>0 X  x-0" X

O primeiro limite significa que estamos preocupados com o que ocorre com f(x) para valores de
X proximos de zero, porém menores do que zero. O segundo significa 0 mesmo, mas para valores
maiores do gue zero.

1.9. Existe valor de x tal que f(x) =0? N&o, como a funcdo é f(x) = 1/x ndo existe valor de
X que resulte em f(x) =0.

C. Respostas no proprio livro.

43



Fichas de Trabalho

2 Ficha de Trabalho 4

Contetdos abordados: Definicdo de limite, de limites infinitos e no infinito,

demonstracdo de limites por meio da definicdo, interpretacdo grafica das definicdes.

Objetivos: Saber calcular limites pela definigdo; Interpretar algébrica e graficamente a

definicédo de limites.

Considerages gerais: Essa ficha aborda os temas relacionados a defini¢do de limites,
por isso, de acordo com a aplicacdo em sala, foi a que exigiu mais tempo de discussao
dos grupos. Devera, preferencialmente, ser aplicada durante no minimo quatro horas/aula.
De acordo com o tempo e critérios do professor, ela podera ser aplicada no final do
capitulo ou na disciplina de analise real — dependendo do curso. Ademais, nesta aula,
disponibilizamos os graficos de forma dindmica, no GeoGebra®, haja visto as
interpretacdes das defini¢cGes, o professor poderd fazer o mesmo. Os alunos devem

consulta-los de forma independente no momento da aula ou extraclasse.

FT4 — Definicédo de Limite

Equipe:

Estudante avaliado: ; Estudante 2: ;
Estudante 3: ; Estudante 4:

Peso do dia: (de zero a 50%)

NOTA: (de zero a dez)

e Itens individuais (X para sim): () Faltou; ( ) Chegou atrasado; ( ) Saiu mais cedo; ( ) Nao
trouxe o material de consulta; ( ) Chamou o professor sem consentimento do grupo;

() Atrapalhou o rendimento do grupo; ( ) Ndo conhecia ou desrespeitou o contrato de trabalho;
() Falta de comprometimento com a aprendizagem.

e Itens do grupo: (marcar a quantidade de ocorréncias ou X para sim): ( ) Nem todos os membros
sabiam perguntar ou explicar o que ja haviam feito; ( ) Nao aguardaram a sua vez de atendimento;
() Trabalho feito de forma individual; ( ) Algum componente esta atrasado ou adiantado em
relacdo ao grupo; () Consultaram a ficha resposta antes de finalizar a atividade;

() Tempo de efetivo trabalho (medido em horas).

A. Considere a definicdo de limite: Seja f uma funcéo definida sobre algum intervalo aberto
gue contém o nimero a, exceto possivelmente no préprio a. Entdo dizemos que o limite

de f(x) quando x tende a a é L, e escrevemos |XIfT211 f (x) = L se para todo nlimero & >0
-

h&um namero correspondente & > 0, tal que | f (x) — L| < esempreque 0 < [x —a| < &
(STEWART, 2006, p. 115).

Com base nisso, na ficha de sugestfes e no material de consulta do grupo, responda o que se pede:

1. Interprete geometricamente essa definicdo, detalhando todas as informacdes do grafico e
significado dos termos.
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N

A partir da definicdo, prove a existéncia dos seguintes limites:

a. lim-4x+2=10

X—>—-2

b. limx2-2=-1

x—1

B. Dadas as representacfes abaixo, determine uma definicdo correta para cada uma,
interpretando-as’:
1.

——— e ——

\ 4

1]
|

S

.1}

a+od x

atrd

—»
\ 4

A

. — — — — — -

C. Explique a definicao de limites no infinito de forma algébrica e gréfica.

D. Prove os limites propostos por Stewart (2006) nas questdes 19 até 32, da pagina 123.2

" As figuras foram produzidas pela professora Eliane. Disponiveis na Apostila de CDI I.
8 Nesta questdo existem limites que demandardo técnicas mais elaboradas para serem provados, por isso,
utilize material de consulta.

e — ————
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FICHA DE SUGESTOES 4 — Definicso de Limite

Nas ultimas aulas, usamos a ideia intuitiva de limites para analisar o comportamento de funcgdes
e perceber o que acontece com f quando x tende para algum valor ou até mesmo para o infinito.
Porém, até 0 momento ndo nos atentamos para uma definicdo formal de limites. Para isso,
vejamos alguns exemplos provando que um limite existe pela definigéo.

A.
Exemplo 1: Na ficha 2 tinhamos a fungdo f :R — R, definida por f(x) = x + 3 para a qual

calculamos o limite |iﬁ; X+3=5 de forma intuitiva. Nesse sentido, entendemos a situacdo
X—>

como: quando x estd préoximo de 2 (pela esquerda e direta), f(x) se aproxima de 5 cada vez mais.
Porém, o que nos perguntamos é: Quéo proximo deve ser x de 2 para que seja o suficiente? Uma
das formas de pensar nessa situagdo € conforme abaixo (adaptada de Stewart,2006, p. 114):

Considere que a distancia maxima entre f(x) e 5 deva ser 0,01, ou seja, a distancia é
|f (x) -5/ <0,01. Logo, para o limite existir, devemos achar um valor positivo & (delta’), tal

gue a distancia entre x e 2 seja menor do que & :

|f(x)-5/<0,01 se |[x—2/<5 com x==2
Como devemos ter x = 2, basta considerar |x - 2| >0, logo:
|f(x)-5/<001 se O<|x-2/<&

Como f(x) = x+3, temos:
[x—2/<0,01 se 0<[x-2<&

O que nos fornece duas interpretagdes importantes. A primeira € que quando queremos
|f (x) -5/ < 0,01, basta tomar |x —2| < 0,01, ou seja, 6 <0,01. A segunda questdo é que a

partir de |x — 2| < 0,01, encontramos que 1,99 <x < 2,01, o que significa que a imagem de
qualquer valor x desse intervalo se aproximara de 5 por menos de 0,01 de distancia, ou seja,
4,99 < f(x) <5,01, para qualquer 1,99 < x < 2,01.

Entretanto, para que o limite exista, devemos tornar a distancia entre f(x) e 5 menor que qualquer
nUmero positivo, o que é possivel, pois como vimos, podemos diminuir a distancia tanto quanto
quisermos. Para isso chamamos de & (épsilon) a distancia entre f(x) e 5:

|[f(x)-5|<e se O<|x—2/<&

O que significa que f(x) estara proximo de 5 quando x estiver proximo de 2. Podemos escrever as
sentencas acima como:

5-e<f(X)<5+¢ sempreque 2—-5<x<2+5 (x=2)
Logo, escolhendo o valor de x dentro do intervalo (2—0,2+ 0), X # 2, teremos o valor de f(x)
dentro do intervalo (5—£5+¢).

® Por convencéo, quando falamos da distancia entre x e o valor que ele tende, usamos a letra grega delta.

e — ————
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Para melhor visualizagdo, abre o grafico no GeoGebra aqui: grafico_exemplo

Exemplo 2: Sejaafuncdo f :R — R, definida por f(X)=2X+7, prove que |XILTI f(x)=9.

Para isso devemos mostrar que dado um valor & > 0, existe um valor & > 0O tal que:
|f(x)-9/<e sempreque O<|x-1<&

Como f(X) =2X+7, temos: [2x — 2| < &, colocando o 2 em evidéncia, ficamos com:
2x-1<e—>|x-1< g 0 que significa:

|x—]4<§ sempre que 0<|x-1 <&

O que prova que existe & > 0, ou seja, podemos escolher qualquer valor g > 0 que teremos

£=15
@
11
n=2
ffffffff g RS I
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0 |
|
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Observacao: sempre que provamos que um limite existe, estamos buscando uma relagao entre 0s
valoresde e . Além disso, perceba que, quando o limite existe, conseguimos encontrar um
valor 5 >0, para o qual que | f (x) — L| < £ sempre que 0 < |x — a| < & . Grafico dinamico.

B. Limites Laterais

3x—2se x>2
f(x)=42se x=2
Exemplo 1: Seja a funcdo f :R — R, definida por , representada

Lse X<2
X—2

abaixo. Prove que |irT21+ f(x)=4.
X—

Como no limite bilateral (provado no caso A), devemos encontrar um valor de 5 > 0 para um
valor & > 0 dado:
|f(x)—4/<e sempreque 2<x<2+05

A notacdo acima significa que o valor de x deve estar no intervalo (2,24 0).

Como o limite é a direta de 2, temos que f (X) =3X — 2 e podemos reescrever:

|f(x)—4]=[3x—2—4]=[3x—6|=3x— 2| <&, 0 mostra que: |x—2| < % Assim, obtemos

s=2%.
3

O caso para limites a esquerda é analogo, considerando o intervalo de x como: a—S <x<a
Observacao: Considere abaixo, no mesmo grafico, a explicacdo do limite, e a funcéo f. Perceba
gue estamos apenas interessados no que ocorre para valores a direita de 2.

it J

3 4 5 & 7
a+d
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C. Limites Infinitos

Exemplo 1: Considere a fun¢do f(x) = iz x #= 0 e prove que Iirrg iz = +00
X x>0 X

Nesse caso, precisamos utilizar a definicdo de limites infinitos. Lembrando que infinito ndo € um
nimero, entdo provaremos que a fungdo ndo tem limite, mas que suas imagens aumentam
indefinidamente quando x se aproxima de 0.

Assim, temos gque mostrar que para todo ndmero positivo M (por maior que seja) existe & > 0
para o qual f(x)>M sempre que 0 < |x - a| < ¢ . Vamos considerar um exemplo numérico, seja

M=100, assim teremos que mostrar que existe um valor & > 0 que seja correspondente ao valor
de M e que 0<[x-0<&. Assim: f(x)>100— iz >100 —» ﬁ > X2, extraindo a raiz
X

quadrada, obtemos: |x| < 0,1.

Isso nos mostra que 0<|[x—0/<01, ou seja, 0=01, o que prova que existe &>0
correspondente a M.
O grafico abaixo mostra que se restringirmos o valor de x ao intervalo (0—8,0+6),x =0,

entdo a curva y=f(x) ficara acima da reta y = 100. Podemos perceber que quanto maior for o valor
de M, menor sera o intervalo de X, ou seja & sera menor.

Entretanto, para provar que o limite existe devemos considerar um valor de M de tal modo que
f(x) seja maior que qualquer nimero, o que é possivel seguindo-se o raciocinio acima, conforme
segue-se:

Considere um valor dado M>0, queremos & > 0 tal que:

f(X)>M sempre que 0<[x -0/ <&
isto & l>M —>|x|<i 0
isto €, 2 I sempre que 0 <|x| < &

) 1
Assim, encontramos O = W

r——-—*+--"

80

&0

20

a+d

-20
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Exemplo 2: Considere a fun¢éo f (x) = —iz , X =0 e prove que Iing—i2 =—00.
X x>0 X

Neste casso, temos que mostrar que para todo nimero negativo N (por maior negativamente que
seja) existe 5 > 0 para o qual f(x)<N sempre que 0 <|x—aj< 3.

O gréafico abaixo mostra que se restringirmos o valor de x ao intervalo (0—0,0+9),x#0,

entdo a curva y=f(x) ficara abaixo da reta y = N. Podemos perceber que quanto maior
(negativamente) for o valor de N, menor serd o intervalo de x, ou seja & sera menor. Para provar
que o limite existe faremos:

Considere um valor dado N<0, queremos & > O tal que:

f(X) <N sempre que 0<[x -0/ <&

1 1
isto &, —;< N =[x < a sempre que 0 < x| < &

1
Assim, encontramos O = ﬁ . Se tonarmos N=-100, teremos 0 =0,1, o que significa que a

funcéo f estara abaixo da retay = -100, para valores de x dentro do intervalo (0— 9,0+ 0),x =0

a—4d «fntd
K Toa

________________________________________________________________________

I
|
I
|
|
I
|
I
|
1
]
O Y
1o

D. Limites no Infinito
Exemplo 1: Considere a fungdo f(x) = 1xz0e prove que X|im f(x)=0.
X >+

A partir da defini¢do de limite no infinito, devemos encontrar um valor positivo M (nesse caso,
pois x tende ao infinito positivo) para o qual x > M, dado qualquer valor & > 0 (menor que seja)

tal que |f(x) - L|<¢.

Acompanhe o seguinte exemplo, considerando & = 0,02, teremos que provar que existe algum
valor M, tal que x>M. Assim:
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—-0 —1<0,02 > = | | < 0,02 O que significa que: x > 50 ou x < -50.

X
Mas como x>M e x > 50, concluimos que M = 50 (como M>0 consideramos apenas a parte
positiva).

O que significa esse resultado? Para qualquer valor de x maior do que 50, a imagem da funcéo f
estard no intervalo aberto (0, 0.02). Agora precisamos provar que o valor de & > 0 possa ser
menor que qualquer numero positivo. Assim:

|f(x)—L|<e  semprequex>M
1
—-0
X
Como fizemos anteriormente, chegaremos em:

<& semprequex>M

|x| > 1 sempre que X > M
g

1 - - .
O que mostraque M = —. O que prova o limite. O gréfico segue abaixo, observe que para valores
£

de x maiores do que 50, a funcdo encontra-se abaixo da reta y=0,02. Use o grafico dinamico para
analisar o que acontece quando atribuimos valor menores para &

Exemplo 2: Considere a fungdo f(x) = 1xz0e prove que X|im f(x)=0.
X -0

De modo analogo ao anterior, devemos encontrar um valor negativo N (pois x tende ao infinito
negativo), tal que x<N, para qualquer valor & > 0 (menor gue seja) tal que | f(x)— L| <eg.

Assim:
|f(x)—L|<e semprequex<N
1
;—0 <& semprequex<N

Chegaremos novamente em:

|X| > 1 sempre que X < N
&
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. . 1 1 .
A partir do modulo de x temos: x > = ou X < ——, como X tende a0 — oo, consideramos
g &

1 1
X < —=, logo encontramos N = ——.
e e

Isso significa que quando menor for & >0, maior (negativamente) sera o valor de N e
consequentemente, existird um valor de x, para o qual x < N, com N sendo 0 menor nimero
negativo.

Veja que o comportamento grafico € o mesmo, mas com valores cada vez menores. Cuidado: ndo
confunde menor, com cada vez mais préximo de zero! Quando falamos em valores de x cada vez
menores estamos falando em néimeros negativos muito grandes.
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FICHA DE RESPOSTAS 4 - Definicédo de Limite

Iltem A:
1. Gréfico dindmico

Intervalo em y dadodado e : (L — e, L 4+ ¢) = (2,4)

{ ””””” 4 Intervalo em x para § = = = & =0.5: (a— 6, +9) = (2.5.3.5)
"

7

5, a+ &)

.5)

ce dtemos (Fla—0d), fla+13)) C (L—eL+2)?

(2.5,85) C (2.4)

= lime=L , limz=3
z—a z—3

Com base no gréfico, espera-se que o grupo entenda que o ponto a (para o qual x est4 tendendo)
ndo precisa estar definido, pois busca-se o que ocorre na vizinhanga dele. Na verdade, para o
limite existir, para qualquer nimero positivo &, por menor que seja, deverd haver um nimero
positivo ¢, para o qual consigamos, abrir ao redor de L, um intervalo de tamanho & no qual f(x)
esteja contido, assim: f(X) € (L—&,L+ &) sempre que tivermos um intervalo de tamanho &

no qual x esteja contido, assim: X e (a—o,a+0),X=a.

2. alim-4x+2=10

X—>—2

Considere & > 0 dado, entdo teremos |f (X) —10| <&  sempre que 0<|x—(-2)|< &

Istoé, |-4x—-8 <& sempreque 0<|x+2 <&
Mas, |—4x—8|=4|x+2|<g—>|x+2|<%

O que mostra que 0 < [ + 2| <%, assim & :%

b. Iimx2—-2=-1

x—1

Considere & > 0 dado, entdo teremos |f (X) — (-1)| <& sempreque 0<|x-1 <&
Istoé, [x2—-1 <& sempreque O0<[x—1<&

O que resultaem: [x2—1=|x+1|x-1 <& sempreque 0<|x-1 <&

Se pudermos achar uma constante positiva C, tal que |X +]] < C, entdo podemos multiplicar
ambos os lados dessa desigualdade por |X —]4 e ficaremos com:

Xx+1jx -1 <C|x-1, mas sabemos que |x+1|x—1 <&, logo podemos dizer que
c.|x_q<gﬁ|x_q<g.

O que precisamos é encontrar o valor de C. Para isso, podemos restringir o valor de x a um
intervalo centrando em 1, ja que estamos preocupados em analisar o que ocorre proximo ao valor

e — ————
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1. Assim, considere gque x esteja entre 0 e 2, ou seja, 0<x<2, isto € a distancia entre x e 1 é menor
do que 1: |X —]4 <1. Com isso (0<x<2), podemos escrever, somando 1 na desigualdade, que 1<

x+1<3. Assim, [x+1 <3, como |[x+1/ < C, entdo C = 3.
£

€
O que faz com que tenhamos duas restrigdes para |x —1 que sdo:[x -1 <1 e [x-1| < c™3

Para garantir que ambas as desigualdades sejam satisfeitas, tomemos 6 como o menor nimero

£ .
entrele § o que escrevemos como: 6 = min{l, ¢/ 3}

Assim, temos |f () - (1)| < 3x -1, mas |x -1 < % logo: | f (x) — (-1)| < 3%

O que nos permite concluir, pois |f (X) — (-1)| < ¢.

Item B:
1. Corresponde a defini¢do de limite infinito positivo. Definicdo: Seja f uma funcdo definida
sobre algum intervalo aberto que contém o nimero a, exceto possivelmente no préprio a.

Entdo dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a €+ oo e escrevemos lim f (x) = +o0
X—a

se para qualquer nimero positivo M, por maior que seja, existir & > 0 correspondente, tal que
se 0< |X - a| < 0 ,entdo f(x) > M. Isso significa que as imagens dos pontos da fungéo dentro

do intervalo (a—d,a+ ) estardo acima da reta y=M. Isso quer dizer que o valor de f(x)
sera maior que qualquer nimero positivo M devidamente escolhido.

2. De forma anéloga, essa representacao corresponde a definicdo de limite infinito negativo.
Definicdo: Seja f uma funcéo definida sobre algum intervalo aberto que contém o numero a,
exceto possivelmente no préprio a. Entdo dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a é

—oo e escrevemos lim f (X) = —oo se para qualquer nimero negativo N, por menor que seja
X—a

(negativamente maior), existir & > 0 correspondente, tal que se 0 < |x - a| <0 ,entdo f(x)<

N. Isso significa que as imagens dos pontos da funcéo dentro do intervalo (a—oJ,a+ )

estardo abaixo da reta y=N. Isso quer dizer que o valor de f(x) ser4 menor (negativamente
maior) que qualquer nimero negativo N devidamente escolhido.

Item C: Explique a definicdo de limites no infinito de forma algébrica e gréfica.

Caso 1: Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a +oo e escrevemos lim f(x) =L se

X—>+00

existir £ >0, por menor que seja, para o qual seja possivel indicar um valor M>0, tal que, para
todo x que satisfaz x > M se verifica | f (x) - L| < &,

Isso significa que, para o limite existir, devemos ter um valor & >0, que determinard um
intervalo (L —&, L+ &) no qual estardo contidos os valores f(x) para os quais x > M, com M
sendo um nimero positivo. Em outras palavras, nesse intervalo - (L — &, L+ &) - deveremos ter

as imagens — f(x) - dos valores de x que sdo maiores do que qualquer nimero positivo M. Abaixo
a representacao grafica
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=

v=flx)
y=L+e <
2 ™~
el Life I
lim fix)=L y=L-e
e
0 M X

Quando x esta aqui

Fonte: adaptado de http://www.pbx-brasil.com/calculo01/Notas/Area01/dia08/limnolnfty.html

Caso 2: Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a —oo e escrevemos lim f(x) =L se

X—>—00

existir £ >0, por menor que seja, para o qual seja possivel indicar um valor N<O, tal que, para
todo x que satisfaz x < N se verifica | f (X) - L| < &

Isso significa que, para o limite existir, devemos ter um valor & >0, que determinard um
intervalo (L—&,L+ &) no qual estardo contidos os valores f(x) para os quais x < N, com N
sendo um nUmero negativo. Em outras palavras, nesse intervalo - (L —&, L+ &) - deveremos ter
as imagens —f(x) - dos valores de x que sdo menores do que qualquer nimero negativo N. Abaixo

a representacao gréafica.

y=flx)
) __'_""-x\ v=L+e¢
f(x) estd aqui  |lism — L
lim f(x)=L y=L-e T

N
-

Quando x esta aqui

Fonte: adaptado de http://www.pbx-brasil.com/calculo01/Notas/Area01/dia08/limnolnfty.html

Existem outros casos, mas os apresentados sdo os fundamentais, os demais podem ser consultados

em livros de CDI.

Item D: Respostas no préprio livro.
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2> Ficha de Trabalho 5

Conteudos abordados: Célculo de limites com indeterminagdes

Objetivos: Entender as indeterminacGes no calculo de limites; Calcular limites

eliminando as indeterminacdes.

FT5 — Técnicas de Célculo

Equipe:

Estudante avaliado: ; Estudante 2: ;
Estudante 3: : Estudante 4:

Peso do dia: (de zero a 50%)

NOTA: (de zero a dez)

e Itens individuais (X para sim): () Faltou; ( ) Chegou atrasado; ( ) Saiu mais cedo; () Néo
trouxe o material de consulta; ( ) Chamou o professor sem consentimento do grupo;

() Atrapalhou o rendimento do grupo; ( ) Nao conhecia ou desrespeitou o contrato de trabalho;
() Falta de comprometimento com a aprendizagem.

e Itens do grupo: (marcar a quantidade de ocorréncias ou X para sim): ( ) Nem todos os membros
sabiam perguntar ou explicar o que ja haviam feito; ( ) Nao aguardaram a sua vez de atendimento;
() Trabalho feito de forma individual; ( ) Algum componente esta atrasado ou adiantado em
relacdo ao grupo; () Consultaram a ficha resposta antes de finalizar a atividade;

() Tempo de efetivo trabalho (medido em horas).

A. Cite as indeterminacGes que podem aparecer no calculo de limites.

B. Resolva os seguintes limites, destacando as técnicas utilizados em cada etapa:

2
1 IimZx +4X+7
x—0
X3+ X242
2. lim ——
X—>+00 X+1
] 2(h2—-8) +h
3 fimy2E=8)*h
h—>—4 h+4
4 4
. X' —a
4. lim
x—a X2 — g2
. X—-4
5 lim——
xa4|x_4|

C. Facam os exercicios 10 a 30 da pagina 112 e exercicios 13 a 34 da pagina 147do livro

Calculo, volume 1 (STEWART, 2006).
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FICHA DE SUGESTOES 5 —Técnicas de Calculo

Na ultima ficha percebemos que nao € facil determinar alguns limites pela defini¢do ou até mesmo
de forma intuitiva. Por isso, estudaremos algumas técnicas de calculo que facilitam a
determinacdo do limite.

Vejamos dois casos:

Exemplo 1: Sejaa fungio f :R — R, definida por f(X)=2x2+7X—2, determine |XIfTI f(x)

Nesse caso, conseguimos calcular o limite de forma direta, basta aplicar a Propriedade de
Substituicdo Direta: Se f for uma funcdo polinomial ou racional e a estiver no dominio de f,

entdo lim f(x) = f(a).
Assim, fazemos: |irTI f(x)= IirTI 2X24+7Xx-2=212+71-2=2+7-2=7

O gréfico abaixo mostra a funcéo, veja que aproximando x de 1, tanto pela esquerda como pela
direita, é possivel pois a funcédo é definida em todos estes pontos.

) o X3—X2+2 _
Exemplo 2: Seja a funcdo f :R — R, definida por f(x)= T, X# =1, determine

XlirT_l1 f (X). Iniciamos analisando se a Propriedade de Substituicio Direta pode ser usada:
042 (P (1242 —1-142 0
1 X+1 -1+1 0 0

0, . o . . -
Mas — e uma indeterminacéo, ou seja, nada se pode concluir desse limite antes de um estudo

mais aprofundado. Na verdade, quando isso acontece, basicamente utilizamos as propriedades
dos limites e manipulacdes algébricas para eliminar essa indeterminacdo. Assim, vejamos:
Técnicas de Calculo de Limites

Dependendo o tipo de indeterminacdo que aparecer no célculo dos limites, algumas técnicas
podem facilitar.
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1° passo: analise se o limite ndo é encontrado por substituicdo imediata. Lembre-se que

~ a a ~ . ~
expressoes como 6 ,a#=0,— n&o sdo indeterminacdes;
o0

2° passo: Aplique os limites notaveis, se for possivel;
3° passo: Aplique as propriedades dos limites;
4° passo: utilize as simplificacGes algébricas abaixo:

e Fatoracdo: uma das técnicas mais comuns € fatorar o numerador e 0 denominador para
conseguir simplifica-lo.
2

. X
Exemplo: lim

x>3 X —3

. x2-9 3¥-9 0, . S .

lim = = — é uma indeterminacdo, assim, fazemos:
-3 x-3 3-3 0

.o x2=9 . (x+3)(x-3
lim =lim ( I )
x>3 X —3 x—3 X —
simplificar numerador com denominador. Isso é possivel pois x se aproxima muito de 3, mas
nunca serd igual, entdo:

2 _ _
lim X279 _jim XX =3) i 3 341326
x—3 X_3 x—3 X_3 x—3

, agora considerando x — 3 diferente de zero, podemos

X
Isso é possivel pois a fungéo f (x) = é igual a fungdo g(x) = X + 3 para todos os valores

de x = 3, ou seja, a diferenca € que a funcdo f ndo esta definida em x=3. O gréfico segue abaixo,
grafigque vocé mesmo, para entender melhor.

8

e Divisdo de polindmios: quando tivermos um limite que envolva a divisdo de duas fungdes
polinomiais e o grau do numerador for maior do que o grau do denominador, poderemos efetuar
a divisdo.

X3+2x2-5x-6 -1+2+5-6 0

Exemplo: lim — € uma indeterminacdo, assim,
x>l X2—-X-2 1+1-2 0
podemos dividir os polinémios, considerando X = —1, o que resulta em (olhar divisdo de
polinbmios):
X3+2%x2-5x—-6 o X34+ 2x2-5x—-6 .
=X+ 3. Assim, lim =limx+3=-1+3=2
X2—X-2 x>l X2—X-2 x—>-1

e Termo de maior grau: Quando tivermos fungdes racionais que tendem para o infinito positivo
(ou negativo), podemos dividir numerador e denominador pelo termo de maior grau.
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. 12x3-4x2-31x+15 o©+15 oo, . N oo
Exemplo: lim = = — € uma indeterminacdo. Para elimina-la,
xo+e  4x3+5x2-3 -3 o

podemos dividir numerador e denominador por x3, termo de maior grau:

12x3-4x2-31x +15 12x3 3 4x2 31x 15

. X3 5 X3 X3 X3 X3
X"JIL 4x34+5x2 -3 B XILer 4x3 5x2 3
o3 XX x

Simplificando cada um dos termos, teremos:

1p_4_31 15
lim X G X23 S , pela propriedade da soma e quociente de limites, podemos calcular o
X—>+00 4 + 2 9
X X3
. . 4 31155 3
limite separadamente de cada termo, entdo os termos T s e o sabendo que x esta

tendendo ao infinito, serdo iguais a zero, no limite (lembrar do resultado de um ndmero dividido
por um ndmero muito grande). Assim:

12—£—§+E
X+ 4+§_§ 4+0-0 4
X X3

e Multiplicar pelo conjugado: o conjugado de uma expressdo (a + b) é a expressédo (a — b). Essa
técnica € utilizada para eliminar raizes quadradas.

_Jx-1 1-1 0, : o -
Exemplo: lim = ——=—¢ uma indeterminagdo, assim, podemos multiplicar o
-1 x-1 1-1 0

numerador e o denominador pelo conjugado do numerador:

Jx -1 Jx -1 Jx+1

lim =lim , efetuando a multiplicacéo:
x>l x—1 x->1 x—1 \/;4_ P ¢
X =1 Vx+1 xz+lx—4x -1 x—1 x—1 -
. = = = ., substituindo
x—1 Vx+1 xx+x-vx-1 x(x-D+x-1 (/x+1(x-1)
no limite:

Cx-1 \/_ 1Jx+1 x—-1
lim =lim =lim——
ol x—1 ol x—1 Jx+1 VX +1)(x -1)

denominador, assim:

R S e S S T SRS S S|
x-1 x—1 x-1 x—1 \/__{_1 X_ﬂ(\/;-i-l)(x—l) x—>l\/_+1 1+1 2

, podemos simplificar numerador e

e Mudanca de variavel: utilizado geralmente quando temos raizes de indice ndo quadrado.
Escolhe-se uma variavel que ‘elimine’ a raiz.
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. Jx-8 8-8 0. -
Exemplo: lim = = — é indeterminacéo.

x>643[x _4 4-4
Podemos substituir a variavel x por uma varidvel conveniente que elimine a raiz cibica. Num
primeiro momento poder-se-ia pensar em usar t3, mas ela vai manter a indeterminacéo, assim,

podemos pensar em t°, que simplifica ambas as raizes. Precisamos reescrever o limite, ent&o
X =1t%, como x —> 64, teremos 64 =t° —>t=%8/64 =2, assim t —» 2:

Jx-8 . Vt°-8

lim ——— =1lim implifi ;
X—>64§/§_4 Hm ?{/t_ﬁ— , simplificando os expoentes, teremos:

lmi/t_e_4_tht2_4 4_4

Esse fato pode ocorrer no calculo de limites, entdo teremos que aplicar mais de uma técnica. Nesse
caso, como ficamos com uma divisdo de polindmios, podemos aplicar uma técnica ainda ndo
vista, que é dividir numerador e denominador pelo termo (t — 2) valor de tendéncia de t,

considerando t #2, podemos fazer:

Jtt-8 . t*-8 8-8 0 o o
=lim =0 0 que mantém a indeterminagao.

3-8 t2—4 o
——=t2+2t+4 e =1+ 2, podemos reescrever e calcular o limite:

. 3-8 . t2+2t+4 22422+4 12
lim =lim = =—=3
t2t2-4 2 t+2 2+2 4

Observe e faga exemplos dos livros, assim, com o tempo, vocé conseguira determinar qual técnica

€ melhor em cada caso.
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FICHA DE RESPOSTAS 5 — Técnicas de Calculo

Item A: Cite as indeterminagGes que podem aparecer no calculo de limites.

+
S4o elas 9,00 ,liw,ﬁ,(ioo)o,O.(ioo)e + 00— 00
0 + o0

Item B: Resolva os seguintes limites, destacando as propriedades ou limites notaveis utilizados
em cada etapa:

2
1. Iim2X+:X+7pela propriedade da substituicdo direta podemos calculd-lo direto. Assim:

x—-0

lim2x2 +lim4x +1lim7 . . .
lim 2 AXHT _ o X0 oo _0+0+7 7 Além disso, no denominador usamos o
x>0 6 lim6 6 6

x—0

limite de uma constante.

Lo X34+ x2+2 X4 X2+2
2. lim ——————como resulta em lim ————— =—. Podemos dividir numerador e

X—>+00 X+1 X—>+0 X+1 0

denominador pelo termo de maior expoente (escolhemos essa técnica, pois se trata de um

limite no qual X — o0 ), nesse caso, é x3, assim:

X3+ X2+ 2 1 2
3. 2 - 1+ =+ —
Lo X3EXE+2 X3 : X X3 .
lim ———— = lim —2—— = lim —2—2— Pelos exemplos anteriores, sabemos
X—>+00 X+1 X—>+00 X+1 x—>+o 1 1

X3 ; X3

que todo termo na forma in quando X — 00 é zero. Assim, aplicando a propriedade da soma de
X

o o X34 X242
limites, teremos: lim ———— = 40
X—>+00 X+1
. +2(h2=8) +h . J2(h2=8)+h 0
3. ||m¥, resulta numa indeterminagio: |Im¥=—. Como se
h—>-—4 h+4 h—>-4 h+4 0

temos uma raiz de indice quadrado, podemos multiplicar a funcdo pelo conjugado do
numerador. Assim:

J2(h2-8) +h /2(h2—8) —h _ 2(h2—-8) —h? _ h2-16 _ (h+4)(h—-4)
h+4 " J2(h2—8) —h (h+4)(J2(h2—8) —h) (h+4)(,/2(hz2—8) —h) (h+4)(,/2(h2—-8) —h)
Como consideramos (h+4) diferente de zero, podemos simplificar, assim:

(h+4)(h-4)  h-4
(h+4)(y2(h2=8) —h)  /2(hz2—8) —h
lim v2(h2—8) +h lim h—4 —4-4 -8

s h+d o 2(e—8)—h  J2((4)7—8) —(-4) 8

, substituindo no limite:
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x*-a' 0
4. i = —. Podemos fatorar o numerador, fazendo:
x>a x2—a2
_x*-a' . (x2-ad(x2+ad o S
lim ——=Iim , como x é diferente de a, podemos simplificar:
x—>a X2 — g2 x—a X2 — g2
4 4 2 2)(y2 2
. X'—a . (x¢—a%)(x¢+a .
I|m—=I|m( i )=I|mx2+a2=a2+a2=2a2
x—a X2 —g2 x—a X2 — a2 x—a
. X— 0 . . .
5. Iqu | 4| = 6 Nesse caso, por ser uma fun¢do modular, teremos que analisar por meio dos
X—> X —

- . : N ) f(x) sex>0
limites laterais, pois pela definicio de médulo temos: |f (X)| = 0 sex<0
- f(x X<

Logo, podemos escrever:

f(X)=x-4>00 que resulta em x=>4, logo utilizamos o limite a direita:
.o Xx=4 . x-4 .

lim = lim =liml=1

x—4* )(—4| x>4" X —4 x4t

— f(X) =—(x—4) > 00 que resulta em x < 4, logo utilizamos o limite a esquerda:

Como os limites laterais sdo diferentes, ndo existe o limite em x = 4. Veja o gréafico da fung&o.

Item C: Respostas no préprio livro, com exemplos resolvidos.
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= Ficha de Trabalho 6

Conteudos abordados: Principais limites notaveis, propriedades operatorias dos limites,

calculo de limites com uso das propriedades e limites notaveis.

Objetivos: Saber demonstrar e aplicar os limites notaveis em problemas; Saber quais séo
as propriedades dos limites e aplica-las em exemplos; Aplicar as técnicas de célculo de

limites em exemplos.

FT6 — Propriedades e Limites Notaveis

Equipe:

Estudante avaliado: : Estudante 2: :
Estudante 3: ; Estudante 4:

Peso do dia: (de zero a 50%)

NOTA: (de zero a dez)

o Itens individuais (X para sim): () Faltou; ( ) Chegou atrasado; ( ) Saiu mais cedo; ( ) Nao
trouxe o material de consulta; ( ) Chamou o professor sem consentimento do grupo;

() Atrapalhou o rendimento do grupo; ( ) Néo conhecia ou desrespeitou o contrato de trabalho;
() Falta de comprometimento com a aprendizagem.

e Itens do grupo: (marcar a quantidade de ocorréncias ou X parasim): ( ) Nem todos os membros
sabiam perguntar ou explicar o que ja haviam feito; ( ) Nao aguardaram a sua vez de atendimento;
() Trabalho feito de forma individual; ( ) Algum componente esta atrasado ou adiantado em
relagéo ao grupo; () Consultaram a ficha resposta antes de finalizar a atividade;

() Tempo de efetivo trabalho (medido em horas).

A. Sabemos que |im SINY ¢ um dos limites fundamentais. Abaixo é feita a demonstracao
u

u—0

desse limite, porém foi/foram cometido(s) erro(s) na resolucdo. Identifique-o(s) e resolva
corretamente, apresentando uma representacdo grafica de acordo com o que é
demonstrado.

Primeiro tentamos a substituicdo direta, mas encontramos uma indeterminacéo, assim, teremos
que resolver considerando um circulo trigonométrico de raio 1, centrado na origem de um sistema
de eixos coordenados xy, abaixo representado por AOP.

Com isso sabemos:

PQ =sin x
OP =cos x
AT =tg x

OA =1 = medida do raio

Arco AP = x (medida do arco em radianos)

Podemos observar que a area do triangulo OAP é maior do que a area do tridngulo OAT, que, por
sua vez, € maior do que a area do setor circular OAP. Logo:

OAPQ S OA AT S OA AP
2 2

acima:

, multiplicando por 2 e substituindo pelas igualdades destacadas

l.sinx<l.tanx<1.x
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sin x < tan x < x, dividindo por sinx (j& que neste intervalo sinx € diferente de zero)
s!n X < tfflnx < _x
sinx sinx sinx

1<

1 1 . .
< ——, tomando o inverso das desigualdades:
COsSX sin X

X - .
1> cosx > ——, calculando o limite das desigualdades:
sin x

X X
lim1> limcosx > lim —— o que mostra que: 1> cos0 > lim——. Logo?
x—0 x—0 x—0 S|n X x—0 5|n X

B. Resolva os seguintes limites, destacando as propriedades ou limites notaveis utilizados
em cada etapa:

L lim(@+x)*

. —e'+1
2. lim——=
x-0  2X
. sen3x
3. lim
x=0 SENSX
1-cosx
4. lim——
-0 senx
. 2tan2x S . -
5 lim a_z (usem uma identidade trigonométrica)
x—0 X

C. O Agiota de Roma®®

10 Adaptado de POMMER (2006).
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Um agiota empresta 1 dinar!! a juros de 100% ao ano a uma pessoa. Ao final de um ano, a pessoa
encontra o agiota, devolvendo 1 + 1 = 2 dinares. O agiota, achando injusta tal situacdo, argumenta
que tal valor € incorreto, afirmando que: Se dividirmos o ano em dois semestres, deveria pagar,
depois de seis meses, a quantia de 1 dinar + 50% de 1 dinar = 1,5 dinares. Em mais um semestre,
0 montante devido se comporia em: 1,5 dinar + 50% de 1,5 dinar = 2,25 dinares.

O agiota continua argumentando que, se o ano fosse subdividido em 4 trimestres, o valor devido
ao final de cada trimestre, seria outro.

1. Com base nisso, determine uma fungdo que estabeleca uma relagdo entre o montante final
devido e o periodo de capitalizagdo (mensal, diério, ...).

2. Qual o limite dessa funcdo quando o periodo de capitalizacdo tende a zero, ou seja, 0 himero
de periodos cresce indefinidamente?

3. Faca o gréfico.

11 A palavra ‘dinar’ deriva de denario, uma moeda romana. Atualmente, ¢ a moeda nacional de varios paises
pertencentes ao extinto Império Otomano. (POMMER, 2010, p. 5).

e — ————
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FICHA DE SUGESTOES 6 — Propriedades e Limites Notaveis

Propriedades dos limites
Sejam f(x) e g(x) funcdes para as quais |XITT611 f(x)=L e |XITT21 9(x) =L, e k um nGimero real:

1 lim o [FO)£g()]=lim f(x) £limg(x)=L, +L,

2. lim[KF (0] =k.lim f (x) = k.L,

3. lim[f(x).g()]=1lim f(x).lim g(x) = L,.L,
) - o

5. @3umr=@£u@fzq, neN

aimVu@=%mfm=VE

7. Ixig;(lnf(x)):ln(lxig;1‘(x)):|nL1 selim f (x) > 0., considerando In o logaritmo

neperiano.

8. lim(cos f (x)) = cos(lim f (x)) = cos L, Observagdo: o mesmo vale o seno.

X—a
. lim £ (x)
9. lime'™W=g> " =¢
X—a

10. O limite de uma fungdo polinomial inteira, f (x) = a,x" +a,x"* +...+a,, quando
X — o0 € igual ao limite de seu termo de maior grau.

L

Todas essas propriedades podem ser demonstradas pela definicdo de limite. Abaixo temos a
demonstracdo da propriedade da soma:

lim  [f(X)+g(xX)]=lim f () +limg(x)=L+M

Xx—a X—a X—a

Pela definicdo de limite, dado & > 0, devemos encontrar & > 0, tal que
‘f(X)+g(X)—(|—+M)‘<€ sempre que 0 < |x —a| < &

Usando a desigualdade triangular, podemos escrever:

[£(x)+9(x) = (L+M)|=|(f ()~ L)+ (g0 -M)[<|f () - L +|g(x) - M| (a)

Como por hipétese Ixml f(x)=L, entdo devemos ter para qualquer §> 0 (lembre-se pode ser
-

qualquer valor) um ¢, > Otal que:

|f(x)—L|<§sempreque O<|x—a|<d

Analogamente, uma vez que Ii"; g(x) =M para qualquer % >0, deve existir 5, >0 tal que
X—
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|f(x)—M|<§sempreque O<|x—al<d,

Como obtivemos d,€ &, , podemos considerar 6 = min{d,, ,}. Entdo teremos
‘f(x)—L ‘<g e |f(x)—M|<§,sempreque O<|x—aj<s

Pela desigualdade triangular (1), podemos escrever:

& ¢
\f(x)+g(x)—(L+M)\<E+E, 0 que mostra que existt &>0, tal que

‘f(X)+g(X)—(L+M)‘<€ sempreque 0 <|x —a|< &.

Limites Notaveis

Além das propriedades, existem alguns limites que ocorrem com mais frequéncia e tem resultados
gue podem ser generalizados, assim, apresentamos alguns abaixo:

1 lim 3N _q
u—0 u
2. lim Hﬂ =0
X—0 X
a—
3. lim =Ina onde ae R —{1}
X—0 X

X—>+00! X

aproximadamente 2,718. Esse € o limite que foi utilizado na ficha 1, para calcular os
juros de forma continua.

4. lim (1+ — | =e ondeeéonumero irracional de Euler (nUmero neperiano) que vale
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FICHA DE RESPOSTAS 6 — Propriedades e Limites Notaveis

sen(u)
—

Item A: Devemos provar que lim 1.
u—0

Primeiro tentamos a substitui¢do direta, mas encontramos uma indeterminagéo, assim, teremos
que resolver considerando um circulo trigonométrico de raio 1, centrado na origem de um sistema
de eixos coordenados xy, abaixo representado por AOP.

Com isso sabemos: i i
PQ =sinXx p

OP = cos x
AT =tg x )
OA =1 = medida do raio , "
Arco AP = x (medida do arco em radianos) senf

[}
Podemos observar, pela figura que a area do triangulo = cos? 5 4?1 TR

OAP é menor do gue a area do setor circular OAP que, e ma
por sua vez, é menor do que a area do tridngulo OAT.

areaAOAP < area OAP < &reaAOAT , logo:

, multiplicando por 2 e substituindo pelas igualdades destacadas

OAPQ < OA. AP < OA. AT
2 2 2
acima:

lsinx<1l.x<1l.tanXx

sin X < x < tan x, dividindo por sinx (ja que neste intervalo sinx é diferente de zero)
s!n X _ .x < ténx

sinx sinx sinx

1<% <

sin X COSX

, tomando o inverso das desigualdades:

sin x - i
1>—— >cosx, calculando o limite das desigualdades:
X

. . sinx _ . . sinx
lim1> lim —— > limcos x 0 que mostra que: 1> lim —— > cos0. Logo:

x—0 x=>0 X x—0 x-0 X

. sinx .
1>lim——=>1, assim:

x—0 X
. Sinx . X
lim——=1 e lim—=1
Xx—0 X erSmX
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Item B: Resolva os seguintes limites, destacando as propriedades ou limites notaveis utilizados
em cada etapa:

1. lim(L+ x)’*, se substituirmos direto, chegaremos em: lim(L+ x)’% =1 que é uma
x—0 x—0
indeterminacgdo. Para conseguir calcular podemos usar a substituicdo de variavel, assim,
y
. . 1
y:l, o que faz com que y-—»+w. O limite fica: |Im(1+ X)}/X = lim £1+— ,
X x—0 y—+oo y
Aparentemente ndo facilitou o calculo, mas se lembrarmos dos limites fundamentais, podemos
y
) . 1
aplica-lo, entao: lim(L+ X)% = lim (1+—j =e.
x—0 y—>+00 y

X

. —e"+
2. lim T , pela substituicdo direta chegamos a uma indeterminag&o, assim, devemos ver

x—0
e . L1 - .
que ele é um limite fundamental, podendo ser reescrito como IIHQ—E , OU seja,
X—>
1 e -1 1 1
—|mu,assim: ~Z.Ilne=-=.
2 x>0 2
. sen3x - . sen(u) .
3. lim , queremos escrever esse limite de modo que possamos usar lim , assim
x—0 senbx u—0 u
vamos multiplicar o numerador por 3/3x e o denominador por 5/5x, 0 que mantem a
sen3x
3/3x 3 5x . sen3x 3X
equivaléncia visto que —— =—.— =1, assim: = , agora quando x
5/5x 3x 5 sen5x 5 sen5x
5X
3 sen3xj
sen3x . 3.1 3
tende a zero, 3x e 5x também tenderdo, logo: lim =lim ——=—.
x>0 sen5X HOS sen5x 51 5
5X
. 1-cosx . T, . N .
4, Img—, aplicando a substituicdo direta chegamos a uma indeterminagdo, assim,
x>0 senx
podemos dividir numerador e denominador por X, obtendo:

1-cosx
l1-cosx .
= lim—X

lim , assim, podemos aplicar dois limites fundamentais, fazendo:
x=0  senx x—0  Senx
X
lim 1-cosx
. 1-cosx 0 0
lim = X -0,
x=0  senx lim senx 1
x—0 X
. 2tan2x . . . . senx
5. lim ————, usando a identidade trigonométrica tan x = —— , teremos:
x>0 X2 COS X
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. 2tan2x . sen2x _
lim—— = 2lim—————, podemos reescrever em partes:
x>0 X2 x>0 X2.C0S2X

. Senx .. senx .. 1 .
21lim dim Jdim , assim:

x=>0 X x=0 X x>0 COS2X

2111=2

Item C: igual a ficha 1. A fungdo ¢ M(n)=(1+ l)“. O limite dessa funcéo é o limite
n

fundamental da questdo anterior (item B, questdo 1). Assim: |[jm M (n) =|im @+ 1)n =e.
n

N—-+o00 N—+o0

Graficamente, apenas a parte positiva (n>0).
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2> Ficha de Trabalho 7

Contetdos abordados: Continuidade de fungdes de uma varidvel, definicdo de
continuidade, propriedades das func6es continuas, tipos de descontinuidade, continuidade

em intervalos, teorema do Valor Intermediario.

Objetivos: Entender a continuidade de funcdes; Definir se fun¢bes sdo continuas em um
ponto; Classificar a descontinuidade das funcdes; Definir e aplicar a continuidade em
intervalos; Aplicar as propriedades das funcdes continuas em exemplos; Entender o

Teorema do Valor Intermediario.

FT7 - Continuidade

Equipe:

Estudante avaliado: ; Estudante 2: ;
Estudante 3: : Estudante 4:

Peso do dia: (de zero a 50%)

NOTA: (de zero a dez)

e Itens individuais (X para sim): () Faltou; ( ) Chegou atrasado; ( ) Saiu mais cedo; ( ) Néao
trouxe o material de consulta; ( ) Chamou o professor sem consentimento do grupo;

() Atrapalhou o rendimento do grupo; ( ) Ndo conhecia ou desrespeitou o contrato de trabalho;
() Falta de comprometimento com a aprendizagem.

e Itens do grupo: (marcar a quantidade de ocorréncias ou X para sim): ( ) Nem todos os membros
sabiam perguntar ou explicar o que ja haviam feito; ( ) Ndo aguardaram a sua vez de atendimento;
() Trabalho feito de forma individual; ( ) Algum componente esta atrasado ou adiantado em
relacdo ao grupo; () Consultaram a ficha resposta antes de finalizar a atividade;

() Tempo de efetivo trabalho (medido em horas).

Nas fichas anteriores vimos que para calcular o limite de algumas funcGes bastava calcular a
imagem (f(a)) de a, ou seja, mantinham a propriedade |im f(x) = f(a). Quando isso ocorre

dizemos que a funcéo é continua no ponto a. Segundo Stewart (2006), o termo continuidade de
fungdes quer dizer que ndo sofrem interrupgdes, € um processo continuo. A definicdo é: Uma
funcéo f é continua em um ponto a se |im f (x) = f (a). Quando ndo ocorre isso, dizemos que a

funcg&o é descontinua no ponto a.
Com base nisso e na ficha de sugestdes, determine o que se pede:
A. Considere as fungdes abaixo, dadas nas formas algébrica ou grafica. Determine, caso

existam, os pontos de descontinuidade, classificando-os conforme os tipos. Grafique de
las.

1 f)=x2+9

x2-16
B e
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-2
3 100=05,
4. f(x)=x
5,

1+x2sex<1
f(x)=
4-xsex>1

6. Considere o gréafico abaixo:

7. Considere o gréfico:

B.

1. Considere os graficos abaixo, determine o intervalo que as funcGes estdo definidas, e se
sdo continuas nesse intervalo. Caso ndo sejam continuas, determine quais as condi¢des
gue ndo sdo satisfeitas.

1. Y 2. &Y 3. ad 4. Ax

d |

|

- [§: R )l |

e Al

P . SR

I " |
1 |‘: 1 |l {l\ I.\'
BENERE | v 2 3 = & i % 9 3 -

Fonte: ANTON, 2005, p. 144.
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2. Estabeleca em quais intervalos f é continua.

W
— | | TN
/

L
" . -
4 \ g X

C. Aplicando as propriedades das fungdes continuas, determine o que se pede.

1. Suponha que f e g sejam fungBes continuas, tais que f(2)=1 e [im[f(x)+4g(x)]=13-
x—2

Determine g(2) € Iim g(x)
X—2

2. Suponha que f e g sejam funcGes continuas, tais que f(3)=-2 e |img(x)=5. Encontre
x—3
lim[f (x)/g(x)]

D. Diversos autores de livros de CDI apontam um importante teorema como consequéncia
direta da existéncia de fungdes continuas em um intervalo fechado [a,b]. Qual é esse
teorema? Qual a importancia dele? Exemplifique.
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FICHA DE SUGESTOES 7 — Continuidade

A. Existem trés condi¢Ges que devem ser satisfeitas para a funcdo ser continua em um ponto c:
12 a funcdo deve ser definida em f(c), isto €, ¢ deve pertencer ao dominio de f.
2% |im f (x) deve existir, ou seja, os limites laterais quando x tende a ¢ devem ser iguais.

X—C

3% lim f (x) = f(c), 0 limite de f, quando x tende a c, deve ser igual ao valor f(c).

Abaixo temos alguns exemplos de funcdes que tem algum ponto de descontinuidade:

/ ‘ T / | R

(a) (b) (c) (d)

Fonte: ANTON, 2005, p. 144.

A funcéo representada no grafico (a) € descontinua no ponto c pois nao satisfaz a condicao 12, ou
seja, a fungdo ndo é definida em c. O item (b) representa uma fungdo descontinua em c pois 0s
limites laterais s&o diferentes, ou seja, o limite quando x tende a ¢ ndo existe (condi¢do 22). Os
itens (c) e (d) violam a 32 condigdo, pois o limite quando x tende a c é diferente do valor f(c).

B. Tipos de Descontinuidade: considere que estejamos analisando a continuidade da fungéo f no
ponto c.

Removivel: é assim chamada quando o limite de f, quando x tende a c, existe, mas é diferente de
f(c). Assim: |im f(x) = L. Com L« f(c). Um exemplo desse tipo de descontinuidade é apresentado

nos itens (a) e (d) acima.

De salto (ou de primeira espécie): é assim chamada quando os limites laterais de f, quando x
tende a c, existem, mas sdo diferentes, ou seja, o limite ndo existe. Assim: |im f(x)=L, €

X—C

lim f(x) = L,» com L #L,. O item (b) acima é desse tipo.

Infinita (ou de segunda espécie): é assim chamada quando o limite de f, quando x tende a c, é
oo, O item (c) acima é desse tipo.

C. Continuidade em Intervalos

Se uma funcdo f for continua em cada ponto do intervalo aberto (a,b), entdo dizemos que f é
continua em (a,b). Essa definigdo se aplica para intervalos abertos da forma (a, +), (—=%©,b) e
(=%, +). No ultimo caso, dizemos que f é continua em toda parte (ANTON, 2005, p. 144).

Em relacdo aos intervalos fechados [a,b], devemos tornar cuidado na anélise da continuidade nos
extremos desse intervalo. Assim, analisamos a continuidade & esquerda e a direta. Logo uma
funcdo f definida em [a,b] é continua no seu extremo esquerdo (no ponto a) se o limite a direita
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de a existir e for igual a f(a): lim f(X)= f(a). De modo analogo, a fungéo é continua no seu
X—a

extremo direito (no ponto b) se o limite & esquerda de b existir e for igual a f(b): IirD f(x)=f(b)
X—

O gréfico abaixo mostra uma funcdo f definida em um intervalo fechado [a,b], perceba que é
continua no ponto b (extremo & direita), pois “T* f(x) = f(b). Porém, ndo é continua no ponto
X—

a (extremo & esquerda), pois lim f(x) = f(a).
X—a

L

i fr
Fonte: ANTON, 2005, p. 146.

Assim, uma func¢éo é continua no intervalo fechado [a,b], se:
1. For continua no intervalo aberto (a,b);
2. For continua a direita de a;
3. For continua a esquerda de b.

D. Propriedades das fungdes continuas

Considere que a funcéo f(x) e a fungdo g(x) sejam continuas em um ponto ¢, entdo:
1. T(X)+g(x) (ou f(X)—g(x) ) é continua em c.
2. f(x).9(X) é continuaem c.
f(x)
g(x)
4. Se a funcédo g for continua no ponto ¢ e a funcdo f for continua no ponto g(c), entdo a
composicdo f o g é continua emc.
5. Seafuncdo g for continua em toda parte e a funcéo f for continua em toda parte, entéo a
composicdo f o g é continua em toda parte.

é continua em ¢ se §(C) # O e tem uma descontinuidade em c se g(c) =0.

Observagdes: Toda fungdo polinomial é continua e toda fungdo racional é continua no seu
dominio e descontinua nos pontos que anulam o denominador. Teoremas provam isto.

) X2_
Exemplo 1: Perceba o limite lim f(X)da funcdo f(X)= i1

x—>-1
x2-1 X+1)(x-1)

podemos fatorar o numerador e assim: 1M = lim =limx-1=-2.
x>-1 X4+1 xo-1 Xx+1 x—>-1

A funcdo é continua em todo o dominio real, menos no ponto x = -1, pois a fungdo ndo esta
definida para f(-1). Nesse caso o tipo de descontinuidade é removivel. Veja o gréfico abaixo, o
ponto A é o ponto de descontinuidade.

X#=1. Para resolvé-lo
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-2.5) -2 -1.5 -1 -05 1]

Exemplo 2: Sejaa fungdo f R — R, definida por ¢ (x)— 13'X¢3 e considere IXILn3 f(x)
X_

Para essa funcéo, temos:

+ o0

Logo lim f(X) nao existe.
x—3

A descontinuidade é do tipo infinita.
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FICHA DE RESPOSTAS 7 — Continuidade
A. Seguem:

1. f(x)=x2+9, € continua para todo o conjunto Real, pois € uma funcéo polinomial. Grafico a
cargo do leitor.

x2-16
2. f(X)=———
X2-5x+4
Nesse caso, como se trata de uma funcdo racional, devemos buscar os valores que zeram o
demoninador, com isso encontramos X=1 e x=4. Logo a fun¢édo € continua para R — {1,4}. Para

classificar cada um dos tipos de descontinuidade, deveremos considerar o grafico da funcdo, ou
. (x+4)(x—-4) . x+4

L . . . 2-16
calcular o limite quando x tende a 1 e depois 4, assim: lim —- = lim =lim— =
x—1x2-5x+4 xo1(x—-4)(x-1) x->1x-1

0 que dependerd se o limite é a esquerda ou a direita de 1, assim concluimos que

lim (-1
5 5 _ o e
m = —ooe W = +o0. Logo em x=1 a descontinuidade é infinita.
x— X
2 _ _
Agora calculando o limite quando x tende para 4: [im—> 16 i X+Ax=4) . x+4 8

od X2_Bx 44 b (x-4)(x-1) x4x-1 3 '
0 que mostra que para x=4 a descontinuidade é removivel.

8

Como é uma fungdo racional, sabemos que é descontinua em x=2, porém por conta do médulo
deveremos olhar com mais atencdo o que acontece com o limite de f quando x tende a 2.

Assim, com auxilio do limite lateral, para valores maiores do que 2, temos:
. X=2 . X=2 .

lim —= = lim —==lim1=1

x—2" [X — 2‘ -2t X —2  xo2*

J4 para valores menores do que 2, temos:
lim X=2 —tim =2 _lim-1=1
X—2~ ‘X — 2‘ X—2" — (X — 2) X—2~

Como os limites laterais sdo diferentes temos uma descontinuidade do tipo em salto em x=2.
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4. f(x)=|x

Aparentemente ndo existem valores para os quais a fungdo modular ndo esteja definida, porém
devemos nos atentar ao o0 que ocorre quando x se aproxima de zero pela esquerda e pela direita.
Assim:

Iim|x| = lim-x=0, como os limites laterais sdo iguais o limite existe e,

lim|x=limx=0 € ! !
x—0" x—0" x—0 x—0

além disso, lim|x = f(0)=0- A funcéo é continua em todo intervalo real.
x—0

1+x2sex<1
5. =
) {4—xsex21

Devemos calcular o limite quando x tende a 1. Assim:

lim f(x)=lim4-x=4-1=3 € [im f(x) = lim1+ x2=1+12 = 2, 0 limite no ponto ndo existe, pois 0s
x—1" x—1" x—1" x—1"

limites laterais sdo distintos. Assim, temos uma descontinuidade em salto no ponto x=1.
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6. A funcdo é descontinua em x=4, o tipo da descontinuidade é em salto, pois os limites laterais
existem, porém séo distintos.

7. Nesse caso, temos que analisar dois pontos, x=2 e x=6. Em x=2 temos uma descontinuidade
do tipo infinita, j& em x=6 a descontinuidade € de salto. A fungdo € continuaem R — {2,6}.

B. Seguem as questdes com base nos gréaficos.

1.

1.1 A funcdo esté definida no intervalo [1,3], porém apresenta uma descontinuidade em salto para
X=2, pois os limites laterais existem, mas s&o difenrentes. A funcdo é continua nos extremos do
intervalo. Assim f é continua em [1,3] para x = 2.

1.2. A funcdo esta definida no intervalo [1,3], porém apresenta uma descontinuidade removivel
para x=2, pois o limite existe, mas é diferente de f(2). A funcdo é continua nos extremos do
intervalo. Assim f é continua em [1,3] para x = 2.

1.3. A funcéo esta definida no intervalo (1,3) e é continua no inervelo aberto. Apresentando uma
descontinuidade infinita nos extremos, pois o limite quando x tende para 1 (pela direita) é infinito
e quando x tende a 3 (pela esquerda) o limite também € infinito.

1.4. A funcdo esta definida no intervalo [1,3). Analisando por partes concluimos que é continua
em x=1 (no intervalo), pois o limite a direita existe, bem como em todos os pontos do intervalo
aberto (1,3). Assim é continua em [1,3). Cuidado no intervalo fechado [1,3] ndo é continua em
x=3 pois o limite lateral esquerdo é diferente de f(3).

2. Estabeleca em quais intervalos f é continua.

No intervalo [-4,-2) é continua

No intervalo (-2, 2) é continua.

No intervalo [2, 6) é descontinua em x=4, do tipo infinita.

No intervalo (6,8) é continua.

Porém, quando consideramos os valores x=- 2, x=2 e x=6, todos estes pontos apresentam
descontinuidades do tipo removivel, dentro dos intervalos.

C. Aplicando as propriedades das fungdes continuas, determine o que se pede.

1. Suponha que f e g sejam funcdes continuas, tais que f(2)=1e lim[ f (x) +4g(x)] =13 Determine
g2 e lim g (x)-

Inicialmente pela propriedade dos limites, podemos escrever:

lim f (x)+ lim 4g(x) =13

Como as func@es sdo continuas, temos que Ix'ﬂ f(x)= f(2) =1, assim:

1+ Iin; 49(x) =13 > Iin; 49(x) =12
Pela propriedade dos limites temos que:

Iirr;4g(x) =12 —>4Iing g(x)=12—> Iin; g(x)=3

Novamente pela definicéo de fungGes continuas temos que |im g(x) = g(2) = 3-
X—2
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2. Suponha que f e g sejam fungbes continuas, tais que f(3)=-2 e |img(x)=5. Encontre
x—3

lim[f (x)/g(x)]-

Conforme acima, temos que lim[ f (x)/ g(x)] = M = ;2
x-3 IirT; g(x) 5

D. Espera-se que 0 grupo perceba, com consultas aos livros-texto de CDI, que nos referimos ao
Teorema do Valor Intermediéario. Esse teorema é assim enunciado: Se f for uma fungéo
continua em um intervalo fechado [a,b] e k um nimero qualquer entre f(a) e f(b) (inclusive os
proprios extremos), entdo existe no minimo um nimero x no intervalo [a,b], tal que f(x)=k.
Isso quer dizer que, numericamente, a fungdo continua no intervalo [a,b] assume todos os
valores k entre f(a) e f(b), pelo menos uma vez, a medida que x percorre o intervalo [a,b]. O
gréafico segue abaixo:

AY

fib) ' /
k (1

|
|
|
|
|
|
|
|
|

Sfla) |

iy

a x b

-

Fonte: ANTON, 2005, p. 149.

Observe que isso sO € garantido se a fungdo for continua. Uma importancia consequéncia desse
Teorema é o Teorema de Bolzano (ou do Anulamento), ele é assim enunciado: se f for uma fungéo
continua em [a,b], e se f(a) e f(b) forem diferentes de zero com sinais opostos, entdo existe, no
minimo, uma solugéo para a equacéo f(x)=0 no intervalo (a,b).

Esse fato que é ilustrado na figura abaixo, serve para determinar se uma fungdo possui zeros
dentro de um intervalo. Procure exemplos nos livros.

fl)y >0F—
‘ b x
a /\ 2
S(x)=0 ;
fb) < O ————————2 :

Fonte: ANTON, 2005, p. 149.
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Capitulo IV - Avaliacdo na Proposta da AS

Ap0s a aplicacdo de todas as fichas de trabalho, € momento de realizar a avaliagédo
escrita, com critérios proprios a AS. A avaliagdo que propusemos € composta por 8
questdes, sendo seis questdes individuais com peso de 75% e duas questdes no grupo de
trabalho valendo 25%. As questdes/problemas devem ser relacionadas aos contetdos
abordados durante o periodo de estudos, com consulta ao material do aluno — FT, ficha
de sugestdes e de respostas. Para cada duas questdes é disponibilizado o tempo de uma
hora/aula, sendo que ao final desse tempo, os alunos devem entrega-las. Na Gltima hora
sdo feitas as duas questdes nos grupos de trabalho. No total, a prova tem duracao de quatro
horas/aula (BALDINO, 2001).

Ap0s a aplicacdo e correcdo, a média e o desvio-padrdo das notas € divulgado para
a turma, explicando o critério de correcdo de cada questdo — o0 que se considerou correto,
por exemplo. Neste momento, sem a divulgacdo das notas individuais, a turma, em
plenaria, discute a avaliacdo, podendo alterar o que foi considerado — certo ou errado —
na corre¢ao do professor, como explica Baldino “Se necessario, o critério pode ser
alterado, alguma questdo pode ser anulada ou, mesmo, a propria prova pode ser anulada”
(BALDINO, 2001, p. 14). Em seguida, de forma democratica, € votada se a prova ou suas

alteracdes serdo aceitas.

Além disso, cada estudante tem a oportunidade de decisao individual, no que tange
a anulagdo da prova. Sobre isso, é importante ressaltar: ap6s a votacao do grupdo, a Unica
decisdo individual possivel é a anulacdo da prova, caso tenha sido aceita pela maioria.
Esse direito é estendido aos alunos que ndo fizeram a avaliacdo. Apenas ap0s esse
momento a avaliagdo é entregue aos alunos. Como recomendacgdo de Baldino, caso a
maioria tenha votado pela anulacéo da prova, o professor deve pensar em estratégias para
realizacdo de uma nova avaliacdo. Porém, caso apenas alguns alunos a tenham recusado,
a proxima avaliagdo da disciplina pode ter sua nota destinada a substituicdo da prova
recusada, haja vista a dependéncia dos contetdos do CDI (cf. BALDINO, 2001).
Entretanto, acreditamos que essa decisdo também possa ser discutida em plenaria, de

acordo com a disponibilidade do professor.
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A seguir apresentamos uma proposta de avaliagdo com o gabarito. Caso o
professor julgue necessario, pode alterar as questdes/problemas, desde que preservados

0s critérios da AS.

AVALIACAO SOBRE LIMITES E CONTINUIDADE

Estudante: Data:

Instrucdes e informacdes:

Cada questdo tem peso de 12,5%. As seis questfes iniciais sdo individuais, com consulta ao
material do aluno — fichas de trabalho, de sugestdes e de respostas — e uso de calculadora, ndo
sera permitido o uso de outros materiais, nem aparelhos eletronicos. As duas Ultimas questdes sdo
feitas no grupo de trabalho, também com consulta.

O tempo de prova € de 4 horas/aula, sendo que as questdes serdo entregues de duas em duas, com
0 tempo maximo de 1 hora/aula. Apds o tempo de 1 hora/aula o aluno devera entregar as duas
questdes ao professor. Caso finalize antes do tempo maximo, podera entrega-las e iniciar a etapa
seguinte da prova, ndo podendo voltar nas questdes ja entregues. O grupo de trabalho sé podera
iniciar as questdes quando todos integrantes finalizarem a parte individual.

O critério de correcdo de cada questdo sera explicado a turma na devolucdo da avaliacgdo.

Etapa 1

12 Questdo. Represente o grafico de uma funcao f que satisfaca simultaneamente todas
as condicdes abaixo:

limfx)=1 lim f(x) =+
x—7 x—0

. 1 I =
lim f(x)=E l'ﬂl f(x) =+
X—2"

x—2"

E ainda, caso exista(m) ponto(s) de descontinuidade no grafico de f, identifique e
classifique-os.
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Gabarito: Um dos possiveis gréafico € este:

g

Nesse caso, apresenta descontinuidade infinita em x=0 e de salto em x=2.

22 Questdo. Use a defini¢do formal de limites para encontrar uma relacdo entre € e &5

provando que |jm (x2-3)=1

xX—2

Gabarito: Usando inequagdes, temos por definicdo que: |x2—3-1 < ¢esempre que
0<|x—2|< &, 0que resultaem:

|x2—4| <& —>x2—4<ec0U x2—4>—g. Resolvendo as duas inequacdes quadraticas,
teremos como resultados:

1°caso: x e (—vV4+¢&,v4+¢),e>0

2°Caso: x e (—o,—vA—e)U(Wb—¢e,40),/0<e< 4

Verificando a intersecéo entre as respostas, chegamos em:
x e (V4 —e,\J4+ &), visto que pertence a esse intervalo.
Assim, podemos escrever que

Ja—¢ <x <4+ ¢, subtraindo 2 na desigualdade:
Ja—g —2<x-2<+J4+& -2, concluimos que:

5= min{‘«/4 —e- 2\, Ja+e-2}, cqd.
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Etapa 2. Estudante:

32 Questdo. Abaixo é apresentado o grafico da funcdo g. Caso existam, determine os
pontos de descontinuidade, classificando-os. Justifique sua resposta, em cada caso, com

base na defini¢do de continuidade.

-5 -45 -4 -35 -3 -25

|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
T
2
I
|
|
|
|
|
|
|

Gabarito:

x=-2 descontinuidade do tipo infinita (limite de g quando x tende a -2 € infinito)

x= 0 descontinuidade do tipo salto (limites laterais existem, porém, sdo distintos)

x=-3 e x=1 descontinuidades do tipo removivel (limite no ponto existe, mas é diferente

da imagem).

42 Questdo. Uma fornalha para a producdo de cristais € usada em uma pesquisa para
determinar a melhor maneira de manufaturar os cristais utilizados em componentes
eletrdnicos para veiculos espaciais. Para a producdo perfeita do cristal, a temperatura deve

ser controlada precisamente, ajustando-se a entrada da poténcia. Suponha que a relacédo
seja dada por T(w)=01m"+ 21557 + 20, onde T ¢ a temperatura em graus Celsius e @ é a

poténcia de entrada em watts.
a. Qual a poténcia necessaria para manter a temperatura a 200°C?
b. Se for permitida uma variagéo de +1°C a partir dos 200°C, qual sera a imagem da
poténcia permitida para a entrada?

c. Em termos da definicdo .5 de |jm f(x)=L, 0 que é x? O que € f(x)? O que € a? O

que é L? Qual o valor de ¢ dado? Qual o valor correspondente de §?
(STEWART, 2006, p. 123).

e — ————
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Gabarito:

a. @ =33 watts, aproximadamente.

b. A imagem da poténcia em watts estard no intervalo [32.88, 33.11], enquanto que
a temperatura em graus Celsius estara no intervalo [199, 201].

C. X representa a poténcia em watts, f(x) representa a temperatura em °C em funcao
da poténcia, a representa o valor “ideal” da poténcia para manter a temperatura
em 200°C, ou seja, vale, aproximadamente 33watts, L representa o valor “ideal”
da temperatura que nesse caso seria 200°C, o valor de épsilon é 1°C, para mais ou

para menos, o valor de delta correspondente é de, aproximadamente 0,12watts.

Etapa 3. Estudante:

52 Questdo. Calcule os limites, usando limite notavel, quando possivel.
OBS.: N&o sera considerada resolucéo se a regra de L’Hopital for utilizada, resolva

passo a passo.

] x* —81
a. A
I!m 2x2-5x-3

b, |im (Ve +1-xe-1)

X—too

. sin(2x)
C. I ex—67X
x—0
Gabarito:
a | x* 81 i (x+3)(x=3)(x2+9) i (x+3)(x*+9) 108
![,D 2x2—5x—3 !EE‘ (2x+1)(x—23) s 2x+1 7

b. [im % +1-Vx2-1) = [im (Ve +1-Vx2-1).(Jx2 +1+x2 1) = |jm 2 +1- (x2-1) =

X—>too X—>o0 X—>Fo0

25in(2x) sin(2x) . sin(2x)
5|n(2x) 2x 'JL‘% 2x 1
¢ lim——==lim =lim—= = TR
x> x>0 € (e - e - 11
oo & ° 78 07D e gim &Y
X 2X x—0 x—0 2X
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62 Questao. Seja T = f(t) a temperatura de uma batata cozida t minutos depois de retirada
de um forno quente. A figura abaixo mostra a curva da temperatura em fungéo do tempo,
onde r denota a temperatura ambiente.

a. Qual € o significado fisico de |jm f()?

t—0"

b. Qual ¢ o significado fisico de |jm f(t)?

t—>+o0

=
=
=
=

Temperatura (°F)

b S

Tempo (min)

(ANTON, 2005, p. 132).

Gabarito:

a. Esse limite significa que no momento em que a batata é retirada do forno ela estéa
com a temperatura de 400°F.

b. Significa, de acordo com a Lei de Resfriamento de Newton, que a batata atingira
a temperatura ambiente — ndo ultrapassando este valor.

Etapa 4. Integrantes do Grupo:

7% Questdo. Na FT1 havia um problema sobre o Tapete de Sierpinski. Assim,
considerando a ideia de fractais, abaixo encontra-se 0 modelo de determinacdo do
Triangulo de Sierpinski. Ele é formado a partir de um tridngulo equilétero de lado I, cada
triangulo retirado (parte branca) também é equilatero. Sabendo que a area de um triangulo

12/3
4

equilatero é A= , determine o que se pede.

a. Qual a area do triangulo nas iteragdes (0), (1), (2), (3), ... (10)?
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b. O que acontece com a area do Tridngulo de Sierpinski quando o nimero de
iteragBes aumenta indefinidamente? E com o perimetro? Justifique suas respostas.

c. Encontre uma funcgdo relacionando a quantidade de iteracGes com a area do
Triangulo de Sierpinski, considerando o lado constante.

d. Calcule algebricamente o limite da area quando o numero de iteracGes tende ao

infinito.
(D 1 (2)
& A,
.‘. _‘..liL
L A i,
l .‘ b -
u “. lu‘h [IET
‘. ‘ l .‘ :l. I‘. ey Al
.“‘.‘.“‘.‘ ;j‘iﬁ.:‘.l..l.d.‘ljiﬁ:lii
(3) (4)
Gabarito:
a. Area (zero iteragio) = 'Zf
Area (12 iteragdo) = 3' ‘F
Area (22 iteracdo) = 9I ‘f
Area (32 iteragdo) = 27' ‘f .. encontramos um termo geral: A = 3" ' ‘f
0,1,23,...
Area (102 i 123
411

b. Com o nimero de iteracdes tendendo ao infinito, percebemos que a area tende a

zero. Porém, o perimetro do tridngulo continua igual, ou seja, é constante.

9 I\/7

a aSSIm A(n) 3"

c. A funcdo ¢ a encontrada no item eN

n+1 !

n—>+o0 n—>-+o0

d.im A(n) = lim 3" —— ! I = lim [3)1 12/3 =0
4™ sl 4 ) 4
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82 Questao. Suponha que a velocidade v (em pés/s) de um paraquedista t segundos depois
de saltar de um avio seja dada descrita pela fungéo v(t) =190(1—e*"*").

a. Faca o grafico dessa funcéo.

b. Calculando um limite apropriado, mostre que o grafico da funcéo v(t) tem uma
assintota horizontal v=c para uma constante ¢ apropriada.

c. Qual o significado fisico da constante ¢ encontrada anteriormente?

(ANTON, 2005, p. 133).

Gabarito:
a. Segue o grafico em escala, para melhor visualizagéo:

2 0|V o2 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 32 3 36 38 4 42 a4 46 48 5 52 54 56 58 [

b. O limite é quando o tempo tende a infinito, assim, teremos:
lim v(t) = lim 190(1-e*"**")=190, ou seja, ¢ = 190

t—>+00

c. E avelocidade terminal do paraquedista.
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Capitulo 'V - Consideracdes Gerais e Sugestoes
para Aplicacdo

Neste topico temos como objetivo apresentar algumas sugestdes ao professor que
aplicar o guia em sala. Nesse sentido, trazemos uma planilha para organizar as notas dos
estudantes, com a formula utilizada para calculo da média. Além disso, caso o professor
queira aplicar, sugerimos dois questionarios: um inicial e um final, para recolher
informacdes da turma e também suas opinies sobre a AS. Por fim, trazemos algumas

consideracdes finais.

> Planilha de notas e formula para o cdlculo

A planilha que sugerimos organiza todas as notas dos estudantes, para facil
compreensdo. Vale lembrar que cada dia de aula na qual o professor utilizar uma ficha, é
computada uma nota, assim como no Ensino Remedial. Ao final essas notas geram uma
média que tem o peso igual a média dos pesos de cada aula. Como ja mencionamos, a
férmula do calculo da média pode ser alterada, desde que sejam consideradas todas as
notas dos estudantes e o peso da AS. A formula, que ja foi mostrada no contrato, esta no

quadro abaixo que é explicativo.

» Todas as notas serdo dadas em uma escala de zero a dez;

» A nota final do periodo em que se trabalhar com a AS é a maxima entre a prova
escrita (PE) e a média ponderada entre a nota da AS (NAS) com peso P e a nota da
PE: MEDIA = MAX (PE; P.(NAS) + (1 -P).(PE)) ;

Onde o peso P sera feito pela média dos pesos atribuidos a cada aula pelos alunos;
» AnotadaAS (NAS) serd composta pela média entre as notas de cada aula (Al, A2,
...Ali) de i aulas de AS e as notas individuais (R1, R2, ...Rj) de cada encontro j do
ER;

O coeficiente de participacdo (CP) é sobre a participacdo do estudante no ensino
remedial: 1 se participou; 0 se ndo participou;

A nota da AS é calculada por:

Al+ A2+ A3+...+ Ai N

/Y

CP. R1+R2+ I.?3+...+ Rj

NAS = ! ]
1+CP

89



Consideracdes Gerais e Sugestdes

Todos os estudantes podem consultar suas notas, uma forma de fazer isso sem
expor a nota deles para o grupdo, é atribuir a cada aluno uma letra com um indice: Al,

A2,..B1,... A planilha abaixo é um exemplo de como computa-las.

Alunos Notas das aulas Notas do Ensino Remedial Notas com peso Nota final da AS | NOTA FINAL: MAXIMO(PE; NOTA FINAL DA AS)
AST | AS2 | AS3 | AS4 | AS5 | AS6 | AST7 | AS8 édia A CP | ER1|ER2[ER3|ER4 R P P).P PE; P P).(P

Peso da AS por dia | ‘ ‘ ‘ | ‘ ‘ | média Pesos (P)

Observagdo: Se alguma nota da AS for igual a zero, significa que o aluno faltou no respectivo dia.

PE: prova escrita 0 termo s/n (sem nota) significa que o aluno néo veio ao ER.

P: média dos pesos de cada aula de AS

NAS: média da AS (meédia entre as notas de AS e do ensino remedial)

CP: coeficiente de participagdo no ensino remedial (1=sim; 0=n&o)

= Questionario inicial

Como sugestdo para a aplicacdo, o professor podera pedir que os estudantes
respondam a um questionario inicial, a fim de obter alguns dados relevantes para a AS.
Um desses dados é sobre a possibilidade de participacdo no Ensino Remedial.

Lembre-se: caso queira divulgar os dados terd que obter a autorizacdo por escrito de

todos os participantes.
Questionario

Aluno:
Curso:

1. Identificacéo do participante:

1.1. Idade: ___anos.

1.2. Vocé ja cursou a disciplinade CDI1? ( ) Sim () Nao

Se respondeu sim para a pergunta anterior responda as perguntas 1.3 e 1.4:

1.3. VVocé reprovou em CDI 1?
( )Sim () Nao, cursei novamente CDI I, porque

1.4. Sua reprovacéo ocorreu por qual (is) motivo (s)?
() Frequéncia ( ) Nota ( ) Desisténcia ( ) N&o reprovei
e ————
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1.5. Vocé costuma chegar atrasado para as aulas de CDI 1? () N&o () Sim, por qué?

1.6. Vocé costuma sair antes do término da aula CDI I? ( ) Ndo () Sim, por qué?

1.7. Vocé tem disponibilidade para participar de grupos de estudo no periodo
vespertino? () Sim, nos dias (da semana):
() Néo, por qué?

> Questiondrio final

Além do questionario inicial, elencamos um questionario de satisfacdo em relacéo
a AS. Essas perguntas sao importantes tanto para analisar a postura dos estudantes durante
a aplicacdo da AS, como a propria intervencao e postura do professor.

Questionario final sobre a aplicacdo da proposta baseada na Assimilacdo Solidaria
(AS)

Aluno (a):
1. Em relacdo a pedagogia adotada, vocé considera que ela foi:

( )muitoboa ( )boa ( )regular ( )ruim () muito ruim
Por qué?

2. Em relacdo ao estudo de Limites, sobre a sua aprendizagem, vocé considera que
ela foi:

( )muitoboa ( )boa ( )regular ( )ruim () muito ruim

3. Em relacédo ao envolvimento dos individuos do seu grupo, ele foi:
( )muitobom ( )bom ( )regular ( )ruim () muito ruim

4. Em relacdo ao seu envolvimento com o grupo, ele foi:
( )muitobom ( )bom ( )regular ( )ruim () muito ruim

5. As fichas de trabalho, de sugestdes e de respostas utilizadas durante as aulas, na
sua opinido, quanto ao tipo de questdes, contetdo, formato e quantidade de
questdes, foram?

( ) muitoboas ( )boas ( )regulares ( )ruins () muito ruins

e — ————
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6. Sobre a contribuicdo do Ensino Remedial para a sua aprendizagem, vocé
considera que?

() contribuiu muito () contribuiu razoavelmente () contribuiu pouco ( ) néo
contribuiu () atrapalhou a aprendizagem

() n&o participei, pois:

7. Use o verso da folha para fazer sugestdes, elogios, criticas, comentarios sobre a
AS, as atividades realizadas e o Ensino Remedial.

= Teste sobre [imites

Além dos questionarios, optamos por sugerir uma avaliacdo diagndstica sobre
limites. Essa avaliagdo pode ser utilizada no inicio da intervencéo, servindo, entre outros

motivos, para a divisdo dos grupos.

Acreditamos que por se tratar de uma avaliacdo diagndstica, ndo seja relevante
atribuir uma nota pelas respostas dos estudantes. O que pode ser feito é relacionar as
respostas dadas com conceitos: Entende a nogéo de limites, resolveu todos os itens de
forma correta e com a simbologia adequada — conceito A; Entende a nocao de limites,
porém apenas de forma intuitiva, ndo domina a simbologia e linguagem formal — conceito
B; Compreende alguns termos sobre limites, porém comete erros nas resolucdes —
conceito C; Ainda ndo desenvolveu a ideia de limites — conceito D. Assim, por meio dos
resultados, o professor podera dividir a sala em subgrupos — A, B, C e D — para serem

formadas as equipes de trabalho.
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Avaliacédo Diagnostica

Aluno: Conceito:

Responda as questfes abaixo:

1. O que vocé entende por limite de uma fun¢do?

2. Explique o que vocé entende pela expressao “Um valor maior do que qualquer niimero positivo
que exista”. Qual é esse nimero? Disserte sobre isso.

3. O que significa a expressdo N — —oo(n tendendo ao infinito negativo)? Vocé conhecia a
notacao simbdlica?

4. Quantos numeros existem, considerando o conjunto dos nimeros Reais, entre 0 e 1?

5. Considere a fungdo f : R~ — R, definida por f (x) = 1 . Qual o dominio desta fungdo? O
X

gue acontece com f (imagem da funcéo) quando o valor de x se aproxima muito de zero?
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6. Considere o gréfico da funcao g abaixo, com base nele, responda:

6.1. Qual a imagem da funcéo quando x se torna um valor muito grande? E muito pequeno?

6.2. Vocé consegue localizar algum ponto para o qual a fungdo g néo esteja definida? Qual?

2 Consideracoes finais

Por fim, é importante ressaltar que na AS o processo de ensino e aprendizagem é
desenvolvido com base nas regras do contrato de trabalho, que pode ser alterado pela
maioria, mediante votacdo. Assim, o professor que aplicar essa proposta, devera ter
consciéncia de que a AS é um projeto politico na sala de aula, no qual os alunos tém papel
central. Além disso, a AS ndo permite ao professor uma andlise quantitativa da
aprendizagem, uma vez que cada um dos grupos tera desenvolvimento distinto. Logo, ndo
se pode medir sua eficacia por meio de questfes certas/erradas, mas pelo que cada grupo

produziu.

Certamente a AS tem limitagOes, como citamos, em relagdo ao conhecimento

matematico, no que tange sua aprendizagem. Possivelmente alguns alunos ndo alcangardo

e — ————
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0s resultados esperados, mesmo seguindo todos os procedimentos sugeridos. Porém, ela
tenta minimizar esse cendrio, por meio das suas estratégias didaticas-pedagdgicas.
Estratégias que sdo indissociaveis, pois, caso contrario, tornaremos a AS um disfarce para
0 ETV. Isso mostra, ao professor que aplica-la, a importancia em deixar, durante as aulas,
o0s estudantes resolverem os problemas das fichas, intervindo apenas quando necessario.
Também, realizar a cada aula a plenéria - momento em que os estudantes podem relatar
e opinar - e assumir 0 Ensino Remedial como etapa importante, onde ndo séo realizados
apenas exercicios, mas o estudante, com a mediacdo do professor, formaliza conceitos e

constroi conhecimento acerca dos temas abordados.

As vantagens de pautar sua pratica na AS resultam na aquisicdo e no
desenvolvimento da autonomia dos estudantes. Outrossim, por meio das relacdes
interpessoais dos grupos, entendemos que os participantes desenvolvem formas de
estudos que os tornam mais independentes em relacdo a prépria aprendizagem. Além
disso, podem aprimorar 0 senso critico sobre as relagdes que sdo estabelecidas em sala de
aula e do seu papel enquanto estudantes.

Professor, esperamos que o presente guia seja Util na sua atuacdo profissional.
Caso ndo aplique a AS, que ao menos sirva como motivadora para romper com o ETV,
fazendo da sala de aula um ambiente mais democréatico e com verdadeiras oportunidades

de aprendizagem.
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